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VORWORT. 


Das  vorliegende  Elementarbuch  der  Mechanik  schliesst  sicli  hin- 
sichtlich des  Lehj^anges  den  besseren  vorhandenen  Werken  im  Allge- 
meinen an,  geht  aber  im  Einzelnen  einen  beträchtlichen  Schritt  werter. 
Voran  steht  die  Geometrie  der  Bewegung,  eine  Lehre,  welche  darauf 
abzielt,   zu  zeigen,  dass  die  reine  Bewegungstheorie,  insofern  sie  von 
den  Begriffen,  welche  die  Energie  der  Bewegung  ausdrücken,  absieht, 
mit  der  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaften  im  Grunde  iden- 
tisch ist.     Durch  das  Voranstellen  dieser  Lehre  tritt  der  geometrische 
Cliarakter  der  Mechanik  mit  der  wünschenswerthen  Deutlichkeit  hervor. 
Der  folgende  Theil   entwickelt  den  Begriff  der   Gresch windigkeit,   der 
dritte  den   der  Beschleunigung  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  und 
gibt  die  nothigen  Andeutungen  bezüglich  der  Beschleunigung  höherer 
Ordnungen.    Endlich  der  letzte  Theil  behandelt  den  aus  der  Ueber- 
einanderlagerung  der  Systeme  entspringenden  Begriff  der  Masse,  der 
Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigungen  in  zusammengesetzten  Syste- 
men.    Er  führt  den  herkömmlichen  Namen  der  Theorie  der  Kräfte, 
wenn  auch  von  den  „unbekannten  Ursachen  der  Bewegung"  darin  eben- 
sowenig etwas  gelehrt  wird,  als  in  anderen  Lehrbüchern,  sondern  nur 
von  Grössen  wv,  mtp,  u.  s.  w.,  welche  im  Grunde  nichts  weiter  als 
Geschwindigkeiten   und  Beschleunigungen    zusammengesetzter  Punkte 
sind.     Von  Bjräflen,  als  solchen,  lehrt  keine  Mechanik  etwas,  ebenso- 
wenig als  von  der  Buhe. 

Es  unterliegt  wohl  keinem  Zweifel,  dass  der  hier  adoptirte  Lehr- 
gang dem  heutigen  Entwickelungsgange  der  Wissenschaft  besser  ent- 
»pricht,  als  viele  andere.    Auch  hat  er  die  gewaltige  Autorität  Jacobi's 
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fiir  sich,  der  bereits  bei  seiner  Doctorpromotion  am  13.  August  18lV) 
als  fünfte  These  den  Satz  vertheidigte : 

''Theoria  mechanices  analytica  causam  agnoscere  nullam  polest. 
quidni,  sicuti  differentialia  prima  velocitatis  nomine,  secunda 
virium  insignimus,  simile  quid  ad  altiora  quoque  differentialia  ad- 
hibeatur;  de  quibus  theoremata  proponi  possint  prorsus  analoga  iis, 
quae  de  vi  et  de  velocitate  circumferuntur". 

Die  wissenschaftlichen  Vortheile  dieses  Lehj^nges  bestehen  haupt- 
sachlich 1.  in  dem  scharf  ausgeprägten  synthetischen  Aufbau  der  Wissen- 
schaft überhaupt,  2.  in  dem  engeren  Anschlüsse  an  die  analoge  Auf- 
stufung  der  Differentialrechnimg  und  wenn  man  will  an  die  Lehre  von 
der  geometrischen  Differentiation,  Hamilton  s  Quatemions  u.  s.  w.,  3.  in 
der  breiteren  Anlage  des  Grundplanes   der  Wissenschaft,   in  welchen 
sich  sehr  ungezwungen  weitere  Leliren  einfugen  lassen,  4.  in  der  klaren 
Stellung,  welche  die  sogenannten  Principe  der  Mechanik  für  die  ver- 
schiedenen Ordnungen  erlangen,  5.   in  dem  Wegfallen   verschiedener 
Axiome  imd  Principien  rein  physicalischen  Inhaltes,  endlich  6.  in  der 
Vermeidung  der  unlogischen  Spaltung  der  mechanischen  Wissenschaft 
in  die  Lehre  vom  Gleichgewichte  imd  der  Bewegung  (gibt  es  doch  auch 
«•in   Gleichgewicht    der  Geschwindigkeiten  und   der  Beschleunigunsfon 
aller  Ordnungen).     Hiezu  konmien  aber  noch  einige  nicht  unwesent- 
liche   jmdagogische  Vortheile,  welche   bestehen:    1.  in   der   grosseren 
Durch»sichtigkeit  des  Studienplanes,  2.  in  der  nützlichen  Wiederholimg 
gewisser  Algorithmen  auf  den  verschiedenen  Stufen  des   Lehrganges. 
3.  in  der  Anregimg  zur  Aufsuchung  von  Analogien  zwischen  den  ein- 
zelnen  Zweigen   der  Mechanik    und    4.   in    der  Vermeidung   gewisser 
niisslicher  Verwechslungen  bei  dem  Studirenden ,  wie  zwischen  Gleich- 
gewicht   und  Kuht»,    zwischen    den    mechanischen   Begriffen   und   den 
Voranss«*tzungen  der  physii-alischen  Wissenschaften,  zwischen  den  (be- 
danken drs  Matlieniatikers  und  ihrer  Projection  auf  die  Aussenwelt. 

Das  Bucli  ist  geschrieben  lur  solche  Studirende,  welche  eine  gute 
(^•nuidl-age  für  künftige  technische  Studien  suchen,  welche  aln^r  bereits 
irgend  einrn  einleiU*mh*n  Cursus  der  Mechanik  und  einen  ersten  Kursus 
der  Ditferential-  und  Integralrechnung  absolvirt  haben  imd  die  noth- 
wendigst«!!  gfometrisehen  Kenntnisse  besitzen.  Es  s^dl  ihnen  die 
m«Hhanis4he  Wissenschaft  in  einer  cons(U|UfMiti»n,  systematisch  geonl- 
neten    I>arst<41ung   vorführen;    vs    soll    sie    in   den   Stand    s«»tzen,   Aie 
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neueren  Erscheinungen  der  Literatur  mit  Nutzen  zu  studiren,  ihnen 
einige  Uebung  verschaflFen,  ein  mechanisches  Problem  einzukleiden  und 
zu  lösen,  sowie  endlich  sie  zu  dem  Studium  der  Quellen,  der  Literatur- 
kenntniss  und  der  Geschichte  der  Wissenschaft  anleiten. 

Mit  Rücksicht  auf  den  geringen  Grad  von  Vorkenntnissen,  welche 
das  Buch  voraussetzt,  mussten  verschiedene  Theorien,  die  ein  Handbuch 
zu  geben  verpflichtet  ist,  hier  beiseite  gelassen  werden.  Dahin  gehört 
die  vollständige  Eeduction  von  Problemen,  welche  von  elliptischen 
Functionen  abhängen,  die  feineren  Untersuchungen  der  Potential- 
theorie, eine  ausgeführte  Theorie  der  elastischen  Systeme,  die  Be- 
wegung von  Systemen  in  flüssigen  Medien,  eine  allgemeine  Theorie 
der  relativen  Bewegung,  Störungstheorie,  die  ausführliche  Theorie  des 
Jacob i 'sehen  letzten  Multiplicators,  der  Hamilton' sehen  Quatemions 
in  ihrer  Anwendung  auf  Mechanik,  der  PI ücker' sehen  neuen  Me- 
thoden u.  s.  w.  Dagegen  wurde  vieles  andere  im  Einzelnen  sorgfältiger 
ausgearbeitet,  als  wohl  sonst  zu  geschehen  pflegt.«  Dahin  gehört  der 
ganze  erst«  Theil,  die  Geometrie  der  Bewegung,  insbesondere  die  geo- 
metrische Theorie  der  relativen  Bewegung,  die  Beduction  von  Ge- 
schwindigkeiten, Beschleunigungen  und  Kräften  für  ihre  CentraJaxen, 
die  Beschleunigung  zweiter  und  höherer  Ordnung,  die  ,  Theorie  der 
Krümmung  der  Bahnen  der  Punkte  des  unveriinderlichen  Systems,  das 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  die  Theorie  des  Trägheits- 
momentes, die  Theorie  der  Momentankräfte  u.  s.  w. 

Die  Darstellungs weise  wird  man,  wie  ich  hoflPe,  klar  finden»  Es 
ist  natürlich,,  dass  sie  zu  Anfang  des  Buches  ausführlicher  und  breiter 
sein  muss,  als  in  späteren  Parthien,  denn  der  Studirende  wird  durch 
das  Buch  selbst  allmählig  auf  eine  höhere  Stufe  mathematischer  Bil- 
dung gehoben.  Von  üeberschwänglichkeiten  beim  Begriff*  der  leben- 
digen Kraft  wird  man  nichts  finden;  der  theoretischen  Mechanik  ziemt 
eine  Nüchternheit,  die  in  der  Physik  bei  weitem  noch  nicht  allgemein 
ist.  Dass  von  einem  Principe  der  Trägheit  im  Buche  nicht  die  Kede 
sein  konnte  und  dasselbe  nicht  vermisst  wird,  wird  man  begreiflich 
finden. 

Der  kundige  Leser  wird  die  Eigenthümlichkeit  des  Buches  weniger 
im  Grossen  und  Ganzen  als  in  einer  Menge  kleiner  Züge  bemerken, 
welche  darauf  abzielen,  den  Studirenden  die  ersten  Schritte  geschickt 
Jöachen  zu  lehren,  ihn  allmählig  auf  ein  gewisses  wissenschaftliches 
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Miveau  zu  erheben,  ilmi  von  da  den  gesicherten  l^esitz  der  Wissen- 
8chaft  zu  zeigen,  ihn  zur  eigenen  Thätigkeit  anzuspornen  und  ihm 
das  Gefühl  hoher  Aelitung  vor  den  Werken  der  grossen  Meister  mit  in 
seinen  technisclien  lieruf  zu  geben,  in  welchem  die  erhebende  Idea- 
lität des  mathematischen  Ciedankens  für  unsere  Zeit  immer  mehr  Be- 
dürfniss  wird. 

Carlsruhe,  den  21.  Octol)€r  1870. 

Schell. 


Ks   wird   gebeten,   vor  dem   (Gebrauche  des   Buches  die   Verbes 
serungen   und  Zusiltze  zu  berücksichtigen,  welche  am  Schlüsse   ange- 
fügt sind. . 
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Einleitung. 


§.  1.  Mechanik^  ist  die  Wissenschaft  der  Bewegung  und  ihrer  Ur> 
Sachen;  ihre  Untersnchungen  betreffen  daher:  1.  das  Bewegliche,  2.  die 
Beschaffenheit  der  Bewegnng  und  3.  dflis,  was  die  Bewegung  her- 
vorruft. 

§.  2.     Das  Bewegliche   ist  ein  materielles  Gebilde.     Das  einfachste 
materielle  Gebilde    ist   der  materielle  Punkt;    er    ist    ein    geometrischer 
Punkt  mit  Materie  behaftet.     Aus  materiellen  Punkten  ist  das  materielle 
Punktsystem,  auch  kurzweg  System   genannt,    gebildet;    es  ist  entweder 
ein  Aggregat  materieller  Punkte,  welche  durch  Zwischenräume  getrennt, 
nach  bestimmten  Gesetzen  im  Räume  geordnet  sind,  oder  eine  continuir- 
lich  zusammenhängende  Folge  materieller  Punkte,  oder  eine  Verbindung 
von  Aggregaten    und    continuirlichen   Folgen    materieller   Punkte.      Die 
»Systeme    der   ersten   Art  sind:    1.  die  materielle  Punktreihe,  eine 
Reihe  gesonderter  materieller  Punkte  längs  einer  Linie  vertheilt;  2.  das 
Xetz,  eine  Verbindung  getrennt  neben  einander  liegender  Punktreihen 
nnd  3.    das    körperliche   System,    welches   in   ähnlicher  Weise    aus 
finer  Verbindung  von  Netzen   gebildet  ist.      Die    Systeme   der   zweiten 
Art  sind:  1.  die  materielle  Linie,  «eine  continuirliche Folge  materiel- 
ler Punkte  längs  einer  geometrischen  Linie,  2.  die  materielle  Fläche, 
eine  geometrische  Fläche,  continnirlich  mit  materiellen  Punkten  bedeckt 
und  unzählig  viele  materielle  Linien  enthaltend  und  3.  der  materielle 
Körper,   ein  geometrischer  Körper,  continnirlich  mit  materiellen  Punk- 
ten erfüllt  und  unzählige  materielle  Flächen  und* Linien  enthaltend.    Die 
Systeme   der   zweiten  Art  können    aus    den  ihnen    entsprechenden   der 
♦Tsten  Art  durch  einen  Grenz eniibergang  abgeleitet  werden,  nämliöh  die 
materielle  Linie   aus  der  materiellen  Punktreihe   durch   eine  ohne  Ende 
fortza  setz  ende   Einschaltung    von   Punkten   zwischen    die   vorhandenen, 
^ie  materielle  Fläche  aus  dem  Netze  in  gleicher  Weise  durch  Einschal- 
tung von  Panktreihen,  welche  selbst  in  dem  Prozess  des  Ueberganges  in 
materielle    Linien  begriffen   sind,    und   der    materielle   Körper  aus    dem 
körperlichen  System   durch  Einschaltung    von  Netzen,   welche   sich  fort- 
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während  materiellen  Flächen  nahem.  Zn  den  Systemen  der  dritten  Art 
gehören:  1.  die  Faserreihe,  eine  geordnete  Folge  materieller,  dnrcli 
Zwischenräume  gesonderter  Linien,  2.  das  Fasersjstem,  gehildct  ans 
einer  Folge  von  Faserreihen,  welche  durch  Zwischenräume  von  einander 
getrennt  sind,  3.  das  einfache  Gewehe,  eine  Verbindung  zweier 
Faserreihen,  welche  so  liegen,  dass  jede  Faserlinie  der  einen  Reihe  alle 
Faser linien  der  andern  Keihe  schneidet,  4.  das  zusammengesetzte 
(körperliche)  Gewebe,  eine  Verbindung  mehrerer  einfacher  Gewebe, 
welche  durch  ein  System  von  Faserreihen  durchsetzt  werden,  5.  die 
Schalenreihe,  eine  Folge  materieller  Flächen,  durch  ZwischenrSnme 
von  einander  getrennt,  6.  das  Fach  System,  bestehend  ans  zwei  oder 
drei  Schalenreihen,  welche  sich  wechselseitig  durchschneiden,  7.  die 
einfache  Stabreihe  und  8.  das  Stabsystem,  in  ähnlicher  Weise, 
wie  die  Faserreihe  und  das  Fa^crsystem  aus  materiellen  Linien  besteht, 
ans  stabformigen  materiellen'  Körpern  gebildet,  9.  das  einfache  Stab- 
gitter  und  10.  das  Stabgittersystem,  welche  beiden  letzteren  Sy- 
steme dem  einfachen  und  zusammengesetzten  Gewebe  analog  sind. 

Den  hier  aufgeführten  materiellen  Gebilden  legt  die  Mechanik  wei- 
tere Eigenschaften  bei,  welche  die  Beständigkeit  oder  Veränderlichkeit 
der  Verbindung  und  Gruppirung  ihrer  Elemente,  nämlich  ihrer  Punkte, 
Linien,  Fasern  etc.  unter  einander  betreffen.  Ein  System  heisst  unveränder 
lieh,  wenn  während  der  Bewegung  seine  Punkte  ihre  gegenseitige  Lage 
nicht  ändern,  veränderlich  in  jedem  andern  Falle.  Unter  die  unver- 
änderlichen Systeme  gehört  das  starre  System,  unter  die  veränderlichen 
das  biegsame,  das  elastische,  das  tropfbarflüssige  und  das  elastischflüsj^ip' 
System. 

In  vielen  Untersuchungen  der  Mechanik  kann  von  der  materiellen 
Beschaffenheit  der  beweglichen  Gebilde  abgesehen  werden;  dann  werdrn 
dieselben  rein  geometrische  Gebilde,  denen  ausser  der  Beweglichkeit 
auch  noch  die  eben  genannten  Eigenschaften  der  Biegsamkeit,  Elastici- 
tat  etc.  verbleiben  können.  Im  Uebrigen  muss  bemerkt  werden,  i^^ 
die  Gebilde  der  Mechanik,  wie  sie  hier  anfgefasst  werden,  nur  gedacbto 
Dinge  sind,  wie  die  geometrischen  und  dass  bei  der  Anwendung  der  Me- 
chanik auf  Vorgänge  der  physischen  Welt  in  jedem  einzelnen  Fall<* 
sorgfaltig  zu  prüfen  ist,  mit  welcher  Berechtigung  und  mit  welchem 
Grade  der  Annäherung  an  die  Wirklichkeit  man  einen  physischen 
Körper  als  ein  materielles  System  der  einen- oder  andern  Art  ansehen 
darf. 

§.  3.  Hinsichtlich  der  Beschaffenheit  der  Bewegung  hat  man  zweier- 
lei zu  unterscheiden:  1.  den  geometrischen  Vorgang  der  Bewe- 
gung und  2.  die  Energie,  mit  welcher  die  Bewegung  erfolgt. 

Es  sei  im  Räume  eine  continnirliche  Folge  von  Gebilden  derselben 
Art  (Punkte,  Flächen,   körperliche  Systeme  etc.)   gegeben;   ein   anderes 
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Gebilde,  welches  je  nach  Beschaffenheit  der  in  der  Folge  enthaltenen 
Gebilde  unveränderlich  oder  veränderlich  sei,  falle  der  Eeihe  nach  mit 
jenen  zusammen.  Dies  letztere  Gebilde  heisst  alsdann  ein  in  Bewe- 
gung begriffenes  und  sein  Durchgang  durch  die  Folge  der*  Gebilde 
seine  Bewegung  im  Kaume.  Das  dauernde  Zusammenfallen  des 
Gebildes  mit  ein  und  demselben  Gebilde  heisst  die  Ruhe  desselben  in 
jenem. 

Es  sei  in  einem  in  Bewegung  begriffenen  Systeme  eine  continuir- 
Hebe  Folge  von  Gebilden  derselben  Art  (veränderlich  oder  unveränder- 
lich) und  im  Räume  ein  einzelnes  Gebilde  dieser  Art  gegeben,  mit  wel- 
chem der  Reihe  nach  die  Gebilde  der  Folge  zusammenfallen.  Der 
Darchgang  ^er  Gebilde  der  Folge  durch  jenes  einzelne  Gebilde  heisst 
die  Bewegung  des  Systems  in  diesem  letzteren.  Je  nachdem  die 
Gebilde  der  Folge  congrnent  und  unveränderlich  oder  veränderlich  und 
verschieden  sind,  wird  das  einzelne  Gebilde  unveränderlich  oder  ver- 
änderlich sein. 

Die  beiden  genannten  Arten  der  Bewegung  stehen  einander  in  ge- 
wissem Sinn  dual  gegenüber.  Sie  können  an  dem  Mechanismus  der 
Drehbank  leicht  versinnlicht  werden.  Befestigt  man  das  Werkzeug  an 
der  Axe  und  hält  das  zu  bearbeitende  Material  fest,  so  durchläuft  die 
Schärfe  desselben  (als  bewegliches  System)  eine  continuirliche  Folge  ihr 
congmenter  Gebilde  im  Material,  befestigt  man  aber  das  Material  an  der 
Axe  und  hält  das  Werkzeug  fest,  so  durchläuft  eine  Reihe  der  Schärfe 
des  Werkzeugs  congruenter  Gebilde  die  Schärfe. 

Die  Bewegung  eines  Systems  wird  aus  der  Bewegung  seiner  Punkte 
erkannt.  Daher  beginnt  das  Studium  der  Mechanik  in  allen  seinen  ein- 
zelnen Theilen  mit  dem  Studium  der  Bewegung  des  Punktes. 

Die  Bewegung  eines  Systems  kann  je  nach  der  Beschaffenheit  des- 
selben sehr  mannigfaltig  sein ;  auch  ist  zur  Bewegung  des  Systems  nicht 
durchaus  erforderlich,  dass  alle  seine  Punkte  in  Bewegung  sind,  vielmehr 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  ein  Punkt  des  Systems,  oder  eine  Punkt- 
reihe oder  ttberhaupt  eine  Parthie  des  Systems  ruht,  während  die  übrigen 
sich  bewegen.  Bei  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um 
eine  Axe  z.  B.  ruhen  alle  Punkte  des  Systems,  welche  auf  dieser  Axe 
Hegen,  bei  der  Rotation  desselben  um  einen  Punkt  ruht  dieser  allein, 
bei  der  Bewegung  eines  flüssigen  Systems  können  die  tiefer  im  Innern 
gelegenen  Theile  desselben  ruhen,  während  die  Punkte  der  Oberfläche 
eine  vielleicht  sehr  heftige  Wellenbewegung  erleiden. 

Wenn  nicht  sämmtliche  Punkte  eines  Systems  zugleich  in  Bewe- 
gung sind,  sondern  dieselben  nach  Beschaffenheit  des  Systems  einzeln 
oder  parthienweise  nach  und  nach  von  der  Bewegung  ergriffen  werden, 
so  betrachtet  man  diese  Fortpflanzung  des  Bewegungsphäuomens  selbst, 
▼enn  auch  nur  uneigentlich,  als  eine  Bewegung,  indem  man  den  Inbe- 
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griff  aller  gänzlich  in  Bewegung  begriffenen  Punkte  (den  Erschütterangs- 
raum)  als  ein  ideales,  im  Systeme  bewegliches  SpezialSystem  ansieht. 
Während  aber  die  oben  bezeichneten  Bewegungen  nothwendig  dem 
Räume  nach  als  continuirlich  gedacht  werden  müssen  und  ein  Üeber- 
gang  in  eine  folgende  Lage  ohne  Durchlaufen  von  Zwischenlagen  aL 
undenkbar  ausgeschlossen  ist,  kann  in  dem  vorliegenden  Falle  sehr  wohl 
eine  Discontinuität  dem  Haume  nach  stattfinden.  Die  Bewegung  kann 
plötzlich  mit  einer  Lage  des  Erschütterungsraumes  an  einer  Stelle  des 
Systems  aufhören  und  an  einer  andern  Stelle  auftreten,  ohne  dasa  der 
Erschütterungsraum  continuirlich  an  jene  Stelle  gelangt. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  oder  Systems  ist  Ortsveränderung  des- 
selben in  Bezug  auf  ein  anderes  System.  Kuht  dieses  letztere,  so  pfle^ 
man  die  Bewegung  eines  Punkts  oder  Systems  in  ihm  dessen  absolute 
Bewegung  zu  nennen,  ist  es  selbbt  in  Bewegung  begriffen ,  so  heisst  sie 
die  relative  Bewegung  desselben  in  Bezug  auf  dies  System.  In  Bezug 
auf  einen  Beobachter,  welcher  dem  beweglichen  Systeme  angehört,  auf 
welches  eine  andere  Bewegung  bezogen  wird,  oder  welcher  wenigstens 
an  der  Beweguzg  derselben  Theil  nimmt,  wird  die  relative  Bewegung 
auch  die  scheinbare  Bewegung  genannt.  In  ähnlicher  Weise  unter- 
scheidet man  absolute  und  relative  (scheinbare)  Ruhe.  Ein  Punkt  kann 
in  absoluter  Ruhe  und  relativer  Bewegung,  sowie  umgekehrt  in  abso- 
luter Bewegung  und  relativer  Ruhe  sich  befinden,  wenn  seine  Bewegung 
zugleich  auf  ein  ruhendes  und  ein  in  Bewegung  begriffenes  System  be- 
zogen wird. 

Um  die  innere  Natur  einer  Bewegung,  oder  die  Energie,  mit  wel 
eher  sie  erfolgt,  zu  beurtheilen,  vergleicht  man  sie  mit  einer  andern, 
ihrer  inneren  Natur  nach  bereits  vollkommen  erkannten  Bewegung.  Am 
geeignetsten  hierzu  ist  die  einfachste  aller  Bewegungen,  die  unterschieds- 
los immer  in  derselben  Weise  erfolgende  gleichförmige  Bewegung.  Eine 
solche  ist  z.  B.  die  Rotationsbewegung  der  Erde  um  ihre  Axe.  Sieht 
man  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  von  allem  ab,  was  das  Bewegliche 
und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bewegung  betrifft,  so  bleibt 
blos  die  Vorstellung  der  continuirliehen,  stets  in  derselben  Weise  erfol- 
genden Ortsveränderung,  d.  h.  die  Vorstellung  der  Dauer  übrig;  si^'ht 
man  aber  auch  noch  von  dem  Begrenztsein  der  Dauer  ab,  so  erlangt 
mau  die  Vorstellung  der  unbegränzten  Dauer  ohne  Anfang  und  Ende, 
die  Vorstellung  der  Zeit.  Es  ist  nicht  unrichtig,  die  Zeit  als  die  allge 
meinste,  aller  speziellen  Merkmale  entkleidete  Vorstellung  der  Bewe- 
gung zu  bezeichnen;  insofern  können  alle  andern  Bewegungen  mit  ihr 
verglichen ,  auf  sie  bezogen  und  durch  sie  gemessen  werden.  In  Ahn- 
licher Weise,  wie  man  von  einem  speziellen  Räume  durch  Tilgung  seiner 
speziellen  Eigenschaften  der  Gestalt  und  Grösse  zu  der  Vorstellung  J**« 
unendlichen    Raumes    gelangt,    in    welchem    alle   besonderen    räumlichen 
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Din^e  enthalten  sind,  gelangt  man  auch  von  der  speziellen  begränzten 
Dauer  zur  Vorstellung  der  unendlichen  Zeit,  in  welcher  alle  besonderen 
Bewegungen  erfolgen.  Wie  man  den  Kaum  überhaupt  durch  einen  be- 
stimmten, übrigens  beliebigen  Raum  misst,  so  misst  man  die  Zeit  durch 
eine  bestimmte,  im  Uebrigen  ebenfalls  beliebig  wählbare  Dauer  einer 
gleichförmigen  Bewegung.  Mau  wählt  hierzu  die  Dauer  der  Rotation 
der  Erde,  nennt  den  vollen  Umlauf  derselben  einen  Tag  und  theilt  ihn 
in  der  üblichen  Weise  in  Stunden,  Minuten  und  Sekunden  ein.  Durch 
das  Messen  einer  Bewegung  mit  der  Zeit  ergeben  sich  die  Begriffe  der 
Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung,  welche  die  Art  und 
Weise  bestimmen,  wie  die  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  sich  ändert. 

§.  4.  Jede  Ursache  der  Bewegung  heisst  eine  Kraft.  Die  Art, 
wie  Kräfte  auf  einen  Punkt  oder  ein  System  wirken,  bestimmt  die  Natur 
der  Bewegung  des  Punktes  oder  des  Systems.  Unter  den  verschiedenen 
Arten  der  gleichzeitigen  Einwirkung  mehrerer  Kräfte  verdient  eine  be- 
sonders hervorgehoben  zu  werden.  Es  kann  nämlich  der  Fall  eintreten, 
dass  die  Kräfte  ihre  Wirkungen  gegenseitig  tilgen,  so  dass  keine  Be- 
wegung erfolgt,  wenn  der  Punkt  oder  das  System,  worauf  sie  wirken, 
ia  Ruhe  war  oder  eine  Bewegung,  welche  bereits  vorhanden  war,  durch 
sie  nicht  geändert  wird.  Man  nennt  diesen  Fall  der  gegenseitigen  Ver- 
nichtung der  Kraftwirkungen  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an 
dem  Punkte  oder  dem  Systeme,  auch  wohl,  wenngleich  weniger  passend, 
das  Gleichgewicht  des  Punktes  oder  des  Systems. 

§.  5.  Die  Lehre  von  der  Bewegung,  insoweit  sie  sich  nicht  bis  zu 
den  Kräften  erhebt,  welche  die  Ursachen  der  Bewegung  sind,  sondern 
blos  die  Natur  der  Bewegung  ohne  Rücksickt  auf  deren  Ursachen  er- 
forscht, wird  Phoronomie  oder  Kinematik  genannt.  Die  Lehre  von 
den  Kräften  und  ihren  Wirkungen  hiess  früher  sehr  richtig  Dynamik 
und  der  spezielle  Theil  derselben,  welcher  vom  Gleichgewichte  der  Kräfte 
bandelt:  Statik.  Die  Ausbildung  der  Kinematik  ist  das  Werk  der  Neu- 
zeit und  theilte  man  vordem  die  gesammte  Mechanik  in  Statik  und  Dy- 
namik ein,  indem  man  die  wenigen  kinematischen  Untersuchungen,  welche 
man  aufzuführen  pflegte,  der  Dynamik  zuwies.  So  kam  es,  dass  das 
Wort  „Dynamik**  allmählig  die  Bedeutung  von  „Bewegungslehre"  erhielt 
und  die  mechanische  Wissenschaft  in  zwei  Theile  getrennt  wurde,  die 
sich  logisch  nicht  gegenüberstehen,  nämlich  in  die  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht und  die  Lehre  von  der  Bewegung.  Wir  werden  dieser  Ein- 
theilung nicht  folgen,  sondern  unsere  Wissenschaft  in  vier  Hauptabthei- 
lungen behandeln,  welche  die  Titel  führen: 
I.  die  Geometrie  der  Bewegung, 
II.  die  Geschwindigkeit, 

III.  die  Beschleunigung, 

IV.  die  Kräfte. 


6  Methode  der  Behandlung. 

Die  erste,  zweite  und  dritte  Abtheilung  zusammen  bilden  die  Eine- 
matik,  die  vierte  für  sich  allein  die  Dynamik  und  enthält  als  spezielle 
Unterabtheilung  die  Statik.  In  allen  Abtheilungen  werden  wir  immer 
die  Lehren,  welche  die  Bewegung  des  Punktes  betreffen,  denen  voran- 
stellen,  welche  die  Bewegung  des  Systems  behandeln. 

Hinsichtlich  der  Methode  werden  wir  uns  der  Mittel  bedienen^ 
welche  die  höhere  Analysis  und  die  analytische  Geometrie  gewähren 
und  insofern  unsere  Wissenschaft  als  „analytische  Mechanik**  be- 
handeln, dofh  schliessen  wir  die  synthetische  Betrachtung  nicht  aus, 
legen  vielmehr  auf  sie  einen  sehr  hohen  Worth.  Beide  Methoden,  die 
analytisch^  und  die  synthetische  sind  vereint  allein  im  Stande,  der  Me- 
chanik die  Schärfe  und  die  Klarheit  zu  verleihen,  welche  heutzutage 
alle  mathematischen  Wissenschaften  auszeichnen  sollen.  ' 


Erster  Theil. 

Die  Geometrie  der  Bewegung. 


1.  Capital, 

Allgemeine  Erörterungen.  —  Die  einfachen  Bewegungen  eines  unver- 
änderlichen Systems. 

§  1.  Die  Geometrie  der  Bewegung  betrachtet  die  Bewegung  unab- 
hängig von  der  Zelt,  den  Kräften  und  der  materiellen  Beächaffenheit 
des  beweglichen  Punktes  oder  Systems  als  eine  blosse  Aenderung  des 
Ortes  und  untersucht  die  Art  und  Weise,  in  welcher  dieselbe  erfolgen 
kann. 

Die  continuirliche  Folge  aller  Lagen,  welche  ein  Funkt  während  seiner 
Bewegung  einnimmt,  bildet  seine  Bahn;  sie  ist  geradlinig  oder  krumm. 
Im  ersten  Falle  nennt  man  sie  zugleich  die  Richtung  der  Bewegung  und 
unterscheidet  in  ihr  einen  doppelten  Sinn,  je  nachdem  der  beschreibende 
Punkt  sich- nach  der  einen  oder  der  andern  Seite  hin  bewegt.  Ist  die 
Bahn  eine  Curve,  sei  es  eine  ebene  oder  eine  doppelt  gekrümmte,  so 
versteht  man  unter  dfer  Richtung  der  Bewegung  in  einem  bestimmten 
unkte  der  Bahn  die  Tangente  in  diesem  Funkte.  Da  nämlich  im  Be- 
rührun^punkte  der  -Tangente  zwei  aufeinanderfolgende  Curvenpunkte 
zusammenfallen,  so  gibt  sie  die  Richtung  an,  welche  von  dem  einen  zum 
anderen  hinfährt.  Die  Richtung  der  Bewegung  ändert  sich  fortwährend 
bei  der  krummlinigen  Bewegung,  sie  bleibt  immer  dieselbe  bei  der  ge- 
radlinigen.  Eine  deutliche  Vorstellung  von  der  Erzeugung  einer  Ouive 
durch  Bewegung  eines  Punktes  wird  allein  durch  einen  Grenzenüber- 
gang erreicht,  welcher  vom  Vieleck  durch  fortgesetzte  Einschaltung  von 
Ecken  zur  Curve  hinführt. 

Bei  der  Bewegung  eines  Systems  beschreiben  dessen  einzelne  Punkte 
Linien;  die  Bewegung  des  Systems  ist  bekannt,  sobald  dies  mit  der  Be- 
wegung s^ner  Funkte  der  Fall  ist.  In  vielen  Fällen  ergibt  sich  aber 
aus  der  Natur  des  geometrischen  Zusammenhanges   der  Funkte  des  Sy- 
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stems  unter  einander  die  Bewegung  aller  Punkte,  sobald  die  Bewegung 
einer  gewissen  Anzahl  von  Punkten  gefunden  ist. 

Je  zwei  Lagen  eines  in  Bewegung  begriffenen  unveränderlichen 
Systems  bilden  zwei  unter  einander  congruente  Systeme ;  zwei  Lagen  eines 
veränderlichen  Systems  bilden  zwei  Systeme,  welche  zwar  nicht  con- 
gruent  sind,  wohl  aber  unter  Umständen  in  einer  anderen  geometrischen 
Verwandtschaft  stehen  können;  sie  können  z.  B.  ähnlich  oder  allgemein 
projectivisch  sein,  sodass  die  Punkte  des  bewegliohen  Systems,  welche 
in  gerader  Linie  liegen,  während  der  Bewegung  fortwährend  in  gerader 
Linie  bleiben,  etc.  In  allen  Fällen  heissen  die  beiden  Lagen,  welche 
derselbe  bewegliche  Punkt  in  beiden  Systemen  bei  der  Bewegung  nach 
einander  einnimmt,  homologe  Punkte  derselben.  Hiemit  ist  von  selbst 
klar,  was  homologe  Linien,  Flächen  und  Räume  der  beiden  Systeme 
sind;  es  sind  solche,  welche  blos  homologe  Punkte  enthalten. 

Die  Geometrie  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme  ist  noch  nicht 
ausgebildet,  dagegen  ist  die  der  unveränderlichen  bis  zu  einem  gewissen 
Gerade  sorgfältig  untersucht  und  darf  man  hoffen,  dass  sieh  ihr  die 
Theorie  fiir  einige  bestimmte  Gattungen  veränderlicher  Systeme  an- 
schliessen  werde,  so  z.  B.  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Systems, 
welches  während  der  Bewegung  sich  fortwährend  ähnlich  bleibt.  Für 
das  Studium  solcher  Parthien  der  Mechanik  wird  die  Kenntniss  der 
neueren  synthetischen  Geometrie  unerlässlich  sein,  denn  sie  ist  ihrem 
Grundgedanken  nach  eine  Theorie  der  Verwandtschaft  der  Systeme. 

§.  2.  In  Betreff  des  Ueberganges  eines  unveränderlichen  Systems 
aus  einer  ersten  Lage  in  eine  beliebige  zweite  ist  folgender  Satz  von 
Wichtigkeit : 

Ein  unveränderliches  System  £  ist  aus  einer  ersten 
Lage  2^'  in  eine  zweite  £''  gelangt,  sobald  irgend  (frei,  nicht 
in  gerader  Linie  liegende  Punkte  ^,  B^  C  von  X  aus  den 
Lagen  Ä^B\(fy  welche  sie  inlTeinnchmen,  in  die  homologen 
Lagen  Ä\  B'\  C*  in  £!'  gelangt  sind  und  dabei  die  homologen 
Seiten  der  Dreiecksflächen  von  ABC  und  A*' B" C'*  aufeiu- 
anderfallen. 

Die  Ebene  ./  B  C  theilt  das  System  £  in  zwei  Theile  Py  (>,  welche 
diesseits  und  jenseits  von  ihr  liegen;  diesen  Theilen  entsprechen  in  2^ 
und  £"'  congruente  homologe  Theile  P\  £>';  P ',  O";  diejenigen  Flächen 
der  Dreiecke  A  B  6\  A'  B'  C\  Ä'  B"  C  sind  homolog,  welche  die  Gren- 
zen homologer  liaumthcilo  sind.  Ein  beliebiger  vierter  Punkt  />  von 
£  ist  durch  seine  Ab8tändc./>.^,  D  B^  D  C  von  A^  B^  C  und  durch  die 
Angabe,  welchem  der  liäume  P  oder  Q  er  angehört,  unzweideutig  be- 
stimmt; denn  diese  drei  Abstände  bestimmen  um  Ay  B^  C  als  Mittel- 
punkte drei  Kugeln,  von  deren  gemeinsamen  Punkten  nur  einendem  Raum 
P  oder  Q  angehört.    Ist  nun  £  in  eine  solche  Lage  gelangt,  dass  A^  B^  C 
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mit  ^y  B'\  C"  zusammenfallen  und  die  homologen  Flächen  der  Drei- 
ecke ABC  und  A" Bf* C  Aufeinanderliegen ,  so  fallen  auch  P  und  P'\ 
Q  und  Q"  auf  dieselben  Seiten  der  Ebene  ABC,  Nun  gibt  es  in  dem 
Räume,  welchem  D  angehört,  nur  einen  Punkt,  dessen  Abstände  von 
Ä^  By  C  gleich  D  A^  D  B,  D  C  sind  und  da  D  und  der  ihm  homologe 
Punkt  D'  von  21"  beide  dieser  Bedingung  genügen,  so  müssen  sie  mit 
ihm,  also  auch  mit  einander  zufammen fallen.  Was  aber  von  dem  belie- 
bigen Punkte  D  gilt,  gilt  von  allen  Punkten  des  Systems  Z,  —  Die  Be- 
dingung, dass  Ay  By  C  nicht  in  geradei  Linie  liegen,  ist  wesentlich,  wei 
im  Falle,  dass  sie  nicht  erfüllt  ist,  unzählig  viele  Punkte  gefunden  wer- 
den können,  welche  mit  D  dieselben  Abstände  von  Ay  By  C  haben.  Die 
Bedingung,  dass  ABC  und  A" B"C"  mit  ihren  homologen  Flächenseiten 
zusammenfallen,  ist  nothwendig,  weil  zwei  congruente  Dreiecke  mitunter 
auf  zwei  Arten  zur  Deckung  gebracht  werden  können,  wobei  aber  nur 
in  einem  Falle  homologe  angrenzende  Bäume  in  einander  fallen. 

Durch.  Zufügung  einiger  besonderer  Nebenbedingungen  gelangt  man 
Ten  dem  vorstellenden  Satze  zu  folgenden  speziellen  Sätzen : 

Haben  die  beiden  Lagen  2J' y  Z"  des  beweglichen  Sy- 
stems Z  ein  Paar  homologe  Punkte  gemein,  d.  h.  fallen  zwei 
homologe  Punkte  A\  Ä'  in  einen  Doppelpunkt  zusammen^ 
BO  genügt  es  zum  Uebergang  des  Systems  aus  der  ersten  in 
die  zweite  Lage,  wenn  zwei  mit  A  nicht  in  gerader  Linie 
liegende  Punkte  By  C  in  ihre  neuen  Lagen  ^",  C  gelangt 
sind  und  die  homologen  Flächenseiten  der  Dreiecke  ABC 
und  Ä*B^*C'  sich  decken.  Das  System  kann  alsdann  durch  Dre- 
hung um  den  Doppelpunkt  in  die  neue  Lage  gelangen, 

Haben  S,  H'  zwei  Doppelpunkte  {Ä  Ä'^y  {Bf  ^'),  so  ge- 
nügt zum  Uebergang  des  Systems  aus  der,  Lage  Z'  in  die 
Lage  Z"  der  Uebergang  eines  einzigen  nicht  in  der  Verbin- 
dungslinie der  Doppelpunkte  liegenden  Punktes  C  in  seine 
neue  Lage  C  und  die  Deckung  der  homologen  Dreiepks- 
flächen  ABC  und  jf'  Bf'  C\  Bei  der  Bewegung  des  Systems  können 
in  diesem  Falle  die  Punkte  der  Doppellinie,  AB  \u  Buhe  bleiben  und 
kann  das  System  sich  um  sie  als  Axe  drehen. 

§.  3.  Der  Uebergang  eines  Punktes  oder  eines  Systeihs  aus  einer 
ersten  Lage  in  eine  zweite  kann  auf  sehr  mannigfache  Art  erfolgen. 
Alle  Bewegungen,  welche  den  Punkt  oder  das  System  aus  der  ersten 
in  die  zweite  Lage  überzuführen  im  Stande  sind,  heissen  äquivalente 
Bewegungen.  In  Bezug  arff  das  unveränderliche  System  kann  gezeigt 
werden,  dass  alle  solche  Bewegungen  einer  gewissen  Schraubenbewegung 
oder  einer  ihrer  Varietäten  äquivalent  sind,  sodass,  wenn  das  System 
an  eine  gewisse  Schraube  von  bestimmter  Axenlage  und  bestimmten 
Dimensionsverhältnissen  befestigt   würde ,    es   vermittelst   dieser  aus  sei- 
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ner  ersten  Lage  in  die  zweite  geschraubt  werden  könnte.  Um  jedoch 
zu  diesem  wichtigen  Batze,  welchen  Chasles  im  Jahre  1831  zueibt 
ausgesprochen  hat,  ohne  die  Ilülfsmittel  der  modernen  Geometrie  zu  ge- 
langen, wird  ein  eingehendes  Studium  der  Aequivalenz  der  weniger 
complicirten  Bewegungen  erfordert,  das  wir  jetzt  beginnen  wollen. 

§.4.  Es  gibt  zwei  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems, 
welche  man  als  einfache  Bewegungen  bezeichnet,  weil  man  auf  sie  alle 
anderen,  insbesondere  auch  die  §.  3  erwähnte  Schraubenbewegung  zu- 
rückfuhren kann:  die  Translation  und  die  Kotation. 

Ein  System  erleidet  eine  Translation,  wenn  alle  seine  Punkte 
parallele  und  gleiche  Strecken  in  demselben  Sinne  durchlaufen.  Die 
Grösse,  Richtung  und  der  Sinn  dieser  Strecken  heisst  die  Grösse, 
Richtung  un^  der  Sinn  der  Translation.  Durch  eine  irgendwo  im 
Räume  gegebene  Strecke  von  -  bestimmter  Länge  und  Richtung  kann 
demnach  die  Translation  eines  Systems  bezeichnet  werden,  sobald  der 
Sinn  etwa  noch  durch  eine  am  Ende  der  Strecke  angefügte  Pfeilspitze 
angedeutet  wird. 

Je  zwei  Lagen  eines  in  Translation  begriffenen  Systems  sind  pa- 
rallel (alle  homologen  Geraden  und  Ebenen  sind  parallel);  die  Verbin- 
dungslinien homologer  Punkte  (Projcctionsstralen ,  Sehnen)  laufen  der 
Translationsrichtung  parallel. 

Ein  System  ist  durch  Translation  aus  einer  ersten  Lage  H  in  eine 
zweite  S'  gelangt,  sobald  ein  Punkt  A  aus  seiner  ersten  Lage  Ä  in  seine 
zweite  Lage  Ä'  gelangt  ist.  Es  kann  dies  aus  dem  zweiten  Satze  dcb 
§.  2  gefolgert  werden,  indem  man  zeigt,  dass  die  unendlichfeme  zur 
Translationsrichtung  senkrechte  Gerade  des  Raumes  eine  Doppcllinie 
von  S  und  2!'  ist,  ergibt  sich  aber  auch  direkt  daraus,  dass  wenn  ^, 
Bf'  irgend  zwei  andere  homologe  Punkte  von  2^,  lÜ'  sind,  die  Figur 
ÄÄ'ff'ff  ein  Parallelogramm  ist  und  die  veränderliche  Figur  ÄäBS 
während  der  Bewegung  fortwährend  ein  Parallelogramm  bleibt,  welche:» 
schliesslich  in  das  vorige  übergeht,  sobald  Ä  nach  Ä'  gelangt. 

Ein  System  kann  eine  Folge  von  Translationen  erleiden.  Alle 
seine  Punkte  beschreiben  dabei  parallele,  congruente,  ebene  oder  wind- 
schiefe Polygone  und  alle  Lagen  des  Systems  sind  unter  sich  parallel. 
Durch  ein  irgendwo  im  Raum  gegebenes  Polygon  von  bestimmten  «Sei- 
teulängen  und  Seitenrichtungen  nebst  der '  Bezeichnung  des  Sinnes  ist 
die  Translationsfolge  vollkommen  bestimmt.  Bei  fortwährender  Abnahme 
der  Seitenlangen  und  gleichzeitig  wachsender  Anzahl  derselben  geht  dai» 
Translationspolygon  in  eine  Curve  und  die  Translationsfolge  in  eine 
krummlinige  Translatiousbcwegung  über,  welche  den  Charakter  dcb 
Parallelismus  der  Bahnen  und  der  Stellungen  des  Systems  bewahrt. 
Würde  die  Erde  z.  B.  keine  Axendrehung  besitzen,  so  bestände  ihre 
jährliche  Bewegung  um   die   Sonne   in    einer  krummlinigen  Translation, 
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vermöge  welcher  alle  ihre  Punkte  parallele  und  congruente  Ellipsen  be- 
schreiben würden. 

§.5.  Ein  unveränderliches  System  erleidet  eine  Rotation,  wenn 
während  der  Bewegung  desselben  zwei  seiner  Punkte  ruhen.  In  Folge 
dessen  ruhen  alle  Punkte  der  Verbindungslinie  dieser  Punkte,  mithin  sie 
selbst.  Diese  Gerade,  um  welche  das  System  sich  dreht,  heisst  die 
Rotations axe.  Da  die  Punkte  des  Systems  während  der  Bewegung 
ihre  gegenseitigen  Abstände  nicht  ändern,  so  behalten  sie  insbesondere' 
constante  Abstände  von  den  Fusspunkten  der  Perpendikel,  welche  man 
von  ihnen  auf  die  Axe  fällen  kann  und  bleiben  sie  in  den  Ebenen, 
welche  durch  letztere  senkrecht  zur  Axe  gelegt  werden.  Daher  sind  die 
Bahnen  aller  Punkte  Kreisbogen,  deren  Mittelpunkte  in"  der  Axe  liegen 
und  deren  Ebenen  auf  der  Axe  in  ihren  Schnittpunkten  mit  ihr  senk- 
recht stehen.  Die  Grösse  dieser  Kreisbogen  wächst  proportional  der 
Entfernung  des  beschreibenden  Punktes  von  der  Axe,  für  Punkte  der 
Axe  ist  sie  Null.  Eine  Ebene  des  Systems,  welche  durch  die  Rotations- 
axe  geht,  beschreibt  während  der  Rotation  einen  Flächenwinkel  und  alle 
solche  Ebenen  beschreiben  vermöge  der  Un Veränderlichkeit  des  Systems 
Flächenwinkel  von  derselben  Grösse.  Dieser  Winkel  heisst  der  Rota- 
tionswinkel, seine  Grösse  die  Amplitude  der  Rotation  und  der 
Sinn,  in  welchem  er  beschrieben  wird,  .der  Sinn  derselben.  Ein  Punkt 
in  der  Einheit  der  Entfernung  von  der  Axe  beschreibt  eine  Bahn,  deren 
Länge  gleich  der  Amplitude  ist.  Um  den  Sinn  der  Rotation  zu  bestim- 
men, denken  wir  uns  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe;  sie  theilt  die  Axe 
in  zwei  Halbstrahlen,  welche  nach  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene 
gerichtet  sind.  Ein  in  der  Axe  befindlicher  sehender  Punkt  sieht  die 
Botation  des  Systems  in  dem  einen  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
erfolgen,  je  nachdem  er  sich  in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Halb- 
strable  befindet  und  nach  der  Ebene  hinblickt.  Bezeichnet  man  also 
denjenigen  Halbstrahl  der  Axe,.  von  welchem  aus  gesehen  die  Rotation 
in  einem  bestimmten  Sinne,  z.  B.  in  dem  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung 
erscheint  durch  eine  Marke,  etwa  durch  eine  der  Axe  eingezeichnete 
Pfeilspitze,  so  ist  der  Sinn  der  Rotation  unzweideutig  festgesetzt.  Fügt 
man  die  Pfeilspitze  dem  Ende  einer  Axenstrecke  von  einer  Länge  gleich 
der  Amx>litude  an,  so  genügt  dies,  um  die  Rotation  nach  Axe,  Amplitude 
und  Sinn  vollständig  zu  bezeichnen.  Das  Zeichen  der  Rotation  ist  dem- 
nach :    y^    und  bedeutet  soviel,  als  das  etwas  ausführlichere :    O] 


Ein  System  ist  durch  die  Rotation  ^us  einer  ersten  Lage  in  eine 
zweite  gelaugt,  sobald  irgend  ein  Punkt  desselben,  welcher  nicht  in  de< 
Axe  liegt,  iu  seinlB  zweite  Lage  gelangt  ist.     Denn  irgend  zwei  Punkte 
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der  Axe  bilden  mit  ihm  drei  Punkte,  von  denen  jene  beiden  bereits  in 
ihrer  neuen  Lage  sich  befinden  (§.  2). 

Je  zwei  Lagen  des  rotirendeu  Systems  bilden  zwei  congruente 
Systeme  mit  einer  Doppellinie,  der  Axe.  Je  zwei  homologe  Ebenen 
dieser  Systeme  schneiden  sich  auf  der  Axe,  denn  der  Schnittpunkt  der 
einän  Ebene  mit  der  Axe  fällt  mit  seinem  homologen  zusammen  and  ge- 
hört mithin  auch  der  homologen  Ebene  an.  Ebenso  können  homologe 
Linien  und  Flächen,  wenn  sie  sich  überhaupt  schneiden,  sich  nur  auf 
der  Axe  schneiden.  —  Die  Verbindungslinien  der  homologen  Punkte 
(Projectionsstralen)  kreuzen  die  Axe  rechtwinklig,  laufen  also  alle  einer 
Ebene  senkrecht  zur  Axe  parallel. 

Bei  der  Kotation  sind  die  Bahnen  der  Punkte  des  Systems  parallele 
und  ähnliche  Linien,  bei  der  Translation  sind  sie  parallel  und  con> 
gruent;  bei  der  Rotation  sind  alle  Bahnen  einer  Ebene  parallel,  welche 
senkrecht  zur  Axe  gesetzt  werden  kann,  bei  der  Translation  sind  sie 
alle  einer  Geraden  und  mithin  jeder  durch  diese  geführten  Ebene  pa- 
rallel; bei  der  Eotation  bewegt  sich  jede  zur  Axe  senkrechte  Ebene  in 
sich  selbst,  bei  der  Translation  jede  zur  Translationsrichtung  parallele 
Ebene. 

Ein  System  kann  eine  Folge  von  Eotation en  um  verschiedene  Axen 
des,  Raumes  erleiden.  Dabei  können  hinsichtlich  der  gegenseitigen  Lage 
der  Axen  folgende  Fälle  eintreten:  a)  alle  Axen  sind  unter  einander 
parallel;  die  Bahnen  der  Punkte  sind  in  diesem  Falle  parallele  aber 
nicht  ähnliche,  ebene,  aus  Kreisbogen  zusammengesetzte  Figuren;  b)  die 
Axen  laufen  alle  durch  einen  Punkt;  die  Bahnen  der  Punkte  sind  sphä- 
rische, aus  Kugelkreisen  gebildete  Figuren;  c)  je  zwei  aufeinanderfol- 
gende Axen  schneiden  sich, ^  aber  keine  drei  aufeinanderfolgende  Axen 
gehen  durch  denselben  Punkt;  d)  je  zwei  aufeinanderfolgende  Axen 
kreuzen  sich  blos  (schneiden  sich  nicht).  —  Wenn  in  diesen  Fällen  die 
Axenfolge  continuirlich  wird,  so  geht  der  Ort  der  Axen  bei  a)  in  eine 
Cy linderfläche,  bei  b)  in  eine  Kegelfläche,  bei  c)  in  eine  allgemeine  ab- 
wickelbare und  bei  d)  in  eine  windschiefe  Fläche  über. 

Bei  einer  Folge  von  Rotationen  ist  jede  Axe  aus  einem  doppelten 
Gesichtspunkte  zu  betrachten;  sie  ist  eine  Linie  des  absoluten  Raames 
und  zugleich  eine  Linie  des  beweglichen  Systems.  Während  nämlich 
das  System  um  eine  erste  Axe  a  rotirt,  fällt  mit  dieser  eine  gewisse 
Linie  a  des  Systems  zusammen;  durch  die  Rotation  um  a  gelangt  eine 
Linie  a  des  Systems  in  die  zweite  Axe  a,  um  welche  das  System  hier- 
auf rotirt;  durch  die  Rotation  um  a  verlässt  a  die  Axe  a  und  tritt  eine 
weitere  Linie  a"  in  die  dritte  Rotationsaxe  a"  u.  s.  f.  .Die  Axen  «,  «i 
a' . . . ,  welche  dem  absoluten,  Räume  angehören ,  heisscn  gewöhnlich 
feste  Axen,  die  Geraden  «,  «',  a"  .  ,  .  des  beweglichen  Systems,  welche 
nach   und    nach  mit  ihnen  zusammenfallen,   bewegliche  Axen.     Bei  der 
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continuirlichen  Axenfolge  bilden  die  Axen  a  eine  feste  geradlinige 
Fläche  im  absoluten  Baume,  die  Axe  er  eine  dem  System  angehörige, 
mit  diesem  bewegliche  geradlinige  Fläche,  deren  Erzeugungslinien  wäh- 
rend der  Bewegung  mit  den  Erzeugungslinien  jener  in  Berührung  kom- 
men. Ein  einfaches  Beispiel  hiezu  bietet  die  jährliche  Bewegung  der 
Erde  um  die  Sonne;  der  Ort  der  Axe  a  ist  ein  ejliptischer  Cylinder, 
welcher  die  Ecliptik  zur  Leitlinie  hat,  die  Linien  a  fallen  alle  mit  der 
Erdaxe  zusammen  und  bilden  also  einen  Cylinder  von  verschwinden- 
den Breitendimensionen,  welcher  über -den  elliptischen  Cylinder  hinrollt. 
§.  6.  Wir  haben  in  §.  4  zwei  einfache  Bewegungen  angenommen, 
die  Translation  und  die  Rotation ;  es  ist  dies  der  Uebersichtlichkeit  wegen 
zweckmässig,  aber  keineswegs  nothwendig,  vielmehr  kann  die  Translation 
als  ein  Grenzfall  der  Rotation  aufgefasst  werden.  Es  geht  nämlich  die 
Rotation  in  eine  Translation  über,  sobald  die  Rotationsaxe  ins  Unend- 
liche rückt.  In  diesem  Falle  wird  die  Amplitude  der  Rotation  immer 
kleiner,  flachen  sich  die  Bahnen  der  Punkte  ab  und  nähern  sich  der 
Gleichheit;  ihre  gemeinschaftliche  Länge  ist  in  der  Grenze  die  Grösse 
der  Translation.  Dieser  Grösse  nähert  sich  also  das  Produkt  r.'9',  wo- 
rin r  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Axe  und  ^  die  Ampli- 
tude bedeutet ,  bei  abnehmendem  0  und  wachsendem  r.  —  Es  gibt 
also  eigentlich  nur  eine  einfache  Bewegung  und  diese  ist  die  Ro- 
tation. 

§.  7.  Ein  System  kann  zugleich  an  mehreren  Bewegungen  Theil 
nehmen;  es  besitzt  allerdings  nur  eine  Bewegung,  vermöge  welcher  seine 
Punkte  Reihen  von  Punkten  des  absoluten  Raumes  durchlaufen,  allein 
diese  Bewegung  kann  mit  Hülfe  mehrerer  anderer  zu  Stande  kommen. 
Ist  nämlich  ein  System  in  irgend  einer  Weise  genöthigt,  sich  in  einem 
andern  Systeme  zu  bewegen,  sodass  seine  Punkte  nac4i  und  nach  mit 
gewissen  Punkten  dieses  zusammenfallen  und  besitzt  das  zweite  System 
selbst  eine  Bewegung,  so  bestimmen  beide  Bewegungen  zusammen  die 
Orte  des  ersten  Systems  im  absoluten  Raum  und  also  seine  Bewegung 
in  diesem.  Ist  das  zweite  System  an  ein  drittes  gebunden,  in  welchem 
es  sich  bewegen  muss,  dieses  an  ein  viertes  u.  s. .f.,  so  bildet  sich  die 
Bewegung  des  ersten  Systems  aus  den  Bewegungen  aller  dieser  Systeme. 
In  diesem  Sinne  kann  ein  System  zugleich  mehrere  Translationen, 
oder  mehrere  Rotationen  oder  Translationen  und  Rotationen  gemischt 
besitzen. 

Ein  spezieller,  aber  besonders  wichtiges  Fall  der  gleichzeitigen 
Verbindung  mehrerer  Bewegungen  ist  die  Verbindung  einer  Rotation 
des  Systems  mit  einer  Translation  parallel  der  Rotationsaxe.  Die 
Punkte  des  Systems  beschreiben  hiebei  gewisse  cylindrische  Schrauben- 
linien, deren  gemeinsame  Axe  die  Rotationsaxe  ist.  Die  Beschaffenheit 
dieser  Bahnen    hängt    von    der   gegenseitigen  Abhängigkeit    der  Trans- 
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laüonsgrösse  und  der  RotationsamplHude  ab;  sind  z.  B.  beide  Grosse^ 
fortwährend  einander  proportional,  so  sind  die  Schraubenlinien  ge- 
meine Cylinderschrauben. 


n.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Beweg^ingen  eines  unveränderliclien  Systems. 
Aequivalenz  der  Translationen  und  der  Rotationen  um  parallele  Axen. 

§.  1.  Zwei  Bewegungen  eines  Systems  sind  nach  Cap.  I.  §.3  äquiva- 
lent, wenn  durch  jede  von  ihnen  das  System  aus  einer  ersten  Lage  in  die- 
selbe zweite  Lage  übergeführt  werden  kann.  Es  kann  eine  Folge  von  Be- 
wegungen einer  anderen  Folge,  eine  Folge  von  Bewegungen  einer,  einzelnen 
Bewegung,  eine  Verbindung  zugleich  stattfindender  Bewegungen  einer  an- 
dern derartigen  Verbindung,  eine  gleichzeitige  Verbindung  von  Bewegungen 
einer  einzelnen  Bewegung  etc.  äquivalent  sein.  Eine  einzelne  Bewegung, 
welche  einer  Folge  oder  einer  gleichzeitigen  Verbindung  von  Bewegungen 
äquivalent  ist,  heisst  die  aus  diesen  zusammengesetzte,  aus  ihnen 
resultirende  Bewegung  oder  ihre  Resultante;  die  Bewegungen, 
denen  sie  aequivalent  ist,  heissen  ihre  Com ponentcn;  die  Auffindung 
der  Resultanten  mehrerer  Bewegungen  heisst  die  Zusammensetzung 
und  die  Auffindung  anderer  Bewegungen,  aus  welchen  eine  gegebene 
resultiren  kann,  die  Zerlegung  der  Bewegungen.  Die  letztere  Auf- 
gabe ist  im  Allgemeinen  unbestimmt,  wenn  nicht  noch  andere  Bedin- 
gungen hinzutreten.  —  Auch  können  mehrere  Bewegungen  der  Ruhe 
aequivalent  sein. 

§.  2.  Für  die  Aeqnivalenz  der  Translationen  gelten  folgende  sehr 
einfache  Sätze. 

L  Die  Folge  zweier  Translationen  derselben  Richtung 
ist  äquivalent  einer  einzigen  Translation  der  nämlichen 
Richtung.  Die  Gj'össe  dieser  resultiren  den  Translation  ist 
die  Summe  oder  Differenz  der  Translationsgrössen  der 
Componenten,  je  nachdem  diese  von  demselben  oder  von 
entgegengesetztem  Sinne  sind;  der  Sinn  der  Resultanten 
stimmt  im  ersten  Falle  mit  dem  gemeinschaftlichen  Sinne 
der  Componenten,  im  letzteren  Falle  mit  dem  Sinne  der 
grösseren  von  ihnen  überein.  Die  Ordnung  der  Aufeinan- 
derfolge der  Translationen  ist  willkührlich. 

Durchlaufen  nämlich  die  Punkte  des  Systems  vermöge  der  einen 
Translation  die  Strecke  a,  vermöge  der  andern  die  Strecke  b  von  der- 
selben Richtung,  so  führt  sie  die  Folge  beider  durch  die  Strecke  a  +  b 
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im  ersten  nnd  durch  die  Strecke  a  —  b  im  zweiten  Falle;  ebensoweit 
fuhrt  sie  aber  die  eine  Translation  von  der  im  Satze  angegebenen  Be- 
schaffenheit. -^  Sind  die  Translationen  gleich  und  entgegengesetzt,  so 
ist  ihre  Folge  äquivalent  der  Ruhe. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  der  beiden 
Translationen.  Denn  wenn  das  System  in  einem  andern  Systeme  die 
Translation  a,  dieses  selbst  aber  die  Translation  6,  beide  von  derselben 
Richtung,  besitzt,  so  ist  +  («  i  ^)  ^^^  Entfernung  der  Systempunkte 
in  ihrer  Endlage  von  ihrer  Anfangslage  und  also  zugleich  die  Grösse 
einer  einzigen  Translation,  welche  das  System  in  dieselbe  Endlage 
bringen  kann.  Dabei  ist  es  wiederum  gleichgültig,  ob  das  erste  System 
im  zweiten  mit  der  Translation  a  sich  bewegt  und  jenes  die  Translation 
b  besitzt,  oder  umgekehrt. 

II.  Die  Folge  zweier  Translationen  verschiedener  Rich- 
tung ist  äquivalent  einer  einzigen  Translation,  welche  nach 
Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die  dritte  Seite  ejnes  Drei- 
ecks bestimmt  wird,  dessen  beiden  andere  S-oiten  ans  den 
gegebenen  Translationen  nach  Grösse  und  Richtung  con- 
strnirt  werden  können.  Die  Ordnung  der  Translationsfolge 
ist  beliebig. 

Durch  die  erste  Translation  gelangt  ein  beliebiger  Punkt  A  des 
Systems  aus  einer  ersten  Lage  -/in  eine  zweite  A\  durch  die  zweite 
Translation  gelangt  er  aus  dieser  in  eine  dritte  Lage  Ä'\  sodass  er  also 
überhaupt  die  Seiten  A'  Ä\  A"  Ä'  des  Dreiecks  Ä  Ä'  Ä"  in  dem  Sinne 
durchläuft,  der  durch  die  Ordnung  der  Buchstaben  angegeben  ist.  Bei 
der  Translationsfolge  bleibt  das  System  sich  selbst  parallel  und  ist  in 
seine  neue  Lage  gelangt,  sobald  dies  mit  einem  seiner  Punkte  der  Fall 
ist.  Der  Punkt  A  gelangt  aber  auch  durch  die  einzige  Translation 
A  A'\  welche  durch  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  nach  Grösse  nnd 
Richtung  angegeben  wird,  in  seine  neue  Lage  Ä'\  Denkt  man  sich 
die  Seiten  Ä  Ä\  Ä'  Ä"  im  Sinne  der  Translationen  durchlaufen,  so  ist 
der  Sinn  der  resultirenden  Translation  dem  Sinne  eines  beweglichen 
Punktes  entgegengesetzt,  welcher  jene  beiden  Seiten  beschreibt  und  auf 
der  dritten  Seite  Ä"  Ä  nach  Ä  zurückkehrt.  —  Bei  geänderter  Ordnung 
in  der  Folge  der  Translationen  ergibt  sich  ein  congruentes  Dreieck 
A  Ä'"  A"\  welches  mit  A'  A"  Ä"  ein  Parallelogramm  bildet,  sodass  der 
Batz  auch  mit  Hülfe  der  Seiten  und  einer  Diagonale  dieser  Figur  aus- 
gesprochen werden  kann.  —  Der  Satz  I.  ist  ein  spezieller  Fall  dieses 
Satzes,  entsprechend  einem  Winkel  der  Translationen  gleich  0  oder  gleich  n. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Trans- 
lationen. Beweis  ganz  ähnlich,  nur  dass  die  Endlage  des  Systems  da- 
durch herbeigeführt  wird,  dass  die  eine  Translation  in  einem  System 
erfolgt,  welches  die  andere  Translation  besitzt. 
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III.  Gleiche  und  entgegengesetzte  Translationen  kön- 
nen einem  Systeme  ohne  Störung  seiner  Bewegung  ertheilt 
oder  entzogen  werden. 

Mit  Hülfe  der  Sätze  I.  und  IL  können  beliebig  viele  Translationen 
zusammengesetzt  werden.  Es  verlangt  diese  Operation  blos  die  Con- 
struction  eines  Polygons,  dessen  Seiten  nach  Grösse  und  Richtung  die 
einzelnen  Translationen  darstellen;  die  Schlusslinie  des  Polygons  stellt 
die  rcsultirende  Translation  dar.  Die  Ordnung  der  Aufeinanderfolge 
der  Translationen  ist  dabei  beliebig,  da  je  zwei  aufeinanderfolgende  und 
mithin  auch  je  zwei  beliebige  derselben  vertauscht  werden  können ;  auch 
können  sämmtliche  Translationen  zugleich  erfolgen. 

Mit  Hülfe  derselben  Sätze  kann  umgekehrt  jede  Translation  in 
zwei  oder  mehrere  Translationen  zerlegt  werden.  Die  Lösung  aller 
Einzelaufgaben,  welche  sich  hinsichtlich  der  Zerlegung  einer  Translation 
in  zwei  andere  bilden  lassen,  reducirt  sich  auf  die  Auflösung  eines 
Dreiecks  mit  Hülfe  gegebener  Bestimmungsstücke.  Jede  Aufgabe  der 
ebenen  Trigonometrie  hat  in  diesem  Sinne  eine  mechanische  Deutung. 

§.  3.  Ganz  abgesehen  von  jeder  mechanischen  Bedeutung  redet 
man  heutzutage  in  der  Geometrie  von  der  Zusammensetzung  und  Zer- 
legung von  Linien  und  versteht  darunter  die  Construction  der  Schluss- 
linien eines  Polygons  nach  Grösse  und  Richtung  mit  Hülfe  der  Grösse 
und  Richtung  der  Seiten  und  umgekehrt. 

Möbius  hat  zuerst  hiervon  als  einer  selbstständigen  Theorie  in  der 
Geometrie  Gebrauch  gemacht.  Da  die  Ordnung  der  Seiten  des  Polygons 
beliebig  verändert  werden  kann,  ohne  auf  die  Auffindung  der  zusammen- 
gesetzten Linie  Einfiuss  zu  haben,  so  nennt  man  diese  auch  die  Summe 
jener  und  die  ganze  Operation  die  geometrische  Addition  der  Linien. 
In  ähnlicher  Weise  redet  man  auch  von  einer  geometrischen  Subtraction 
der  Linien.  Diese  Benennungen  sind  durch  die  Auffindung  der  geo- 
metrischen Bedeutung  des  Imaginären  von  anderer  Seite  gerechtfertigt 
worden. 

§.  4.  Für  die  Aeqnivalenz  der  Rotationen  um  dieselbe  und  um 
parallele  Axen  gelten  folgende  bemerkenswerthe  Sätze: 

IV.  Die  Folge  zweier  Rotationen  eines  Systems  um  die- 
selbe Axe  ist  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  um  die- 
selbe Axe.  Die  Amplitude  dieser  resultir enden  Rotation 
ist  gleich  der  Summe  der  Amplituden,  wenn  beide  Rota- 
tionen in  demselben  Sinne  erfolgen  und  gleich  ihrer  Dif- 
ferenz, wenn  sie  entgegengesetzten  Sinn  haben;  der  Sinn 
der  resultirenden  Rotation  stimmt  im  ersten  Falle  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Sinn  der  Rotationen,  im  letzteren 
Falle  mit  dem  Sinne  derjenigen  überein,  welche  die 
grössere  Amplitude   besitzt.      Sind    die  Amplituden   der   Rotationen 
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gleich   und  entgegeDgesetzten  Sinnes ,   so   ist  ihre  Folge   äquivalent  der 
Ruhe.     Die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  ist  beliebig. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Rotatio- 
nen um  dieselbe  Axe.  —  Gleiche  und  entgegengesetzte  Rotationen  kön- 
nen einem  Systeme  ohne  Einfluss  auf  seine  Bewegung  beliebig  ertheilt 
oder  entzogen  werden. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  beliebig  viele  Rotationen  eines 
Systems  um  dieselbe  Axe  zusammensetzen.  Bedient  man  sich  liiebei 
der  symbolischen  Darstellung  der  Rotation  des  vorigen  Capitels,  indem 
man  die  Amplituden  auf  der  Axe  aufträgt  und  den  Sinn  durch  die 
Richtung  der  Axe  bezeichnet,  so  wird  das  Entgegengesetztsein  der  Am- 
plituden durch  die  Vorzeichen  ausgedrückt  und  ergibt  sich  die  resulti- 
rende  Rotation  ihrer  Amplitude  nach  durch  die  algebraische  Summe  der 
gegebenen  Amplituden  und  ihr  Sinn  durch  das  Vorzeichen  dieser 
Snmme. 

Für  die  folgenden  Sätze  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  doppelte  Be- 
deutung der  Rotationsaxen  auch  in  der  Bezeichnung  derselben  auszu- 
drücken. Eine  Rotationsaxe ,  insofern  sie  als  eine  Linie  des  Systems 
angesehen  wird,  nämlich  als  Inbegriff  aller  Systpmpunkte,  welche  durch 
die  betreffende  Rotation  keine  Bewegung  erlangen,  wollen  wir  mit  einem 
der  griechischen  Buchstaben  or,  ßy  y  .  .  .,  die  Gerade  des  Raumes  aber, 
in  welchem  die  Rotation  erfolgt  und  mit  welcher  die  Axe  während  der 
Rotation  zusammenfällt,  durch  den  entsprechenden  lateinischen  Buch- 
staben a,  6,  c,  .  .  .  bezeichnen;  die  Combination  beider  Buchstaben,  wie 
z.  B.  (flr,  a)  soll  ausdrücken,  dass  das  System  um  die  Axe  a  des  Systems 
rotirt,   welche  während  dieser  Rotation  in  der  Axe  a  des  Raumes  liegt, 

V.  Die  Folge  einer  Rotation  O  um  die  Axe  (a,  a')  und 
einer  Translation  i  ist  vertauschbar  und  äquivalent  de_r 
gleichzeitigen  Verbindung  dieser  beiden  Bewegungen.  Das 
System  ist  nämlich  aus  der  ersten  Lage  £  in  die  zweite  IT'  gelangt, 
sobald  die  Axe  a  und  irgend  ein  Systempunkt  B  aus  ihren  ersten  Lagen 
«,  ^  in  ihre  zweiten  Lagen  d\  B"  gelangt  sind.  Es  sei  die  Ebene 
der  Figur  1.  senkrecht  zur  Axe  (of,  a)  und  B'  ein 
Punkt  dieser  Ebene.  Durch  die  Rotation  O  ge- 
langt alsdann  B  aus  der  Lage  B'  nach  B^  und 
durch  die  nachfolgende  Translation  t  gehen  or  und 
^  über  in  die  Lagen  d'  und  B'\  Durch  die  Trans- 
lation gelangen  aber  er  und  B  nach  a  und  B^ 
und   durch    die    hierauf    erfolgende   Rotation    geht        '  Ä 

ß  Von  B^  in    dieselbe  Lage    B'   über,    wie   vorher,    während    «    in   a 
bleibt.    Bei  der  gleichzeitigen  Verbindung  beider  Bewegungen  sind  zwei 
f'älle  möglich;    entweder   das   System   rotirt   in   einem   andern  Systeme, 
welches  die  Translation  besitzt,    sodass  die  Axe  er  immer  mit  derselben 
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Linie  dieses  zweiten  Systems  verbunden  bleibt,  oder  das  System  er- 
leidet die  Translation  in  einem  andern  System,  welches  nm  die  Axe 
a  rotirt. 

VI.  Die  Folge  einer  Rotation  von  der  Amplitude  ^  um 
eine  Axe  (er,  a)  und  einer  zu  dieser  rechtwinkligen  Trans- 
lation T  ist  äquivalent  einer  Rotation  von  derselben  Am- 
plitude und  demselben  Sinne  um  eine  bestimmte,  zu  (or,  a) 
parallele  Axe  (/?,  b).  Diese  Axe  wird  durch  folgende  Con- 
struction  gefunden.  Durch  den  Schnittpunkt  der  Axe  (or,  a) 
mit  einer  zu  ihr  senkrechten  Ebene  ziehe  man  eine  Strecke 
von  der  Grösse  und  Richtung  der  Translation  und  be- 
schreibe in  derselben  Ebene  auf  derjenigen  Seite  von  r, 
nach  welcher  die  Rotation  erfolgt,  über  r  als  Sehne  einen 
Kreis,  in  welchem  zu  dieser  Sehne  als  Centriwinkel  die 
Amplitude  0-  gehört,  so  goht  die  gesuchte  Axe  (/?,  b)  durch 
den  Mittelpunkt  dieses  Kreises. 

Stellt  nämlich  Fig.  2.  einen  Schnitt  des  Systems  senkrecht  zur  Axo 
(er,  a)  dar  und  ist  in  demselben  aa  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
gleich  der  Translation  r,  sowie  b  der  Mittelpunkt  des  über  a  a  auf  die 
im  Satze  angegebenen  Art  construirten  Kreises,  so  gelangt  die  durch  b 
gehende,  mit  a  parallellaufende  Gerade  ß  des  Systems  durch  die  Rota- 
tion ^  in  die  Lage  b^  und  hierauf  durch  die  Translation  t  wieder  in 
die  ursprüngliche  Lage  b  zurück.  Sie  ist  mithin  eine  Gerade  des  Sy- 
stems, welche  vor  Ausführung  beider  Bewegungen  bereits  in  ihrer  neuen 
Lage  sich  befand  und  genügt  daher  eine  Rotation  des  Systems  um  sie, 
um  dasselbe  in  seine  netie  Lage  überhaupt  überzuführen.  Vin  die  Am- 
plitude und  den  Sinn  dieser  Rotation  zu  bestimmen,  reicht  es  hin, 
die  Bewegung  irgend  eines  Systempunktes  zu  verfolgen.  Hiezu  eignet 
sich  insbesondere  der  Funkt  o.  In  Folge  der  Rotation  um  (a,  a)  er- 
langt er  als  ein  Punkt  dieser  Axe  keine  Bewegung,  vielmehr  verdankt 
er  seine  Bewegung  blos  der  Transtation,  welche  ihn  von  a  nach  a  führt. 
Dahin  gelangt  er  aber  o£fenbar  auch  durch  die  Rotation  um  (/3,  b)  von 
der  Amplitude  0",  deren  Sinn  vermöge  der  Construction  mit  dem  Sinne 
der  Rotation  um  die  Axe  (a,  a)  Übereinstimmt. 

Ist  ^  <  TT,  so  ist  O  der  Innenwinkel  eines  Über  r  zu  construirendon 

gleichschenkligen  *  Dreiecks ;    ist   O  >>  ff,   so  ist   er 
dessen  Ergänzung  zu  2  n. 

VII.  Umgekehrt:  Jede  Rotation  um  eine 
Axe  iß^b)  von  der  Amplitude  ^  ist  äquiva- 
lent der  Folge  einer  Rotation  von  der- 
selben Amplitude  und  demselben  Sinne 
um  eine  beliebige  zu  (/?,  b)  parallele  Axe 
(cr,a)    und    eine    zu    ihr    rechtwinklige     Translation.       Die 
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Grösse  und  Richtung  dieser  Translation  wird  durch  die 
Sehne  des  Kreishogens  angegeben,  welchen  ein  beliebiger 
in  der  Axe  (er,  a)  gelegener  Systempunkt  vermöge  der  Ro- 
tation um  (ff,  a)  beschreibt  und  ihr  Sinn  stimmt  mit  dem 
Sinne  überein,  in  welchem  dieser  Bogen  durchlaufen  wird. 
Aus  Fig.  2.  ist  ersichtlich,  dass,  wenn  d  den  Abstand  beider  Axen 
(a,  a)  und  (/?,  fc),  p  den  Abstand  der  Axe  (a,  a)  von  der  Sehne  r  be- 
zeichnet : 

r=2d-5t«4^d,  p=:rf-co«^^,  2p  =  r  cotg  ^  ^. 
Mit  Hülfe  des  erwähnten  gleichschenkligen  Dreiecks  lassen  sich 
viele  Aufgaben  über  die  Aequivalenz  einer  Rotation  und  der  Folge  einer 
Kotation  um  eine  parallele  Axe  und  dazu  rechtwinkliger  Translation 
bilden  und  lösen,  je  nachdem  man  diese  oder  jene  Bestimroungsstücke 
der  Dimensionen  und  der  Lage  des  Dreiecks  in  den  Ausdruck  der  Auf- 
gabe aufnimmt.  Jede  Aufgabe  über  das  gleichschenklige  Dreieck  er- 
langt hiedurch  eine  mechanische  Interpretation.  Unter  den  hier  ange- 
deuteten Aufgaben  sind  viele  unbestimmte,  welche  auf  geometrische  Oerter 
führen,  z.  B.  folgende:  Die  Rotationsaxe  (/3,  6)  und  die  Amplitude  ^ 
sind  bekannt,  die  Translation  ist  aber  blos  ihrer  Grösse,  nicht  ihrer 
Richtung  nach  gegeben,  welches  ist  der  Ort  der  Axe  a? 

Vni.    Die   Folge   zweier  Rotationen    um    zwei    parallele 
Axen  (ff,  (i)  und  (/3,  ti)  ist  äquivalent  einer  einzigen  Rotation 
um  eine  mit  jenen  gleichfalls  parallelen  Axe  (y,  c)\  die  Am- 
plitude   dieser    resultirenden   Rotation    ist   die    Summe    der 
Amplituden  der  beiden  gegebenen  Rotationen,   wenn  diese 
von  gleichem  Sinne  und  die  Differenz   derselben,   wenn  sie 
von  entgegengesetztem  Sinne  sind;  der  Sinn  der  Resultan- 
ten   stimmt    im    ersten    Falle    mit    dem    gemeinschaftlichen 
Sinne    der     gegebenen    Rotationen,    im    zweiten    Falle    mit 
dem  Sinne  derjenigen  Rotation  überein,  welche  die  grössere 
Amplitude  besitzt;  die  Axe  c  der  Resultante  bildet   mit  der 
Axe  a  und    h  im    absolutem  Räume   ein    prismatisches   Drei- 
flach,   in    welchem    die    beiden  Ebenen,    welche    durch    die 
Axe  c  gehen,    mit   der  dritten   durch  a    und  h  gehenden  Sei- 
tenebene an  den  Kanten  a  und  frWinkel  bilden,  gleich  den 
halben    Amplituden    der    Rotationen     um    diese   Axen,    und 
zwar  liegen   diese   Winkel   in   Bezug   auf  die  Ebene   a  b  bei 
der  Axe,  um  welche  die  Rotation  zuerst  erfolgt,  auf  der  ent- 
gegengesetzten,   bei  der  andern   auf  derselben  Seite,    nach 
welcher   hin    die   Rotation   stattfindet.     Ebenso  bilden    die 
Axen   ff,  ßy  y  .des    beweglichen    Systems    ein    prismatisches 
Dreiflach,  in  welchem  die  Ebenen  y«  und  yß  mit  derEbene 
«  P  an  den  Axen   «   und  ß  Winkel  einschliessen,    gleich  dein 
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halben  Amplitnden  der  Rotationen  nm  diese  Axen,  jedoch 
so,  dass  der  Winkel  an  der  ersten  Axe  auf  derselben,  der 
an  der  zweiten  Axe  anf  der  entgegengesetzten  Seite  der 
Ebenen  aß  liegt,  nach  welcher  die  Rotation  erfolgt.  Die 
Aufeinanderfolge  der  Rotationen   ist  nicht  willkührlich. 

1.  Es  seien  «O-,  d"'  die  Amplituden  der  Rotationen  nm  diese  Axen 
er,  ß  und  zwar  zunächst  von  gleichem  Sinne  (Fig.  3).  Durch  die  Ro- 
tation um  a,  während  welcher  diese  Axe  mit  der  Geraden  a  des  abso- 
luten Raumes  vereinigt  bleibt,  gelangt  ß  in  die  Lage  b  und  rotirt  hier- 
auf das  System  um  die  Axe  (/?,  b),  wodurch  a  aus  der  Geraden  a  her- 
ausrückt. Man  ersetze  nun  nach  VII.  die  Rotation  ^  um  a  durch  eine 
gleiche  und  gleichsinnige  um  die  Axe  /3  und  füge  die  Translation  ß  b 
hinzu,  welche  die  Sehne  des  Bogens  ist,  den  ein  Punkt  der  Axe  ß  in 
Fulge  der  Rotation  um  die  Axe  a  beschreiben  würde.  Von  diesen  bei- 
den Bewegungen,  deren  Ordnung  willkührlich  ist,  liefert  die  erste  mit  ^' 
zusammen  eine  Rotation  6  =  O  4~  ^  um  die  Axe  /3,  gleichen  Sinnes 
mit  &  und  %•',  Diese  Rotation  B  und  die  nachfolgende  Translation  ß  b 
sind  aber  zusammen  nach  VI.  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  S  des- 
selben Sinnes,  deren  Axe  (>^,  c)  durch  die  Spitze  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  ß  cb  geht,  wenn  Winkel  ß  cb  gleich  6  und  c  auf  der  Seite 
der  Translationsrichtung  {ß  b)  angenommen  wird,  nach  welcher  die  Ro- 
tation 6  erfolgt.  Da  auch  das  Dreieck  ß  a  b  gleichschenklig  ist,  so 
geht  die  Halbirnngslinie  des  Winkels  ß  a  b  =  ^  durch  c  und  halbirt 
den  Winkel  ßcb  =^  0  =  0^  +  O'.   Ilieraus  folgt,  dass  in  dem  Dreiecke  abc 

Kk.  3.  und  mithin  auch  in  dem  gleichnamigen 

Axcnprisma  die  Winkel  b  a  c  und  abc, 
resp.  gleich  ^  ^  und  ^  Q''  sind  und  zwar 
liegt  ersterer  mit  der  Rotation  um  // 
entgegengesetzt,  letzterer  mit  der  Ro- 
tation um  b  gleichartig  gegen  a  b. 
Ebenso  sind  in  dem  Dreiecke  et  ß  y 
und  dem  gleichnamigen  Axenprisma 
dos  beweglichen  Systems  die  Winkel 
ß  o  y  und  o  ß  y,  resp.  gleich  ^  0  und  ^  t>',  es  liegt  aber  ersterer  mit  der 
Rotation  um  a  gleichartig,  letzterer  mit  der  Rotation  um  ß  entgegen- 
gesetzt gegen  a  ß.  Der  Hinn  der  Amplitude  S  ergibt  sich  leicht,  in- 
dem man  die  Bewegung  eines  Systenipunktes,  z.  B.  des  Punktes  /3,  ver- 
folgt. Derselbe  verdankt  dieselbe  blos  der  Rotation  um  die  Axe  (a,  a) 
und  gelangt  sowohl  durch  diese  als  auch  durch  die  Rotation  um  (}',  r) 
nach  6,  woraus 'sich  ergibt,  dass  die  Amplituden  beider  Rotationen 
gleichen  Sinnes  sein  müssen. 

Noch  etwas  unmittelbarer  sieht  man  den  vorstehenden  Satz  folgen- 
dermassen  ein.     Durch  die  Rotation  ^  um  die  Axe  //  gelangt  die  Axe  y 
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e=  9  +  »'. 


^^^' 


f) 


in  die  Lage  c\  welche  in  Bezug  auf  a  b  mit  c  symmetrisch  ist;  durch 
die  nachfolgende  Rotation  d''  um  b  wird  sie  in  die  ursprüngliche  Lage 
c  zurückgeführt;  daher  befand  sie  sich  vor  Ausführung  beider  Bewe- 
gungen bereits  in  der  Lage,  in  welche  sie  schliesslich  durch  sie  gelangen 
soll.  £s  bedarf  daher  blos  einer  Kotation  um  {y,  c),  um  das  System  in 
seine  neue  Lage  überzuführen.  Die  Bewegung  eines  tanzenden  Paares 
kann  den  vorliegenden  Fall  einigermassen  vor  deutlichen. 

Dass  die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  nicht  vertauschbar  ist, 
erkennt  man  daraus,  dass  die  Axe  ß  durch  die  Rotation  um  (or,  a)  nach 
b  gelangt,  während  sie  dahin  nicht  mehr  gelangen  kann,  wenn  das 
System  zuerst  um  ß  rotirt,  weil  alsdann  a  sich  aus  der  Lage  a  entfernt 
bat.    Aus  dem  Dreieck  oder  Prisma  a  b  c  ergibt  sich 

a  c        b  c  ab 

sin   ^  ^'  ~  sin  \  O     ~  ~sin  \  S  ' 

2.  Sind  die  Rotationen  von  ent- 
gegengesetztem Sinn  und  ihre  Ampli- 
tuden ungleich,  etwa^d  >  ^'  (Fig.  4), 
so  ersetze  man,  wie  vorher,  die  Rotation 
um  a  durch  eine  gleiche  und  gleich- 
sinnige um  ß  und  fiige  die  betreffende 
Translation  ß  b  zu.  Die  beiden  Rota- 
tionen &  und  &'  um  die  gemeinsame 
Axe  ß  liefern  aber  eine  einzige  Rotation  von  der  Amplitude  &  =^  —  ^' 
und  dem  Sinne  von  O  um  dieselbe  Axe  ß]  diese  Rotation  S  aber  setzt 
sich  mit  der  nachfolgenden  Translation  zu  einer  Rotation  von  derselben 
Amplitude  und  demselben  Sinne  zusammen  um  eine  Axe  (7,  c),  welche 
wie  beim  v^gen  Fall  sich  ergibt. 

Auch  sieht  man  wieder  unmittelbar,  dass  die  Axe  y  durch  die  Ro- 
tation um  (er,  a)  in  eine  zu  a  b  symmetrische  Lage  c  und  hierauf  durch 
die  Rotation  um  die  Axe  {ß,  b)  wieder  in  die  ursprüngliche  Lage  zu- 
rückgeführt wird,  sowie  dass  in  Folge  dessen  das  System  durch  die 
Rotation  &•  —  &'  um  die  Axe  (y,  c)  in  seine  neue  Lage  gelangt.  Die 
obigen  Gleichungen  zwischen  den  Axenabständen  und  den  Sinussen 
der  halben  Amplituden  bestehen  fort.  Mit  der  relativen  Grösse  der 
Amplituden  -&,  0*'  ändert  sich  die  Lage  der  Axe  (y,  c)  nach  einem  leicht 
ztt  übersehenden  Gesetze  auf  der  Halbirungsebene  der  Amplitude  &. 
Wächst  die  Amplitude  &'  von  Null  an,  so  entfernt  sich  (y,  c)  von  (a,  a) 
und  rückt  ins  Unendliche,  sowie  -^'=0  wird,  um  von  der  entgegen- 
gesetzten Seite  nach  (er,  a)  zurückzukehren,  sobald  ^*  über  ^  hinaus- 
wächst. 

3.  Sind  die  Amplituden  &,  &'  gleich  und  eijtgegengesetzt  (Fig.  5), 
so  tilgen  sich  dieselben  um  die  Axe  ß  und  bleibt  blos  die  Translation 
ßb  als  Resultante   der  beiden  Rotationen,    d.  h.    zwei  gleiche  und 
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entgegengesetzte  Rotationen  am  zwei  parallele  Axen  sind 
äquivalent  einer  Translation;  die  Grösse  and  Kichtung 
derselben  wird  durch  die  Sehne  des  Kreisbogens  angegeben, 
welche  ein  beliebiger  Systempunkt,  welcher  einer  der  Axen 
angehört,  vermöge  der  Rotation  um  die  andere  Axe  be- 
schreibt u^d  der  Sinn  stimmt  mit  dem  Sinne  überein,  in 
welchem  dieser  Bogen  durchlaufen  wird. 

Wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  O 
und  ^'  wird  b  c  parallel  a  c ,  rUckt  also 
die  Axe  der  resultirenden  Rotation  ins 
Unendliche  und  wird  ihre  Amplitude 
gleich  Null.  Auch  erhellt  die  Aequivalenz 
der  beiden  entgegengesetzten  Rotationen 
mit  der  Translation  unmittelbar,  wenn 
man  bedenkt,  dass  in  Folge  beider  Rota- 
tionen die  Ebene  et  ß  m  die  ihr  parallele 
Lage  a  b  gelangt,  in  welche  sie  durch  die 
Translation  ß  b  =  a  a  unmitfelbar  über- 
geführt werden  kann. 

Die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  ist  hier  ebensowenig,  wie  in 
den  beiden  vorigen  Fällen  willkührhch.«  Die  Grösse  der  resultirenden 
Translation  ist  r  =  2  d  sin  ^  ^j  wenn  d  den  Abstand  der  Axen  bedeutet, 
und  bildet  ihre  Richtung  mit  der  Ebene  a  ß  den  Winkel  ^  c  ä  —  ^^  and 
ist  senkrecht  zu  den  beiden  Axen. 

4.  Die  Folge  der  Rotationen  ist  äquivalent  einer  gewissen  gleich- 
zeitigen Verbindung  derselben,  nämlich  so,  dass  das  System  um  die  be- 
wegliche zweite  Axe  ß  rotirt  und  diese  Rotation  in  eiagm  Systeme, 
welcher  die  Axe  ß  angehört,  erfolgt,  welches  selbst  die  Rotation  um 
die  feste  erste  Axe  a  besitzt. 

§.  5.  Die  Folge  zweier  Rotationen  um  parallele  Axen  von  ent- 
gegengesetzt gleichen  Amplituden  heisst  ein  Rotationspaar.  Dasselbe 
ist  einer  Translation  äquivalent,  deren  Grösse  durch  das  Produkt  aus 
dem  doppelten  Axenabstande  und  dem  Sinus  der  halben  Amplitude  dar- 
gestellt wird;  ihre  Richtung  ist  senkrecht  zur  Halbirungsebene  der  Am- 
plitude. Unter  Anwendung  der  im  Cap.  I,  §.  5.  eingeführten  Bezeich- 
nung, nach  welcher  man  die  Amplituden  auf  den  Axen  aufträgt  and 
ihren  Sinn  durch  eine  Pfeilspitze  markirt,  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  die  einem  Rotationspaar  äquivalente  Translation  immer  nach  der- 
jenigen Seite  der  Axenebcne  hin  erfolgt,  von  welcher  aus  gesehen  die 
Pfeilspitzen  des  Rotationspaarcs  mit  der  Uhrzeigerbewegung  überein- 
stimmend erscheinen.     (S.  Fig.  6.) 

Mit  Hülfe  des  Rotationspaarcs  könnte  man  den  obigen  Satz  VII. 
leicht  beweisen.     Man  ertheile  dem  Systeme  um  die  Axe  «  zwei  gleiche 


II.  Csp.  Rotationen  in  Verbindung  mit  Translationen.  23 

• 

und  entgegengesetzte  Rotationen  O;  von  diesen  ist  die  eine  nichts  wei- 
ter, als  die  in  die  Axe  or  von  ß  verlegte  Hotation,  während  die  andere 
mit  der  Rotation  am  ß  ein  Rotationspaar  bildet,  wel- 
ches der  dort  construirten  Translation  äquivalent  ist. 


Femer  sieht  man  hieraus  zugleich,  wie  man  jede 


^ 


Kotation  ^  um    irgend    eine    Axe  a    ersetzen    kann  ^^^ 

durch    eine  Rotation    von    derselben  Amplitude   und       ^\ 
demselben  Sinne  um  eine  beliebige  andere  parallele 
Axe  ß  in  Verbindung  mit  einem  Rotationspaare  von 
der  nämlichen  Amplitude. 

Jede  Translation  kann  in  ein  Rotationspaar  umgesetzt  werden  und 
zwar   auf  unendlich  viele  Arten. 

§.  6.  Die  Sätze  im  §.  3.  dienen  einerseits  dazu,  zwei  Rotationen 
um  parallele  Axen  in  eine  einzige  ihnen  äquivalente  zu  vereinigen ,  an- 
dererseits eine  Rotation  in  zwei  andere  von  derselben  Axenrichtung  und 
demselben  oder  entgegengesetztem  Sinne  zu  zerlegen.  Die  letztere 
Aufgabe  ist  im  Allgemeinen  unbestimmt  und  können  noch  nähere  Bc- 
Btimmungselemente  hinsichtlich  der  Lage  der  Axen  etc.  hinzutreten. 
Das  Dreieck  ab  c  der  dortigen  Figur  leistet  das  Verlangte.  Eine  wie- 
derholte Anwendung  jener  Sätze  führt  dazu,  beliebig  viele  Rotationen 
um  parallele  Axen,  gemischt  mit  Translationen,  welche  die  Axen  recht- 
winklig kreuzen,  zu  vereinigen.  In  dieser  Hinsicht  hat  mau  den  all- 
gemeinen Satz: 

IX.  Die  Folge  einer  beliebigen  Menge  von  Rotationen 
um  parallele  Axen  und  Translationen,  welche  zu  diesen 
senkrecht  sind,  ist  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  um 
eine  jenen  gleichfalls  f^Arallele  Axe  oder  einem  Rotations- 
paare (einer  Translation). 

Es  seien  er,  /3,  7^,  . . .  die  parallelen  Axen  des  Systems,  um  welche 
dasselbe  der  Reihe  nach  um  die  Amplituden  <&,  0\  %'\  ...  in  bestimm- 
tem Sinne  rotirt,  welcher  durch  das  Vorzeichen  der  %  ausgedrückt  wer- 
den kann.  Es  seien  femer  a,  6,  c,  .  .  .  die  Geraden  des  absoluten 
Raumes,  mit  welchen  die  Axen  während  der  einzelnen  Rotationen  zu- 
sammenfallen. Man  ziehe  eine  beliebige  Gerade  u  des  absoluten  Raumes 
parallel  mit  a,  6,  c,  .  .  .  und  ertheile  dem  System  um  sie  die  Rotationen 
0  und  —  ^\  ^  und  —  ^' \  %"  und  —  O";  etc.,  wodurch  an  der  Be- 
wegung desselben  nichts  geändert  wird.  Diese  Rotationen  lassen  sich 
nun  mit  den  um  die  Axe  a,  6,  c  .  .  .  stattfindenden  so  zusammenfassen, 
dass  man  erhalt  1.  eine  Rotation  um  die  Axe  t^,  deren  Amplitude  die 
'algebraische  Summe  der  Amplituden  der  gegebenen  Rotationen  ist,  und 
2.  eine  Reihe  von  Rotationspaareil ,  welche,  da  sie  nichts  anderes,  als 
Translationen  sind,  mit  den  sonst  noch  vorhandenen  Ti'anslationen  leicht 
in  eine  Translation   (oder  ein  Rotationspaar)   vereinigt   werden  können. 
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Ist  die  Amplitude  der  Rotation  um  u  nicht  Null ,  so  liefert  diese  mit 
der  Translation  eine  einzige  Rotation  um  eine  mit  u  parallele  Axe  und 
ist  alsdann  diese  die  Resultante  aller  Bewegungen;  ist  jene  AmpUtade 
gleich  Null,  so  ist  die  Resultante  jene  Translation,  oder  wenn  man  lieber 
will ,  ein  ihr  äquivalentes  Rotationspaar. 

§.  7.  Von  den  Sätzen  der  §§.  3  —5.  werden  wir  im  Folgenden  vor- 
zugsweise in  dem  Falle  Gebrauch  machen ,  dass  die  Translationen  und 
die  Amplituden  der  Rotationen  unendlich  klein  werden.  Hiebei  treten 
wesentliche  Vereinfachungen  derselben  ein. 

1.  Es  besitze  das  System  eine  unendlich  kleine  Rotation  von  der 
Amplitude  d  ^  um  die  Axe  a  und  zugleich  eine  unendlich  kleine  Trans- 
lation d  X  senkrecht  zu  ihr.  (Fig.  7,  a.)  Nach  VI.  ist  die  Resultante  bei- 
der Bewegungen  eine  Rotation  um  eine  zu  a  parallele 
Axe  ß]  man  findet  aus  derselben  mit  Hülfe  der  dortigen 
Betrachtung,  indem  man  ^  und  r  ohne  Ende  abnehmen 
lässt,  wodurch  die  Ebene  (a  ß)  beider  Axen  zur  Trans- 
lationsrichtung senkrecht  wird  und  die  erste  der  dort 
entwickelten  Gleichungen  übergeht  in  di  =  d*d  ^,  Da- 
her ist  der  Abstand  d  der  Axe  der  resultirenden  Ro- 
tation von  der  Axe  a: 

dx 

"  =  r&' 

Man  sieht  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  auch 
unmittelbar  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  sämmtliche 
Punkte  der  zur  Translationsrichtung  senkrechten  Ebene 
a  ß  (Fig.  7,  b.)  vermöge  der  Translation  um  eine  ge- 
meinsame unendlichklcine  *Strecke  d  i  fortgeführt  wer- 
den, während  die  Rotationsaxe  cc  diese  Ebene  in  zwei 
Theile  theilt,  so  dass  die  Punkte  des  einen  Theiles  vermöge  der  Rota- 
tion nach  der  einen,  die  des  andern  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Ebene  geschleudert  werden  und  zwar  um  unendlichkleine,  ihrer 
Entfernung  von  der  Axe  a  proportionale  Strecken.  Daher  gibt  es  in 
demjenigen  Theile,  für  welche  beide  Bewegungsrichtungen  entgegen- 
gesetzt sind,  in  einem  bestimmten  Abstände  d  von  der  Axe  a  eine  ge- 
rade Punktreihe  oder  Axe  j3,  welche  gleiche  und  entgegengesetzte  Be- 
wegungen erlangt  und  deren  Bewegung  mithin  äquivalent  der  Ruhe 
ist.  Für  sie  ist  rft  =  rf'c/0,  wie  oben.  Die  Amplitude  und  deren 
Sinn  ergibt  sich  für  die  Rotation  um  ß  sofort,  indem  man  die  Bewegnu«; 
eines  Punktes  der  Axe  or,  welcher  blos  die  Translation  dx  besitzt,  als 
Rotation  um  ß  auffasst. 

2.  Das  System  besitze  zwei  unendlichkleine  Rotationen  von  den 
Amplituden  f/0,  d(^'  (Fig.  8,  a,  b.)  um  zwei  parallele  Axen  a^ß.  Nach 
Satz  VIII.  sind  sie   zusammen  äquivalent  einer  einzigen  Rotation,  deren 
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d  e  =  d^  +  (!&' 


Fi«-.  8. 


u 


-U^]^^ 


— » 


d& 


«tjKtii^ 


^ 


^r 


/^.a^* 


Axe  y  und  Amplitude  d%'  durch  die  dortigen  Constructionen  leicht  ge- 
funden werden.  Da  die  Amplituden  unendlich  klein  sind,  so  folgt,  dass 
die  gesuchte  Axe  in  die  Ehene  er  ß  selbst  fällt,  dass  der  Unterschied  der 
Aufeinanderfolge  keinen  Einfluss  auf  ihre  Lage  ausübt  und*^  die  Rota- 
tionen gleichzeitig  erfolgen  können.  Ferner  ergibt  sich,  dass  im  Falle 
übereinstimmenden  Sinnes  ef^  und  d^'  die  Axe  der  Resultanten  in  den 
Streifen  a  /?,  im  Falle  entgegengesetzten  Sinnes  aber  in  denjenigen 
Aussenraum  fällt,  welcher  der  Axe  der  grösseren  Amplitude  anliegt; 
sind  d  ^  und  d  Q'  gleich  und  entgegengesetzt,  so  rückt  die  Axe  ins  Un- 
eudliche  und  ist  die  Resultante  eine  unendlich  kleine  Translation  senk- 
recht zur  Ebene  or  jS.  Die  unter  Satz  VIII.  entwickelten  Gleichungen 
reduciren  sich  auf 

a  y  ß  y         ^  ß  ^ 

rf^ ~"  d&~ ~  Je' 

und  zeigen,  dass  der  Streifen  ce  ß  oder  eine  Transver- 
sale der  Axen  aß  von  der  Axe  y  im  umgekehrten  Ver- 
hältniss  der  Amplituden  getheilt  wird.  Alles  dies  er- 
kennt man  leicht  auch  unmittelbar  auf  folgen deWeise. 
Es  mögen  d  &  und  d  &'  zunächst  gleichen  Sinnes 
sein.  Die  Axe  a  (Eig.  8,'  a.)  theilt  die  Ebene 
et  ß  m  zwei  Theile,  deren  Punkte  in  Folge  der 
Rotation  um  cc  nach  entgegengesetzten  Seiten  die- 
ser Ebene  und  sAkrecht  zu  ihr  um  unendlich 
kleine  ihren  Abständen  von  a  proportionale  Strecken 
herausgeschleudert  werden.  Dasselbe  gilt  von  der 
Axe  ß  und  da  die  Rotationen  gleichen  Sinn  be- 
sitzen, so  folgt,  dass  blos  die  Punkte  des  Strei- 
fens aß  entgegengesetzte  Bewegungen  durch  die 
beiden  Rotationen  erlangen,  während  die  Punkte 
eines  jeden  der  beiden  Aussenräume  aus  doppel- 
tem Grunde  nach  der  einen  oder  der  andern  Seite 
der  Axenebene  getrieben  werden.  Daher  kann  es 
nur  innerhalb  des  Streifens  Punkte  y  geben,  deren 
Bewegung  äquivalent  der  Ruhe  ist.  Für  solche  Punkte  muss  die  Be- 
dingung i^  '  d&  =  ßy  '  d^'  erfüllt  sein;  d.  h.  sie  liegen  auf  einer  Ge- 
raden, welche^  den  Streifen  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Amplituden 
theilt;  es  gibt  nur  eine  solche  Gerade,  weil  diese  Theilung  nur  auf  eine 
Weise  möglich  ist,  sie  existirt  aber  immer,  mag  das  Verhältniss  der  Am- 
plituden einen  Wei*th  haben,  welchen  man  immer  will.  Die  Amplitude 
ff  6  der  Resultanten  ergibt  sich,  w.enn  man  die  Bewegung  irgend  eines 
Byst^tnpunktes  als  Rotation  um  y  auffasst.  Dazu  eignen  sich  besonders 
die  Punkte  der  Axen  er,  |S,  da  sie  ihre  Bewegung  nur  einer  einzigen  der 
beiden  Rotationen  verdanken.     Der  Punkt  a  z.  B.  erlangt  vermöge  der 


r 


d^' 


aj 


ij 
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Botation  um  a  keine  Bewegung,  die  Rotation  um  ß  aber  führt  ihn  um 
die  Strecke  aß  '  d^'  senkrecht  zur  Axenebene  fort,  daher  besteht  die 
Gleichung  ay  'd  S  =  aß'd^^  welche  aber  mit  Hülfe  von  aß  =  ßy+  äy  = 

(f^  "'■"0  "^  ^^  (^  "^  ^  )  ^^®^&®^^  in  rfö  =  rfd  +  d&\   Der  Sinn 
von  dS  stimmt  mit  dem  Sinn  von  d  9'^  also  auch  von  r/'^  überein. 

Sind  die  Rotationen  entgegengesetzt  (Fig.  8,  b.),  so  ergibt  sich  in 
ähnlicher  Weise,  dass  die  Punkte  des  Streifens  a  ß  aus  doppeltem 
Grunde  aus  der  Axenebene  herausgeschleudert  werden,  während  die 
Funkte  der  beiden  Ausseniäume  entgegengesetzte  Bewegungen  an- 
nehmen. Daher  können  nur  in  ihnen  Punkte  liegen,  deren  Bewegung 
äquivalent  der  Ruhe  ist.  Ist  nun  dd'  '^  d^\  so  folgt,  dass  ein  Punkt 
y  in  dem  der  Axe  a  anliegenden  Aussenraume  um  die  entgegengesetzten 
Strecken  ay  -  dd^  und  ßy  -  d^'  aus  der  Axenebene  herausgetrieben  wird 
und  da  für  diesen  Raum  cty  <C  ß  y^  so  kann  sehr  wohl  das  kleinere  ay 
mit  dem  grösseren  d  %  ein  Produkt  liefern  gleich  dem  Produkte  des 
grösseren  ßy  mit  dem  kleineren  d  &',  Für  Punkte  y  des  andern  Aussen- 
raumes  ist  dies  nicht  möglich ,  da  für  sie  aey  >  ß  y  und  folglich  wegen 
d&  >  d^'  auch  ay  '  ä9  stets  grösser  als  ßy  '  d ^'  ist  und  ihm  also  für 
keine  Lage  des  Punktes  y  gleich  werden  kann.  Die  Gleichung  äy  '  d^  = 
ßy  '  dO'  sagt  aber  wieder  aus,  dass  die  gesuchten  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden y  liegen,  welche  die  Streifen  im  umgekehrten  Verhältniss  der 
Amplituden  als  Aussenlinie  theilt.  £s  gibt  nur  einel^solche  Gerade,  da 
diese  Theilung  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist;  sie  existirt  immer,  wel- 
chen Werth  auch  das  Verhältniss  der  Amplituden  haben  mag.  Indem 
man  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  a  als  Rotation  um  y  auffasst,  ge- 
langt man  zur  Kenntniss  der  Amplitude  f/  6  der  resultirendcn  Rotation. 
Man    hat  nämlich  hierfür  wieder  äy  '  d  S  ^=^'aß  '  dQ'\   woraus   aber  mit 

—  —         —  (ßv         \       —  /rf^  \ 

Hülfe  von  aß  =  ßy  —  ay  =  «y  I        —  lj  =  ay  ( -70?  —  ^  )    gefunden 

wird;  dS  =  d&  —  d&\ 

Sind  endlich  die  Amplituden  entgegengesetzt  gleich,  so  erlangt  ein 
Punkt  y  des  Streifens  die  Bewegung  ay  '  d&  -{•  ß^  »  d&  =  (öy  +  ßy)  dO 
:=^  aß  •  dd"  und  ebenso  ein  Punkt  der  Aussenraume  die  Bewegung 
ßy  *  d&  —  äy  *  d^  oder  äy  •  d^  —  ßy  *  d^^  deren  gemeinschaftlicher 
Werth  ebenfalls  aß  *  d^  ist.  Alle  Punkte  der  Axenebeue  haben  also 
dieselbe  Bewegung  und  das  ganze  System  also  eine  Translation. 

Die  Resultate   dieser  Betrachtungen  sind  daher: 

Eine  unendlich  kleine  Rotation  von  der  Amplitude  dO' 
um  eine  Axe  a  und  eine  unendlichkleine  Translation  dx 
senkrecht  zu  dieser  Axe  sind  zusammen  äquivalent  einer 
Rotation  derselben  Amplitude  und  desselben  Sinnes  um 
eine  zu  a  parallele  Axe  ß^  welche  in  der  durch  a  zur  Trans- 
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dt 
lationsrichtung    senkrecliteu    Ebene    im    Abstände   d=  — ~ 

von  a  auf  derjenigen  Seite  von  a  liegt, ^  auf  welcher  die 
Punkte  dieser  Ebene  durch  die  Rotation  und  die  Trans- 
lation entgegengesetzte  Bewegungen  annehmen. 

Zwei  unendlichkleine  Rotationen  verschiedener  Am- 
plituden d^^  dd^  um  zwei  parallele  Axen  a,  ß  sind  äquiva- 
lent einer  einzigen  Rotation  um  eine  gleichfalls  parallele 
Axe,  welche  in  die  Ebene  aß  fällt.  Sie  theilt  den  Streifen 
aß  im  umgekehrten  Verhälthiss  der  Amplituden  und  zwar 
als  innere  Theilungslinie,  wenn  die  Amplituden  gleichen 
Sinnes,  als  äussere  Theilungslinie,  wenn  sie  entgegenge- 
setzten Sinnes  sind;  im  letzteren  Falle  findet  sie  sich  auf* 
der  Seite  der  Axe  der  grösseren  Amplitude.  Die  Amplitude 
der  resultirenden  Rotation  ist  die  Summe  oder  Differenz 
der  gegebenen  Amplituden,  je  nachdem  diese  glei^chen  oder 
entgegengesetzten  Sinn  haben;  ihr  Sinn  stimmt  im  erstem 
Falle  mit  dem  gemeinschaftlichen  Sinne  beider,  im  letztern 
Falle  mit  dem  Sinnn    der  grösseren  Amplitude  überein. 

Zwei  entgegengesetzt  gleiche  unendlich  kleine  Rota- 
tionen um  zwei  parallele  Axen  a,  ß  (ein  unendlich  kleines 
Rotationspaar)  sind  äquival&nt  einer  unendlich  kleinen 
Translation  senkrecht  zur  Axenebene  ccß,  deren  Grösse 
gleich  dem  Produkte  des  Axenabstandes  und  der  gemein- 
schaftlichen Amplitude  ist. 


IQ.  Capitel. 

Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  parallel  einer  Ebene. 

§.  1.  Die  Lehren  des  vorigen  Capitels  über  die  Aequivalenz  der 
Translationen  und  der  Rotationen  um  parallele  Axen  reichen  hin,  um  eine 
genaue  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Systems  zu  erlangen,  bei  welcher  die  Bahnen  aller  Punkte  ein  und  der- 
selben Ebene  parallel  sind.  Hierbei  bewegt  sich  jeder  zu  dieser  Ebene 
parallel  geführte  Schnitt  des  Systems  in  seiner  Ebene,  führen  alle  Punkte 
einer  zu  der  Ebene  senkrechten  Geraden  congruente  Bewegungen  aus 
und  sind  mithin  die  Bewegungen  aller  Parallelschnitte  zu  jener  Ebene 
dieselben.  Daher  gentigt  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  solchen 
Parallelschnittes,  d.  h.  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  ebenen 
Systems  in  seiner  eigenen  Ebene, 
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I.  Welches  auch  immer  die  Bewegung  eines  ebenen  un- 
veränderlichen Systems  in  seiner  eigenen  Ebene  sei,  sie 
ist  immer  äquivalent  einer  Botation  um  ein  bestimmtes  in 
der  Ebene  des  Systems- liegendes  Centrum;  und  wie  hieraus 
unmittelbar  folgt: 

Welches  auch  immer  die  Bewegung  eines  räumlichen 
unveränderlichen  Systems  parallel  einer  Ebene  sei,  sie  ist 
stets  äquivalent  einer  Kotation  um  eine  bestimmte  zu  jener 
Ebene  senkrechte  Axc. 

Es  seien  £  und  2^'  die  beiden  Lagen  des  beweglichen  ebenen 
Systems  ^,  welche  dasselbe  zu  Anfang  und  am  Schlüsse  seiner  Be- 
wegung einnimmt.  Diese  beiden  Lagen  bilden  zwei  in  einer  Ebene 
vereinigte  congruente  Systeme  gleichartiger  Lage*);  es  kommt  darauf 
an  zu  zeigen,  dass  dieselben  einen  Doppelpunkt  besitzen,  d.  h.  dass  es 
einen  Punkt  der  Gesammtebene  gibt,  in  welchem  ein  Paar  homologer 
Punkte  beider  Systeme  vereinigt  ist.   Zu  dem  Ende  seien  A\  Ä'  (Fig.  9,  a.) 

irgend  ein  Paar  homologer  Punkte; 
jeder  Geraden  von  2^',  welche  dairch 
Ä  hindurchgeht,  entspricht  sodann 
eine  bestimmte  Gerade  von  2^", 
welche  den  Punkt  A"  enthält,  so- 
dass ^ ,  Ä*  die  Mittelpunkte  zweier 
homologer  Stralenbüschel  sind. 
Diese  Stralenbüschel  sind  gleich- 
liegend,  sodass,  wenn  ein  beweg- 
licher Stral  von  Ä  sich  im  Sinne 
der  Uhrzeigerbeweg^ng  dreht,  der 
homologe  Stral  von  A"  sich  in 
demselben  Sinne  dreht;  die  Büschel 
sind  als  Bestandtheilo  congruenter 
Systeme  congruent,  so  dass  je  zwei 
Stralen  des  einen  denselben  Win- 
kel einschliessen,  wie  die  homologen 
Stralen  des  andern.  Ziehen  wir 
jetzt  den  Stral  d*  von  Äy  welcher 
durch  Ä*  geht  und  bestimmen  den 
ihm  homologen   Stral    d"  von    Ä\ 

*)  Zwei  eonpruciite  vereinigte  Kbencn  können  gleichartige  oder  ungleich- 
ariif^o  Lagen  haben;  jede  Ebene  hat  miinlich  ein  doppeltes  Gepräge  und  oa  findet 
gleichartige  Lage  statt,  wenn  die  homolugen  Gepräge  der  Ebenen  auf  dieselbe 
25eito  der  Gusammtcbeno  fallen,  in  welcher  beide  vereinigt  sind;  durch  Umklap- 
pen der  einen  Ebene  geht  die  gleichartige  Lage  in  die  ungleichartige  Über.  Im 
vorliegenden  Falle  ist  das  Umklappen  und  damit  auch  die  ungleichartige  Lage 
auägcschlussen. 
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so  ist  der  Winkel  {d'a)^  den  er  mit  einem  beliebigen  andern  Strahle 
a  von  A'  bildet ,  gleich  dem  Winkel  (da') ,  den  der  homologe  Strahl  0" 
mit  d*'  bildet  und  liegen  beide  Winkel  auf  homologen  Seiten  von  d' 
und  d'\  Hieraus  folgt,  dass  a  und  a"  sich  unter  constantem  Winkel 
schneiden,  nämlich  unter  dem  Winkel,  den  d'  und  d"  mit  einander  ein- 
schliessen.  Daher  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  homologen  Stralen 
beider  Büschel  ein  Kreis,  welcher  durch  J'  und  A*'  geht,  diesen  con- 
stanten  Winkel  als  Peripheriewinkel  fasst  und  folglich  den  Stral  d"  in 
A"  berührt.  Durch  jeden  Punkt  dieses  Kreises  gehen  mithin  zwei  ho- 
mologe Stralen  der  beiden  Büschel.  Besitzen  die  Systeme  nun  einen 
Doppelpunkt,  so  muss  derselbe  auf  diesem  Kreise  liegen.  Denn  es  sind 
in  ihm  zwei  homologe  Punkte  C,  C*'  vereinigt  und  daher  die  Geraden 
(f/,  Ca"  als  Verbindungslinien  homologer  Punkte  homologe  Stralen 
der  Büschel  A\  A"  und  schneiden  sich  folglich  auf  dem  Kreise.  Die 
Jiomologen  Stralen  wie  a',  a"  sind  Träger  congruenter  Punktreihen 
Ag  r  ,.,  A"  S"  r"  .  .,  so  dass  A"  S'  ^^  Ä'  S\  Ä  r  =  Ä'  T"  u.  s.  f.; 
sollen  daher  homologe  Punkte  Cy  C  in  einen  Punkt  C  zusammenfallen, 
so  muss  dass  Dreieck  Ä  CA'  gleichschenklig  werden  und  kann  ein 
Doppelpunkt  nur  Schnittpunkt  des  in  der  Mitte  von  Ä  Ä'  auf  Ä  Ä'  er- 
richteten Perpendikels  mit  dem  Kreise  sein.  Von  den  beiden  Schnitt- 
punkten C,  D  kann  aber  nur  der  eine  Doppelpunkt  sein.  Zwar  gehen 
nach  beiden  homologe  Strahlenpaare  der  Büschel  Ä ^  Ä\  aber  nur  in 
einem  von  ihnen,  (7,  schneiden  sich  dieselben  so,  dass  die  zusammen- 
treffenden Halbstrahlen  ^'  C  .  .  .,  -4"  C"  .  .  .  homologe  Punkte  ent- 
halten. 

Es  gibt  daher  nur  einen  Doppelpunkt  und  derselbe  existirt  immer, 
wenn  er  auch  in  einem  speziellem  Falle  in's  Unendliche  rücken  kann. 
Um  denselben  zu  finden ,  braucht  man  nur  ausser  dem  Perpendikel, 
welches  in  der  Mitte  der  Sehne  Ä  Ä'  errichtet  wurde,  noch  ein  zweites 
in  der  Mitte  einer  andern  Sehne  ff  ff'  zu  construiren,  ihr  Schnittpunkt 
liefert  den  gesuchten  Doppelpunkt.  Durch  Rotation  um  den  Doppel- 
punkt gelangt  das  System  aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite.  Die  Am- 
plitude derselben  ist  gleich  dem  Winkel  zweier  homologer  Geraden,  wie 
z.  B.  (/",  it' .  Die  homologen  Geradenpaare  bilden  mit  einander  den- 
selben Winkel,  da  die  Geraden  des  beweglichen  Systems  durch  dieselbe 
Rotation  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  gelangen. 

Sind  die  Sehnen  Ä  Ä'  und  ff  ff'  parallel  und  fallen  die  Perpen- 
dikel, welche  in  ihrer  Mitte  errichtet  wurden,  nicht  zusammen,  so  rückt 
ihr  Schnittpunkt  und  damit  das  Rotationscentrum  in's  Unendliche.  Die 
Rotation  geht  in  eine  Translation  über  und  bemerkt  man,  dass  dieser 
Fall  nur  eintritt,  wenn  Ä  Ä'  =  ff  ff'  ist  (Fig.  9,  b). 

Fallen  aber  beide  Perpendikel  zusammen,  so  folgt,  dass  die  Ab- 
stände   des  Centrums    von    beiden    Sehnen    sich    wie    die   Längen    der 
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Sehnen  verbalten  und  dient  diese  Bemerkung  zur  Auffindung  desselben. 
(Fig.  9,  c). 

Würden  die  Systeme  £%  2^'  zwei  Doppelpunkte  C,  B  besitzen, 
so  müssten  sie  zusammenfallen.  Denn  wegen  der  gleichartigen  Lage 
fallen  diesseits  und  jenseits  der  Verbindungslinie  .  derselben  homo- 
loge Theile  der  Ebenen  aufeinander.  Sind  nun  in  C  die  Punkte  Ä^ 
Ä\  in  i>  die  Punkte  -^,  IBf'  vereinigt  und  ist  £^  Bf'  ein  weiteres  Paar 
homologer  Punkte  der  Systeme,  so  fallen  die  Dreiecke  Ä  B^  H  und 
A"  ff'  H'  vermöge   der  Congruenz  zusammen  und  damit  also  die  Punkte 

§.  2.  Es  seien  jetzt  IT,  IT',  2^'\  ,  .  .  eine  Reihe  von  Lagen,  welche 
das  ebene  System  Z  während  seiner  Bewegung  durchläuft.  Die  Be- 
wegung, welche  dasselbe  aus  der  Lage  IT  nach  IT'  führt,  ist  äquivalent 
einer  Eotation  &'  um  ein  gewisses  Centrum  (f  (Fig.  10),  die  Bewegung, 
durch  welche  dasselbe  aus  der  Lage  Z"  in  die  folgende  Lage  2^'*  ge- 
langt, ist  äquivalent  einer  Rotation  •^"  um  ein  anderes  Centrnm  C  u.  s.  f. 

J'»s.  10.  Construiren   wir   alle    diese  Centra  und  er- 

th eilen  dem  System  £  statt  seiner  wirk- 
lichen Bewegung  nach  und  nach  die  Rota- 
tionen ^\  ^'\  .  .'  um  sie,  so  ergibt  sich  eine 
Bewegung,  welche  mit  der  wirklich  statt- 
findenden in  den  Lagen  •  £\  £'\  Z"'  .  . . 
übereinstimmt.  Schaltet  man  nun  zwischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen 
andere  Lagen  des  beweglichen  Systems  ein 
und  bestimmt  von  Neuem  die  Rotations- 
centra  und  Amplituden,  wie  vorher,  so  er- 
hält man  eine  Bewegung  des  Systems, 
welche  der  wirklich  stattfindenden  sich  be- 
reits weit  enger  anschliesst.  Setzt  man  die- 
sen Prozess  immer  weiter  fort,  so  häufen  sich  die  Centra  immer  dichter 
und  weil  je  zwei  aufeinanderfolge  Lagen  des  Systems  immer  weniger 
von  einander  abweichen,  so  nehmen  die  Amplituden  immer  mehr  ab  nnd 
erkennt  man,  dass  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  die  Grenze  ist, 
welcher  sich  die  Rotationsfolge  ohne  Ende  nähert.  Dabei  nähert  sich 
die  Reihe  der  Centra  einer  bestimmten  Curve,  sodass  man  beim  Uebcr- 
gang  zur  («renzo  selbst  den  Satz  erhält: 

II.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Sy- 
stems in  seiner  eigenen  Ebene  ist  äquivalent  einer  conti- 
nuirlichen  Folge  von  Rotationen  um  die  Punkte  einer  be- 
stimmten in  der  Ebene  gelegenen  Curve  (^*);  und  mit  Rücksicht 
auf  die  Bewegung  eines  Systems  parallel  einer  Ebene: 

Die    Bewegung     eines     unveränderlichen    körperlichen 
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Systems  parallel  einer  Ebene  ist  äquivalent  einer  conti- 
nairlichen  Folge  von  Rotationen  am  die  Erzengungslinien 
eines  zur  Ebene  senkrechten  Cylinders  (C)  als  Axen. 

Die  Curve  {C)  ist  znm  Verständniss  der  Bewegnng  des  Systems 
zwar  wesentlich,  aber  noch  nicht  hinreichend,  vielmehr  gehört  dazn  noch 
eine  andere.  Während  sich  nämlich  das  System  um  C  dreht,  föllt  mit 
diesem  Centrum  ein  gewisser  Punkt  F"  des  Systems  zusammen,  welcher 
C  verlässt,  sobald  die  Drehung  um  C  beginnt;  während  dieser  liegt 
ein  Systempunkt  JT"  in  C";  ebenso  fällt  während  der  Drehung  um  C" 
mit  diesem  Punkte  ein  gewisser  Punkt  F"'  zusammen  u.  s.  f.  Sowie 
Dun  die  Punkte  C  in  der  Grenze  eine  Curve  des  absoluten  Raumes  bil- 
den, 80  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  F  schliesslich  eine  gewisse 
Cnrve  des  Systems,  deren  Punkte  während  der  Bewegung  mit  den  Punk- 
ten der  Cnrve  {€)  zur  Berührung  kommen,  so  zwar,  dass  die  Curve  {F)  in 
jeder  Lage  des  Systems  die  Curve  (C)  berührt  und  während  der  Bewe- 
gung auf  ihr  hinrollt  ohne  zu  gleiten.    Man  hat  daher  weiter  den  Satz: 

III.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Sy- 
stems in  seiner  Ebene  kann  definirt  werden  als  das  Rollen 
einer  bestimmten  Curve  {F)  des  beweglichen  Systems  auf 
einer  bestimmten  Curve  (C)  der  festen   Ebene.     Oder  auch: 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Sy- 
stems parallel  einer  Ebene  kann  definirt  werden  als  das 
Rollen  einer  bestimmten  Cylinderfläche  (F)  des  beweglichen 
Systems  auf  einer  bestimmten  festen  Cylinderfläche  {€)  des 
Uanmes   ohne  Gleiten. 

Man  kann  leicht  zu  einer  Folge  von  Punkten  C  die   entsprechende 
Folge   der  Punkte   F  construiren.     Man   trage   zu   dem  Ende  an  C  C 
entgegengesetzt    dem    Sinne    der  Rotation    um   C   den  Winkel  F"  C  C 
gleich  der  zu  C  gehörigen  Amplitude  •^'  an  und  nehme  P'  F"  ==  C  C'\ 
Hierauf    ziehe    man    r"y"   so,    dass    der  Winkel    F'F^'y''   gleich    dem 
Winkel  C' C"C'"   wird,    trage   an    P"/'   wiederum    entgegengesetzt    der 
Rotation   um  C   die    diesem  Centrum   entsprechende  Amplitude  ^"  an 
und  mache  F"  F'"  =  C"  C"\    Setzt  man  diese  Copstruction  fort,  so  er- 
l«It  man    ein   Polygon  [F],   dessen  Aussenwinkel  gleich    den  Polygon- 
»inkeb    des  Polygons    [C]  sind   vermehrt  um    die   den  Punkten  C  ent- 
sprechenden Rotationsamplituden,  welches  Polygotf  also  bei  der  Rotation 
^^  Systems  um  die  Punkte  C  sich  mit  seinen  Seiten  an  die  Seiten  von 
^1  anlegt.     Geht  nun  das  Polygon  [C]  in  die  Curve  (C)   über,   welche 
•ier  Ort   aller  Rotationscentra^  im  absoluten  Räume  ist,    so   geht  das  Po- 
lygon \r\  zugleich  in  die  Curve  {V)  über,  welche  alle  Punkte  des  Sy- 
stems enthält,   welche  nach   und   nach   mit   den  Punkten   der  Curve  (C) 
^Q^mmenfallen ,  und  welche,  indem  sie  über  die  Curve  {(S)  hinrollt,  das 
^vrtem  nöthigt,  die  ihm  vorgeschriebene  Bewegung  auszuführen. 
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§.  3.  Jeder  Lage  des  ebenen  Systems  entspriclit  ein  bestimmter  Punkt 
C  der  Curve  (6'),  um  welchen  dasselbe  eine  unendlich  kleine  Rotation 
ausführt,  um  in  die  folgende,  unendich  nahe  Lage  zu  gelangen.  Dieser 
Punkt  heisst  das  augenblickliche  oder  momentane  Kotationscentrum 
des  Systeme  (kürzer  wollen  wir  „Momentancen  trum*'  sagen)  und  die 
uncndlichkleine  Rotation  um  dasselbe  die  Elementarbewegung  des 
Systems.  Statt- „Momentancentrum"  ist  bei  -dem  räumlichen  Systeme 
„  Momentanaxe"  zu  sagen. 

In  Folge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn,  welches  als  unendlich  kleiner  Kreisbogen  um 
das  Momentancentrum  als  Mittelpunkt  oder  auch  als  unendlich  kleine 
gerade  Linie  angesehen  werden  kann,  deren  Richtung  die  Richtung  der 
Tangente  an  die  Bahn  des  Punktes  ist.  Da  die  Tangente  des  Kreises  auf 
dem  Radius  derselben  senkrecht  steht,  so  sieht  man,  dass  die  Verbin> 
dungslinien  des  Momentancentrums  mit  den  Punkten  des  Systems  die 
Normalen  der  Bahnen  dieser  Punkte  sind  und  dass  in  jeder  Lage  des 
Systems  die  Normalen  der  Bahnen  seiner  Punkte  sich  in  ein  und  dem- 
selben Punkte  schneiden,  nämlich  im  Momentancentrum  jener  Lage. 
Die  Aufgabe,  die  Tangente  und  Normale  an  irgend  eine  der  Curven  zu 
ziehen,  welche  die  Punkte  des  Systems  während  der  Bewegung  beschreiben, 
ist  mit  Hülfe  des  Momentancentrums  sehr  einfach  zu  lösen. 

§.  4.  Aus  Cap.  T,  §.  2.  erhellt,  dass  die  Bewegung  eines  unveränder- 
lichen Systems  bestimmt  ist,  sobald  die  Bewegung  irgend  dreier  seiner 
Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  bestimmt  ist.  Es  seien  A^ 
By  C  drei  solche  Punkte  des  Systems  und  bewege  sich  einer  von  ihnen, 
z.  B.  A  auf  einer  gegebenen  ebenen  oder  doppelt  gekrümmten  Curve  («). 
Für  jede  seiner  Lagen  auf  derselben  ist  der  Punkt  B  auf  die  Oberfläche 
einer  um  A  mit  AB  als  Halbmesser  beschriebenen  Kugelfläche  beschränkt; 
nimmt  man  daher  auch  für  B  eine  Curve  {ß)  als  gegeben  an,  auf  wel- 
cher dieser  Punkt  sich  bewegen  soll,  so  ergeben  sich  die  den  verschie- 
denen Lagen  von  A  auf  (er)  entsprechenden  Lagen  von  B  auf  {ß)  als 
die  continuirliche  Folge  der  Durchschnitte  dieser  Curve  (ß)  mit  jener 
Kugolfläche.  Für  jede  Lage  der  Geraden  A  B  ist  alsdann  der  dritte 
Punkt  C  auf  den  Umfang  eines  Kreises  beschränkt,  dessen  Mittelpunkt 
der  Schnittpunkt  einer  durch  C  gehenden  zu  A  B  senkrechten  Ebene  mit 
A  B  ist.  Um  also  die  Bewegung  dieses  dritten  Punktes  C  zu  bestimmen, 
darf  man  nicht  etwa  noch  eine  dritte  Curve  wilikührlich  annehmen  und 
festsetzen,  C  solle  sich  auf  ihr  bewegen.  Denn  da  C  ausserdem  auch 
auf  jenem  Kreise  liegen  muss,  so  müsste  die  Bedingung  noch  hinzu- 
treten, dass  der  Kreis  in  allen  seinen  Lagen  die  dritte  Curve  schneiden, 
dadurch  aber  die  Willkührlichkeit  der  Wahl  jener  Curve  aufgehoben 
wird.  Vielmehr  darf  nur  noch  eine  Fläche  E  als  Ort  des  Punktes  C 
beliebig  angenommen  werden  und  auf  dieser  ergeben   sich   die  den  ver- 
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scbiedenen  Lagen  der  Geraden  A  B  entsprechenden  Lagen  des  Punktes 
C  als  die  Folge  der  Durchschnitte  jenes  Kreises  mit  ihr. 

Sind  die  beiden  Curven  (er),  (ß)  ebene  Curven  und  enthält  eine 
Ebene  E^  auf  welche  der  Punkt  C  beschränkt  sei,  beide,  so  bleibt  das 
Dreieck  ABC  und  mit  ihm  das  ganze  System ,  dem  dasselbe  angehört, 
fortwährend  in  dieser  Ebene.  Hieraus  erkennt  man,  dass  die  Bewegung 
eines  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  bestimmt  ist,  sobald  in  dieser 
zwei  feste  Curven  (a),  {ß)  gegeben  sind  und  festgesetzt  wird,  dass  zwei 
Punkte  Ay  B  des  Systems  auf  ihnen  zu  bleiben  genöthigt  sind.  Für 
diese  Bestimmung  der  Bewegung  ergeben  sich  alsdann  die  Aufgaben : 

Mit  Hülfe  der  gegebenen  Curven  (er),  (ß)  zu  finden  1)  das 
Momentancent rum  C  für  eine  beliebige  Lage  des  Systems, 
2)  den  Ort  {€)  sämmtlicher  Momentance  n  tra,  3)  zu  einem 
gegebenen  Momentancentrum  C  den  Systcmpnnkt  F,  welcher 
im  Laufe  der  Bewegung  mit  C  zusammentrifft,  sowie  die 
Lage  des  Systems,  für  welche  dies  geschieht,  4)  den  Ort  (F) 
aller  Punkte  F  im  Systeme,  5)  die  Bahn  eines  beliebigen 
Systempunktes  D  un  d  die  Tangente  oder  Normale  dersel- 
ben  in  irgend  einem  ihrer  Punkte. 

Die  constructive  Lösung  dieser  Aufgaben  beruht  auf  Folgendem 
(siehe  Fig.  11).  Da  die  Normalen 
der  Bahnen  aller  Systempunkte 
entsprechend  einer  bestimmten  Stel- 
lung des  Systems  durch  das  Mo- 
mentancentmm  gehen ,  so  erhält 
man  dies  als  Durchschnitt  der  Nor- 
malen an  die  Curven  (a),  (ß)  in 
den  Punkten  A^  B,  Die  continuir- 
liche  Reihe  aller  dieser  Normal- 
durchschnitte ,  entsprechend  den 
verschiedenen  Lagen  der  Punkte 
A,  B  auf  den  Curven  (a),  {ß)  bildet  die  Curve  (C).  —  Die  Punkte  A,  B 
und  das  Momentancentrum  C  bilden  ein  Dreieck  ABC.  welches  im  All- 
gemeinen  für  jede  Lage  des  Systems  ein  anderes  sein  wird.  Construirt 
man  nun  im  beweglichen  System  über  A  B  als  Basis  die  Dreiecke  ABF 
congment  mit  den  verschiedenen  Dreiecken  A  B  (7,  so  decken  sich  auf- 
einanderfolgend während  der  Bewegung  diese  mit  jenen  und  sind  folglich 
die  Ecken  F  derselben,  welche  AB  gegenüberliegen,  die  Systempunkte, 
welche  mit  den  Momentan centris  zusammentreffen.  —  Behufs  Lösung 
der  dritten  Aufgabe  wird  man  von  dem  gegebenen  Momentancentrum 
C  die  Normalen  CA,  CB  auf  die  Curven  («),  (j5)  fällen  und  das  Drei- 
eck ABC  in  das  bewegliche  System  B,n  A  B  übertragen;  der  System- 
pnnkt,  mit  welchem  C  zusammenfällt,  ist  der  gesuchte  Punkt  F,    Lassen 
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sich  von  C  an  eine  oder  die  andere  der  Curven  (a),  {ß)  mcbrere  Nor- 
malen legen,  so  entscheidet  die  bekannte  Länge  AB,  welche  Verbin- 
dungslinie der  Fasspunkte  werden  muss,  welche  zwei  von  den  ver- 
schiedenen Fasspunkten  der  Normalen  zu •  wählen  sind. —  Da  das  Bogen- 
element,  welches  ein  beliebiger  Systempunkt  D  beschreibt,  als  unendlich 
kleiner  Kreisbogen  um  das  Momentancentrum  C  angesehen  werden  mnss, 
so  folgt,  dass  die  Bahn  des  Punkts  D  von  sämmtlichen  Kreisen,  welche 
aus  den  Momentancentris  C  mit  den  Abständen  CD  derselben  von  den 
entsprechenden  Lagen  des  beschreibenden  Punktes  D  beschrieben  wer- 
den können,  berührt  wird.  Die  Bahn  des  Punktes  D  ist  also  die  Enve- 
loppe  derselben. 

Behufs  der  analytischen  Behandlung  der  vorstehenden  Aufgaben 
nehmen  wir  in  der  festen  Ebene  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  or,  y  und  in  dem  beweglichen  Systeme  ein  anderes  der  |,  17  an.  Das 
erste  sei  beliebig  gewählt,  der  Ursprung  des  zweiten  aber  sei  die  Mitte 
der  Geraden  AB  und  seien  AB  und  die  in  ihrer  Mitte  errichtete  Senk- 
rechte  die  Axen  der  £  und  17.  Die  Coordinaten  des  Punktes  A  auf  der 
Curve  (er)  seien  Xa,  Pat  &ls  Functionen  irgend  einer  Variabein  ia  ge- 
dacht ,  durch  deren  Elimination  die  Gleichung  der  Curve  {a)  in  der  ge- ' 
wohnlichen  Form  gefunden  würde;  die  Coordinaten  von  B  auf  der  Curve 
(ß)  seien  in  ähnlicher  Weise  Xß,  yß  und  als  Functionen  einer  andern 
Variabein  tß  gegeben.  Ist  alsdann  a  der  constante  Abstand  AB  beider 
Punkte,  so  besteht  zunächst  die  Gleichung 

und    werden    die    Coordinaten     des    beweglichen    Ursprunges    0'    sein: 

■J.  (x^  +  a?^),  ^{y„  +  y«).     Charakterisirt  man   ausserdem   die   specielle 

Lage    des   beweglichen   Coordinatensystems   gegen    das   feste   durch  den 

Winkel  A,  welchen  die  positiven  Axen  der  .r,  §  mit  einander  einschliessen, 

sodass  also 

cos  k  sin  l  1  ,Qv 

so  bestehen  zwischen  den  Coordinaten  ä",  y  eines  Punktes  der  festen 
Ebene  und  denen  5,  i]  des  mit  ihm  in  einer  speziellen  Lage  des  Systems 
zusammenfallenden  Punktes  die  Gleichungen: 

y  =  i  (y«  +  V    +  S  ^'n  ^  +  ^  ^0*  ^» 
Bedeuten  nun   rr,  y   die  Coordinaten   des  Momentancentrums  C,   so 
sind  I,  17  die  Coordinaten  des  mit  ihm   zusammenfallenden  Systempunk^ 
tes  r  nnd  müssen  or,  y  den  Gleichungen   der  Normalen   an  (a),  {§)  in 
den  Punkten  A,  B  genügen,  nämlich 

(x  —  arj  xj;  +  (y  —  yj  y^=  0 

(x  —  Xp)  x^  +  {y—  yß)  yß  =  0, 
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worin  die  Accente  Diflferentiationen  nach  /^,  i^  resp.  bedeuten.  Mit  Hülfe 
der  Gleichung  (1)  kann  eine  von  den  Grössen  J^y  t^  eliminirt  werden, 
sodass  von  (3)  und  (4)  durch  Entfernung  von  {,  i?  noch  zwei  Gleichungen 
übrig  bleiben,  welche  die  Coordiuaten  des  Momentancentrums  durch  die 
andere  dieser  Grössen  darstellen.  Eliminirt  man  auch  diese  noch,  so 
bleibt  eine  Gleichung  fUr  den  Ort  (C).  Um  die  Gleichung  der  Curve 
(r*)  zu  finden,  hat  man  statt  |,  9/  nur  aCj  y  zu  eliminiren.  —  Bedeuten 
I,  17  die  Coordinaten  eines  bestimmten  Systempunktes,  so  sind  :i:,  y  Coor- 
dinaten  der  Punkte  seiner  Bahn;  die  Gleichung  dieser  erhält  man  aus 
(3)  (ohne  (4)  zu  Hülfe  zu  nehmen)  durch  Elimination  der  Grundvariabein. 
§.  5.  Wir  müssen  noch  eines  merk^vürdigen  Dualismus  gedenken, 
welchen  die  Erzeugung  der  Curven  durch  Bewegung  eines  ebenen  Sy- 
stems in  einer  festen  Ebene  darbietet.  Während  das  System  sich  bewegt, 
d.  h.  also  während  die  Curve  {V)  über  die  Curve  (C)  hinrollt,  beschreibe 
der  Systempunkt  Z),  d.  h.  ein  Punkt,  welcher  im  beweglichen  System 
fest  ist,  seine  Curve.  Vertauscht  man  nun  die  Curven  {C)  und  (T)  und 
lässt  die  Curve  (C)  auf  der  festgedachten  Curve  (T)  im  umgekehrten 
Sinne  rollen,  so  beschreibt  der  Punkt  D  auf  der  jetzt  beweglich  ge- 
dachten  Ebene  der  Curve  (C)  dieselbe  Curve,  wie  vorher.  Um  dies 
einzusehen,  bedenke  man,  dass  die  Bewegung  des  beweglichen  Systems 
in  der  festen  Ebene  nicht  im  mindesten  alterirt  wird  und  jeder  Punkt 
nach  wie  vor  seine  Bahn  beschreibt,  wenn  man  beiden  eine  gemein- 
same Bewegung  ertheilt.  Nun  ertheile  man  beiden  in  jeder  Lage  eine 
Rotation  um  den  jedesmaligen  Punkt  F  gleich  und  entgegengesetzt  der 
vorigen  Rotation  um  das  Momentancentrum ;  dann  wird  das  früher  be- 
wegliche System  zur  Ruhe  kommen,  dagegen  die  früher  ruhende  Ebene 
sich  bewegen  und  zwar  so,  dass  die  Curve  {C)  in  ihr  auf  der  Curve 
(JT)  des  jetzt  ruhenden  Systems  im  umgekehrten  Sinne  rollt.  Hiebei 
beschreibt  also  der  Punkt  D  in  der  jetzt  beweglichen  Ebene  dieselbe 
Curve,  wie  früher  in  der  ruhenden.  Man  sieht  hieraus,  dass  man  jede 
Curve  auf  eine  doppelte  Art  erzeugen  kann.  Man  hat  von  dieser  dop- 
pelten Erzeugung  vielfach  Nutzen  gezogen;  so  z.B.  bei  dem  Mechanis- 
mus der  Drehbank,  wovon  später  die  Rede  sein  wird.  (Vgl.  Chasles 
Apercu  bist,  in  der  deutsch.  Uebers.  v.  Sohnke,  S.  447).  Die  Curven 
{€)  und  {T)  hängen  ab*  von  der  Art,  wie  die  Bewegung  des  Systems 
bestimmt  wird;  vertauschen  sie  nun  ihre  Rollen,  so  wird  die  Bewegung 
der  vorher  festen  Ebene  in  einer  Weise  bestimmt  werden,  welche  aus 
den  Bestimmungselementen  der  ursprünglichen  Bewegung  durch  gewisse 
Vertanschungen  hervorgeht.  Wenn  z.  B.  wie  oben  das  System  sich  so 
bewegt,  dass  zwei  Punkte  desselben  auf  zwei  festen  Curven  bleiben,  so 
wird  nachher  das  bewegliche  System  eine  Bewegung  haben,  bei  wel- 
cher zwei  Curven  desselben  durch  zwei  feste  Punkte  hindurchgehen 
nnd  ähnlich   in  andern  Fällen.    In  diesem  Umtausch  der   bestimmenden 
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Elemente    der    Bewegung    beruht    das,    wa^    als    Daalismns    bezeichnet 
wurde. 

§.  6.      Als    erstes  Beispiel    fär    die    bis   jetzt   behandelten  Lehren 

dieses     Capitels     wählen     wir     die     elliptische     Hypocyclotden- 

bewegnng. 

Ein    ebenes    unveränderliches    System    bewegt    sich    in 

seiner  Ebene  so,  dass  zwei  seiner  Punkte,   ^  und  ^  (Fig-  1'^) 

Fiff.  12.  fortwährend  auf  zwei  festen  zn 

einander  rechtwinkligen  Ge- 
raden (a),  (/5)  bleiben,  man  soll 
finden:  1.  das  Momentancen- 
trum  C  für  eine  beliebige  Lage 
des  Systems,  sowie  den  Ort  (T, 
aller  Momen tancentra,  2.  den 
Ort  (r)  aller  Systempnnkte  l\ 
welche  nach  einander  mit  den 
Momentancentris  C  zusammen- 
treffen, endlich  3.  die  Bahn 
eines    beliebigen  Systempnnk- 

tes  D  nebst  der  Tangente  oder  Normalen  derselben  in  einem 

beliebigen  ihrer  Punkte. 

1.  Das  Momentancentrum  C  ist  der  Darchschnitt  C  der  in  den  Punkten  A^  Ü 
auf  ihre  ftahnen  («),   (ß)   errichteten  Kormalen   AC,  BC.      Da  in  dem  Rechteck 
OABC  die  Diagfonale  0(7,  welche  dies  Centmm  mit  dem  Schnittpunkte  der  festen 
Geraden  vcrhindet,  constant,  nämlich  gleich  AB  ist,  so  ist  der  Ort  {€)  aller  Mo 
mentancentra  ein  um  0  mit  AB  alii  Radins  beschriebener  Kreis. 

2.  Da  alle  Dreiecke  A B V^  welche  im  beweglichen  System  über  AB  alo 
Omndlinie  mit  den  verschiedenen  Punkten  T,  welche  mit  den  Momentancentris  V 
zusammen  treffen,  als  Spitzen  gebildet  werden  können,  bei  F  rechtwinklig  sind,  so 
ist  der  Ort  (F)  ein  über  AB  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis.  Dieser  Krei< 
geht  während  der  Bewegung  fortwährend  durch  0  hindurch  und  berührt  den  Kreis 
der  Momcntancentra  so,  dass  beide  auf  dieselbe  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  fallen.  Die  Bewegung  des  Systems  kann  daher  ebensogut  durch  dt« 
Rollen  eines  Kreises  auf  der  Innenseite  eines  andern  Kreises  Ton  doppelt  so 
grossem  Halbmesser  definlrt  werden,  als  dnrch  die  Bewegung  der  beiden  System* 
punkte  A,  B  auf  den  festen  Geraden  (or),  (ß);  daher  der  Name  „HypocycloTdeo- 
bewegnng".  Die  Bewegung  ist  eine  periodische  und  kehren  dieselben  Lagen  dei 
Systems  nach  zwei  vollen  Umläufen  des  rollenden  Kreises  wieder;  sie  kann  in 
beiderlei  Sinne  erfolgen,  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  und  im  umgekehrten. 

S.  Um  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  (Fig.  13)  zu  6nden,  bestim- 
men wir  zunächst  die  änssersten  Lagen,  welche  derselbe  während  der  Bewegnnir 
erreicht.  Der  Punkt  />,  der  Mittelpunkt  0  des  festen  und  der  Mittelpunkt  &  de« 
rollenden  Kreises  kommen  während  einer  vollen  Periode  der  Bewegung  viermsl 
in  gerade  Linie  zn  liegen,  zweimal  so,  dass  D  ausserhalb  der  Strecke  Od  swisch<n 
O'  und  der  Peripherie  des  festen  Kreises  sich  befindet  und  zweimal  so,  dass  er 
zwischen  0  und  0*  liegt.  Diese  Lagen  folgen  abwechselnd  auf  einander  und  treten 
je  nach  einer  halben  Umdrehung  des  rollenden  Kreises  ein,    liegen  mithin  paar- 
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Fiff.  13. 


weUe  sich  diametral  gegenüber.  In  den  beiden  ersten  Lagen  Ä,  Ä*  wird  die  Entfer- 
nung OD  ein  Maximum,  in  den  beiden  letzten/',  /"ein  Minimum.  Bezeichnet  a  die 
Länge  AB^  den  Durchmesser  des  rol- 
lenden Kreises,  und  D  die  Entfernung 
Cf  D  des  beschreibenden  Punktes  von 
seinem  Mittelpunkt,  so  idt  ^  ci  -f-  <i  das 
Maximum,  \a  —  d  das  Minimum  der 
Entfernung.  Ziehen  wir  jetzt  die  bei- 
den zu  einander  senkrechten  Geraden 
££*,  Ff*  und  beschreiben  wir  ans  0 
mit  den  Radien  \a  —  r/,  ^a,  \a-\-d  drei 
feste  Kreise,  sowie  aus  0'  mit  der 
Entfernung  d  einen  vierten  beweg- 
lichen. Eine  beliebige  Lage  des  rol- 
lenden Kreises  sei  durch  den  Winkel 
COE^^fff  charakterisirt,  welchen  die 
Verbindungslinie  0  C  des  festen  Mittel« 
punktes^nnd  des  Momentancentrums  mit 
ÜE  bildet ;  diese  Gerade  schneide  die 
drei  ersten  Kreise  in  iC,  0',  L.  Ist 
nun  6*0  das  Momentancentrum  für  die 

Lage  ^  =  0  und  F^  der  Punkt  des  rollenden  Kreises,  welcher  in  dieser  Lage  mit 
Cq  zusammenfiel,  während  in  der  Lage  ijj  =  ip  der  Punkt  F  in  das  Momentan- 
cenlrum  C eingetreten  ist,  so  sind  die  Bogen  Fq  Fund  C„C,  von  denen  der  erstere 
sich  während  der  Bewegung  auf  dem  letzteren  abgewickelt  hat,  einander  gleich. 
Da  sie  aber  zwei  Kreisen  angehören ,  deren  Halbmesser  im  Verhältnisse  1  :  2 
stehen,  so  ist  der  dem  erstereu  zugehörige  Centriwinkel  das  Doppelte  des  dem 
letzteren  zugehörigen,  d.  h.  es  ist  <^  CO'  Fo=^2tl).  Aus  dem  gleichschenkligen 
Dreiecke  J)0'K  folgt  daher,  dass  die  Gerade  KD  parallel  OE,  wozu  man  weiter 

hinzufugen  kann,  dass  LD  parallel  Of\  indem  ^KDL=^^,    Man  erkennt  hier- 

aus,  dass  der  Ort  des  Systempunktes  D  übereinkommt  mit  dem  Orte  des  Durch- 
schnitts zweier  zn  zwei  festen  rechtwinkligen  Axen  OE,  OF  paralleler  Geraden 
KD,  LD^  welche  durch  die  Schnittpunkte  K,  L  eines  beweglichen  Strahles  OC 
mit  zwei  um  den  Durchschpitt  der  festen  Axen  beschriebenen  Kreisen  gezogen 
werden.  Der  gesuchte  Ort  des  Punktes  D  ist  daher  eine  Ellipse,  welche  den  Punkt 
0  zum  Mittelpunkt  und  die  Geraden  EE^^  FF^  zu  Hauptaxen  hat.  Auch  kann 
man  die  Natur  der  Bahncurve  so  erkennen.  Zieht  man  durch  den  beweglichen 
Punkt  D  eine  Parallele  zu  CO,  welche  die  Geraden  £Ä',  Ft^  in  G  und  ^'schnei- 
det, so  folgt  aus  den  Parallelogrammen  Z ^/  und  KG,  dass  DH=\a-\-d,DG^=\a — d 
und  folglich  GH^^^d^^  KL  ist.  Demnach  kommt  der  gesuchte  Ort  übercin  mit 
dem  Orte  des  Punktes  D  einer  Geraden,  von  welcher  zwei  andere  Punkte  G^  H 
auf  zwei  festen  Geraden  EE^,  FF*  sich  bewegen.  Dieses  ist  aber  dieselbe  Ellipse, 
wie  vorher. 

Da  die  Halbaxen  der  Ellipse  \a  -\-  d  und  ^a  —  d  sind,  so  folgt,  dass  alle 
Punkte  des  beweglichen  Systems,  welche  auf  einem  Kreise  um  0*  liegen,  con- 
^uente  Ellipsen  beschreiben,  welche  sich  blos  durch  die  Lage  ihrer  Hauptaxen 
unterscheiden.  Wird  der  Radius  d  dieses  Kreises  Null,  so  erhiilt  man  den  Kreis, 
welchen  0'  beschreibt.  Für  d  =  -Ja,  d.  h.  für  Punkte  auf  dem  Umfang  des  rollen- 
den Kreises  wird  die  kleine  Axe  der  Ellipse  Null,  die  grosse  gleich  dem  Durch- 
meiaer  des  festen  Kreises.  Alle  Punkte  dieses  Umfanges  beschreiben  daher  gerade 
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Strecken.     Denn  da  das  Dreieck  OO'r^  gleichschenklig  ist  und  an  seiner  Basis 

Winkel  gleich  ^0  besitzen  muss,  weil  der  Aussenwinkel  2'^  ist,  so  folgt,  dass  der 

Punkt  To  für  jede  Lage  des  Systems  sich  aaf  EE^  befinden  muss.    Auch  kann  die 

geradlinige  Beschaffenheit  der  Bahn   dieser  Punkte  unmittelbar  auf  folgende  Art 

erkannt  werden.     Denkt  mau  sich  nämlich  die  Lage  des  Systems,    bei  welcher  A 

mit  dem  Punkte  0  zusammenfällt  (Fig.  14,  a,  b.),  also  das  Dreieck  ABD  die  Lage 

Fi«:.  Ha.  _.      ,^, 

Fig-.  U  b. 


A^B^D^  hat,  80  muss,  da  Winkel  ^,  i<, />,=  Winkel  BAD,  die  Gerade  OD^  durch 
D  hindurchgehen,  d.  h.  der  Punkt  D  muss  ftir  jede  Lage  des  Systems  auf  dem 
Strale  OD^  oder  seiner  Rückverlängerung  liegen. 

Um  die  Lage  der  Hauptaxcn  der  von  einem  bestimmten  Systempunkte  be- 
schriebenen Ellipse  zu  bestimmen,  sei  (Fig.  12)  ^  der  Winkel  DO*A  im  System, 
den  die  Verbindungslinien  O'D  des  beschreibenden  Punktes  und  des  Mittelpunktes 
des  beweglichen  Kreises  wie  der  Geraden  B A  bildet,  deren  Endpunkte  auf  den 
festen  Geraden  (a),  {ß)  sich  bewegen.  Die  Lage  der  grossen  Axe  ist  nun  die- 
jenige, für  welche  D  in  den  Punkt  E  (siehe  Fig.  13)  eintritt;  daher  muss  der 
Winkel  •&,  den  die  grosse  Axe  mit  (a)  bildet,  die  Hälfte  von  fi  sein.  Man  sieht 
hieraus,  dass  alle  Punkte  einer  Geraden  des  Systems,  welche  durch  0'  geht, 
Ellipsen  beschreiben,  deren  Hauptaxen  in  dieselben  Richtungen  der  festen  Ebenen 
fallen.  Für  fi  =  0  erhält  man  die  Gerade  AB  selbst;  für  ihre  Punkte  wird  d±=o; 
alle  ihre  Punkte  beschreiben  daher  Ellipsen,  deren  Hauptaxenrichtungen  in  (a) 
und  iß)  liegen.  Das  Quadrat  der  halben  Excentricität  c  dieser  Ellipsen  ist 
c*  =  (Ja-|"rf)«  —  (^  «  —  rf)»  =  2  Ulf ,  es  ist  also  diese  Grösse  das  geometrische 
Mittel  zwischen  dem  Durchmesser  2  a  des  festen  Kreises  und  dem  Abstände  d  des 
beschriebenen  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises. 

4.  Um  die  Bahn  -eines  Systempunktes  D  ana- 
lytisch zu  bestimmen,  seien  {,  17  (Fig.  15)  seino 
Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  dem  System  angu- 
höriges  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen 
Axe  der  {  in  die  Gerade  BA  fällt  und  dessen 
Ursprung  der  Mittelpunkt  derselben  ist.  Ferner 
seien  «r,  y  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in 
Bezug  auf  das  Coordinatensystem  der  festen  Ebene, 
dessen  x-  und  ^-Axc  in  die  Geraden  (a)  und  (^) 
fallen.  Während  der  Bewegung  des  Sybtemb 
bleiben  also  £,  17  constant,  dagegen  sind  x,y  die 
variabeln  Coordinaten  eines  Punktes  der  Bahn, 
welche  D  beschreibt.  Wählt  man  nun  den  Winkel  BA  0  z^  yp  als  unabhängige 
Variable,  welche  die  spezielle  Lage  des  Systems  bestimmt,  so  sind  die  Coordinaten 
des  beweglichen  UrHprungB  .}  a  cos  iff  imd  \  a  sin  jp  und  erhält  man  aus  den  Glei- 
chungen des  §.  4  oder  aucli  unmittelbar  durch  Projcction  des  Dreiecks  O'pi)  anf 
die  festen  Axen  diu  beiden  Gleichungen: 
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x  =  (^  fl  -|-  J)  COS  tfß  +  71  sin  ^ 

y  =  fi   cos  t/;  +  (^  a  —  J)  sin  t/;. 

An«  ihnen  folgt,  indem  mau  die  Quftdratsumme  von  sin  ip  und  cos  ip  entwickelt  und 
dieselbe  gleich  Eins  setzt,  als  Gleichung  des  gesuchten  Ortes 

wo  J  =z^  a^  —  {^^  +  ri^)  =  i  a^  —  d\ 

Bemerkt  man,  dass  (\a  —  S)'  +  ??*  =  ÄD*,  (i  «  +  4)*  +  »?*  =  ^/>'  "t,  so 
erhält  raan  hierfür  etwas  einfacher,  indem  man  A  D  :=  dy  BD  =  d'  setzt : 

d2  a;  2  —  2  «1/  a:y  +  d'^  y«  =  J\ 
Dies  ist  die  Gleichung  eines  centralen  Kegelschnittes,  dessen  Mittelpunkt  im  Coor- 
dinatennrsprnng  liegt.    Die  Art  desselben  hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Grösse 

ab.  Nun  stellt  einerseits  arj^  andererseits,  wenn  der  Winkel  ADB  mit  lo  bezeich- 
net wird,  S9'  sin  to  den  doppelten  Inhalt  2«/  des  Dreiecks  ABD  dar,  daher  ist 
D=  —  4J*a*ig  to,   also   nicht  positiv,   mithin   ist  der  Kegelschnitt   elliptischer 

Natur.    Für  den  Fall  o)  =  —  wird  />  =  0,  d.  h.  an  =  dd':  daher  ist  die  linke  Seite 

2  ' 

der  Gleichung  der  Curve  ein  .  vollkommenes  Quadrat  und  degencrirt  der  Kegel- 
schnitt in  zwei  zusammenfallende  Gerade  (dx  —  ^'^)*  =  0,  da  in  diesem  Falle 
.der  Punkt  D  auf  dem  rollenden  Kreise  liegt,  also  </  =3  ^a,  mithin  z/  =  0  ist. 
Für   1]  =  0    liegt   D  auf    der  Geraden  AB   und    wird    wegen    z/*  =  ^a*  —  {• 

=  (i«  —  6)   (i  fl  +  J)  =  *^  die  Gleichung  der  Curve  f.*  +  ^!  =  1 ,    »ie  selbst 

o  •         o  • 

also  eine  Ellipse,  deren  Hauptazenrichtungen  in  die  festen  Geraden  fallen.  - 
Für  den  Winkel  9  einer  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  mit  der  Axe  der  x  hat  man 

tg'i»  =  — ^-,  oder  da  (y«  =  J  ii«  +  d«  +  ö</ CO*  f»,  d'*  =  ^  a*  +d*  —  ad  cos  11, 

also  8*  —  d'*  =  2  ad  cos  yk,  sowie  arj^sz  atl  sin  pk  wird :  ig  2  ^  =  tg  n,  also  ^=\fi, 
wie  oben. 

5.  Wir  wollen  noch  die  Enveloppe  einer  Geraden  des  Systems  suchen.  Ihr 
Abstand  vom  Mittelpunkte  des  beweglichen  Kreises  sei  e.  Wir  ziehen  durch  diesen 
Punkt  den  zu  ihr  parallelen  Durchmesser,  dessen  Endpunkte  dem  Obigen  zufolge 
zwei  zu  einander  senkrechte  Gerade  beschreiben.  Nehmen  wir  diese  zu  Coordinaten- 
azen,  so  wird,  wenn  wieder  tp  den  Neigungswinkel  jenes  Durchmessers  gegen  die 
x-Axe  bezeichnet,  die  Gleichung  der  beweglichen  Geraden  x  sin  ip  -\-  g  cos  ip  = 
\  a  sin  2  tp  -\-  e.  Nach  der  Theorie  der  Enveloppen  ist  diese  Gleichung  nach  ip  zu 
differentiiren,  welches  liefert:  x  cos  ip  —  y  sinip  =  a  cos  2  tp  und  nun^st  aus  beiden 
der  Winkel  tp  zu  ellnüniren.  Aus  ihnen  findet  man  mit  Hülfe  einer  leichten  Trans- 
formation X  =  a  cos  ^  if^-}-  e  sin  %p,  g  =  a  sin  '  tp  und  hieraus  die  gesuchte  Gleichung 
der  Enveloppe 

Für  e  =  0  erhält   man   als  Enveloppe   des  zur  Geraden   parallelen  Durchmessers 

des  rolleüden  Kreises  die  Astro'is: 

l  l  1 

6.  Nimmt  raan  die  beiden  festen  Geraden  {et)  und  (^)  nicht  rechtwinklig,  son- 
dern schief  zu  einander  an  (Fig.  16),  so  lässt  sich  die  Untersuchung  dieses  Falles 
leicht  auf  die  vorhergehende  zurüt;kführen.  Die  Normalen  in  A  und  B  liefern  wie 
früher  das  Momentancentnim  6\  Da  nun  in  dem  Vierecke  OABC  die  Summe  der 
Gegenwinkel  n  beträgt,  so  ist  dasselbe  ein  Sehnenviereck  und  da  die  Diagonale 
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OC  rechten  Winkeln  gegenüberliegt,  so  ist  sie  ein  Durch- 
messer dieses  Kreises;  dieser  ündet  sich  mit  Hülfe  des 
Dreiecks  AOß  und  hat,  wenn  X  ^en  Winkel  der  Geraden 

Aß 


bedeutet,  den  Werth  OC  =: 


sinl 


Es  ist  mithin  OC  con- 


stant  und  folglich  der  Ort  der  Momentanceutr.i  auch  hier 


ein  Kreis  vom  Radius 


a 


sin 


l' 


wenn  AB  =  d  gesetzt  wird. 

Da  femer  der  Winkel  ACB 
=  s  —  X  constant  ist,  so  ist 
der  Ort  derPunkte  Fein  Kreis 
und  zwar  der  obenerwähnte 
dem  Viereck  OA  CB  umschrie- 
bene. Sein  Durchmesser  ist 
wie  früher  gleich  dem  Radius 
des  Kreises  derMomentancen- 
tra.  Die  Bewegung  besteht 
auch  hier  in  dem  Hollen  des 
kleineren  Kreises  auf  der  In- 
nenseite des  grösseren.  Jeder 
Punkt  auf  dem  Umfang  des 
rollenden  Kreises  beschreibt 
auch  hier  einen  Durchmesser 
des  festen  Kreises,  wie  man 
direkt  mit  Hülfe  derselben 
Construction,  die  oben  ange- 
wandt wurde,  einsieht. 

Errichtet  man  auf  OA  die 
Gerade  0^' senkrecht,  welche 
den  rollenden  Kreis  in  J?' trifft, 
so  bewegt  sich  der  Punkt  B' 
des  Systems  auf  dieser  Ge- 
raden; AB*  ist  Durchmesser 
des  rollenden  Kreises,  mithin 
gleich  OC  und  sieht  man, 
wie  die  vorliegende  Aufgabe 
identisch  mit  der  im  Vor- 
stehenden behandelten  ist. 
Man  kann  irgend  swei  Durch- 
messer dos  festen  Kreises  als 
die  festen  Geraden  (a),  (^) 
annehmen. 

7.  Um  die  elliptische  Hy- 
pocyclo'idonbewegung  su  rea- 
lisiren,  lässt  man  ein  cylin- 
drisches  Zahnrad  im  luueru 
eines   andern   von   doppelter 

Grösse    laufen,    indem  man  die  Mittelpunkte   beider  durch  eine  Stange  verbindet 

und  das  bewegliche  mit  Hülfe  einer  Kurbel  (^reht. 

§.  7.   Die  Kurbolbevcgang.     (Fig.  17.) 

Ein     ebenes    un veräuderliches    SyHtem    bewegt    Bicli    in 
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seiner  Ebene  so,  dass  einer  seiner  Punkte,  Aj  auf  einem 
Kreise  {et)  und  ein  anderer,  B,  auf  einer  durch  dessen  Mit- 
telpunkt gehenden  Geraden  (ß)  fortrückt,  man  soll  die 
Cnrven  {C)  und  (r*),  sowie  die  Bahn  eines  Systempunktes 
D  bestimmen,  welcher  auf  der  Geraden  AB  liegt. 

Das  Momentancentrum  C  ist  der  Schnittpunkt  der  Normalen  OC  dea 
Kreises  und  BC  der  Geraden  in  den  Punkten  Ay  B,  Für  den  Mittelpunkt 
0  des  Kreises  als  Pol,  die  Gerade  (ß)  als  Polaraxe,  ^COH=^,  0C=(^ 
erhält  man  aus  dem  Dreieck  AOB,  in  welchem  die  constante  Lange  von 
AB  mit  a  und  der  Badius  des  Kreises  mit  r  bezeichnet  werden  mögen: 
ö^=ÖÄ^  +  r'  —  2  r  '  OB  '  cos  d'  und  folglich  wegen  ÖB  =  Q  cos  d' 
als  Polargleichung  der  Curve  (C): 

Q  {q  —  2  r)  cos  2«^  =  rt*  —  r'^. 

In  rechtwinkligen  Goordinaten  x^  y.  für  die  Polaraxe  als  Axe  der 
X  and  den  Pol  als  Ursprung  ergiebt  sich  für  dieselbe: 

(^^  +y')  (^^  +  r2  — «2)2  =  4^2^4, 

Die  Curve  nimmt  verschiedene  Gestalten  an,  'je  nachdem  a  z==i  r  ist. 

> 

Um  eine'  Gleichung  für  die  Curve  (F)  zu  finden,  nehmen  wir  A  als 
Pol  und  AB  als  Polaraxe  eines  Polarcoordinatensystems  im  beweglichen 
System  an,  sodass  die  Goordinaten  des  Punktes  Psind:  Ar=Qi  und 
<f:iBAr=^^ ;  man  hat  dann  zunächst  Öß  '  sin  d'  =:  a  stn  ^^  oder  wegen 
ÖBzi^ff  cos  ^  und  q  =  q^'{-  r  auch :  ((>,  +  r)  sin  -^  cos  ^  =  a  sin  d'^.  Aus 
der  Polargleichung  der  Curve  {€)  zieht  man  aber  {e^  +  r)  {^^  —  r)  cos  ^  -ö" 
=  a^ —  r^  und  hiermit  (q^  +  r)  (p,  — r)  sin^^=Q{^  —  a^,  sodass, 
wenn  man  das  Produkt  dieser  beiden  letzten  Gleichungen,  nämlich 
(pj  -f  r)2  (p,  —  r)2  sin  ^O  cos  ^  O  =  (a^  —  r*^)  (pj'  —  ö')  mit  der  vorigen 
Gleichung  verbindet,  man  als  Polargleichung  der  Curve  (-T)  erhält: 

«2  (pj  _  rysin  2^,  =  («2  -  r2)  (pj2—  a^. 

In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem ,  dessen  Ur- 
sprung in  A  und  dessen  a;-Axe  AB  ist,  lautet  die  Gleichung  dieser 
Curve : 

4fl*(a:'   +y2)    y4_,.2    [^(^2   +  y2)2  +  ^2^2]2^ 

Für  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  B  (§,  rj)  sei  die  Mitte 
^/  von  i^i?  der  Ursprung  des  beweglichen  Coordinatensystems  der  $,  ij, 
^^die  Bichtung  der  $-Axe  und  werde  der  Winkel  ABO=ii\f  zur  Be- 
stimmung der  individuellen  Lage  des  beweglichen  Systems  verwandt; 
unter  Beibehaltung  des  ursprünglichen  Coordinatensystems  der  o;,  y  in 
der  festen  Ebene  sind  dann  die  Goordinaten  von  0'  gleich  r  cos  d^ 
-^  \  a  cos  ^,  ^  a  sintj/y  worin  an  die  Stelle  von  r  cos  0*  die  gleichbedeu- 
tende Grösse  J^r^ —  a^sin  '^ijf  tritt,  wie  dies  aus  der  Gleichung  r  sin -^ 
^asinilf  folgt.     Mit  Hülfe  dieser  Werthe  erhält  man  ähnlich  wie  §.  6 : 
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y  =  ri  cos  ij;  +  (-J^  a  —  J)  «>i  t/;. 

Liegt  der  Punkt  D  auf  der  Geraden  A  B,  so  ist  i;  :=  0  und  ist  die 
Elimination  leicht  auszuflihren.  Man  erhält  als  Gleichung  für  die  ge- 
suchte Bahn: 

Für  1=0,    d.  h,  für  die  Mitte  von  AB  wird  diese  Gleichung  besonders 
einfach,  nämlich: 

X  =  y^a^  +y^  +  y\  «2  _  y2 

Die  Elimination  des  Winkels  ip  ist  zwar  immer  ausführbar,  doch 
werden  die  Resultate  etwas  ungefügig.  Die  Figur  17  stellt  die  Curven 
(C)  und  (r*),  sowie  die  Bahn  des  Mittelpunktes  0'  von  AB  dar. 

§.  8."  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  zwei  sei- 
ner Punkte  A^  B  auf  den  Umfangen  zweier  Kreise  (a),  {ß) 
fortrücken  (Fig.  18),  die  Curven  (C),  (F),  sowie  die  Bahn  eines 


Systempunktes  D  zu   bestimmen,   welcher    auf    der  Geraden 
AB  liegt. 

Der  Schnittpunkt  der  Normalen  beider  Kreise  in  A  und  B  liefert 
das  Momentancentrum  C;  hiernach  erhält  man  *  leicht  durch  Zeich- 
nung die  Curvc  (C)\  ebenso  die  Curve  (F),  indem  man  über  AB  als 
Basis  in  irgend  einer  Lage  dieser  Geraden  die  sämmtlichen  Dreiecke 
ACB  construirt.  Man  erkennt  leicht,  dass  beide  Curven  von  derselben 
Art  sind.  Die  sämmtlichen  Dreiecke  OCif  nämlich  haben  dieselbe  Seite 
00'  und  sind  auf  den  Seiten  OC^  O'C  die  Segmente  OA^  OB  von  unver- 
änderlicher Länge.  Construirt  man  daher  über  A  B  in  irgend  einer  Lago 
alle  Dreiecke  ACB  und  verlängert  die  Seiten  CA^  CB  über  A  und  B 
hinaus  uri  die  Radien  der  Kreise,  so  liegen  die  Enden  der  Verlänge- 
rungen auf  zwei  Kreisen,  welche  um  A  und  B  mit  denselben  Radien  be- 


III.  Cap.  Schleifenbewegung.  43 

schrieben  sind  nnd  haben  diese  Enden  constanten  Abstand  gleich  00\ 
Daher  ist  der  Ort  der  Punkte  F  ebenfalls  der  Ort  der  Normalen  zweier 
um  Ä^  B  beschriebener  Kreise  in  den  Punkten,  welche  den  constanten 
Abstand  00'  besitzen.  Lässt  man  also  das  einemal  das  ebene  System 
sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  der  Geraden  A  B  auf  den  beiden  um 
0^0'  beschriebenen  Kreisen  laufen,  das  anderemal  so,  dass  die  Enden 
der  Geraden  0  Cf  auf  zwei  um  A  und  B  mit  denselben  Radien  beschrie- 
benen Kreisen  bleiben,  so  vertauschen  die  Curven  (C)  und  {F)  ihre 
Rollen,  sodass  das  einemal  {F)  auf  (C),  das  anderemal  {C)  auf  (F)  hin- 
roQt. 

Es  seien  die  Radien  der  beiden  Kreise  (of),  {ß)  gleich  r,  r',  ihr  Cen- 
tralabstand  0(f  '=hy  der  Abstand  ^  ^  =  a  und  mögen  die  veränderlichen 
Eotfernungen  OC^  0'  C  des  Momentan centrnms  von  den  Mittelpunkten  der 
Kreise  mit  q  und  q  bezeichnet  werden»  Es  ist  dann  leicht,  eine  Glei- 
chung ftlr  die  Curve  (C)  in  dem  bipolaren  Coordinatensystem  der  p,  q 
aafsostellen.  Aus  den  beiden  Dreiecken  ABC  und  OO'C  erhält  man 
nämUch,  wenn  ^OCO'  =  w: 

«2  -^  (p  —  r)*  +  {q  —  r')'  —  2  (^  —  r)  {q  —  r'ycos  w 
6^  =  q'^  +  q"^  —  2  QQ  cos  Ol 
und   hieraus    weiter    durch    Elimination    von    o    als   Gleichung    für    die 
Curve  (C): 

:(?  -ry  +  W-  r)  2]  QQ  -{Q-r)  {q'  -  /)  (q^  +  Q^  -  6^)  =  i  a'. 
Bezeichnet  man  weiter  AC  und  BC  mit  q^  und  ^/,  sodass  also  ^  =  ^^  -|-  r, 
p'=:^j'-|-r',  so  erhält  man  durch  Einführung  von  q^  und  q^  an  die  Stelle 
von  Q  und  q'  als  Gleichung  der  Curve  (F)  in  Bezug  auf  das  dem  be- 
weglichen System  angehörige  bipolare  Coordinatensystem  der  p„  Q^': 

>r  +  Qi']  iffi  +  r)  (*i'+  r)  -  p,  q\  [(e,  +  ry  +  (p-,  +  ry-  b^]  =  i  a\ 
In  rechtwinkligen  Coordinaten  o:,  y  würde  man  hiermit  die  Gleichungen 
für  {€)  und  {F)  leicht  aufstellen  können. 

Zu  der  Gleichung  für  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes 
wurde  folgende  Betrachtung  führen.  Es  sei  0  der  Ursprung  des  festen 
Coordinatensystems  der  x,  y  und  00'  die  a;-Axe;  ferner  sei  die  Mitte 
von  Aß  der  Ursprung  des  beweglichen  Coordinatensystems  der  §,  17  und 
AB  die  Axe  der  |;  endlich  seien  l  und  ft  die  Winkel  AOO'  und  00' B^ 
sowie  ^  der  Winkel,  unter  welchem  AB  gegen  00'  geneigt  ist.  Dann 
sind  die  Coordinaten  von  0 :  r  cos  A  -f-  ^  a  cos  ip ,  r  sin  k  +  ^  a  sin  ilf 
und  folglich  *  nach  den  bekannten  Formeln  für  die  Transformation  der 
Coordinaten : 

a;  =  r  cos  ^  +  (^  a  +  S)  cos  1/;  —  1/  sin  tf; 

y  =3  r  5J/I  A  +  rj  cos  1/;   +   (^  «  +  §)  sin  i/;, 

wozu  noch  die  folgenden  Gleichungen  hinzutreten : 

r  cos  k  -j-  r  i^os  /*  +  «  cos  ^  =  b 
r  sin  l  —  r  sin  ^  -{-  a  sin  t^  =  0. 
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Aus  diesen  vier  Gleichungen  sind  A,  ^  und  tf;  zu  eliminiren,  um  die  ge- 
suchte Gleicliung  zu  finden.  Die  Bahn  eines  Sjstempunktes  2>,  welcher 
auf  der  Geraden  AB  liegt,  bildet  eine  Schleife,  welche  symmetrisch  liegt 
gegen  0  0\  sodass  also  der  Doppelpunkt  in  diese  Gerade  fällt.  Diese 
Curve  geht  in  eine  Lemniscate  über,  wenn  der  beschreibende  Punkt  die 
Mitte  von  A  B  ist,  die  Kreise  sich  rechtwinklig  schneiden  und  die  Lange 
von  AB  gleich  dem  Centralabstando  00'  ist. 

Die  vorliegende  Aufgabe  findet  eine  wichtige  Anwendung  durch  das 
Watt 'sehe  Parallelogramm.    Zieht  man  nXmlich  (Fig.  19)  durch  0'  eine 

Fiff.  19.  Parallele  zn  AB,    sowio  durch 

jgr  y/^  "^^  A  und  den   die  Schloifencurve 

^^^.x''^''^^^-       A  \       beschreibenden  Systerapunkt  D 

<<T1 .^^^->^  \     ^^^  ^^  Parallelen  AG  und  BH 

/^^^^^^'^X       ^^ö'  )     z«    O'B,    so    bleibt    GH    wäh- 

/            /  \^^*^--.^Wx^^^^'^  /     rend  der  Bewegung  gleich  AB^ 

1^1           \  /      mithin  constant  und  wenn  man 

\  J  ^v ^.^         die  vier  Punkte  A^  G,  H^  B  zu 

^ *  einemParallelogrammverbindet, 

dessen  Seiten  um  seine  Ecken  drehbar  sind,  so  bedarf  man  blos  noch  der 
unveränderlichen  Geradon  OA  und  O'Gy  um  mit  Hinweglassung  aller  übrigen 
Figurtheile  den  Punkt  B  zu  uöthigen,  die  Schleifencurve  zu  beschreiben. 
In  der  Nfthe  des  Doppelpunktes  ist  die  Schleife,  wenn  die  Dimensionen 
des  Apparates  zweckmässig  gewählt  werden,  innerhalb  gewisser  Grenzen 
nahezu  geradlinig;  dieser  Umstand  ist  der  Grund  für  die  praktische  An- 
wendbarkeit. Zieht  man  noch  0'/>,  so  besteht  ftir  die  Lage  des  Schnitt- 
punktes K  dieser  Geraden  mit  ^6  die  Proportion  O'K  :  O'B  =  BA\  BB  und 
ist  folglich  das  Verhältniss  O'K  :  O'B  constant.  Daher  beschreibt  der 
Punkt  K  eine  der  Schleifenlinie  des  Punktes  B  ähnliche  Curve  und  kann 
also  der  Punkt  A"  ähnlichen  Zwecken  dienen,  wie  der  Punkt  />. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe  ist  eine  Verallgemein ermig  der  Auf- 
gabe des  §.  7;  sie  geht  in  jene  über,  wenn  der  Kreis  um  0'  in  eine 
durch  den  Punkt  0  gehende  Gerade  übergeht,  indem  r  =  oo  wird. 

§.  9.  Bisher  haben  wir  immer  angenommen,  dass  die  Bewegung 
des  Systems  in  der  Ebene  dadurch  definirt  sei,  dass  zwei  seiner  Punkte 
sich  auf  zwei  gegebenen  Curven  bewegen.  Die  Bewegung  kann  aber 
noch  auf  mannigfache  andere  Weisen  definirt  werden;  so  z.  B.  dadurch, 
dass  eine  bestimmte  Curve  des  Systems  während  der  Bew'ogung  fort- 
während zwei  gegebene  Curven  berührt.  Von  dem  Zustaudekommon 
einer  solchen  Bewegung  gewinnt  man  auf  folgende  Weise  eine  deutliche 
Vorstellung.  Man  bringe  die  bewegliche  Curve  mit  der  ersten  festen 
Curve  zur  Berührung  und  lasse  sie  berührend  längs  derselben  so  lango 
hingleiten,  bis  sie  in  eine  Lage  gelangt,  in  welcher  sie  auch  die  zweite 
iMTülirt;    hierauf  drohe   man   sie   unendlich   wenig   um  den  Berührungs- 
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pnnkt  mit  der  ersten,  sodass  sie  mit  einem  unendlich  nahen  Punkte  zur 
Berührung  kommt  und  lasse  sie  'wiederum  längs  der  ersten  gleiten  (es 
wird  dies  jetzt  nur  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  erforderlich  sein), 
bis  sie  die  zveite  Curve  von  neuem  berührt  u^  s.  f.  Es  entspringt  hier- 
aus die  sehr  allgemeine  Aufgabe: 

Ein  ebenes  System  bewegt  sich  in  seinerEbene  so,  dass 
eine  gegebene  Curve  desselben  fortwährend  zwei  feste 
Cnrven  berührt,  man  soll  die  Curve  (ß)  der  Momentancen- 
tra,  die  zugehörige  Curve  {F)  und  die  Bahn  eines  belie- 
bigen Systempunktes,  sowie  die  Tangentenconstruction  der 
letzteren  finden. 

Da  während  der  Elementarbewegung  des  Systems  die  beiden  Be- 
rührungspunkte in  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  unendlich  wenig 
fortrücken,  so  folgt,  dass  das  dieser  entsprechende  Momentan centrum  der 
Durchschnitt  der  Normalen  in  den  Berührungspunkten  ist  und  dass  man 
also  die  Normalen  der  Bahnen  der  Systempunkte  findet, hindern  man  dies 
Centrum  mit  den  Systempunkten  durch  Gerade  verbindet.  Die  Curve 
(r)  ergibt  sich,  indem  man  in  den  verschiedenen  Paaren  von  Berüh- 
rungspunkten der  beweglichen  Curve  mit  den  beiden  festen  die  Nor- 
malen der  beweglichen  Curve  zum  Durchschnitt  bringt. 

Was  die  Bahn  eines  Systempunktes  betrifft,  so  kann  dieselbe  auf 
folgende  Weise  analytisch  dargestellt  werden  (Vergl.  Magnus,  Sammlung 
von  Aufgaben  und  Lehrsätzen  aus  der  analytischen  Geometrie,  Bd.  I, 
8.  476).  Es  seien  in  Bezug  auf  ein  festes  Coordinatensystem  der  o:,  y 
die  Gleichungen  der  festen  Curven 

(1)    9(^,i/)  =  0;      (2)    i,{x,y)=0 

und  die  Gleichung  der  beweglichen  Curve  in  Bezug  auf  ein  dem  beweg- 
lichen System  augehöriges  Coordinatensystem  der  |,  i^: 

(3)    P(S,i,)  =  0. 

Sind  nun  für  irgend  eine  Lage  der  beweglichen  Curve  a,  b  und  '^  die 
Coordinaten  des  Ursprungs  der  |,  fi  und  der  Neigungswinkel  der  Axe 
der  I  gegen  die  Axe  der  .r,  so  hat  man  nach  der  Theorie  der  Coordi- 
natentransformation : 

ar  =  a  +  I  cos  -^  —  m  sin  i\f 
y  =z  h  +  ri  cos  1/;  +  I  «fn  if*, 

und  indem  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  §,  ri  entwickelt  und  in 
die  Gleichung  (3)  einführt,  erhält  man: 

(4)  F  f  [{x —  a)  cos^  +  (y  —  b) sin tf;],  [{y  —  b)  cos^  —  {x  —  a)  sintj;]  V  =  0 

als  die  Gleichung  der  beweglichen  Curve  in  Bezug  auf  die  Axen  der  Xj 
y  für  irgend  eine  durch  die  speziellen  Werthe  a^  b,  '^  charakterisirte 
Lage.     Nun   soll  diese  Curve  die  Curve  (1)  berühren.     Sind  also  x\  y 
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die  Coordinaten  des  gemeinsamen  Berührungspunktes,  so  müssen  x\  y 
den  Gleichungen  (1)  und  (4),  sowie  ihren  ersten  Differentialgleichungen 
genügen.  Dadurch  erhält  man  vier  Gleichungen  und  aus  diesen  durch 
Elimination  von  x\  y  eine  Relation  zwischen  a^  b^  tff.  In  ähnlicher 
Weise  erhält  man  vermöge  der  Bedingung,  dass  die  bewegliche  Curve 
die  Curve  (2)  berühren  soll,  eine  zweite  Relation  zwischen  denselben 
Grössen. 

Bezeichnen  von  jetzt  an  a:,  y  die  Coordinaten  irgend  eines  System- 
punktes ^,  1}  in  der  durch  a,  6,  ip  charakterisirten  Lage  des  Systems,  so 
bestehen  zwischen  diesen  vier  Grössen  wiederum  die  Gleichungen 

a:  =  «  +  J  cos  ip  —  fj  sin  tff 
y  =  6  +  1/  cos  ip  +  5  *'w  tj; 
und  indem  man  jetzt  ans  diesen  die  Grössen  a,  6,  jp  mit  Hülfe  der  vor- 
hin   erwähnten  Relationen  eliminirt,    ergibt   sich  die  gesuchte  Gleichung 
der  Bahn  des  Systempunktes  (£,  t/). 

In  der  vorstehenden  allgemeinen  Aufgabe  sind  eine  Menge  von 
Einzelaufgaben  enthalten ,  welche  daraus  hei'vorgehen ,  wenn  man  die 
festen  Curven  oder  die  bewegliche  Curve  oder  beide  zugleich  spezialisirt 
und  die  Degenerationsfälle  mit  berücksichtigt.  Lassen  wir  zunächst  die 
bewegliche  Curve  allgemein  und  spezialisiren  die  festen.  Wenn  die  eine 
von  diesen  sich  auf  einen  Punkt  reducirt,  so  erhält  man  die  Bewegung 
eines  Systems,  bei  welcher  die  bewegliche  Curve  eine  feste  Curve  be- 
rührt und  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  hindurchgezogen  wird; 
reduciren  sich  beide  Curven  auf  Punkte,  so  entsteht  die  Bewegung,  bei 
welcher  eine  Curve  des  beweglichen  Systems  fortwährend  durch  zwei 
feste  Punkte  hindurchgeschoben  wird;  reducirt  sich  nur  eine  der  festen 
Curven  auf  einen  Punkt,  welcher  aber  auf  der  andern  liegt,  so  berührt 
die  bewegliche  Curve  eine  feste  Curve  immer  in  demselben  Punkt  und 
schiebt  sich  durch  den  Berührungspunkt  hindurch.  Werden  die  beiden 
festen  Curven  congruent  und  fallen  in  eine  zusammen,  so  fallen  auch 
ihre  Berührungspunkte  mit  der  beweglichen  zusammen,  dann  berührt  die 
bewegliche  diese  feste  so,  dass  das  Gleiten  an  derselben  ausgeschlossen 
ist  und  sie  auf  ihr  hinrollt;  dann  ist  die  feste  der  Ort  der  Momentan- 
centra  selbst  und  die  bewegliche  die  Curve  {F),  Dies  liefert  zugleich 
eine  ebenso  einfache  Construction  für  die  Curve  (T)  wie  für  die 
Curve  (C). 

Mit  diesen  mannigfachen  Specialisirungen  der  festen  Curven  können 
sich  Spezialisirungen  der  beweglichen  combiniren.  Diese  kann  sich  z.  B. 
auf  zwei  Punkte  reduciren,  oder  auf  eine  Gerade  und  einen  Punkt,  oder 
eine  Curve  und  einen  Punkt  oder  sie  kann  in  zwei  Gerade  zerfalle« 
n.  dgl.  m.  Diese  Uebersicht  soll  nur  die  Reichhaltigkeit  des  hier  vor- 
liegenden Stoffes  andeuten;  einige  Einzelheiten  wollen  wir  jetzt  noch 
besprechen. 
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§.  10.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  eine  sei- 
ner Geraden  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  geht 
and  ein  Punkt  auf  ihr  längs  einer  festen  Geraden  fortrückt; 
man  soll  die  Curven  {C)y  (F)  und  die  Bahn  eines  System- 
puoktes  bestimmen  (Oonchoüdenbewegung). 

Von  den  beiden  festen  Curven  des  vorigen  §.  hat  sich  die  eine  auf  eine 
Gerade  g  (Fig.  20),  die  andere  auf  einen  Punkt  0  reducirt,  den  man  als  einen 
verschwindenden  Kreis  ansehen  kann ;  die  bewegliche  Curve,  welche  beide 
berührt,  zerfällt  in  eine  Gerade 
und  einen  auf  ihr  liegenden 
Pankt  By  der  gleichfalls  als 
unendlichkleiner  Kreis  gelten 
kann.  Die  Normalen  auf  g  in 
B  und  auf  die  bewegliche  Ge- 
rade in  0  liefern  das  Momentan- 
centmm  C]  indem  man  im  System 
über  der  beweglichen  Geraden 
in  irgend  einer  ihrer  Lagen, 
z.  B.  in  der  zu  g  senkrechten 
Lage  OBq  Dreiecke  B^VD  con- 
gruent  den  Dreiecken  BCO  con- 
stmirt;  erhält  man  die  Punkte 
r.  Die  Curve  (C)  ist  eine  Pa- 
rabel. Sind  nämlich  B^O  und  eine  Parallele  zu  g  durch  0  gelegt,  die 
Axen  der  ar,  y  eines  festen  Coordinatensystems  und  ist  rp  =  BO B^^  der 
veränderliche  Winkel,  welcher  die  Lage  der  beweglichen  Geraden  cha- 
raktensirt,  so  erhält  man  für  die  Coordinaten  o:,  y  des  Punktes  C  aus 
den  Dreiecken  OBqB  und  OCPy  wenn  0  und  g  den  Abstand  a  besitzen, 
y  =  a  '  tg  7};^  x  =  y  '  ig^^  mithin  y^'=  ax.  Brennpunkt  und  Directrix  der 
Parabel  stehen  von  0  um  -^a  ab.     Für  die  Curve  (P)  sei  BqD^=^  BO=x 


und  Dr=  OC:=iyy  dann  ist  x  = 


a 


a 


cos  i\f 


y  z=z  —    — 

cos  ^t 


tg  tlß  und  folglich 


wird  die  Gleichung  dieser  Curve :  a^  (x^  +  y^)  =  a?*,  oder  in  Polarcoor- 
dinaten  für  Bq  als  Pol-und  Bf^O  als  Polaraxe  q  cos^&:=a.  Man  erhält 
daher  Punkte  der  Curve  (Z'),  indem  man  in  H^  dem  Schnittpunkte  der 
Richtung  des  Radiusvectors  mit  der  Scheiteltangente  der  Parabel  ein  Per- 
pendikel BIC  auf  die  Richtung  des  Radiusvectors  errichtet,  indem  B^ä'=q 

wird, 

t 

Um  die  Bahn  eines  Systempunktes  zn  bestimmen,  sei  Bq  der  Ur- 
sprung des  festen  Coordinatensystems  der  a:,  y,  OBq  die  positive  Rich- 
tung der  ar-Axe,  die  Gerade  g  die  y-Axe,  B  der  Ursprung  des  beweg- 
lichen Systems  der  J,  i?,  OB  die  positive  Richtung  der  ^;  dann  sind  die 
Coordinaten    des  beweglichen  Ursprungs   x  =  0,  y  =  a  Ig^  und  mithin 


48  Ovalbewegnng:  von  Lenardo  da  Vinci.  III.  Cap. 

geht  die  Gleichung  der  Bahn  des  Systempunktes  durch  Elimination  von 
if;  aus  den  Gleichungen : 

X  =  S  cos  t/;  —  ff  sin  ij; 

y  z=^  a  tg  ff} '\'  71  cos  t/;  +  5  «n  tf; 

# 

hervor.    Für  i?  =  0,  d.  h.  für  die  Punkte  der  beweglichen  Geraden  er- 
hält man  die  Concho'iden  des  Nicomedes,  nämlich 

§.  11.  Die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  sei  dadurch 
bestimmt,  dass  eine  Gerade  desselben  fortwährend  durch 
einen  festen  Punkt  A  geht,  während  eine  andere  zu  ihr 
senkrechte  Gerade  des  Systems  einen  festen  Kreis  berührt, 
dessen  Mittelpunkt  ^  nicht  mit  A  zusammenfällt. 

Es  leuchtet  ein,  dass  der  Kreis  hiebet  nichts  Wesentliches  ist.  Denn 
da  die  Tangente  des  Kreises  immer  coustanten  Abstand  vom  Mittel- 
punkte hat,  so  kann  eine  Linie  des  Systems  mit' ihr  parallel  gezogen 
werden,  welche  in  allen  Lagen  des  Systems  durch  den  Mittelpunkt  hin- 
durchgeht« Demnach  kommt  die  Bedingung  der  Bewegung  des  Systems 
darauf  hinaus,  dass  zwei  zu  einander  senkrechte  Gerade  des  Systems 
durch  zwei  feste  Punkte  A  und  B  hindurchgehen. 

Da  die  Punkte  A^  B  als  verschwindende  Kreise  angesehen  werden 
können ,  welche  von  den  beiden  beweglichen  Geraden  berührt  werden, 
so  folgt,  dass  der  Schnittpunkt,  der  in  A  und  B  auf  sie  errichteten  Nor- 
malen das  Momentancentrum  C  und  ein  Kreis  über  AB  als  Durchmesser 
den  Ort  des  Momentancentra  darstellt.  Ist  ferner  0'  der  Schnittpunkt 
der  beweglichen  Geraden,  so  bleibt  in  dem  Rechtecke  ACfBC  die  Diago- 
nale 0'C  =  AB  constant,  daher  liegen  die  Punkte  F  des  Systems  von 
dem  Systempunkte  0)  alle  um  die  Strecke  ^^ß  ab  und  bilden  also  einen  um 
0'  als  Mittelpunkt  mit  AB  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreis.  Dem- 
nach kann  die  vorliegende  Bewegung  auch  definirt  werden  durch  das 
Rollen  eines  Kreises  auf  einem  andern  von  halb  so  grossem  Durch- 
messer, wenn  sie  so  erfolgt,  dass  beide  Kreise  immer  auf  derselben  Seite 
der  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen. 

Vergleicht  man  die  vorliegende  Bewegung  mit  der  im  §.  6.  beban- 
delten ,  so  zeigt  sich  der  §.  5.  erwähnte  Dualismus  zwischen  beiden, 
welcher  darin  besteht,  dass  die  Curven  (C)  und  {F)  ihre  Bollen  ver- 
tauschen und  sich  noch  insbesondere  in  den  die  Bewegung  definirenden 
Bedingungen  dahin  ausspricht,  dass  in  derselben  Punkt  und  Gerade  mit 
einander  verwechselt  sind.  Aus  §.  5.  folgt,  dass  ein  Punkt  der  festen 
Ebene  in  dem  beweglichen  System  eine  Ellipse  beschreibt,  dieselbe, 
welche  in  der  dualen  Bewegung  ein  Systempunkt  in    der   festen  Ebene 
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beschreibt.  Um  den  Dualismus  auch  in  den  analytischen  Ausdrücken  zu  er- 
kennen, sei  Ä  (Fig.  21.)  der  Ursprung 
und  AB  die  x-Axe  des  festen,  0' 
der  Ursprung  des  beweglichen  Coor- 
dinatensjstems,  dessen  |-  und  97-Axen 
mit  den  beiden  durch  Ä  und  B  gehen- 
den Geraden  znsanmienfallen  mögen. 
Ist  ^  0'AB  =  tl;,  ABz=za,  so  be- 
stehen für  ein  Paar  zusammenfallende 
Punkte  (ar,  y)  und  (§,  rj)  der  festen 
Ebene  und  des  beweglichen  Sy- 
stems die  Gleichungen: 

5  =  (x  —  d)  i\>  +  y  sifi'^ 

71=^  y  cos  rj)  —  X  sin  1//, 

aus  welchen  durch  Elimination  von  if;  folgt: 

[^  (x  —  a)  +  y^y  =  [a:  ^  +  y  vV  +  [{y  ^-  (x  -  a)  i?]^. 

Sind  nun  x  und  y  constant,  so  stellt  diese  Gleichung  in  £,  17  einen  Kegel- 
schnitt dar;  derselbe  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  Ellipse.  Sind  |,  17 
constant,  so  stellt  sie  den  Ort  eines  Systempunktes  der  festen  Ebene 
dar;  derselbe  ist  eine  Curve  vierten  Grades;  für  fj  =  0  wird  dieselbe 
einfach,  nämlich 

and  ihre  Polargleichung  in  (>,  i(;  wird  für  A  als  Pol 

p  =  aco5t/;  +  §; 

sie  ist  mithin  eine  PascaPsche.  Schneckenlinie.  Nämlich  a  cos  tf;  ist  die 
Sehne  Äff  in  dem  Kreise  über  AB  als  Durchmesser  und  sind  alle  Sehnen 
der  Art  um  dieselbe  Strecke  zu  verlängern ,  um  zum  beschreibenden 
Punkte  zu  gelangen,  welches  eine  der  Erzengungsarten  jener  Curven 
ist.  Statt  dass  das  System  mit  dem  grösseren  Kreise  auf  dem  kleineren 
binrollt,  kann  man  sich  einen  andern  Kreis  von  derselben  Grösse,  wie  der 
feste  über  diesen  hinrollend  denken ;  indem  er  als  dem  System  angehörig 
betrachtet  wird,  bestimmt  er  dessen  Bewegung  ebenso,  wie  sie  vorher 
bestimmt  wurde.  Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Systempunkte  Epi- 
cycloiden  beschreiben,  welche  der  Gattung  angehören,  für  welche  der 
rollende  Kreis  gleich  dem  festen  ist.  Die  Punkte  des  ümfangs  des  rol- 
lenden Kreises  beschreiben  gewöhnliche  Cardioiden,  die  übrigen  Curven, 
die  in  ihrer  Gestalt  sich  diesen  annähern. 

Die  vorliegende  Bewegung  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Construction 
der  Ovalwerke  (Ellipsendrehbank),  einer  sinnreichen  Erfindung  von 
Leonardo  da  Vinci.*) 


*)  Vgl.  Chasles,   Aperen  historique    in  der  Sohnke^schen  Uebersetzung,   Note 
Schell,  Tlieorie  d.  Bew.  u.  d.  Kräfte.  ^ 
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§.  12.  Von  den  Entwickelangen  der  letzten  §§.  lassen  sich  zahl- 
lose geometrische  Anwendungen  machen.  So  z.  B.  auf  die  Construction 
der  Tangenten  der  Fusspunktcurven,  indem  man  den  Pol  und  die  Grund- 
curve  als  die  festen  Curven  ansieht,  längs  welchen  zwei  zu  einander 
senkrechte  Gerade,  die  Tangente  der  Grundcurve  und  das  vom  Pol  auf 
sie  gefällte  Perpendikel  hingleiten.  Ebenso  kann  man  vermöge  jenes 
Dualismus  zu  jeder  Erzeiigungsart  einer  Curve  sofort  noch  eine  zweite 
angeben. 

§.  13.  Sind  die  Curven  (C)  und  (/')  selbst  gegeben,  sowie  irgend 
eine  Anfangslage  von  (F)  auf  (C),  so  sind  blos  die  Bahnen  der  System- 
punkte zu  ündcn.  Diese  Aufgabe  heisst  das  Problem  der  Rouletten;  es 
besitzt  zwei  Umkehrungen,  welche  eintreten,  wenn  die  Gattung  der  zu 
erzeugenden  Curven,  ausserdem  aber  nur  die  eine  oder  die  andere  der 
beiden  Curven  (C),  (F)  gegeben  ist.  Hierüber  verbreiten  sich  die  Werke 
über  analytische  Geometrie  ausführlicher,  insbesondere  die  Sammlung 
von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  von 
Magnus,  Bd.  I,  S.  603—622. 

Ein  wichtiger  besonderer  Fall  ist  der,  dass  die  Curve  {€)  eine  Ge- 
rade, die  Curve  (F)  ein  Kreis  ist.  Die  Systempunkte  beschreiben  hie- 
bei.  bekanntlich  Cycloiden  und  zwar  gemeine,  verkürzte  oder  ver- 
schlungene Cycloiden,  je  nachdem  sie  der  Peripherie,  dem  Innenranme 
oder  dem  Aussenraume  des  rollenden  Kreises  angehören. 

§.  14.  Bei  dem  Hinrollen  der  Curve  (F)  auf  der  Curve  {€)  be- 
schreibt jeder  Punkt  D  des  Systems  ein  Element  /)//  (Fig.  22)  seiner 
Bahn  als  Kreisbogen  um  das  Momentancentrum  C  als  Mittelpunkt.     Der 

Kreis,    welchem    dies  Element   angehört,    hat  mit 
•  jener  Bahn  blos  dies  Element  oder  also  die  Tan- 
gente gemein  und  ist  nicht  etwa  der  KrÜmmnngs- 
kreis   derselben.     Der  Krümmungsmittelpunkt   er- 
gibt  sich   vielmehr,   wenn   man    die   Normal©  />/', 
-     welche   durch   das   Momentancentrum   C  geht,    mit 
der   folgenden   Normalen   D'C,   welche   durch   das 
folgende   Momentancentrum    C^  geht,    zum  Durch- 
schnitte AT  bringt. 
Im    Uebrigen    kennt    man    eine    sehr    elegante    Methode,    um    den 
Krümmungshalbmesser   der  Bahnen   der   Systempunkte   zu   finden.     Die- 
selbe rührt  von  Abel  Transon  her  (Vgl.  1/ Institut.    Annec  1844.  S.  573, 
sowie  Liouville,    Journal   de   Mathem.   T.  X.  S.  148;   1845)    und   wunle 


XXXIV,  S.  447,  woselbst  sitli  noch  mAnchc  Kinzelheitoii  über  den  nnalitmn.s  der 
IJewepnnff  fimlon.  Ucher  die  Schnockenlinien  dos  Pascftl  cbondas.  S.  ir>8  und 
Note  XXI.  S.  :i69. 
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von  Chasles  erweitert  (Liouville,  Journ.  T.  X,  S.  204).  Eine  gehaltvolle 
Ableitung  der  Abel  Transon'schen  Methode  gab  Stegmann  (Gmnert^s 
Archiv.  Thl.  VII,  S.  48,  1846). 

Für  die  vorliegende  Untersuchung  können  die  beiden  Curven  (C) 
und  (F),  welche  sich  mit  den  Punkten  C,  F  berühren  und  also  das 
Bogenelement  C(f  =  FF'  gemein  haben ,  durch  ihre  Krümmungskreise 
ersetzt  werden,  welche  mit  ihnen  auch  die  folgenden  Bogenelemente 
CC"y  F' F"  gemein  haben.  Es  seien  r,  r  die  Krümmungshalbmesser 
dieser  beiden  Curven  in  C,  F  und  mögen  dieselben  als  auf  entgegen- 
gesetzter Seite  der  gemeinsamen  Tangente  liegend  vorausgesetzt  werden. 
Der  Winkel,  um  welchen  sich  das  bewegliche  System  um  C  umdreht,  um 
in  die  unmittelbar  folgende  Lage  zu  gelangen,    ist  alsdann  die  Summe 

C(f         FF'  (\         1  \ 

der  Contingenz Winkel 1-    — ,- =  CC  ( \-     r  )  und    folglich    erhält 

r  r  \r  v  / 

man  Air  das  Bogenelement  Blf  zunächst 


••C-+I) 


CD '  CC 

Andererseits  aber  ergibt  sich  dies  Bogenelement,  indem  man  den  Ab- 
stand ICD  des  Krümmungsmittelpunktes  der  Ourve  (/>)  von  D  mit  dem 
Winkel  der  beiden  auf  einanderfolgenden  Normalen  der  Curve  (/))  mul- 
tiplicirt.  Diese  Normalen  gehen  aber  durch  die  Momentancentra  C,  (f 
und  wenn  also  f  den  Winkel  der  .Normalen  CD  mit  der  gemeinschaft- 
lichen Normalen  der  Curven  (C)  und  (F)  im  Sinne  nach  dem  Krüm- 
mungsmittelpunkt  von  (F)  genommen  bedeutet,   so   wird  dieser  Winkel 

CCf  •  cos  i 
^ler  aufeinanderfolgenden  Normalen    — ^r^ —  und  folglich,  erhält  man  für 

das  Bogenelement  DD'  den  weiteren  Ausdruck : 

DD  =:  -—>CC  'cosi, 
R  C 

Die  Verbindung  beider  Ausdrücke  für  DD'  liefert  daher,  wenn  KC=q^ 
CDz=i  q\  also  KD  =  q  -{-  q'  =  R  gesetzt  wird : 


(1) 


l       -1 \  cos  t=  -   +   -, 


woraus    für   den  gesuchten  Krümmungshalbmesser  R  sich   ergibt,    indem 
man  ^  eliminirt: 

(2)       Ä  =  ,-' 


,  (L  ^   • )  _ 


COS  f. 


Liegen    die  Krümmungskreise   der  Curven    (C),   (F)  auf  derselben  Seite 

4» 
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der  gemeinsehaftnclieii  Tang<*nte,  so  ^enii^  eine  gleichzeitige  AeDderuDg 
des  Zeichens  Ton  /  and  q  um  die  Formeln  ftir  dietjen  Fall  mnzuge- 
stalten;  sie  werden: 

(3) 


I ,)  cos  1=  —  —     r : 

\9  0 .'  r  r   • 


(4)  R  =  üf 


A  _  i 

r  r 


?'  (7  -  7)  -  '•'* ' 


Man  wendet  die    obige  Formel    (4)  mit  Leichtigkeit  anf  die  Hypo- 
cycloidenbewegnng  an  (§.  6.)-     Man  hat  hiefur  r=za^  /  =  ^  a,  also 


ff —  a  cos  I  ' 


fällt  man  daher  ein  Perpendikel  f^P  vom  3Iittelpankte  0  des  festen 
Kreises  anf  die  Richtung  der  Normalen  CD,  so  wird  DP  =  g'  —  a  cos  i  und 
ist  also  R  die  dritte  Proportionale  zn  g'  =  CD  nnd  DA 

Es  ist  leicht,   die  Bedeutung   der  Verbindung  —  +    -r    der    Krüm- 

r         r 

mnng.sradien  der  Curven  (C),  (J^  zu  erkennen,  in  welcher  diese  Grössen 
allein  in  den  Formeln  für  R  auftreten.  Man  kann  nämlich  eine  Cv- 
cloide  construiren,  welche  die  gemeinsame  Tangente  dieser  Curven  zur 
Basis  und  mit  der  Curve  (D)  die  beiden  Elemente  DD\  D'D"  und  folg- 
lich aucli  den  Krümmungshalbmesser  gemein  hat.  Der  Wälznngskreis 
dieaer  Cycloide  muss  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  er,  dem  beweg- 
lichen System  angehörend  gedacht,  durch  Drehung  um  das  Momentan- 
centmm  um  die  Elementaramplitude  in  seine  nächstfolgende  Lage  ge- 
langt. Daher  muss  sein  Contingenzwinkel  gleich  Cf?  (  ""  +  ,),  d.  h. 
der  reciproke  Werth  seines  Radius  IC  muss 

j_  _  2_      1 

K~    r  -    r 

»ein.  Abel  Transon  nennt  diesen  Kreis  den  Kollkreis  ^^-'^rcle  de  roule- 
inent).  Diese  Cycloide  wechselt  mit  jeder  Lage  des  Systems;  nur  wenn 
^(')  eine  CJerade  ist  und  (F)  ein  Kreis,  bleibt  sie  constant  dieselbe, 
int  aber  verHchieden  für  die  verschiedenen  Systempunkte.  In  diesem 
Falle  beschreiben  die  Systempunkte  selbst  Cycloiden  der  verschiede- 
nen Formen,  für  alle  ist  die  gemeinssime  Formel  für  den  Krüraraungs- 
halbmesfler 

(5)      Ä  =  p'2-^-   J.        ,, 

g    —  A  COS  I 
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worin  q    die  Normale  der  einzelnen  Cycloide,  vom  Curvenpunkte  bis  zur 
Cycloidenbasis  gerechnet,  ist. 

Ist  die  Bewegung  des  Systems  dadurch  definirt,  dass  zwei  Punkte 
A^  B  desselben  auf  festen  Curven  (a),  {ß)  bleiben,  so  erhält  sich  für 
die  Constrnetion  des  Krümmungshalbmessers  folgende  Methode.  Die  For- 
mel (5.)  auf  den  Punkt  A  bezogen,  gibt 

(6)     K  cos  f\  =  AC  — 


Ä, 


AC'^ 


wenn  E^  der  Krümmungshalbmesser  von  (a)  in  ^  und  tj  der  Winkel 
ist,  den  die  Normale  in  A  mit  der  Normalen  in  C  bildet.  K  cos  i|  stellt 
aber  die  Projection  des  Radius  des  Rollkreises  auf  A  C  dar.  Die  Formel 
(6)  setzt  voraus,  dass  die  Curve  (or)  concav  liegt  gegen  C\  liegt  sie 
convex,  so  wird 

K  cos  i\  =  AC  + 

Allgemein  gültig  aber  erhält  man  die  Projection  des  Mittelpunktes  des 
Rollkreises  auf  ACy    wenn   man   auf  AC  von  A  aus   auf  der   concaven 

Seite  der  Curve   («)  die  Länge  — —  aufträgt.   £benso  erhält  man  mittelst 

BC  und  /?2i  welches  die  analogen  Elemente  der  Curve  (/?)  sind,  die 
Projection  des  Mittelpunktes  des  Rollkreises  auf  OB,  Daher  hat  man 
jetzt  diesen  Mittelpunkt  selbst.  Projicirt  man  nun  diesen  Punkt  nach 
T  auf  die  Normale  DC  der  Bahn  des  Systempunktes  B,  so  wird  der 
Krümmungshalbmesser  R  in  B  die  dritte  Proportionale  zu  BC  und  BT, 
nämlich 

BC^ 

R  = 


BT 

Chasles  hat  diese  Methode  von  Abel  Transon  verallgemeinert  und 
die  Aufgabe  gelöst,  den  Krümmungshalbmesser  der  Enveloppe  zu  finden, 
welche  von  einer  beliebigen  Curve  des  beweglichen  Systems  erzeugt 
wird.  Er  geht  dabei  von  folgender  von  Savary  aufgestellten  Formel 
ans,  worin  r,  r  die  Radien  der  Curve  (C),  {F)  wie  vorher  bedeuten,  y, 
/  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Systemcnrve  Z  und  ihrer  Enveloppe 
E  bezeichnen,  nämlich 


{-h+7c)""'=7+  r 


yC 

Die  Punkte  y,  /  liegen  auf  der  gemeinschaftlichen  Normalen  von 
L  und  Ey  welche  durch  C  hindurchgeht.  Man  gelangt  zu  dieser  Formel 
in  ähnlicher  Weise  wie  zu  der  von  Abel  Transon,  indem  man  bedenkt, 
dass  die  Normalen  der  Enveloppe  zugleich  Normalen-  der  Curve  L  sind 
und  durch  die  Momentan centra  hindurchgehen,  sowie  durch  die  Bemer- 
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knng,  dass  das  Bogenelement  der  Curve,  'welche  der  Punkt  y  beschreibt, 
wie  obeu  doppelt  ausgedrückt  werden  kann. 

Die  Bewegung  des  Systems  sei  dadurch  definirt,  dass  eine  Curvc 
(A)  desselben  (die  sich  in  zwei  Curven  spalten  kann)  zwei  feste  Curven 
(a),  (/3)  fortwährend  berührt.  Haben  nun  e,  z  '^  die  Bedeutung  von 
y,  /,  f  für  die  Curve  (a)  in  dem  Punkte,  wo  (A)  sie  berührt,  so  kann  (er) 
als  Envcloppe  von  (A,)  angesehen  werden,  sodass 


1-77   +  -n,]  cos  xlf=  —   +  —' 


Eliminirt  man  aus  dieser  und  der  vorigen  Gleichung     -    +  —,  so  kommt : 

r  r 

{yc  ±  Je) '"' ''  =  (tc-  ±  -h) ''"  '^- 

Nun  sind  f  (7,  e'Cy  yC  bekannt,  da  sie  die  Abstände  der  Krümmungs- 
mittelpunkte dreier  gegebener  Curven  von  dem  Momentancentaum  sind ; 
die  letzte  Gleichung  liefert  also  yC  und  folglich  den  Krümmungsmittol- 
punkt  y  der  Enveloppe  E^  sobald  man  die  Lage  der  Normalen  an  die 
Curve  (C),  (-T)  kennt,  auf  welche  sich  die  Winkel  qp,  t/;  beziehen.  Um 
diese  zu  finden,  wenden  wir  die  Savary^sche  Gleichung  auch  auf  die 
Curve  (/3)  an,  für  welche  f,  f,  %  die  Bedeutung  von  f,  «',  ^  bei  der 
Curve  (er)  haben,   und  setzen  also 


(tc±  rc-)'^''*z=^± ''• 


Hierdurch  erhalten  wir  mit  Hülfe  der   für  die  Curve  («)  ai^f gestell- 
ten Relation 

cos^  _(l_  1   VM    +   1\ 

cos  X  ~\tC  -   ^CJ'  VfC  -  iC) 

wodurch  das  Yerhältniss  gegeben  ist,  in  welchem  die  Normale  von  (r), 
(r)  den  Winkel  der  Normalen  der  Curven  (a)  und  (ß)  theilt.  Man 
braucht  also  zur  Construction  des  gesuchten  Krümmungshalbmessers  der 
Enveloppe  die  Curven  (C),  {F)  selbst  nicht  zu  kennen. 
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IV.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Botationen  um  Axen,  welche  sich  in  demselben  Funkte 
schneiden.  —  Botation  eines  unveränderlichen  Systems  um  einen  Funkt. 

§.1.  Es  werde  wie  in  Cap.  II.  durch  das  Zeichen  (or,  a)  die  dop- 
pelte Bedeutung  einer  Rotationsaxe  ausgedrückt,  dass  nämlich  das  Sy- 
stem um  die  ihm  angehörende  Gerade  a  rotiren  und  diese  Gerade 
während  der  Kotaiion  mit  der  Linie  a  des  Raumes  zusammenfallen  soll. 
Wenn  daher  ein  System  nach  einander  um  die  Axen  {a^  a),  {ß,  b)y 
{y,  c),  ...  rotiren  soll,  so  heisst  dies  soviel,  als  während  der  ersten 
Rotation  ist  die  Gerade  a  des  Systems  mit  der  Geraden  a  des  Raumes 
vereinigt  und  gelangt  durch  diese  Rotation  die  Gerade  ß  des  Systems 
in  die  Gerade  b  des  Raumes ;  durch,  die  folgende  Rotation  tritt  a  aus  a 
heraus  und  y  in  c,  während  ß  mit  b  vereinigt  bleibt  u.  s.  w.  Schneiden 
sich  tty  ßy  y  ,  ,  ,  in  einem  Punkte,  so  ist  dies  auch  mit  o,  6,  c  .  .  .  der 
Fall.  Für  die  Aequivalenz  der  Rotationen  um  Axen,  die  sich  schneiden, 
hat  Euler  zuerst  folgenden  Satz  bewiesen  (Novi  commcntt.  Acad. 
Petropolit.  a.  1775.  T.  XX.): 

Die  Folge    zweier  Rotationen   um   zwei  Axen  (er,  a)   und 
(ßj  6),  welche  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden,  ist  äquiva- 
lent   einer    einzigen    Rotation    um    eine    dritte    Axe   (7,  c), 
welche  gleichfalls   durch  den  Schnittpunkt  jener  hindurch- 
geht;  die   drei  Axen  a,  b  und  (y,  c)  bilden   die  Kanten  eines 
dreiseitigen    pyramidalen   Raumes,    in   welchem   die   beiden 
^     Seitenebenen,    welche    durch    die   Axe    {y,  c)   gehen   mit   der 
dritten    durch   a  und  b    gehenden   Seitenebene   an   den  Kan- 
ten a  und  b  Winkel  bilden,   welche  den   halben  Amplituden 
der  Rotationen  um  diese  Axen  gleich  sind  und  zwar  liegen 
diese  W^inkel  bei  der  Axe   a,   um   welche   die  erste  Rotation 
erfolgt,  auf  entgegengesetzter  Seite   der  Ebene  ab^   bei  der 
andern  Axe  b  auf  derselben  Seite,  nach  welcher  hin  die  be- 
treffende  Rotation   erfolgt.     Die    halbe   Amplitude    der    re- 
snltirenden    Rotation    um    die   Axe    (/,  c)    ist   gleich    dem   an 
der   Axe    {y^   c)    liegenden   Aussenwinkel    des    pyramidalen 
Raumes;    die  Aufeinanderfolge    der   Rotation  ist   nicht  ver- 
tauschbar. 

Beschreibt  man  nämlich  (Fig.  23)  um  den  gemeinsamen  Schnitt- 
punkt 0  der  Axen  mit  der  Einheit  als  Radius  eine  Kugelfläche,  so  be- 
stimmen die  Axen  (or,  a)  und  6,  in  dem  dem  Sinne  der  Rotationen  ent- 
sprechenden Sinne '  genommen ,    auf  derselben  zwei  Punkte  («y»  «)  und 


\  / 
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b   and  liefert  die  Ebene  derselben  den  Bogen  groisten  Kreises  a  6,  wel- 
cher den  Winkel  der  beiden  Axen    ml^>t.      Einen  dritten  Paukt   ß  gibt 

die  Axe    ß   nnd    iat    der   Bogen   ßa  gleich    h  <f. 
^'^-  -*  *•  '^rägt   man  nnn  an  «  6  bei  n  nnd  h  die  halben 

^  f'  Amplituden  ^  ^,    ^^  ^'  der  Rotationen    um  a,  6 

*^>  an  und  zwar  i  &  dem  Sinne  der  zuerst  er- 
lj>^«<'*'  folgenden  Rotation  entgegengesetzt,  \  ^'  über- 
einstimmend mit  dem  Sinn  der  zweiten  Rota- 
tion,  so  erhält  man  im  Durchschnitt  der 
Schenkel  dieser  Winkel  die  dritte  Ecke  c  eines» 
sphärischen  Dreiecks  abc  und  mit  ihr  eine  ge- 
wisse Axe  r,  welche  durch  sie  und  den  Kugel - 
mittelpunkt  O  liindurchgeht.  Bestimmt  man 
)n  nun  zu  c  den  gegen  a  b  symmetrisch  liegenden 

..\  Punkt  c    und  zieht  nach   ihm   durch  0  die  zur 

Axe  c  symmetrisch  gegen  die  Ebene  ab  gelegene 
Axe  c\  so  erkennt  man,  dass  die  mit  c  zusammenfallende  Gerade  y  dos 
Systems  durch  die  Rotation  ^  um  (o,  <f),  durch  welche  ß  in  die  Axe  b 
eintritt,  nach  c  gelangt  und  hierauf  durch  die  Rotation  d'  um  (j?,  b)  wie- 
der in  ihre  frühere  Lage  zurückkehrt;  mithin  ist  /  eine  Linie  des  Syetemt», 
welche  bereits  vor  Beginn  der  Bewegungen  in  ihrer  neuen  Lage  sich 
befand.  Daher  kann  das  ganze  System  durch  die  Rotation  um  die  Axe 
(y,  c)  In  seine  neue  Lage  gelangen.  Um  die  Amplitude  S  dieser  resul- 
tirenden  Rotation  zu  finden,  genügt  die  Bemerkung,  dass  die  Axe  ß  ihre 
Bewegung  der  Rotation  O  um  die  Axe  (a,  u)  allein  verdankt  und  durch 
diese  nach  6,  in  eine  zu  (tc  symmetrische  Lage  gelangt,  woraus  folgt, 
dass  der  Winkel  ßcb  =^=  S  die  der  Axe  (y,  c)  entsprechende  Amplitudo, 
also  der  Aussenwinkel  des  spärischen  Dreiecks  abc  bei  c  die  halbe  Am- 
plitude darstellt. 

Aus  dem  Dreieck  abc  folgt  cos  ( -    —  s)  =  —  cos  ^  ^  cos  ^  x^' 

+  sin  ^  0  sin  \  &  •  cos  (a  6),  oder  also 

cos  ^  S-—  cos  [  ^  cos  ^  ^'  —  ^"»4  ^  *'''  i  ^''  ^^^^  i^^) 
Fiif.  2;<  i>.  und  weiter 

;,  V  "  ^^  sm  1"^'  sin  ^>  sin  ^  S  * 

d  sowie  auch  für  die  Neigung  p  der  resultirenden 

Axe  c  gegen  die  p]benc  a  b  der  gegebenen  Axen  (Fig.  23  b): 

sin  p.  sin  ^  Ö  =  sin  ^  O«  sin  ^  ^' '  sin  (</M. 

Kh  ist  nümlich  in  Betrcfl*  der  letzteren  Gleichung,    wenn  bd  das  von    6 
auf  die  Seite  a  c  gefitUte  sphärische  Perpendikel  ist,  einerseits 

sin  {bc)  •  sin  ^  6  =  sin  {bd)  =-^  sin  ^  d'  •  ^>i  {ab) 
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und  andererseits   sin  p  ^^  sin  {bc)  '  sin  ^ -O"',   aus   welchen  Gleichungen 
jene  durch  Multiplication  hervorgeht. 

Dass  die  Folge  der  Rotationen  um  die  Axcn  er,  ß  nicht  umkehrbar 
ist,  ist  von  selbst  klar.  Denn  durch  die  Rotation  um  a  gelangt  ß  nach 
b\  dahin  kann  ß  nur  durch  Rotation  um  eine  Axe  gelangen,  welche 
in  die  Ebene  a  c  fällt.  Erfolgt  nun  die  Rotation  um  ß  zuerst ,  so  tritt 
a  aus  dieser  Ebene  heraus,,  mithin  kann  ß  durch  die  nachfolgende  Rotation 
am  a  nicht  mehr  die  Lage  b  erreichen.  Indessen  können  beide  Bewe- 
gungen gleichzeitig  erfolgen ,  nämlich  so,  dass  das  System  um  die  Axe  ß 
rotirt,  diese  Rotation  aber  in  einem  andern  Systeme  stattfindet,  welches 
selbst  eine  Rotation  um  die  Axe  cc  besitzt. 

Mit  Hülfe  des  vorstehenden  Satzes  können  zwei  Rotationen  von 
beliebigen  Amplituden  in  eine  Rotation  vereinigt  und  kann  umgekehrt 
eioe  Rotation  in  zwei  andere  zerlegt  werden.  Die  Lösung  dieser  Auf- 
gaben ist  immer  durch  das  sphärische  Dreieck  abc  leicht  herzustellen. 
Durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes  können  ebenso  mehrere  Rota- 
tionen zu  einer  einzigen  vereinigt  und  kann  eine  Rotation  in  mehrere 
andere  zerlegt  werden. 

Der  im  II.  Capitel  entwickelte  Satz  über  die  Zusammensetzung 
zweier  Rotationen  um  parallele  Axen  ist  ein  spezieller  Fall  des  vorlie- 
genden. Rückt  nämlich  der  Schnittpunkt  0  der  Axen  ins  Unendliche, 
60  werden  die  Axen  parallel,  die  Kugel  geht  in  eine  Ebene  und  das 
sphärische  Dreieck  in  ein  ebenes  Dreieck  über. 

§.  2.  Werden  die  Amplituden  der  beiden  Rotationen  unendlich 
klein,  d^',  d^\  so  fällt  die  Axe  c  der  resultirenden  unendlich  kleinen 
Hotation  dB  in  die  Ebene  der  Axen  a,  b  und  nimmt  eine  solche  Lage 
an,  dass 

sin  (ac)  sin  (bc)         sin  (ab) 

'~dW~  ~  ~~d»~  ~        dS~  ' 
rfe^  _  ^^2  ^  ^^'2  __  2  dO  d^'-  cos  (ab) 

wird,  wie  unmittelbar  aus  den  Gleichungen 
des  vorigen  §.  erhellt.  Es  wird  demnach 
der  Bogen  ab  nach  einem  Sinusverhältniss 
getheilt,  dessen  Werth  durch  das  reciproke 
Verhältniss  der  Amplituden  d^,  d^'  ange- 
geben wird.  Diese  Theilnng  kann  man  be- 
wirken, indem  man  auf  den  Axenrichtungen 
0«,  Ob  von  0  aus  (Fig.  24)  zwei  Strecken 
Oa,  Oß^  aufträgt,  welche  rf^,  dd-'  proportio- 
nal sind  und  über  ihnen  das  Parallelo- 
gramm Oa^y   construirt.    Die  Diagonale  Oy    dieses  Parallelogramms  gibt 
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die  resaltirendo  Axe  c  nach  Riclitang  uud  Sinn  und  ist  zugleich  der 
resultirenden  Amplitude  dS  proportional.  Dies  führt  zu  denif  folgenden 
Satze,  welcher  unter  dem  Namen  des  Satzes  vom  Parallelogramm 
der  Kotationen  bekannt  ist: 

Die  Folge  oder  auch  die  Verbindung  zweier  unendlich - 
kleiner  Rotationen  cf^,  dO''  um  zwei  sich  in  einem  Punkte  O 
schneidendcAxen  {j^i  fi)i  {ß^  b)  ist  aequivalent  einer  einzigen 
uneudlichkleinen  Rotation  dS  um  eine  Axe  {y^  c),  welche 
durch  den  Schnittpunkt  0  geht  und  in  die  Ebene  jener 
beiden  Axen  hineinfällt;  man  erhält  diese  resultirende 
Axe  nach  Richtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  eines 
Parallelogramms,  dessen  Seiten  zwei  den  Amplituden  c/^, 
dd^  proportionale,  auf  den  Axen  (er,  a),  (/5,  6)  von  ihrem 
Schnittpunkte  aus  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Ro- 
tationen aufzutragende  Strecken  sind;  die  Amplitude  dB 
der  resultirenden  Rotation  ist  der  Länge  dieser  Diagonale 
proportional. 

Da  die  Amplituden  der  Rotationen  unendlich  klein  sind,  so  liegt  ß 
der  Geraden  h  unendlich  nahe  und  tritt  a  nur  unendlich  wenig  aus  der 
Geraden  a  heraus;  die  Geraden  er,  ß  können  daher  als  mit  a,  b  zusam- 
menfallend angesehen  werden;  der  Unterschied  der  Aufeinanderfolge 
der  Rotationen  fällt  hier  weg,  beide  Rotationen  können  als  gleichzeitig 
erfolgend  gelten  und  ist  es  gleichgültig,  ob  man  das  System  die  Rotation 
d^'  um  ß  in  einem  System  ausführend  sich  denkt,  welches  um  er  die 
Rotation  d^  besitzt  oder  das  System  um  a  rotirt  in  einem  andern 
Systeme,  welches  die  Rotation  um  ß  besitzt. 

Auch  kann  man  Jie  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satzes  auf  folgende 
Art  unmittelbar  einsehen.  Die  Axe  a  theilt  die  Ebene  ab  vcl  zwei  Fel- 
der; durch  die  Rotation  um  sie  werden  die  Punkte  des  eines  Feldes 
nach  der  einen,  die  des  andern  nach  der  andern  Seite  der  Ebene 
ab  geschleudert,  während  die  Punkte  der  Axe  hierbei  keine  Bewegung 
annehmen.  Ebenso  theilt  die  Axe  b  die  Ebene  a  6  in  zwei  andere 
Felder,  für  welche  in  Bezug  auf  die  Rotation  um  b  Aehnliches  gilt.  Beide 
Axen  zusammen  th^ilen  die  Ebene  in  zwei  Paar  Schcitelräumo  und  das 
Zusammenwirken  beider  Rotationen  ertheilt  den  Punkten  des  einen 
Paares  gleichartige,  denen  des  andern  Paares  entgegengesetzte  Be- 
wegungen. Bios  in  diesem  letzten  Paare  können  also  Punkte  liegen« 
welche  ungeachtet  beider  Rotationen  in  Ruhe  bleiben.  Ist  /  ein  Punkt 
dieses  Scheitelpaares  und  fällt  man  von  ihm  auf  a  und  b  die  Perpen- 
dikel yPy  /(),  so  sind  die  beiden  unendlich  kleinen  Wege,  um  welche 
er  senkrecht  zur  Ebene  ab  nach  der  einen  und  der  andern  Seite  liin- 
ausgeschleudert   wird   y  P  '  dd^  und  y  (J  >  d^' \    dieselben   werden   gleich. 
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sobald  y  P  :  /O  =  (19^  :dd^  und  liegen  daher  die  Punkte  /  in  einer 
durch  den  Schnittpunkt  0  der  Axen  gehenden  Geraden ,  welche  den 
Winkel  des  Scheitelraumes  nach  einem  Sinusverhältniss  theilt,  welches 
den  Werth  d9^  \d9  hesitzt.  Da  diese  Theilung  für  alle  Werthe  des 
Verhältnisses  immer  durch  eine  einzige  Gerade  möglich  ist,  so  folgt,  dass 
es  in  dem  fraglichen  Paar  Scheitelräumen  eine  Gerade  gibt,  welche 
durch  die  beiden  Rotationen  nicht  in  Bewegung  geräth,  um  welche  das 
System  sich  folglich  dreht.  Die  Construction  des  Parallelogramms  folgt 
daraas,  dass  /P,  yQ  den  Sinussen  der  Winkel  aOy\  bOy  proportional 
sind;  die  Amplitude  dS  der  resultirenden -Rotation  ergibt  sich,  sobald 
man  die  Bewegung  eines  Punkts  einer  der  Axen,  z.  B.  des  Punktes  Q 
von  h  als  Rotation  um  die  Axe  Oy  auffasst. 

Der  Satz  vom  Parallelogramme  der  Rotationen  erweitert  sich  zu 
Hnem  Satze  vom  Parallelepiped  und  Polygon  der  Rotationen,  sobald 
man  von  ihm  wiederholte  Anwendung  behufs  Zusammensetzung  mehrerer 
unendlichkl einer  Rotationen  macht.  Will  man  hiebei  fortwährend  auf 
der  E'ngelfläche  construiren ,  so  kommt  alles  auf  die  Theilung  von  Kreis- 
bogen nach  gegfJ[)enem  Verhältnisse  oder  schliesslich  auf  die  Aufsuchung 
eines  gewissen  Punktes  in  einem  gegebenen  sphärischen  Punktsysteme 
hinaus,  welcher  durch  fortgesetzte  Theilung  von  Bogen  grösster  Kreise, 
welche  zwischen  den  Punkten  desselben  gezogen  werden  können,  nach 
gegebenen  Verhältnissen  entspringt. 

Von  nicht  geringerer  Bedeutung  ist  die  Zerlegung  einer  unendlich-  * 
kleinen  Rotation  in  zwei  oder  mehrere  andere,  welche  man  durch  die 
umgekehrte  Anwendung  des  Parallelogramms  der  Rotationen  erreicht. 
Ein  einfaches,  aber  lehrreiches  Beispiel  hierfür  bietet  die  Rotation  der 
Erde  um  ihre  Axe  dar,  wenn  von  dem  gleichzeitigen  Fortrücken  ihres 
Mittelpunktes  im  Räume  abgesehen  wird.  Die  unendlich  kleine  Rotation 
r/6  der  Erde  um  ihre  Axe  iVS  (Fig.  25)  zerlegen  wir  in  der  Ebene  des 
Meridians  irgend  eines  Beobachtungsortes,  dessen 
geographische  Breite  l  sei,  in  zwei  Componenten 
rf^,  rf^'  um  die  Vertikale  W  des  Ortes  und 
eine  zu  dieser  senkrechte  um  die  dem  Horizonte 
parallele  durch  den  Erdwinkelpunkt  gehende 
Axe  HH'.  Man  erhält  hierfür  mit  Hülfe  des 
Parallelogramms  der  Rotationen 

dd  =  d6  •  sin  A,   dd'  s=3  dB  •  cos  l. 

Die  Componente  um   die  Vertikale   ist  es, 
welche    in    dem    Foucault'schen  Pendelversuch 

zur  Anschauung  gelangt.  Der  Sinn  der  Rotationsaxe  für  dB  ist  von 
Norden  nach  Süden  gerichtet,  da  die  Erde  sich  von  Westen  nach  Osten 
dreht;  daher  ist  der  Sinn  der  Axe  fiir  die  Rotation  d\>  der  Sinn  der 
Vertikalen  nach  dem  Mittelpunkt   der  Erde  und    der  Sinn   der  Axe    i^x 


Figr.  25. 
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dd"'  nach  Süden  gerichtet.  Die  Kotation  dd"'  führt  den  Meridian  und 
mit  ihm  eine  am  Beobachtungsorte  befindliche  Pendelebene  um  die  Axe 
ffit  und  ändert  nicht  die  Lage  dieser  Ebene  gegen  die  Ebene  des 
Meridians,  daher  bemerkt  ein  Beobachter  nichts  von  ihr;  die  Kotations- 
componente  dd-  dagegen  dreht  die  Erde  unterhalb  das  Pendels  für  nörd- 
liche Breiten  im  Sinne  von  Norden  über  Westen  nach  Süden  zu  und 
es  scheint  daher  die  Pendelebene  dem  Beobachter  im  umgekehrten  Sinne 
sich  zu  drehen.  Für  südliche 'Breiten  wechselt  diese  scheinbare  Drehung 
den  Sinn,  für  die  Breite  Null  verschwindet  dieselbe.  Denkt  man  sich 
die  Zerlegung  der  Erdrotation  jeden  Augenblick  ausgefiihrt,  so  summiren 
sich  dSf  dd'y  d^\  sodass 

üd^  =  smX  '  i:dS  ,    2  d^'  =  cos  k  SdS, 
und  wenn  £dS  =  2n  wird,  d.  h.  die  Erde  eine  volle  Umdrehung  macht, 
80  beträgt  die  Drehung  £  d^  um  die  Vertikale  2  n  sin  l.   Umgekehrt  ent- 

2  n 
spricht   einer  vollen  Umdrehung   der  Pendelebene   die  Amplitude -.-  - 

der  Axendrehung  der  Erde. 

§.  3.  Durch  die  Untersuchungen  der  beiden  vorigen  §§.  sind  wir 
in  den  Stand  gesetzt,  eine  genaue  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewe- 
gung eines  unveränderlichen  ^Systems  zu  erlangen,  welches  um  einen 
Punkt  rotirt.  Bei  dieser  Bewegung  beschreiben  die  Punkte  des  Sytems 
sphärische  Bahnen,  welche  concentrischen  Kugclflächen  angehören,  deren 
gemeinsamer  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist.  Ein  sphärischer  Schnitt  des 
Systems ,  um  diesen  Mittelpunkt  geführt,  bewegt  sich  in  seiner  eigenen 
Kugelfläche  und  die  Bahnen  aller  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt 
gehenden  Geraden  des  Systems  sind  ähnliche  Curven.  Es  genügt  da- 
her die  Bewegung  eines  einzigen  solchen  sphärischen  Schnittes  za  unter- 
suchen, um  die  Bewegung  aller  Systempunkte  kennen  zu  lernen  und 
kommt  demnach  das  Problem  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems 
um  einen  Punkt  auf  das  einfachere  der  Bewegung  eines  sphärischen  Systems 
auf  seiner  eigenen  Kugelfläche  zurück.    Man  hat  hierfür  folgenden  Satz. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen 
Systems  auf  seiner  Kugelfläche  ist  äquivalent  einer  Rota- 
tion desselben  um  eine  bestimmte  durch  den  Kugelmittel- 
punkt hindurchgehende  Axe;  oder  wie  hieraus  unmittelbar  folgt: 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen 
Systems  um  einen  Punkt  ist  äquivalent  einer  Rotation  des- 
selben um  eine  bestimmte  durch  diesen  Punkt  gehende  Axe. 

Sind  nämlich  2'  und  £"  die  beiden  Lagen  des  beweglichen  sphä- 
rischen Systems  2*,  welche  dasselbe  zu  Anfang  und  Ende  seiner  Be- 
wegung einnimmt,  so  bilden  £\  £"  zwei  vereinigte  congruente  sphä- 
rische Systeme;  es  kann  gezeigt  worden,  dass  dieselben  stets  zwei 
Doppelpunkte   besitzen,   welche  Gegenpunkte  auf  der  Kugelfläche  sind. 
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Zn  dem  Ende  seien  Ä Ä'  (Fig.  26)  ein  Paar  homologe  Punkte  von  S!y  Il"\ 
jedem  Hanptkreise  a  durch  Ä  entspricht  ein  Hauptkreis  d*  durch  Ä\ 
sodass  der  sphärische  Stralenhüschel  Ä  dem  sphärischen  Stralenbüschel 
Ä'  homolog  ist;  diese  Büschel  sind  congpruent,  es  bilden  daher  irgend 
zwei  Stralen  des  einen  denselben  Winkel  miteinander,  wie  die  homo- 
logen Stralen  des  andern  und  wenn  ein  be-  p  26. 
weglicher  Stral  den  einen  Büschel  in  einem 
gewissen  Sinne  beschreibt,  so  beschreibt  der 
homologe  Stral  den  homologen  Büschel  in  dem- 
selben Sinne.  In  dem  Verbindungsstrale  von 
Ä  und  Ä'  insbesondere  sind  zwei  Stralen  ver- 
einigt, ein  Stral  d  von  y^'  und  ein  Stral  e' 
von  Ä\  denen  wiederum  in  Ä'  und  Ä  resp. 
die  Stralen  d"  und  e  entsprechen.  Den  Punk- 
ten S  eines  Strales  d  entsprechen  Punkte  5" 
des  homologen  Strales  d\  welche  auf  homo- 
logen Seiten  von  Ä^  Ä'  in  gleichen  sphärischen 
Abständen  Ä  S  -=.  A'  S'  liegen.  Die  Durchschnitte  homologer  Stralen- 
paare  a\  a"  bilden  nun  eine  Curve,  welche  durch  Ä^  Ä'  hindurchgeht  und 
in  diesen  Punkten  die  Stralen  e\  d"  berührt,  wie  man  leicht  findet, 
wenn  man  ein  Paar  bewegliche  Stralen  verfolgt.  Auf  dieser  Curve 
liegen  nothwendig  die  Doppelpunkte  der  Systeme  2^,  ^'\  wenn  solche 
existiren.  Denn  ist  C  ein  solcher  Doppelpunkt,  so  sind  in  derselben 
zwei  homologe  Punkte  C\  C"  vereinigt  und  er  ist  mithin  Schnittpunkt 
homologer  Stralen  C Ä^  C Ä\  Diese  Curve  wird  durch  das  im  Mittel- 
punkte von  ÄÄ'  ermittelte  sphärische  Perpendikel  symmetrisch  getheilt 
und  liegen  daher  die  Schnittpunkte  desselben  mit  ihr  von  den  Punkten 
Äy  Ä'  gleich  weit  entfernt.  Von  diesen  Schnittpunkten  ist  der  eine  ein 
Doppelpunkt.  Die  Stralen  e\  e"  zerlegen  nämlich  die  Kugelfläche  in 
zwei  Paar  Scheitelräume,  von  denen  nur  das  eine  homologe  Punkte  zu- 
gleich enthalten  kann,  nämlich  dasjenige,  in  welchem  sich  die  homologen 
Seitenräume  der  Stralen  e\  e'  übereinanderlagern.  Daher  ist  derjenige 
von  jenen  Schnittpunkten,  welcher  sich  in  diesem  Paare  Scheitelräume 
findet,  ein  Doppelpunkt.  Da  zwei  homologe  Stralen  a\  a"  sich  aber  in 
zwei  Gegenpunkten  schneiden,  so  besitzt  die  Curve  zwei  Aeste,  deren 
Punkte  Gegenpunkto  sind.  Daher  gibt  es  noch  einen  zweiten  Doppel- 
punkt, welcher  der  Gegenpunkt  des  eben  bestimmten  ist,  woraus  die 
Richtigkeit  des  Satzes  erhellt. 

Die  hier  erwähnte  Curve  ist  der  sphärische  Kegelschnitt,  d.  h.  die 
Durchschnittslinie  eines  Kegels  zweiten  Grades  mit  einer  concentrischen 
Kngelfläche.  Legt  mau  nämlich  durch  die  homologen  Stralenpaare  wie 
<i\  d'  und  den  Kugelmittelpunkt  Ebenen,  so  sind  diese  homologe 
Ebenen  der  räumlichen  Systeme  E\  Z"  und  bilden  zwei  homologe  gleiche 
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Ebenenbüschel,  deren  Axen  sich  in  dem  Kugelmittelpnnkte  schneiden; 
dieselben  erzeugen  durch  die  Durchschnittslinien  ihrer  homologen  Ebenen- 
paare einen  Kegel  zweiten  Grades ,  dessen  Schnitt  mit  der  Kugel  jene  ans 
zwei  Acsten  bestehende  Curvo  ist.  Die  wenigen  oben  benutzten  Eigen- 
schaften der  Curve,  nämlich  dass  jeder  Ast  von  einem  Hanptkreise  in 
zwei  Punkten  getroffen  wird  und  dass  sie  symmetrisch  liegt  gegen  das 
sphärische  Perpendikel,  welches  in  der  Mitte  von  Ä Ä'  errichtet  werden 
kann,  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  obigen  Construction  derselben 
auf  der  Kugelfläche. 

Der  Ilauptbogen  Ä  Ä\  welcher  zwei  homologe  Punkte  der  sphäri- 
schen Systeme  verbindet,  heisst  eine  sphärische  Sehne  der  Systeme. 
Die  Perpendikel,  in  den  Mitten  der  sphärischen  Sehnen  errichtet,  schnei- 
den sich  dem  Obigen  zufolge  sämmtlich  in  den  beiden  Doppelpunkten. 
Die  Perpendikel  auf  irgend  zwei  Sehnen  gentigen  daher,  die  Doppel- 
punkte zu  finden.  Durch  Rotation  um  einen  Doppelpunkt,  oder  was 
dasselbe  ist,  um  beide  Doppelpunkte  oder  ihre  Verbindungslinie  gelangt 
das  bewegliche  sphärische  System  .Zaus  der  Lage  2?'  in  die  Lage  2^";  die 
Amplitude  derselben  ist  der  Winkel,  welchen  die  Hauptbogen  vom  Doppel- 
punkte nach  zwei  homologen  Punkte  A\Ä'  gezogen  mit  einander  bilden. 

Die  Uebertragung  aller  auf  der  Kugelfiächo  hier  ausgeführten  Con- 
structionen  auf  das  räumliche  System,  welches  sich  um  den  Kugelmittel- 
punkt dreht,  besteht  grösstentheils  nur  in  einer  Aenderung  des  Wort- 
ausdruckes. An  die  Stelle  des  Punktes  auf  der  Kugelfläche  tritt  die 
Gerade,  welche  durch  den  Rotationsmittelpunkt  geht,  an  die  Stelle  homo- 
loger Punkte  treten  homologe  Geraden  dieser  Art,  der  Ilauptbogen  wird 
ersetzt  durch  die  Ebene,  welche  den  Mittelpunkt  enthält,  die  sphärische 
Sehne  wird  zur  Ebene  des  Winkels  zweier  nach  homologen  Punkten  durch 
den  Mittelpunkt  gezogenen  Geraden  u.  s.  f. 

§.  4.  Wenn  ein  sphärisches  System  21  sich  auf  seiner  Kugelfläche 
bewegt  und  wenn  ^,2r',  2^",  .  .  .  eine  Reihe  von  Lagen  ist,  welche  das- 
selbe während  seiner  Bewegung  durchläuft,  so  ist  die  Bewegung  aas  der 
Lage  21^  in  die  Lage  2*"  äquivalent  einer  Rotation  um  einen  bestimmten 
Punkt  C  der  festen  Kugelfläche  (oder  seinen  Gegenpunkt  oder  um  beide), 
die  Bewegung  aus  der  Lage  S  in  die  Lage  Z'*  ebenso  äquivalent  einer 
Rotation  um  ein  zweites  Centrum  C'\  u.  s.  f.  Wählt  man  nun  die 
Zwischenlagen  S.\  2"',  E"\  .  .  .  immer  dichter  und  dichter  an  einander, 
so  häufen  sich  die  Rotationscentra  C,  C , ,  ,  gleichfalls  und  werden  die 
Amplituden  für  die  Rotation  aus  einer  Lage  des  Systems  in  die  nächst- 
folgende immer  kleiner.  In  der  (trenze  geht  die  Folge  der  Rotationen 
in  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  und  die  Folge  der  Centra  V  in 
eine  continuirliche  Curve  (r)  auf  der  festen  Kngelfläche  über.  Während 
der  Rotation  um  C  fällt  ein 'gewisser  Systempunkt  l^  mit  C  zusammen, 
während   der  Rotation    um  V'   ein  anderer  Systempuukt  V*'   mit  diesem 
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n.  8.  f.  Bei  dem  Grenzen  üb  ergange  erhält  man  daher  noch  eine  zweite, 
aber  dem  beweglichen  System  angehörende  Curve  (/'),  deren  Punkte 
während  der  Bewegung  des  Systems  nach  und  nach  mit  den  Punkten 
der  Curve  {C)  zusammentreffen.  In  dem  Momente,  in  welchem  die  ver- 
schwindend kleine  Rotation  um  C  beginnt,  ist  r"'  in  C  eingetreten 
nnd  verlässt  F'  den  Punkt  C';  daher  haben  beide  Curven  die  Bogen- 
elemente  CC"  und  VF"  gemein,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  C\  Fügt 
man  diesen  Betrachtungen  über  die  Bewegung  des  sphärischen  Systems 
die  entsprechende  über  die  Bewegung  des  körperlichen  Systems  um  den 
Kngelmittelpunkt  hinzu,  so  gelangt  man  dazu,  die  folgeuden^Sätze,  welche 
den  Sätzen  im  III.  Cap.  §.  2.  analog  sind,  aufzustellen. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen 
»Systems  auf  seiner  Kugelfläche  ist  äquivalent  einer  conti- 
nnirlichen  Folge  von  Rotationen  um  die  Erzengungslinien 
einer  bestimmten  Regelfläche,  deren  Mittelpunkt  der  Mit- 
telpunkt der  Kugel  ist  und  welche  durch  eine  bestimmteauf 
der  Kugelfläche  liegende  Curve  {€)  hindurchgeht,  oder  auch: 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen 
Systems  um  einen  Punkt  ist  äquivalent  einer  continuir- 
Hohen  Folge  von  Rotationen  um  Axen,  welche  durch  diesen 
Punkt  gehen  und  die  Erzeugungslinien  eiuer  bestimmten 
von  der  speziellen  Natur  derBewegnng  abhängigen  Kegel-  ' 
fläche  des  absoluten  Raumes  sind. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen 
Systems  auf  seiner  Kugelfläche  ist  äquivalent  dem  Rollen 
einer  bestimmten  Curve  (F)  des  beweglichen  Systems  auf 
einer  bestimmten  anderen  Curve  {C)  der  festen  Kugel- 
fläche. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen 
Systems  um  einem  Punkt  ist  äquivalent  dem  Rollen  einer 
bestimmten,  dem  beweglichen  System  angehörenden  Kegel- 
fläche  {  r)  auf  einer  bestimmten  andern  Kegelfläche  (C)  des 
absoluten  Raumes,  welche  mit  jener  den  Punkt,  um  wel- 
chen das  System  sich  bewegt,  zum  gemeinschaftlichen  Mit- 
telpunkte hat. 

§.  5.  Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  eine  be- 
stimmte Gerade  C  des  Kegels  (C),  um  welche  dieselbe  eine  unendlich- 
kleine Rotation  ausführt,  um  in  die  folgende,  jener  unendlichnahe  Lage 
zu  gelangen.  Diese  Gerade  hcisst  die  jener  Lage  entsprechende  Mo- 
mentanaxe des- Systems  und  die  unendlichkleine  Rotation  um  sie  die 
Elementarbewegung  des  Systems.  Die  Momentanaxe  ist  eine  Dop- 
pellinie der  beiden  aufeinanderfolgenden  unendlichnahen  Lagen  des 
Systems  nnd  sämmtliche  Momentanaxen   laufen    durch   den    allen  Lagen 
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gemeinsamen  Doppelpunkt,  nämlich  den  Punkt,  um  welchen  das  System 
sich  überhaupt  bewegt.  Vermöge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder 
Systempunkt  ein  Element  seiner  Bahn  als  einen  unendlichkleinen  Kreis- 
bogen, dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  von  ihm  auf  die  Momentan- 
axe  gefällten  Perpendikels  ist.  Dieser  Kreisbogen  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  die  Richtung  seiner  Tangente  ist  senkrecht  zu  der 
Ebene,  welche  durch  dies  Perpendikel  um  die  Momentanaxe  gelegt  wer- 
den kann,  d.  h.  die  Ebene,  durch  den  beschreibenden  Punkt  und  die 
Momentanaxe  gelegt,  ist  die  Normalebene  der  Bahn  des  Punktes.  Daher 
schneiden  sich  die  Normalebenen  der  Bahnen  sämmtlicher  Systempnnkte 
in  den  Punkten,  welche  ein  und  derselben  Lage  des  Systems  angehöreD, 
in  der  dieser  Lage  entsprechenden  Momentanaxe.  Um  also  die  Normal- 
ebene und  die  Tangente  an  die  Bahn  eines  Systempunktes  zu  cou- 
struiren,  bedarf  es  nur  der  Aufsuchung  der  entsprechenden  Momentanaxe. 

Für  die  Bewegung  des  sphärischen  Systems  auf  seiner  Kugelfläche 
ändert  sich  blos  die  Nomenclatur  ein  wenig.  Die  Momentanaxe  wird 
vertreten  durch  zwei  Punkte,  von  denen  jeder  als  Momentan  centrum 
angesehen  werden  kann.  Vermöge  der  Elementarbewegung  beschreibt 
der  Systempunkt  das  Element  eines  Kreisbogens,  der  um  das  Momentan* 
centrum  mit  dem  sphärischen  Abstände  des  Systempunktes  in  diesem  be- 
schrieben werden  kann.  Die  sphärischen  Normalen  der  Bahnen  aller 
Punkte  laufen  durch  das  zugehörige  Momentancentrum. 

§,  6.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Systems 
überhaupt  ist  durch  die  Bewegung  dreier  nicht  in  gerader  Linie  liegen- 
der Punkte  bestimmt  (Cap.  T,  §.  2.).  In  dem  vorliegenden  Falle  der  Ro- 
tation um  einen  Punkt  kann  man  den  ruhenden  Punkt  als  den  einen 
vou  diesen  ansehen  und  bedarf  es  nur  noch  derKenntniss  der  Bewegung 
von  zwei  mit  diesem 'nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten,  um  die 
Bewegung  aller  Systempunkte  ermitteln  zu  können.  Da  die  System- 
punkte nur  sphärische  Curven  beschreiben  können;  so  ist  die  Bewegung 
des  Systems  bestimmt,  sobald  zwei  Cirrven  auf  zwei  mit  dem  festen 
Rotationsmittelpunkte  concentrischen  Kugelflächen  (die  auch  in  eine 
Kugolfläche  zusammenfallen  können)  als  Bahnen  zweier  Punkte  gegeben 
sind.  Statt  dessen  können  auch  die  Beiden  Kegelflächen,  welche  diese 
Curven  enthalten  und  mit  dem  Rotationsmittelpunkt  concentrisch  sind, 
als  Orte  für  zwei  Gerade  des  Systems  angenommen  werden. 

Es  ist  interessant  und  sehr  lehrreich,  die  Betrachtungen,  welche  wir 
in  den  §§.  4  — 11  des  vorigen  Capitels  für  die  Bewegung  eines  unver- 
änderlichen Systems  parallel  einer  Ebene  oder  für  die  Bewegung  cinOvS 
ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  durchgeführt  haben,  zu  übertragen  auf 
die  hier  vorliegende  allgemeinere  Bewegung  eines  Systemes  um  einen 
festen  Punkt  oder  die  Bewegung  eines  sphärischen  Systemes  auf  seiner 
Kugelfläche.      Das  Allgemeine   dieser  Uebertragung   ist   sehr   leicht,    die 
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Lösung  spezieller  Aufgaben  complicirt  sich  aber  in  dem  Maasse,  als 
^\Q  Sphärik  weniger  einfach  als  die  ebene  Geometrie  ist. 

Die  d^r  Aufgabe  im  III.  Capitel,  §.  6.  analoge  Aufgabe  würde 
lauten:  „Ein  unveränderliches  System  bewegt,  sich  so 
um  einen  gegebenen  Punkt,  dass  zwei  seiner  Geraden, 
welche  sich  in  diesem  Punkte  schneiden,  auf  zwei  festen 
gleichfalls  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebenen  bleiben, 
die  Momentanaxe  für  eine  beliebige  Lage  des  Systems,  die 
Kegelflächen  (C)  und  (r),  die  Kegelfläche,  welche  eine  be- 
liebige Gerade,  welche  durch  den  festen  Punkt  geht,  be- 
schreibt, sowie  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempünktes 
nebst  der  Tangentenconstruction  für  letztere  zu  finden. '^ 
Für  das  sphärische  System  würde  man  ihr  folgende  Einkleidung  geben : 
„Ein  unveränderliches  sphärisches  System  bewegt  sich  auf 
seiner  Kugelfläche  so,  dass  zwei  seiner  Punkte  auf  zwei 
U  au  pt  kr  eisen  sich    bewegen  u.  s.  f.'' 

Sind  die  Kegelflächen  {C)  und  (r)  selbst  gegeben,  so  kommt  das 
Problem  der  Bewegung  unseres  Systems  auf  das  Problem  der  sphäri- 
schen Boaletten  zurück.  Ist  z.  B.  (i^)  ein  gerader  Kreiskegel,  (6?) 
eine  Eboiie,  so  sind  die  Bahnen  der  Systempunkte  sphärische  Cy- 
clo iden. 

Mit  der  Uebertragung  und  Ausbildung  der  im  III.  Capitel  geführten 
Untersuchungen  ist  aber  das  Gebiet  der  Möglichkeiten,  die  Bewegung 
eines  Systems  um  einen  Punkt  zu  bestimmen,  nicht  im  EntferAtesten 
erschöpft.  Denn  die  allgemeinste  sich  hierbei  darbietende  Aufgabe: 
f^Die  Bewegung  des  Systems  zu  bestimmen,  wenn  eine  Kegelfläche  des- 
selben zwei  andere  feste  Kegelflächen,  welche  mit  ihr  den  Punkt,  um 
den  das  System  sich  bewegt,  zum  gemeinsamen  Mittelpunkt  haben,  fort- 
während berührt,  ist  immer  noch  sehr  speziell,  weil  die  sich  berührenden 
Elemente  Kegelflächen  sind.  Sie  kann  dahin  erweitert  werden,  dass  an 
die  Stelle  der  beiden  festen  Kegelflächen  irgend  zwei  feste  beliebige 
Flächen  treten,  welche  von  einer  beliebigen  dem  Systeme  angehörenden 
Fläche  während  der  Bewegung  fortwährend  berührt  werden  sollen. 
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Aequivalenz  von  Translationen  und  Rotationen  um  gekreuzte  Axen  mit 
der  Schraubenbewegung.    Die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  eines  un- 
veränderlichen Systems.        ^ 


Fig^.  27. 


§.  1.     Ein  unveränderliches  System .  rotire  um  die  Axe  a  (Fig.  27) 

um  die  Amplitude  %^  und  erleide  hierauf  eine  Trans- 
lation T  parallel  dieser  Axe.  Vermöge  der  Rotation 
beschreibt  ein  Punkt  A  des  Systems,  welcher  sich 
in  Ä  befindet,  einen  Kreisbogen  Äa^  dessen  Ebene 
senkrecht  zur  Axe  a  ist  und  welcher  einem  Contri- 
winkel  j(Oa  gleich  der  Amplitude  O  entspricht; 
durch  die  nachfolgende  Translation  durchläuft  A 
sodann  die  Strecke  et  Ä' ==:  x  parallel  der  Axe  und 
gelangt  dadurch  in  die  Endlage  Ä\  Ebendahin 
gelangt  A^  indem  das  System  zuerst  die  Translation  und  hierauf  die 
Rotation  erleidet;  der  Punkt  durchläuft  hiebe!  zuerst  die  Strecke 
Aia  =  r  parallel  zur  Axe  und  hierauf  den  Kreisbogen  aAt'  parallel  und 
gleich  dem  vorigen  Aici,  Aehnliches  gilt  für  alle  Systempunkte  und 
aie  Folge  der  Rotation  und  der  Translation  ist  vertauschbar.  Beide  Be- 
wegungen können  zugleich  stattfinden,  sei  es,  dass  das  System  die  Trans- 
lation besitzt  und  sie  in  einem  andern  System  ausführt,  welches  um  die 
Axe  a  des  absoluten  Raumes  rotirt  oder  sei  es,  dass  es  um  die  in  a  be- 
findliche  Systemlinie  a  in  einem  andern  Systeme  rotirt,  welches  die 
Translation  besitzt.  Bei  der  gleichzeitigen  Verbindung  beider  Bewegungen 
durchlaufen  die  Systenipunkte  A  cylindrische  Curven,  welche  im  Allge- 
meinen Schraubenlinien  genannt  werden  und  gelangen  auf  diese  Weifee 
in  dieselben  Endlagen  wie  vorher.  Während  der  Bewegung  wachsen  die 
Amplitude  und  die  Translation  allmählig  auf  O  und  r  an;  je  nach  dem 
Verhältnisse,  in  welchem  die  gleichzeitigen  Aenderungen  beider  erfolgen, 
ist  die  Beschaflcnheit  der  Schraubenlinien  verschieden.  Bleibt  die  Trans- 
lation fortwährend  der  Rotationsamplitude  proportional,  so  sind  sie  Bah- 
nen der  Systempunktc  gemeine  Schraubenlinien.  Nennt  man  in  diesem 
Falle  die  einer  vollen  Umdrehung  2  %  entsprechende  TranslationsgrÖsse  h 
die  Höhe  des  Schraubenganges,  so  erhält  man  dieselbe  aus  der  Gleicbani; 

rt     =  -,  nämlich  h=  nl.  wenn  das  constante  Verhältniss  —  gleich  ige- 

setzt  wird. 
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Die  Schranbenbew egung  ist  eine  ans  einer  Botation  und>  einer  znr 
Rotationsaxe  parallelen  Translation  zusammengesetzte  Bewegung;  sie 
kann  in  diese  beiden  Componenten  wieder  zerlegt  werden  nnd  ist  diesen 
in  beliebiger  Ordnung  äquivalent. 

§.  2.  Für  die  Aequivalenz  der  Schraubenbewegung  mit  Translationen 
und  Rotationen  gelten  folgende  Sätze. 

I.  Die  Folge  einer  Botation  %•  und  einer  zur  Rotations- 
axe  geneigten  Translation  x  oder  auch  die  gleichzeitige  Ver- 
bindung beider  Bewegungen  ist  äquivalent  einer  Schrauben- 
bewegung; dieAxe  der  Schraubenbewegung  ist  parallel  der 
Rotationsaxe  und  die  Amplitude  ihrerRotationscomponente 
stimmt  mit  ^  nach  Grösse  und  Sinn  überein,  die  Transla- 
tionscromponente  derselben  ist  tstnl,  wenn  l  die  Neigung 
von  T  gegen  eine  zur  Rotationsaxe  senkrechte  Ebene  be- 
deutet. Ist  nämlich  (Fig.  28.)  ce  die  Rotationsaxe  und  zerfallt  man 
die  Translation  t  in  zwei  Componenten  rsin  l, 
T  cosly  erstere  parallel,  letztere  senkrecht  zu  a,  so 
ist  die  Rotation  *&  um  a  in  Verbindung  mit  der 
Translation  t  cos  X  äquivalent  einer  Rotation  •&  um 

eine  Axe  ß,  welche  mit  a  im  Abstände  rf=4  t  — — t—- 

^    «in  ^  O 

parallel  läuft  (Vgl.  Cap.  II,  Satz  VI);  diese  Rotation 
liefert  mit  der  andern  Componente  tsinl  der  Trans- 
lation die  Schraubenbewegung  um  die  Axe  ß. 

n 
Ist  A  =  — ,  so  verschwindet  die  Translationscomponente  der  Schrau- 

benbewegung  und   reducirt   sich    diese   auf    eine  blosse  Rotation.     Man 
erhält  den  Satz  VI  in  Cap.  II  wieder. 

II.  Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbewegung  äquivalent 
einer  Rotation  um  eine  beliebig  wählbare,  zur  Schrauben- 
axe  parallele  Axe  von  derselben  Amplitude,  wie  die  Rota- 
tionscomponente  der  Schraubenbewegung  und  einer  zur 
Axe  geneigten  Translation. 

Man  erhält  dies  Resultat,  indem  man  die  Schraubenbewegung  in 
ihre  Rotations-  und  Translationscomponente  zerlegt,  dier  Axe  der  ersteren 
nach  Cap.  ü,  Satz  V.  in  eine  parallele  Axe  verlegt  und  die  hiebei  sich 
ergebende  Translation  mit  der  Translationscomponenten  der  Schrauben- 
bewegung vereinigt.  Die  aus  beiden  Translationen '  resultirende  Trans- 
lation ist  geneigt  gegen  die  Axe  der  Rotation,  da  von  ihren  Componenten 
die  eine  dieser  parallel,  die  andere  zu  ihr  senkrecht  ist. 

III.  Die  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  gekreuzte 
Axen  (flf,  ö),  (ßyb)  ist  äquivalent  einer  Schraubenbewegung. 
Um  diese  zu  finden,   sei  (Fig.  29  a.)  a  die  erste,   ß  die  zweite  Axe,  ^ 
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die  Amplitude  der  Rotation  um  a,  &'  die  Amplitude  der  Rotation  nm  ß. 
Während  der  Rotation  um  a  bleibt  diese  Axe  mit  der  Geraden  a  des 
Raumes  vereinigt  und  gelangt  die  Axe  ß  durch  dieselbe  in  die  Gerade 
by  um  welche  hierauf  die  zweite  Rotation  erfolgt.  In  Folge  der  Rotation 
um  ce  beschreiben  alle  Punkte  B'  der  Axe  ß  Kreisbogen  B"  B",  deren 
Ebenen  senkrecht  zu  a  sind  und  diese  Axe  in  den  Kreismittelpunkten 
A  treffen;  alle  diese  Kreisbogen  nebst  den  zugehörigen  Sehnen  B^B^' 
entsprechen  der  Amplitude  O  als  Centriwinkel.  Durch  irgend  einen  der 
Punkte  B'  ziehen  wir  mit  a  die  Parallele  a  und  ersetzen  die  Rotation 
O  um  ce  durch  dieselbe  Rotation  um  a  und  die  zugehörige  Translation 
B'B'\  Die  beiden  Rotationen  O,  ^'  um  die  sich  schneidenden  Axen  «',  ß 
sind  aber  nach  Cap.  IV.  §.>!.  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  S  um 
eine  gewisse  durch  B^  gebende  Axe  /,  welche  durch  die  dort  angegebene 
Construction  gefunden  wird.  Die  Folge  der  Rotationen  ^^  ^'  um  die 
Axen  er,  ß  ist  demnach  äquivalent  der  Rotation  S  um  /  in  Verbindung 
mit  der  Translation  B^  ff\   in  beliebiger  Aufeinanderfolge   dieser  beiden 


Fiy.  29  a. 


Fi^.  29  b. 


Bewegungen.  Die  Translation  ff  B^'  zerlegen  wir  nun  in  zwei  Compo- 
nenteu  B' B"'  und  ff"ff\  von  denen  die  erstere  senkrecht,  die  letztere 
parallel  zur  Axe  /  ist  und  verbinden  die  zu  /  senkrechte  Translations- 
componcnte  B'ff'^  nach  Cap.  II,  Satz  VI.  mit  der  Rotation  O  um  diese  Axe 
zu  einer  Rotation  8  um  eine  zu  /  parallele  Axe  y.  Diese  Rotation  ^ 
um  y  endlich  liefert  in  Verbindung  mit  der  zu  ihr  parallelen  Translations- 
componenten  B"'B"  die  Schraubenbewegung,  welche  der  Folge  der  Ro- 
tationen O,  ^'  um  die  Axen  er,  ß  äquivalent  ist.  Die  Rotations  folge  ist 
nicht  vertauschbar,  wohl  aber  können  beide  Rotationen  gleichzeitig  statt- 
finden, so  zwar,  dass  das  System  um  ß  rotirt,  während  ß  selbst  einem 
um  (or,  ri)  rotirenden  zweiten  Systeme  angehört,  in  welchem  das  gegebene 
System  jene  Rotation  um  ß  ausführt. 
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§.  3.  Wir  wollen  jetzt  insbesondere  die  Punkte  Jy  B'  auf  den  Axen 
a,  j?  so  wählen,  dass  AB*  der  kürzeste  Abstand  beider  Axen  ist  (Fig.  29b.) 
lu  diesem  Falle  ist  AB  senkrecht  zu  beiden  Axen  a,  /?,  also'  auch  senk- 
recht zur  Ebene  (cr'/S).  Legt  man  daher  durch  or'  eine  Ebene  und  lässt 
dieselbe  sich  um  a  drehen,  sodass  sie  zuerst  durch  /?,  dann  durch  BB'' 
und  hierauf  durch  B' A  hindurchgeht,  so  müssen  die  Winkel,  welche  ihre 
erste  Lage  mit  der  zweiten  und  diese  mit  der  dritten  bildet,  sich  zu 
\-x  ergänzen.  Es  steht  aber  tt  senkrecht  auf  der  Ebene  des  gleich- 
schenkligen Dreiecks  AffB"  und  ist  Winkel  AB^B''  und  folglich  auch  der 
Neigungswinkel,  den  die  zweite  Lage  der  beweglichen  Ebene  mit  deren 
dritter  Lage  bildet,  ^n  —  ^^\  daher  bildet  die  erste  Lage  mit  der 
zweiten  den  Winkel  ^0*.  Um  denselben  Winkel  muss  sich  aber  auch 
die  bewegliche  Ebene  drehen ,  um  aus  der  Lage  (o'/3)  in  die  Lage  (»'/) 
zu  gelangen;  daher  geht  die  Ebene  (a'/)  durch  die  Gerade  ffB^'  und 
da  B'B"'  parallel  der  Axe  /  ist,  auch  durch  B^'B^'\  d.  h.  die  Ebene 
(«'/)  fallt  mit  der  Ebene  des  Dreiecks  B^ff'Bf"  zusammen,  mit  Hülfe 
dessen  die  Translation  Bf  Bf'  zerlegt  wurde,  oder  die  Ebene  dieses  Drei- 
ecks ist  parallel  der  ersten  Axe  a  und  der  gesuchten  Axe  y  der  Schrau- 
benbewegung.  Eine  Gerade,  welche  senkrecht  zu  dieser  Ebene  ist  und 
die  Axen  a  und  y  schneidet,  gibt  daher  den  kürzesten  Abstand  beider 
au.  Diese  Gerade  ist  die  Verbindungslinie  des  Punktes  A  mit  der  Mitte 
A'  der  Sehne  B'B**  \  sie  trifft  die  Axe  y  in  einem  gewissen  Punkte  Q 
und  AG  ist  der  kürzeste  Abstand  der  Axe  a  von  der  Schraubenaxe  y, 
£s  sei  femer  C  der  Schnittpunkt  der  Schraubenaxe  y  mit  der  zu  ihr 
senkrechten  durch  B' ff''  geführten  Ebene  und  folglich  CB'  senkrecht  zu 
Y  und  /.  Denkt  man  sich  nun  eine  Ebene  durch  /  gelegt  und  lässt  sie 
uach  einander  Lagen  annehmen ,  in  welchen  sie  durch  B'C,  Bf  Bf"  und  /3 
geht,  so  bilden  die  beiden  ersten  Lagen  derselben  mit  einander  den 
Winkel  )^n  —  )^%  und  da  die  Ebene  (/«')  durch  B'ff"  hindurchgeht,  so 
bildet  die  zweite  Lage  mit  der  dritten  den  Winkel  -^6;  beide  Winkel 
betragen  zusammen  \  tt,  es  steht  daher  die  Gerade  CBf  senkrecht  auf  der 
Ebene.  (//?),  mithin  insbesondere  auf  der  Axe  /3  und  ist  folglich  der 
kürzeste  Abstand  zwischen  der  zweiten  Axe  /?  und  der  Schrauben- 
axe y. 

Da  die  Strecke  CG  =  BN  =  ^  B" Bf'  ist;  so  folgt,  dass  die  Pro- 
jection  CG  des  kürzesten  Abstandes  ABf  der  Axen  a,/3  auf 
die  Richtung  der  Schraubenaxe  gleich  der  halben  Transla- 
tionsgrösse  \t  der  Schraubonbewegung  ist. 

Fällt  man  in  dem  sphärischen  Dreieck  aßy  von  /  das  Perpendikel 
pKXii  (a^),  so  ist  nach  Cap.  IV,  §.  1.: 

sin  p  '  sin  ^  S~=  sin  1^^  '  sin  ^^  •  sin  (aß) ; 

iinp  ist  aber   der  Cosinus   des  Winkels,    welchen   y'   mit  dem  auf  der 
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Ebene  {aß)  errichteten  Perpendikel,  d.  h.  in  der  Kiclitung  des  kürzesten 
Abstandes  der  beiden  Axen  a,  ß  bildet.  Ist  d  dieser  Abstand,  so  stellt 
daher  d  sinp  die  Projection  von  d  auf  die  Axe  7,  d.  h.  die  halbe 
Translationsgrösse  ^x  dar.  Multiplicirt  man  daher  die  vorstehende  Glei- 
chung mit  dy  so  erhält  man  aus  ihr 

^T  '  sin  ^S  =  d  -  sin  ^^  •  sin  ^O  •  sin  (ctß)^ 

d.  h.  das  Produkt  der  Sinnsse  der  halben  Amplituden  der 
R'otationen  um  zwei  Axen,  des  kürzesten  Abstandes  dieser 
Axen  und  des  Sinus  ihrer  Neigung  ist  gleich  dem  Produkte 
aus  der  halben  Translation  und  dem  Sinus  der  halben  Am- 
plitude der  der  Folge  beider  Rotationen  äquivalenten 
Schraubenbewegung.  Dieser  Satz  wurde  zuerst  1840  von  Rodrigues 
bewiesen.  (Vgl.  dessen  Abhandlung :  Des  lois  gdomdtriques  qui  rögissent 
lo  deplacement  d'un  Systeme  solide  dans  Tespace,  et  de  la  Variation  des 
coordonnöes  provenant  de  ces  ddplacements.  Liouville's  Journal  de 
Mathdm.  T.  V,  p.  390.) 

§.  4.  IV.  Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbewegung  äqui- 
valent der  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  sich  kreu- 
zende Axen  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  sodass 
man  die  eine  der  beiden  Axen  willkührlich  annehmen  und 
die  andere  dazu  finden  kann.  Ist  die  zweite  Axe  ß  gegeben,  so 
kann  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Schraubenbewe^gung  leicht  die  Lage 
b  bestimmen,  in  welche  ß  durch  die  Schraubenbewegung  gelangt  und 
kann  demnach  zu  jedem  Punkte  B'  auf  ß  den  homologen  Punkt  B^'  auf 
b  finden.  Vermöge  der  Rotation  um  die  noch  unbekannte  erste  Axe 
muss  aber  ß  gleichfalls  in  die  Lage  b  versetzt  werden.  Hieraus  folgt, 
dass  alle  Geraden,  wie  B^B^\  welche  homologe  Punkte  von  ß  und  6  ver- 
binden, die  Sehneu  von  Kreisbogen  sind,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
ersten  Axe  liegen  und  deren  Ebenen  senkrecht  zu  dieser  ersten  Axe  sind. 
Eine  Ebene,  in  der  Mitte  von  B'B''  normal  zu  dieser  Sehne,  geht  daher 
durch  die  gesuchte  Axe;  eine  Normalebene  zu  einer  weiteren  Sehne 
C(7"  liefert  durch  ihre  Schnittlinie  mit  dieser  die  erste  Axe  selbst.  Ist 
die  erste  Axe  a  gegeben  und  wird  die  zweite  gesucht,  so  führt  eine  ähn- 
liche Construction  zum  Ziel.  Man  bestimmt  vermöge  der  Schrauben* 
bewegung  die  Lage,  in  welche  cc  gelangen  muss  und  da  sie  ihre  ganze 
Bewegung  der  Rotation  um  die  zweite  Axe  verdankt,  so  genügen  die 
Normalebenen  in  der  Mitte  zweier  Sehnen  auch  hier  um  die  Axe  b  und 
folglich  auch  um  ß  zu  finden. 

Zwei  Axen,  für  welche  die  Rotationsfolge  einer  gegebenen  Schrauben- 
bewegung äquivalent  ist,  heissen  conjugirto  Axen.  Es  ist  immer 
genau  anzugeben,  welche  von  ihnen  die  erste,  welche  die  zweite  sein 
soll.    Für  alle  l'aaro  conjugirter  Axen  ist  nach  dem  Satze  von  Rodrigues 
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das  Produkt  ans  den  Sinussen  der  halben  Amplituden,  dem  kürzesten^ 
Axenabfitande  und  dem  Sinns  der  Neigung  der  Axen  gegen  einander  con- 
stant.  Mau  kann  diesem  Satze  auch  eine  etwas  mehr  geometrische 
Fassung  geben.  Trägt  man  nämlich  irgendwo  auf  den  beiden 
Axen  Längen  Auf,  welche  den  Sinussen  der  halben  Ampli- 
tuden der  Rotatio  nen  um  sie  proportional  sind  und  con- 
struirt  das  Tetraeder,  in  welchem  diese  Längen  Gegen- 
kanten sind,  so  wird  jenes  Produkt  dem  Volumen  dieses 
Tetraeders  proportional  und  bleibt  dies  Volumen  also  con- 
stant,  auf  welche  Weise  man  auch  immer  die  Schrauben- 
beweguug  in  die  Folge  zweier  Rotationen  auflösen  möge. 
Ein  Tetraeder  ^^C2>  nämlich  (Fig.  30),  welches 
die  beiden  Gegenkanten  AB,  CD  besitzt,  ist  der 
sechste  Theil  eines  Parallelepipeds  AHCDEBGF, 
welches  zwischen  der  durch  jene  Kanten  be- 
stimmten Parallelschicht  enthalten  ist  und  mit- 
hin den  kürzesten  Abstand  beider  Kanten  zu 
einer  seiner  Höhen  hat.  Dies  Parallelepiped 
ist  an  Volumen  gleich  einem  andern  Parallel- 
epiped AhcdeBgf,  dessen  durch  A  und  B 
gehende  Gegenflächen  senkrecht  zu  AB  sind 
und  das  jenen  kürzesten  Abstand  gleichfalls  zur 
Höhe  hat.  Daher  ist  das  Tetraeder  ABCD  der  sechste  Theil  des  Pro- 
duktes aus  der  Fläche  des  Parallelogramms  cefß/' und  des  kürzesten  Ab- 
standes  von  AB  und  CD,  Der  Inhalt  dieses  Parallelogramms  ist  aber 
ed  '  CD  '  sin  {CBy  ed)  =  AB  -  CD  sin  {AB,  CD),  u.  s.  w. 

Denkt  man  sich  durch  einen  beliebigen  Punkt  B^  des  Systems 
(Fig.  29,  b.)  alle  möglichen  Axen  ß  gelegt  und  bestimmt  alle  ihnen 
conjngirten  Axen  or,  so  fallen  diese  sämmtlich  in  eine  Ebene,  nämlich 
in  die  Normalebene  der  Sehne  B^ff\  welche  diese  Sehne  halbirt.  Dreht 
sich  daher  von  zwei  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Schrauben- 
bewegung conjngirten  Axen  die  eine  um  einen  Punkt  des 
Systems  um,  so  beschreibt  die  andere  eine  bestimmte  Ebene. 

Fällt  die  Axe  ß  mit  der  Sehne  B^ff'  zusammen,  so  kreuzt  sie  die 
ihr  conjugirte  Axe  et  rechtwinklig.  Man  kann  daher  durch  jeden- 
Punkt  des  Systems  eine  Axe  legen,  zu  welcher  die  conju- 
girte Axe  rechtwinklig   ist. 

§.  5.  V.  Die  Folge  von  beliebig  vielen  Rotationen  und 
Translationen  ist  immer  einer  Schraubenbewegung  äquiva- 
lent. Man  findet  dieselbe,  indem  man  die  Rotationen  in  der  gegebenen 
Ordnung  und  die  Translationen  für  sich  zusammensetzt;  die  resulti- 
lende  Rotation  und  die  resultirende  Translation  liefern  die  Schrauben- 
bewegung  nach  Satz  I. 
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VI.  Zwei  Schraub  enbewegungen  sind  einer  einzigen 
dritten  Scbraubenbewegnng  äquivalent;  die  Ordnung  der- 
selben ist  nicht  vertauscbbar.  Es  genügt,  die  Scliraubenbewegnngen 
in  ihre  Rotations-  und  Tran.slationscomponenten  aufzulösen;  die  beiden 
Translationen  liefern  wieder  eine  Translation,  die  Rotationen  eine  Ro- 
tation nebst  Translation.  Setzt  man  die  so  gewonnenen  Translationen 
in  eine  einzige  zusammen,  so  verbindet  sie  sich  nach  Satz  I.  mit  der 
zuletzt  erhaltenen  Rotation  zu  der  resultirenden  Schraubenbewegung. 

§.  6.  Werden  die  in  den  sechs  vorstehenden  Sätzen  auftretenden 
Translationen  und  Rotationsamplituden  unendlich  klein,  so  vereinfachen 
sich  die  Sätze  in  folgender  Weise. 

1.  Die  Folge  oder  auch  die  gleichzeitige  Verbindung  einer  unend- 
lich kleinen  Translation  dx  und  einer  unendlich  kleinen  Rotation  d^  um 
eine  zur  Richtung  von  dv  geneigte  Axe  a  ist  äquivalent  einer  unendlich 
kleinen  Schraubenbewegung  von  derselben  Amplitude  d^  und  Translation 
dt  um  eine  zur  Axe  a  parallele  Axe  j3;  diese  Axe  ß  liegt  mit  a  in  einer 
zu  der  durch  a  und  dt  bestimmten  Ebene  senkrechten  Ebene  und  zwar 
auf  derjenigen  Seite  von  a,  nach  welcher  hin   die  Rotation  d^  erfolgt, 

dr 

in  einem  Abstände  rf  =  t^co^A,  wenn  A,  wie  früher,  die  Neigung  von 

d  V  o     cj 

dt  gegen  die  zu  a  senkrechte  Ebene  bedeutet.     (Vgl.  Fig.  28.) 

2.  Die  Folge  oder  auch  gleichzeitige  Verbindung  zweier  unendlich 
kleinen  Rotationen  d^,  dd''  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  (o,^)  und 
(/?,  6)  ist  äquivalent  einer  unendlich  kleinen  »Schraubenbewegung.  Die 
Figur  29  b.  erleidet  hiefür  folgende  Modificationen.  Da  rf^,  rf^'  ver- 
schwindend klein  sind,  so  fällt  die  Axe  /  in  die  Ebene  (o'/3)  und  läuft 
also  die  Axe  der  Schraubenbewegung  parallel  mit  den  Ebenen  der 
Schicht,  welche  durch  die  Axen  er,  ß  bestimmt  wird ;  sie  ist  mithin  senk- 
recht zu  dem  kürzesten  Abstände  AB'  ^=d  dieser  Axen.  Die  Amplitude 
dS  der  Schraubenbewegung  erhält  man  zufolge  des  Satzes  vom  Paralle- 
logramm der  Rotationen  (Cap.  IV.  §.  2.)  und  zwar  ist 

sin  ycc        sin  yß  sin  aß 

~d^~  ~     d&     ~     dS  ' 

Die  unendlich  kleine  Translation  B'B"  ist  senkrecht  zu  Äff  und  flillt  iu 
die  Ebene  (aß)\  ihr  Werth  ist  rf  •  rfO.     Da  die  Ebene  ff  ff' ff'  mit  df»r 
Ebene  {ay\  also  jetzt  mit  der  Ebene  (a  ß^  zusammenftllt',  welche  senk 
recht  zu  AB*  ist,   so    f^llt   der  Punkt   C  in    die  Richtung   des   kürzesten 
Abstandes  Äff  beider  Axen  und   ist   seine  Entfernung  von   der  zweiten 

ff  B*'  d  ^ 

Axe  Cff  =   -   ^   .  cos  (ff' ff  ff")  =  d  .  --^  .  vos  ya,  da  Winkel  ff'ffff' 

dS  ^  '  dB  ' 

gleich  Winkel  (yV)  =  (y  a)  ist   (weil  ff  ff'  auf  a  und  ff  ff"  auf  y  senk- 
recht steht).     Die   Tianslationscomponente   der  Schraubenbewegung  ist 
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B 


d^' 


Figr.  31. 


B"  =s  dz  =  d  '  d^  '  sin  ya,    oder  da  sin  yci  =  — -^  •  sin  {a  ß)  ist, 

rfr  = — — ^.     Diese  Gleichung   ergibt  sich   auch    aus    dem 

dty 

Riodrigues'schen  Satze,  indem  man  denselben  für  unendlich  kleine  Am- 
plituden und  Translationen  in  Anwendung  bringt.  Die  Figur  31.  er* 
läutert  den  Uebergang  der  Fig.  29  b. 
Tür  den  Fall  der  unendlich  kleinen  Be- 
wegungen. 

Sind  die  Amplituden  der  Rota- 
tionen gleich,  so  bildet  y  mit  cc  nnd  ß 
gleiche  Winkel.  —  Der  Unterschied 
der  Aufeinanderfolge  der  Rotationen 
füllt  weg;  sie  können  beide  gleich- 
zeitig erfolgen.  Die  Rotation  dd"  um 
et  verrückt  die  Axe  j3,  die  Rotation  um 
ß  die  Axe  er  unendlich  wenig;  dabei 
verschiebt  sich  blos  die  Axe  y  in  sich 
selbst  um  die  unendlichkleine  Grösse 
dz.  Analog  der  oben  gegebenen  For- 
mel für  den  kürzesten  Abstand  CB^  der  Schraubenaxe^  von  der  Axe  ß 
erhält  man  durch  geeignete  Vertauschung  der  correspondirenden  Ele- 
mente für  den  kürzesten  Abstand  CA  derselben  Schraubenaxe  von  der 

d^' 
Axe  a  die  Formel  C^  =  (/• -^  •  cosyß.      Demnach    erhält    man    weiter 

dS  ^ 

für  das  Theilungsverhältniss  des  kürzesten  Abstandes  durch  die  Schrau- 
benaxe : 

CA  _  rfO'   cos  yß 

CB  "" 


d^         sinya 

oder  da  -.-  =  —, ^  ist : 

dv         sinyp 


dd"    cos  ya 


CA 
CB 


tgjya 

tgyß 


Es  theilt  demnach  die  Schraubenaxe  den  kürzesten  Abstand  der  Axen 
ff,  ^  im  Yerhällniss  der  Tangenten  der  Winkel,  welche  sie  mit  diesen 
Axen  bildet. 

§.  7.  Bereits  im  Cap.  I.  §.  2.  wurde  gezeigt,  dass  ein  unveränder- 
liches System  aus  einer  ersten  Lage  in  eine  zweite  gelangt  ist,  sobald 
dies  bei  irgend  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Puflkten  desselben 
der  Fall  ist.  Haben  daher  beide  Lagen  drei  Doppelpunkte,  so  sind  alle 
Punkte  Doppelpunkte  und  fallen  beide  Lagen  zusammen.  Sollen  also 
beide  Lagen  von  einander  verschieden  sein,  so  können  sie  nur  2, 1  oder 
0  Doppelpunkte  besitzen.     Die  beiden   ersten  dieser  Fälle  sind  in  deu 
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vorigen  Capiteln  erörtert  worden,  denn  die  Bewegung  des  Systems  ist 
in  diesen  Fällen  äquivalent  einer  Rotation  um  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Doppelpunkte  als  Axe  und  einer  Rotation  um  den  einen  Doppcl- 
punkt. £2s  bleibt  daher  von  allen  möglichen  Fällen  der  Bewegung  eines 
unveränderlichen  Systems  blos  der  eine  noch  zu  untersuchen,  in  welchem 
die  beiden  Lagen  keinen  Doppelpunkt  besitzen;  dieser  Fall  ist  der  all- 
gemeinste und  zu  seiner  Behandlung  dienen  die  in  vorliegendem  Capitel 
bis  jetzt  entwickelten  Sätze,  aus  denen  sich  die  folgenden  ergeben. 

I.  Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  £ 
aus  einer  ersten  Lage  £'  in  eine  zweite  £"  ist  äquivalent 
der  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  Axen  auf  anendlich 
viele  Arten,  sodass  die  eine  von  diesen  willkührlich  ge- 
wählt und  die  andere  dazu  gefunden  werden  kann.  Siadnäm- 
lieh  ß\  /3"  irgend  zwei  homologe  Gerade  von  £\  £"  und  auf  ihnen  ^,  A"; 
B\  B''  zwei  homologe  Punktpaare,  so  construire  man  die  Kngelflächc, 
welche  diese  beiden  Paare  enthält  und  denke  sich  ein  Hülfssystem  g, 
dessen  beide  Lagen  ö',  ö"  die  Punkte  ^^  B' \  Ä\  B'  als  homologe  Punkte 
und  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  als  Doppelpunkt  (0',  0")  besitzen. 
Nach  Cap.  IV.  gelangt  dies  System  ö  aus  der  Lage  a'  in  die  Lage  q* 
durch  Rotation  um  eine  bestimmte  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Ax<* 
<i,  welche  die  Durchschnittslinic  der  Normalebonen  ist,  welche  man  in 
den  Mitten  der  Sehnen  ÄÄ\  BB"  auf  diesen  Sehnen  errichten  kann. 
Mit  dieser  Axe  a  fällt  eine  gewisse  Gerade  a  des  Systems  Z  zusammen, 
und  da  durch  Drehung  um  sie  die  Gerade  ß  aus  der  Lage  /3'  in  die 
Lage  /?"  übergeführt  wird,  so  bedarf  es,  nachdem  dies  geschehen,  blos 
noch  einer  Rotation  um  letztere,  damit  das  System  Z  vollständig  in  die 
Lage  Z"  gelange.  Die  Linie  ß  kann  willkührlich  angenommen  werden 
und  zu  ihr  als  zweiter  Rotationsaxe  die  zugehörige  erste  Axe  a  nach  der 
vorigen  Construction  gefunden  weiden. 

II.  Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  £ 
aus  einer  ersten  Lage  21'  in  eine  zweite  S"  ist  äquivalent 
der  Folge  einer  Translation  und  einer  Rotation  in  belie- 
bigerOrdnung  auf  unendlich  viele  Arten.  Ertheilt  man  nämlich 
dem  System  eine  Translation  übereinstimmend  nach  Grösse,  Richtung 
und  Sinn  mit  der  Verbindungssehne  zweier  homologer  Punkte  -/,  A'  von 
X'  und  Z'\  so  gelangt  dasselbe  in  eine  gewisse  Lage  Z^^  in  welcher  es 
mit  Ü'  einen  Doppelpunkt  (^,  Ä')  besitzt.  Nach  Cap.  FV.  gibt  es  daher 
eine  durch  A'*  gehende  Axe  cy,  durch  Rotation  um  welche  21  aus  der 
Lage  Z^  in  die  Endlage  2^'  gelangen  kann.  Da  Translation  und  Rotation 
vertauschbare  Bewegungen  sind,  so  kann  das  System  auch  erst  die  Ro> 
tation  um  eine  zu  der  eben  erwähnten  Axe  parallele,  durch  A^  gelegte 
Axe  ausfuhren  und  dann  die  Translation  AÄ'  erleiden ,  um  schliesslich 
in  dieselbe  Lage  S'  übergeführt  zu  sein. 
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Da  man  zur  Translation  jede  andere  Verbindungssehne  zweier  homo- 
loger Punkte  von  £\  2^"  wählen  kann,  so  ist  die  Aufgabe,  das  System 
£  aus  der  Lage  £'  in  die  Lage  2?"  durch  eine  Folge  von  Translation 
und  Kotation  überzuführen,  auf  unzählige  Arten  lösbar.  Obgleich  die 
hiezn  dienenden  Translationen  im  Allgemeinen  nach  Grösse  und  Rich- 
tung verschieden  sind,  so  ist  die  Rotation  dennoch  nach  Axen- 
richtnng,  Amplitude  und  Sinn  immer  die  nämliche  und 
haben  die  Translationen  parallel  der  Richtung  dner  Rota- 
tionsaxe  sämmtlich  gleiche  Compohenten.  Zieht  man  nämlich 
darch  irgend  einen  andern  Systempunkt  B  mit  a  eine  Parallele  /3,  so 
gelangt  dieselbe  durch  die  Translation  J'J^'  aus  der  Lage  /?',  in  welcher 
sie  durch  B^  ging)  in  ^ine  Lage  ß^^  und  bleibt  sich  und  cc  dabei  fort- 
während parallel.  Durch  die  nachfolgende  Rotation  des  Systems  um  a 
gelangt  sie  in  ihre  definitive  Lage  j3",  in  welcher  sie  durch  B"  hindurch- 
geht. Da  sie  auch  während  dieser  Rotation  sich  parallel  bleibt,  so  folgt, 
dass  sie  auch  dann  in  ihre  definitive  Lage  gelangt,  wenn  das  System 
statt  der  Translation  A'J"  die  Translation  B^B"  erleiden  würde.  Ertheilt 
man  folglich  dem  System  diese  letztere  Translation,  so  bedarf  es  blos 
noch  einer  Rotation  um  (/?,  |3"),  damit  dasselbe  die  Endlage  U"  erreiche. 
Daher  sind  alle  den  verschiedenen  Translationen  ^'-4",  B^B^\  .  .  .  ent- 
sprechenden Rotationsaxen  einer  gemeinschaftlichen  Richtung  parallel. 
Da  nach  Ausführung  der  Translation  A'A''  das  System  blos  noch  um  die 
Ase  a  zu  rotiren  braucht  und  dabei  sich  parallel  einer  zu  a  senkrechten 
Ebene  bewegt,  so  folgt,  dass  durch  die  Translation  A'A'  alle  zur  Rich- 
tung der  Rotationsaxe  senkrecht  durch  die  verschiedenen  Punkte  A^ 
^,  . . .  geführten  ebenen  Schnitte  des  Systems  bereits  in  ihre  definitiven 
Ebenen  gelangt  sind.  Dasselbe  gilt  von  der  Translation  B'  B'\  etc. 
Daher  müssen  die  Rotationen  um  die  parallelen  Axen  a,  ß  äquivalent 
sein.  Sie  können  sich  daher  blos  um  eine  Translation  senkrecht  zu 
ihrer  gemeinschaftlichen  Axenrichtung  unterscheiden  und  haben  folglich 
gleiche  Amplituden  von  demselben  Sinne.  Ein  zur  Axenrichtung  o  senk- 
rechter Schnitt  des  Systems  bewegt  sich  in  Folge  der  Translation  ÄÄ 
parallel  mit  sich  selbst  aus  sein€(V  Lage  in  Z'  in  die  homologe  Lage  in.  ' 
Z"  um  eine  Strecke,  welche  durch  die  Projection  der  Translation  ÄÄ 
auf  die  Richtung  tu  angegeben  wird  ;  da  et  auch  durch  die  Translation 
I(Bf\  .sowie  durch  jede  andere  eben  dahin  gelangt,  so  folgt,  dass  die  Pro- 
jectionen  aller  Translationen  ÄÄ\  B'B*\  .  .  .  auf  die  Axenrichtung  a,  oder 
also  die Translationscomponenten  parallel  dieser  Axe  gleich  gross  sind.  Die 
gemeinschaftliche  Richtung  der  Rotationsaxen  ist  mithin 
diejenige  Gerade  des  Raumes,  für  welche  die  Verbindungs- 
sehnen  der  homologen  Punktpaare  von  ^'  und  JC"  gleiche 
Projectionen  liefern. 

ni.    Jede  Bewegung   eines   unveränderlichen  Systems  Z. 
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aas   einer  Lage  ^  -  in    eine   andere  Z"  ist    äquivalent    einer 
Schraubenbewegung. 

Dem  vorigen  Satz  zufolge  ist  nämlicb  die  Bewegung  des  Systems 
äquivalent  einer  Translation,  welche  nach  Grösse,  Kichtung  und  Sinn 
mit  der  Verbindungssehne  zweier  homologer  Punkte  A\  Ä*  von  £  und 
E*'  übereinstimmt  und  einer  Rotation  um  eine  durch  den  Punkt  A 
gehende  Axe  a.  Diese  beiden  Bewegungen  sind  aber  nach  §.  1,  Satzl. 
einer  Schraubenbewegung  äquivalent,  welche  wie  dort  gefunden  wini, 
indem  man  die  Translation  ÄÄ'  in  zwei  Componenten  zerlegt,  die  cino 
parallel  der  Rotationsaxe,  die  andere  senkrecht  zu  ihr.  Die  erstcre 
dieser  Componenten  ist  die  Translationscomponente  der  Schrauben- 
bewegung, die  zweite  bestimmt  in  Verbindung  mit  der  Rotation  um  a 
die  Axe  derselben  ihrer  Lage  und  Amplitude  nach. 

Unmittelbar  kann  dieselbe,  wie  folgt,  bestimmt  werden.  Da  das 
System  in  seine  neue  Lage  übergeführt  ist,  sobald  drei  nicht  in  gerader 
Linie  liegende  Punkte  ihre  Endlagen  erreiclit  haben,  so  milssen  drei 
Sehneu  ÄÄ\  B'B^\  C'C\  welche  nicht  parallel  sind,  zur  Auffindung  ge- 
nügen. Nun  ist  die  Richtung  der  Axe  et  und  mithin  auch  die  der 
Schraubenaxe  die  Richtung  des  Raumes,  in  Bezug  auf  welche  alle  Sehnen, 
insbesondere  also  auch  jene  drei  gleiche  Projectionen  besitzen.  Ziebt 
man  also  durch  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  drei  Strecken  Oa^  06, 

Oc  (Fig.  32.)  gleich,  parallel  und  von  dem- 
selben Sinne  mit  den  Sehnen  A'Ä\  B^B^\  CC 
legt  durch  die  Punkte  a,  6,  c  eine  Ebene 
und  zieht  durch  0  die  Normale  dieser  Ebene, 
so  erfüllt  dieselbe  die  Bedingung  der  Gleich- 
heit der  Projectionen ,  und  zwar  ist  sie  die 
einzige  Richtung,  welche  dieser  Bedingung 
genügt.  Nachdem  auf  diese  Weise  die  Rich- 
tung der  Schraubenaxe  gefunden  ist,  ergibt 
sich  die  Lage  derselben  im  Räume  und  im 
beweglichen  System  folgendermassen  mit 
Hülfe  zweier  Punktpaare,  z,  B.  ^',  .<"; 
^,  ff\  Zwei  durch  Jl  und  A'*  zur  Schraa- 
bonaxenrichtung  parallel  gezogene  Gerade  a  und  a'  sind  hoino](»ge 
Gerade  von  Z'  und  Z'\  indem  eine  bewegliche  Gerade  durch  die 
Schraubenbewegung  aus  der  Lage  et  in  die  Lage  n"  gelangt;  sie 
liegen  daher  auf  einer  Cy linderfläche,  deren  Axe  mit  der  Schrauben- 
axe zusammenfällt.  Legt  man  daher  durch  sie  eine  Ebene  und  hal- 
birt  den  zwischen  ihnen  in  dieser  enthaltenen  Parallelstreifen  a  a" 
durch  eine  ihnen  parallele  Normalcbcnc  (welche  mithin  durch  die  Mitte 
der  Sehne  A[Ä'  geht),  so  muss  diese  die  Schraubenaxe  enthalten ;  wendet 
man  dieselbe  Construction  nochmals,   nämlich  in  Bezug  auf  die  Punkte 


Fig.  32. 


^l 
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II^  K'  an,  indem  man  durch  diese  zwei  zur  Schraubenaxenrichtnng  pa- 
rallele Gerade  /3',  /3"  zieht,  so  liefert  die  Ebene,  welche  den  Parallel- 
streifen ^ ^'  normal  halbirt,  durch  ihren  Durchschnitt  mit  der  vorigen 
Normalebene  die  Schraubenaxe  selbst.  Um  die  Amplitude  der  Schrauben- 
bewegang  zu  finden,  hat  man  nur  nöthig,  durch  die  bereits  gefundene 
Schraubenaxe  und  zwei  homologe  Punkte,  z.  B.  Ä^  Ä\  zwei  Ebenen  zu 
legen,  ihr  Winkel  ist  die  gesuchte  Amplitude.  Der  ebengeführte  Beweis 
zeigt  zugleich,  dass  jede  Bewegung  des  Systems  nur  einer  einzigen  Schrau- 
benbewegung äquivalent  sein  kann. 

Die  Aequivalenz  der  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  mit 
einer  Schraubenbewegung  wurde  von  Chasles  entdeckt  und  im  Bulletin 
des  Sciences  math^m.  von  Ferussac  als  eine  Mittheilung  an  die  Soci^tö 
pbilomatiqae  zu  Paris  vom  5.  Februar  1831  zuerst  gedruckt.  In  Ueber- 
eiustimmung  mit  Chasles  wird  die  Schraubenaxe  auch  die  Centralaxe 
(besser  Centralaxe  der  Bewegung  zum  Unterschiede  von  der  von 
Poinsot  gefundenen  Centralaxe  der  Kräfte)  genannt. 

Der  Satz  über  die  Schraubenbewegung  ergibt  sich  auch  aus  dem 
obigen  Satze  I;  jedes  Paar  Rotationsaxen ,  wie  sie  dort  gefunden  wer- 
den, ist  ein  Paar  conjugirter  Axen  der  Schraubenbewegung. 

§.  8.  Die  Schraubenaxe  ist  eine  Doppellinie  der  beiden  Systeme 
2^,  Z'';  zieht  man  durch  alle  Punkte  von  E'  einerseits  und  durch  die 
ihnen  homologep  Punkte  von  S!'  andererseits  Geraden  parallel  dieser 
Axe,  so  bilden  sie  zwei  Parallelstralenbündel  homologer  Geraden  der 
Systeme,  die  Axe  ist  der  Doppelstral  dieser  Bündel.  Die  Punkte  des 
beweglichen  Systems,  welche  in  die  Schraubenaxe  fallen,  erleiden  wäh- 
rend der  Schraubenbewegung  eine  blosse  Verschiebung  in  ihr,  alle  andern 
Pnnkte  des  Systems  eine  Verschiebung  parallel  dieser  Axe  und  eine  Kota- 
tion  um  dieselbe.  Die  Verbindungssehnen  homologer  Punkte,  welche  in 
die  Axe  fallen,  sind  alle  gleich  und  sind  die  kleinsten  Sehnen  des  Systems. 
Ist  T  die  Translation  und  0  die  Amplitude  der  Schraubenbewegung,  so 
ist  die  Grösse  i  einer  Sehne,  deren  Mitte  von  der  Axe  den  Abstand  r 
besitzt,    gegeben    durch    die  Gleichung   /^  =  4  r^/y^^6  +  t^  und  die 

2r 
Tangente   ihrer  Neigung   q>  gegen    die  Axe   durch   ig  tp  -=  —  cotg  ^6. 

X 

Alle  Sehnen,  welche  gleichen  Abstand  von  der  Axe  haben,  sind  daher 
gleich  und  gleichgeneigt  gegen  die  Axe;  mit  wachsendem  Abstände 
brächst  die  Sehne  und  nähert  sich  ihre  Lage  gegen  die  Axe  immer  mehr 
der  rechtwinkligen  Kreuzung. 

Die  Schraubenbewegung  ist  äquivalent  einer  Eotation  um  irgend  eine 
Gerade  des  obigen  Parallelstralenbündels  von  derselben  Amplitude  in  Ver- 
bindung mit  einer  Translation  gleich  der  einem  Punkte  der  Geraden  ent- 
sprechenden Sehne  des  Systems.  Je  weiter  diese  Rotationsaxe  sich  von  der 
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Schraubenaxe   entfernt,    um  so  grösser  wird   die  zugehörige  Translation 
und    um   so   mehr    biegt  sich    dieselbe   von    der  ßotationsaxe  ab. 

Die  Schraubenaxe  ist  die  einzige  Doppcllinie  der  Systeme  £\  £"; 
hieraus  folgt,  dass  wenn  dieselben  einen  Doppelpunkt  besitzen,  dieser 
auf  der  Axe  liegen  muss.  In  diesem  Falle  fallen  alle  homologen  Punkte 
auf  der  Axe  zusammen,  verschwindet  die  Translationscomponente  der 
Schraubenbewegung  und  geht  diese  selbst  in  eine  blosse  Rotation  über, 
wie  dieselbe  Cap.  IV.  näher  untersucht  wurde.  Besitzen  £'  und  2*' 
zwei  Doppelpunkte,  so  tritt  Aehnliches  ein  und  erhalten  wir  den  Fall  dos 
Cap.  II. 

§.  9.  Es  sei  jetzt  2\  Z'\  E'"  .  ,  .  eine  Reihe  von  Lagen ,  welche 
das  System  Z  während  seiner  Bewegung  durchläuft.  Die, Bewegung, 
welche  dasselbe  aus  der  Lage  Z'  nach  Z"  führt,  ist  äquivalent  einer 
Schraubenbewegung  von  der  Amplitude  O'  und  der  Translation  x  um 
eine  gewisse  Axe  C,  die  Bewegung  aus  der  Lage  Z"  nach  Z!"  ist  ebenso 
äquivalent  einer  zweiten  Schraubenbewegung  (p'\  t")  um  eine  zweite  Axe 
C"  u.  s.  f.  Construiren  wir  alle  diese  Axen  und  ertheilen  dem  Systeme 
Z  statt  seiner,  wirklichen  Bewegung  nach  und  nach  die  Schrauben- 
bewegungen  (O',  t'),  {%^\  t"),  (O"'",  t'")  .  .  . ,  so  ergibt  sich  eine  Bewegung, 
welche  mit  der  wirklich  stattfindenden  in  den  Lagen  Z\.  Z'\  Z*"  .  .  . 
übereinstimmt,  im  Uebrigen  aber  im  Allgemeinen  von  ihr  abweicht. 
Schaltet  man  aber  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen 
andere  Lagen  des  beweglichen  Systems  ein  und  wiederholt  die  Con- 
struction  der  Schraubenbewegungen,  wobei  sowohl  die  Amplituden,  als 
auch  die  Translationen  und  nicht  minder  die  Axen  sich  ändern,  so  er- 
gibt sich  eine  Bewegung,  w^elche  sich  der  wirklichen  Bewegung  weit 
inniger  anschliesst.  Bei  Fortsetzung  dieses  Prozesses  häufen  sich  die  Axen 
immer  dichter  und  dichter,  nehmen  die  Amplituden  und  Translationen, 
weil  die  Lagen  des  Systems  einander  immer  näher  aneinanderrücken, 
ohne  Ende  ab  und  nähert  sich  der  Ort  aller  Axen  einer  bestimmten  ge- 
radlinigen Fläche,  die  ganze  Bewegung  aber  der  wirklich  stattfindenden 
Bewegung  ohne  Ende  als  ihrer  Grenze.  Durch  die  Vollziehung  dieses 
Grenzüberganges  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

IV.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  einer  continuirlichen  Folge  verschwindend  klei- 
ner Schraubenbewegungen  um  die  Erzeugungslinien  einer 
bestimmten  geradlinigen  Fläche  {C)   des  absoluten  Raumes. 

Während  das  System  die  Schraubenbewegung  um  die  Axe  C  er- 
leidet, fällt  eine  bestimmte  Linie  F'  des  Systems  mit  C  zusammen  und 
verschiebt  sich  in  Folge  der  Translationscomponente  der  Schrauben - 
bewegung  in  ihr;  durch  die  folgende  Schraubenbewegung  um  C  verlässt 
r'  diese  Linie,  während  derselben    fällt   aber  eine  zweite  Linie  F"  de« 
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Systems  mit  C"  zasammen;  ebenso  fällt  während  det  Bewegung  um  C" 
eine  dritte  Linie  i^"  in  C*'  u.  s.  f.  Der  geometrische  Ort  aller  dieser 
Geraden  J\  welche  nach  und  nach  mit  den  Schraubenaxen  C  zusammen- 
fallen und  in  diesen  gleiten,  ist  in  der  Grenze  eine  bestimmte  gerad- 
linige Fläche  (r)  des  beweglichen  Systems.  Beide  Flächen  {C)  und  (F) 
berühren  sich  während  der  Bewegung  längs  der  zusammenfallenden  Er- 
zengungslinien  C  und  /^,  C"  und  i^"  u.  s.  f. ,  d,  h.  sie  haben  längs  diesen 
in  allen  Punkten  gemeinschaftliche  Tangenten  ebenen.  Denn  durch  die 
Scbraubenbewegung  um  C  z.  B.  gelangt  F"  in  die  Axe  (f\  während  F' 
in  &  bleibt,  und  C  erst  in  dem  Momente  verlässt,  in  welchem  F'  in  C 
eintritt;  mithin  haben  die  Flächen  in  diesem  Moment  zwei  aufeinander- 
folgende Erzeugungslinien  gemein,  und  berühren  sich  folglich  längs  der 
ersten  von  ihnen.     Man  hat  daher  weiter  den  Satz: 

V.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  dem  Gleiten  und  Rollen  einer  bestimmten  ge- 
radlinigen Fläche  (r)  des  beweglichen  Systems  auf  einer 
bestimmten  geradlinigen  Fläche  {€)  des  absoluten  Raumes. 

Sind  die  beiden  Flächen  Kegelflächen  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt, 
so  ist  das  Gleiten  ausgeschlossen  und  reducirt  sich  die  Bewegung  der 
Flächen  auf  das  blosse  Rollen  der  einen  auf  der  andern ;  die  Bewegung 
ist  die  in  Cap.  IV.  behandelte  Rotation  des  Systems  um  einen  Punkt.  — 
Sind  die  Flächen  Cylinderfiächen,  welche  nicht  aufeinander  gleiten,  son- 
dern blos  rollen,  so  ist  die  Bewegung  die  in  Cap.  III.  behandelte  Be- 
wegung eines  Systems  parallel  einer  Ebene. 

Es  sei  j4  ein  beliebiger  Punkt  des  Systems,  welcher  durch  die 
Scbraubenbewegung  um  die  Axe  (f  aus  der  Lage  A'  in  die  nächstfolgende 
unendlich  nahe  Lage  ^"  gelangt;  man  ersetze  die  in  der  Schrauben- 
bewegung enthaltene  Rotation  durcji  die  gleiche  Rotation  um  die  durch 
A  gehende,  zu  C'  parallele  Axe  c  und  füge  die  zu  dieser  senkrechte 
Translation  A^A^  zu,  so  wird  letztere  mit  der  Translationscomponenten  der 
Schraubenbewegung  zusammen  äquivalent  der  Translation  A'A''  sein  und 
mithin  die  Scbraubenbewegung  äquivalent  sein  einer  Rotation  von  der- 
selben Amplitude  mit  ihr  um  eine  durch  einen  beliebigen  Punkt  A  des 
Systems  gehende,  zu  ihrer  Axe  parallele  Axe  und  einer  Translation 
gleich  der  Strecke,  welche  dieser  Punkt  beim  Uebergang  des  Systems 
aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite  durchläuft.  Wiederholt  man  diese 
Zerlegung  der  Schraubenbewegung  bei  den  Axen  (f\  C'\  .  . ,  so  ergibt  sich 
folgender  Satz: 

VL  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  der  im  Allgemeinen  krummlinigen  Translation, 
welche  durch  dieBahn  eines  beliebigen  seiner  Punkte  ange- 
geben wird  in  Verbindung  mit  einer  continuirlichen  Rota- 
tionsfolge  um  Axen,  welche  durch  die  aufeinanderfolgenden 
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Orte  d  i  es  e  s  Pti  nk  t  e  8  parallel    der  Schranbenaxe   ge- 
legtwerden. 

Während  der  Bewegung  fallen  mit  den  Axen  c',  c",  c"  .  .  .  gewisse 
Linien  /,  y\  /'. ..  des  Systems  zusammen  und  da  der  Punkt  A  die  Punkt- 
reihe Ä^Ä\Ä'\,,  welche  auf  dem  geometribchen Orte  derAxen  c\  c\  c'". .. 
liegt,  durchläuft,  so  gehen  alle  diese  Linien  y  durch  A  hindurch  und  bil- 
den im  beweglichen  System  eine  Kegelfläche,  deren  Erzeugungslinien  nach 
und  nach  mit  der  Kotationsaxe  zusammenfallen.  Ziehen  wir  durch  den 
Punkt  A'  ausser  c  noch  eine  Schaar  Gerader,  resp.  parallel  c\  c", .  .  . 
so  bilden  diese  einen  zweiten  Kegel,  und  wenn  wir  diesem  die  Trans- 
lation A'A"A'" .  ,  .  ertheilen,  so  gelangen  wegen  des  Parallelismus 
diese  Geraden  nach  und  nach  in  die  Lage  von  c\  c* ^  c"' . . . ;  rollt  daher 
der  erste  Kegel  (7)  auf  diesem  zweiten  (c),  während  dieser  selbst  die 
Translation  erleidet,  so  gelangt  das  System  nach  und  nach  in  alle  seine 
Lagen.     Daher: 

yn.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  dem  Rollen  eines  dem  System  angehörigen  Ke- 
gels auf  einem  andern  gleichfalls  beweglichen,  aber  nicht 
dem  System  angehörigen  Kegel,  welcher  eine  Translation 
besitzt,  welche  durch  die  Bahn  des  Mittelpunktes  des  er- 
steren  Kegels  bestimmt   ist. 

§.  10.  Jeder  Lage  des  Systems  entspricht  eine  bestimmte  Gerade 
der  Fläche  (C),  um  welche  dasselbe  eine  unendlich  kleine  Schrauben- 
bewegung ausführt,  um  in  die  folgende  unendlich  nahe  Lage  zu  gelangen. 
Diese  Gerade  heisst  die  Momentanaxe  und  die  unendlich  kleine 
Schranbenbewegung  um  sie  die  Elementarbewegung  des  Systems, 
entsprechend  jener  Lage  desselben. 

In  Folge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn  als  Element  einer  gewissen  gemeinen  Cylinder- 
schraube;  ist  daher  die  Momentanaxe  und  das  Verhaltniss  der  Ele- 
roentaramplitnde  zur  Elementartranslatiou ,  welche  ihr  zukommen,  be- 
kannt, so  hat  die  Aufgabe,  die  Tangente  und  Normalebene  der  Bahn 
zu  bestimmen,  keine  Schwierigkeit.  Die  Cylindersch raube  hat  übrigens 
mit  der  Bahn  des  Punktes  blos  ein  Element  gemein  und  berührt  sie  folg- 
lich blos  in  der  ersten  Ordnung;  sie  ist  wesentlich  verschieden  von  der 
Schmiegnngsschraubenlinie,  welche  die  Curve  weit  inniger  berührt. 

An  diese  Betrachtungen  lässt  sich  die  Behandlung  einer  Keihe  von 
allgemeinen  und  speziellen  Aufgaben  anschliessen,  in  ähnlicher  Weise,  wie 
wir  dies  Cap.  IIL  und  IV.  gethan  haben.  Die  Bewegung  des  Systems 
ist  bestimmt,  sobald  die  Bewegung  dreier  Punkte  desselben  bestimmt 
ist.  Man  findet  die  Momentanaxe  und  die  Elemente  der  Schraubcubowegung 
um  sie,  indem  man  die  §.  7.  III.  (Fig.  32.)  gegebene  Constmction  für 
den  Fall  durchführt,  dass  die  Sehnen  A'A\  B*1f\  C(f'  die  unendlich  kleinen 
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Bogenelemente  der  Bahnen  der  drei  Punkte  darstellen.  Zunächst  wird 
man  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  des  Baumes  drei  Gerade  parallel 
den  Tangenten  dieser  Bahnen  ziehen  und  auf  ihnen  von  0  aus  drei  den 
Bogenelementen  proportionale  Längen  im  Sinne  der  Bewegung  dieser 
Pankte  auftragen;  die  Ebene,  welche  die  Endpunkte  derselben  enthält, 
ist  senkrecht  zur  Momentanaxe  und  ihre  Normale  folglich  die  Kichtung 
dieser  Axe.  Hierauf  wird  man  durch  zwei  der  drei  Punkte  mit  dieser 
Axenrichtnng  Parallelen  legen  und  durch  sie  Ebenen  führen  normal  zu 
den  Ebenen,  welche  eine  Parallele  und  die  Tangente  der  Bahn  des 
Punktes  enthalten,  durch  welchen  die  Parallele  gelegt  ist;  der  Durch- 
schnitt dieser  Ebenen  ist  die  Momentanaxe.  Die  Elementartranslation 
der  Schrauben bewegung  ist  gleich  der  Projection  eines  der  Bogenelemente 
anf  die  Richtung  der  Momentanaxe;  die  Elementaramplitude  wird  erhal- 
ten, indem  man  die  Projection  dieses  Bogenelementes  auf  die  zur  Mo* 
mentanaxe  senkrechte  Ebene  durch  den  Abstand  des  Punktes  von  der 
Momentanaxe  dividirt,  dessen  Bahn  das  Bogenelement  angehört. 

Die  Bewegung  des  Systems  und  damit  die  Bewegung  dreier  seiner 
Pankte  kann  auf  sehr  mannigfache  Art  bestimmt  sein ;  so  z.  B.  dadurch, 
dass  zwei  Punkte  genÖthigt  werden,  bestimmte  Curven  zu  beschreiben, 
während  ein  dritter  eine  bestimmte  Fläche  nicht  verlassen  darf;  oder 
dadurch,  dass  ein  Punkt  eine  Cnrve  beschreiben  und  eine  Fläche.,  die 
durch  ^n  hindurchgeht,  zwei  andere  gegebene  Flächen  berühren  soll;, 
oder  dadurch,  dass  eine  Fläche  des  Systems  drei  gegebene  Flächen 
fortwährend  berühren  soll,  etc.  Der  letztere  Fall  ist  sehr  allgemein,  in- 
dem die  bewegliche  Fläche  sich  in  drei  andere  spalten  kann,  von  denen 
einzelne  in  Punkte  degeneriren  können. 

Die  individuelle  Natur  der  Bewegung  des  Systems  wird  durch  die 
beiden  geradlinigen  Flächen  (C),  {T)  bestimmt,  von  denen  die  letztere 
auf  der  ersteren  rollt  und  gleitet.  So  viele  derartige  Flächenpaare  denk- 
bar sind,  so  viele  verschiedene  Bewegungsarten  des  Systems  sind  mög- 
lich. Darunter  gibt  es  jedoch  Fälle  von  einer  gewissen  Unbestimmtheit. 
Denn  nicht  immer  sind  die  Elemente  der  Schraubenbewegnng,  Trans- 
lation und  Amplitude,  durch  die  Beschaffenheit  der  Flächen  bestimmt 
und  es  können  z.  B.  zwei  Cylinder  auf  mannigfache  Weise  aufeinander 
rollen  und  gleiten. 

Die  Bewegungsarten  des  Systems  lassen  sich  eintheilen  nach  dem 
Gesichtspunkte,  dass  die  Flächen  ((7),  (r)  beide  windschief,  oder  beide 
abwickelbar  sind  oder  die  eine  von  ihnen  windschief,  während  die  andere 
abwickelbar  ist.  ,  Die  Bedingungen,  welche  erfüllt  sein  müssen,  wenn 
der  eine  oder  der  andere  dieser  Fälle  eintreten  soll,  sind  bekannt  und 
von  Resal  in  seinem  Traitd  de  Cin^matique  pure.  Paris  1862,  ausführ- 
licher behandelt. 

§.  11.   Als  ein  interessantes  Beispiel  zu  den  Lehren  dieses  Capitels 
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wollen   wir  die   Scbmiegnngsschratibenlinie    der  Curyen  dop- 
pelte!^ Krümmung  bestimmen. *)     Ein  uuyef &nderlicbes  System  £  be- 
wege sieb  80 ,  dass  ein  Punkt  A  desselben  eine  gegebene  Cnrve  doppelter 
Krümmung  beschreibt,  eine  durch  A  hindurchgebende  Gerade  /  des  Sy- 
stems  fortwährend   Tangente    dieser   Cnrve    und   eine   durch   t  gehende 
Ebene  s  fortwährend  Schmiegungsebene  derselben  bleibt.    Die  zu  /'in  i 
senkrechte  durch  A  gehende  Gerade  p  bleibt  dann  immer  Hauptnormale 
jIj^         und  die  zu  e  nurmale  gleichfalls  durch  A  gezogene  Gerade  n  die  Binor- 
male der  Curve.  «Die   drei  zu  einander  rechtwinkligen  Geraden  t,  p,  n 
charakterisiren  das  bewegliche  System  hinreichend  und  um  die  Bewegung 
desselben  mit   den   im  vorigen   §.  angegebenen  Bestimmungsweisen    der 
Bewegung  in  Einklang  zu   bringen,  genügt  es,  sich  auf  t  irgend  einen 
l^inkt  B  und  auf  q  einen  andern  Punkt  C  des  Systems  zu  denken;  von  den 
drei  Punkten  A^  By  C  ist  alsdann  der  erste  genöthigt,  die  gegebene  Curve 
zu  beschreiben,  während  der  zweite  auf  deren  Tangenten  fläche  und  der 
dritte  auf  deren  Fläche   der  Hauptnormalen  oder  Krümmungshalbmesser 
•  bleiben   muss.      Der  Uebergang    des   Systems  2  aus   einer  Lage  £^^    in 
welcher  A^  t^  qy  n  die  Lagen  Aiy  t\  q\  n    haben,    in  eine  andere  unend- 
lich nahe  Lage  Il'\   in  welcher  diese  Elemente  sich  in  j(\  (\  q\  n'  be- 
finden,   erfolgt    durch    eine  Elementarschraubenbewegung,    um    die  Be- 
stimmung   deren   Axe,    Elementartranslation  und  Elementaramplitude   es 
«ich   hier  handelt.     Die  Bewegung  des  Systems  ist  nun  zunächst,  äquiva- 
lent der  Translation  Äj^\    welche  das  Bogenelement  ds  der  Curve  dar- 
stellt, und  einer  Kotation  um  eine  durch  A"  gehende  Axe  y.     Da  nach 
Ausführung  der  Translation  die  Punkte  der  Tangente  t  durch  die  Rotation 
in  die  Punkte  der  Tangente  i"  gelangen  müssen,  so  folgt»  dass  die  Rota- 
tionsaxe  in  der  zur  Schmiegungsebene  (/V)  normalen  Halbirungsebene  des 
Contingenzwinkels  cfo  liegen  muss;  da  ferner  durch  dieselbe  Rotation  die 
Gerade  q  aus  der  Lage  Pn  in  welche  sie  durch  die  Translation  gelangt 
ist,  in  die  Lage  von  q"  übergeführt  werden  soll,  so  muss  die  Rotations- 
axe    in   einer  Ebene   liegen ,    welche    den  Winkel   p,  q*  halbirt   und    sn 
dessen  Ebene   senkrecht  ist.     Die  Schnittlinie   beider   Halbirungsebenen 
ist  folglich  die  Rotationsaxe  selbst.     Da  dün  unendlich  klein  ist,  so  fallt 
die  erste  Halbirungsebene  mit  der  Ebene  {fn)y   der  sogenannten  rectifi- 
cirenden  Ebene  der  Curve  im  Punkte  A'  zusammen  und  ist  folglich  die 
Rotationsaxe  senkrecht  zu  q    und  da   die  zweite  Halbirungsebene  senk- 
recht zur  Ebene  (p ,  q*)  oder  also  senkrecht  zu  der  Ebene  ist,  welche  mit 


*)  Vgl.  tneinr  8chrift:  Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Kriiromuufr. 
in  rein  goometrischcrDArBtellunf^.  Leipz.,  B.  Ü.  Teubner,  I8ö9.  S.  82,  sowie  S.  21  u. 
&1.  —  In  neuester  Zeit  gab  Chelini  in  Battaglini*8  Giornale  di  Matematicii.  T.  V. 
(1867).  p.  96  eine  Kntwickelung  der  Schranbenbewegnng  der  Curven  doppelter  Kriim- 
oinng  in  der  im  Texte  befolgten  Anordnung. 
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^\  q"  parallel  länft,  so  ist  die  Rotationsaxe  als  Schnittlinie  beider  Halbi- 
mngsebenen  senkrecht  zu  q  nnd  q\  Sie  hat  daher  die  Richtung  des  kür- 
zesten Abstandes  der  beiden  Haaptnormalen  q\  q"  und  f&Ut  mit  der  soge- 
nannten rectificirenden  Oeraden  der  Curve  im  Punkte  A'  zusammen,  wenn 
wir  sie ,  was  w.egen  der  Yertauschbarkeit  der  Folge  von  Translation  und 
Rotation  erlaubt  ist,  durch  A'  statt  durch  Jl'  ziehen.  Die  Grösse  der 
Translation  der  gesuchten  Schraubenbewegung  ist  die  Projection  von  ds 
auf  die  Richtung  der  Schraubenaxe,  folglich  der  kürzeste  Abstand  de  von 
ff  und  ^"j  die  Amplitude  derselben  ist  der  Winkel  dk,  welchen  (»',  p" 
oder  p|,  q''  mit  einander  bilden  (Winkel  der  ganzen  Krümmung).  Ist 
iyt)  der  Winkel,  den  die  Rotationsaxe  mit  der  Tangente  f  bildet,  so 
wird  die  Translationscomponente  parallel  y,  de  =  dS'Cos  {yt')  und  die 
zu  dieser  Axe  senkrechte  Componente  dS'Sinyf^  daher  ist  der  Abstand 

p  der  Schraubenaxe  (auf  o'  gemessen)  von  A^  gleich  — .  ,  „ —  und  be- 

\9Q  ) 

zeichnet  der  Endpunkt  dieser  Strecke  den  Fusspunkt  des  kürzesten  Ab- 
standes der  Geraden  q\q"  auf  q\  Um  diese  Formeln  zu  entwickeln, 
snchen  wir  die  Winkel  (y  /')  und  (^'^")»  Fig.  33  stellt  ^'  und  (>"  in  den  bei- 
den aufeinanderfolgenden  Schmiegungsebenen, 
sowie  (»,  (parallel  q'),  nebst  der  Projection  (»3 
von  q"  auf  die  erste  Schmiegungsebene  dar. 
Die  von  den  drei  Kanten  pj,  (»2»  q'  gebildete 
Ecke  A"  ist  an  q^  rechtwinklig,  ebenso  das 
gleichnamige  sphärische  Dreieck,  welches  wir 
erhalten ,  indem  wir  um  A!'  mit  der  Einheit  als 
Radius  eine  Kugelfläche  beschreiben.  In  diesem 
letzteren  misst  der  Bogen  ^i  Q2  ^^^  Contingenz- 
Winkel  cfco,  weil  q^  und -^2  ^^  ^^^  ersten  Schmie- 
gungsebene normal  zu  den  Tangenten  in  A*  und 
A'  sind,  ^'^2  ^^^  Winkel  da  der  beiden  Schmie- 
gungsebenen, weil  die  Ebene  desselben  normal 
ist  zu  der  Schnittlinie  beider,  nämlich  der  Tan- 
gente in  j{'  und  p,  q"  den  Winkel  dk  der  beiden  Hanptnormalen  q\  q\ 
da  Q^  pararallel  q  ist.  Dies  unendlich  kleine  rechtwinklige  Dreieck  ist 
als  eben  anzusehen  und  in  demselben  ist  also  dk^=dGy^  +  dtf^,  oder  wenn 

ds 
man  diese  Gleichung  mit  cf«^  dividirt    und   die   drei  Längen  —  =  (», 

--  =  r,  — —  =  R  einführt,  nämlich  den  Krümmungsradius,  Schmiegungs- 
oa  dk 

radios  und  Radius  der  ganzen  Krümmung! 

Auf  den  drei  Ebenen  der  Ecke  stehen  senkrecht:   die  Tangente  /* 

6* 
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(oder  i^  was  wegen  des  unendlicbkleinen  Winkels  dta  keinen  Unter- 
schied macht)  auf  der  Ebene  von  da^  die  Binormale  auf  der  des  Winkels 
duh  und  die  Rotationsaxe  oder  rectificirende  Gerade  anf  der  Ebene  von 
dk.   Daher  sind  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  bei  q'*  und  ^,  gleich 

TL 

{yC)  und  (w'/')  =--    „    —   (y'')?  mithin  erhält  man 

/     »V  do        R         ,     ,      *s         ^®         Ä 

cos  (y/)  =        _  -,     sm  {y  t  )  ^         — 

und  hiermit  wird 

/    ^\        do  ,  R 

de  ^=  ds  -  cos  (yt)=   ..  rfs  =      '  ds 

dk  r 

und 

_  d©     ds  _  R^ 

^  ~  dk  '  dk~  7 
Thcilt  man    demnach  den  Krümmungshalbmesser  A'K  =  q   in  C  so, 
dass  /{C  -  A'IC=  R^   wird   und   zieht   durch  C  eine  Gerade   parallel    der 
rectificir enden  Ebene  (t'n)^  welche  mit  der  Richtung  der  Tangente  /  einen 

Winkel  bildet,  dessen  Cosinus        ist,  so  ist  sie  die  gesuchte  Scbraubenaxe 

r 

c,  um  welche  das  System  (iQn)  sich  bewegen   muss,   um   aus    der  Lage 

{f  {f  n)   in  die  Lage  {f'^'n")   zu   gelangen.      Die  Translation    der  hierzu 

nöthigen  Elementarschraubenbewegung  ist  de  und  die  Amplitude  dk. 

Man  kann  die  Schraubenbewegung  auf  mannigfache  Art  in  zwei 
Rotationen  um  conjugirte  Axcn  auflösen;  nimmt  man  zu  der  einen  von 
diesen  die  Tangente,  so  wird  die  andere  die  KrÜmmungsaxe  (die  Nor- 
male zur  Schmiegungsebene  im  Krümmungsmittelpunkte);  sie  sind  ein 
Paar  rechtwinklig  conjugirfe  Axen.  Durch  die  Rotation  um  die  Krttm- 
mungsaxe  von  der  Amplitude  gleich  dem  Contingenzwinkel  dt»  gelangt 
A  von  A'  nach  Ä'  und  q'  nach  ^,,  /  nach  /'  in  der  Schmiegungsebene, 
durch  die  Rotation  um  die  Tangente  von  der  Amplitude  gleich  dem 
Schmiegnngswinkel  da  rückt  q  aus  der  Lage  9,  in  die  definitive  Lage  ^' . 

In  Folge  der  Schranbenbewegung  beschreibt  der  Punkt  A  das  Bogen 
elemcnt  A^Ä'  als  Element  einei  gemeinen  (Jylinderschraube,  deren  Axe  c 
ist;  der  Basisradius  des  zugehörigen  Cylindcrs  ist  p.  Da  die  Axo  c 
parallel  der  rcctificirendcn  Geraden  y  ist,  so  ist  diese  Gerade  eine  Er> 
zeugungslinie  des  Cylindcrs  und  da  sie  in  dor  zur  Schmiegungsebene 
senkrechten  rcctificirendcn  Ebene  (j'n)  liegt,  so  besitzen  die  beiden  Tan- 
genten /',  f*  gleiche  Neigung  gegen  sie.  Daher  hat  die  erwähnte  Cylinder- 
schraube  mit  der  gegebenen  Curve  zwei  Tangenten  gemein  und  berührt 
sie  folglich  dreipunktig;  in  Folge  dessen  hat  sie  auch  mit  ihr  gemein- 
schaftlichen  Krümmungskreis.  Da  beide  Curven  aber  auch  die  rectifici- 
rende Gerade  gemein  haben,  so  fallen  nicht  nur  ihre  ersten,  sondern 
auch  noch  die  folgenden  Schmiegungsobenen  zusammen  und  haben  beide 
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Carven  anch  gleiche  Schmiegungsradien  nnd  Radien  der  ganzen  Krüm- 
mnng.  Die  BerühruDg  der  Cnrven  ist  also  eine  dreipnnktige  besonders 
inniger  Art,  aber  noch  keine  vierpnnktige,  die  dritten  Tangenten  fallen 
zwar  in  dieselbe  Schmiegnngeebene,  aber  nicht  in  dieselbe  Gerade.  Die 
hier  constrnirte  Schranbenlinie  heisst  die  Schmiegangsschranbe  der  Curve 
im  Punkte  Ä,  Im  Allgemeinen  berühren  die  Schraubenlinien,  deren 
Elemente  die  Punkte  eines  Systems  während  der  Elementarschrauben- 
hewegnng  durchlaufen,  die  Bahnen  der  Punkte  nur  zweipunktig,  die 
spezielle  Ast  der  Bewegung  unseres  Systems,  derart,  dass  nicht  nur  der 
Punkt  A  die^urve  beschreiben  sollte,  sondern  auch  noch  die  Geraden 
/,  ^,  n  mit  den  Krümmungselementen  der  Curve  in  einer  intimeren  Be> 
Ziehung  zu  bleiben  genöthigt  wurden,  führte  eine  innigere  Berührung 
herbei. 


Zum  Schlüsse  dieses  Capitels  und  des  hauptsächlichsten  Theiles  der 
Lehre  von  der  Bewegung  unveränderlicher  Systeme  fügen  wir  noch 
einige  Bemerkungen  über  die  Bewegung  einer  gewissen  Gattung  veränder- 
licher Systeme  hinzu.  Die  Geometrie  kennt  eine  Verwandtschaft  zweier 
Systeme,  welche  die  Collineation  oder  die  projectivische  Verwandtschaft 
heisst  und  dadurch  definirt  ist,  dass,  wenn  in  dem  einen  Systeme  Punkte 
in  gerader  Linie  liegen,  ihre  homologen  Punkte  im  andern  System  gleich* 
falls  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  auch  in  andern  Abständen  von 
einander.  Hieraus  folgt,  dass  einer  Ebene  eine  Ebene,  allen  Ebenen, 
welche  dnrch  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  gehen,  wieder  Ebenen  ho- 
molog sind,  welche  durch  den  homologen  Punkt  oder  die  homologe  Ge- 
rade gehen.  Congruente  und  ähnliche  Systeme  sind  spezielle  Fälle  dieser 
allgemein  projectivisch en  Systeme.  Nun  können  zu  einem  System  un- 
zählig viele  andere,  ihm  projectivische  construirt  werden ,  und  wenn  man 
sich  eine  solche  Schaar  continuirlich  aufeinanderfolgend  denkt,  so  sieht 
.man  ein,  dass  es  möglich  ist,  dass  ein  veränderliches  System  sich  so 
bewege,  dass  es  nach  und  nach  mit  allen  zusammenfällt  und  sich  also 
selbst  immer  projectivisch  bleibt.  Derartige  Bewegungen  eines  ver- 
änderlichen Systems  gibt  es  unzählig  viele,  denn 'es  ist  dnrch  die  bis- 
her gemachten  Annahmen  weder  die  Art  der  Veränderlichkeit  vollkom- 
men, noch  die  Art  der  Aufeinanderfolge  der  Lagen  des  beweglichen 
Systems  überhaupt  bestimmt.  Es  kann  leicht  gezeigt  werden,  dass  zwei 
projectivische  Systeme  durch  5  Paar  homologe  Punkte  bestimmt  sind,  so 
dass,  wenn  diese  gegeben  sind,  man  im  Stande  ist,  zu  jedem  beliebigen 
sechsten  Punkte  des  einen  den  homologen  des  anderen  zu  finden. 
Hieraus  folgt,  dass,  wenn  zwei  solche  Systeme  eine  beliebige  gegen- 
seitige Lage  im  Baume  haben,  sie  höchstens  4  Doppelpunkte  besitzen 
können,    ohne  vollständig    zusammenzufallen.      Die  vier  Doppelpunkte 
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bestimmen  vier  Doppelebenen,  welche  durch  sie  hindurchgeben  und  sechs 
Doppellinien,  welche  sie  paarweise  verbinden.  In  jeder  dieser  Doppel- 
ebenen liegen  also  im  Allgemeinen  drei  Do})pelpnnkte  und  drei  Doppel- 
linien, in  deren  jeder  Doppellinie  zwei  Doppelpunkte,  aber  nicht  mehr. 
Wenn  .daher  ein  System  sich  so  bewegt,  dass  es  während  der  Bewegung 
sieb  selbst  projectivisch  bleibt,  so  ist  diese  Bewegung  durch  folgende 
Eigenschaften  ausgezeichn  et : 

1.  In  jedem  Momente  der  Bewegung  ruhen  vier  bestimmte  Punkte  des 
Systems,  während  die  übrigen  rings  herum  liegenden  sich  bewegen.  Diese 
vier  Punkte  wechseln  mit  jeder  andern  Lage  des  Systems  «nd  erzeugen 
vier  Curvcn  im  absoluten  Raum,  welche  die  geometrischen  Orte  dieser 
Buhepunkte  sind,  sodass  in  jedem  Moment  die  Bewegung  von  vier  System- 
punkten, welche  in  diese  Curven  eintreten,  für  einen  Augenblick  erlischt. 

2.  In  jedem  Momente  ruhen  6  Gerade  des  Systems,  sodass  deren 
Punkte  blos  in  diesen  Geraden  sich  bewegen;  jede  Gerade  enthält  zwei 
der  vorgenannten  vier  Buhepunkte. 

3.  In  jedem  Momente  ruhen  vier  Ebenen  des  Systems,  sodass  deren 
Punkte  und  Geraden  blos  in  ihnen  sich  bewegen;  jede  Ebene  enthält 
drei  der  ruhenden  Linien  und  drei  Buhepunkte*. 

Die  angegebene  Zahl  der  Buhepunkte,  Buhelinien  und  Buheebenen 
ist  blos  das  Maximum,  sie  kann  geringer  sein;  dann  werden,  wie  man 
sagt,  einige  von  ihnen  imaginär. 

Man  kann  zeigen,  dass  für  die  Bewegung  eines  Systems,  welches 
während  seiner  Bewegung  sich  ähnlich  bleibt,  von  den  vier  Buhepunkten 
nur  zwei  vorhanden  sind,  von  denen  der  eine  in  endlicher  Entfernung, 
der  andere  aber  im  Unendlichen  liegt,  dass  mithin  von  den  6  Buhelinieu 
nur  eine  einzige,  nämlich  die  Verbindungslinie  der  beiden  Buhepunkte, 
und  von  den  vier  Bnheebenen  nur  zwei,  nämlich  die  unendlich  ferne  Ebene 
und  die  zu  der  einzigen  Buhelinie  im  endlich  entfernten  Buhepunkte 
senkrechte  Ebene.  Hienach  besteht  die  Bewegung  eines  veränderlichen 
sich  ähnlich  bleibenden  Systems  in  einer  Botation  um  eine  Axe  and 
einer  gleichzeitigen  Bewegung  der  Systempunkte  in  der  Bichtung  nach 
einem  bestimmten  Punkte  hin  oder  von  ihm  weg  und  zwar  so,  dass  das 
Abstandsverhältniss  von  ihm  für  alle  dasselbe  bleibt. 

Soll  das  System  während  seiner  Bewegung  sich  selbst  congruent 
bleiben,  so  geht  es  in  ein  unveränderliches  über.  Für  die  congruenten 
Systeme  entfernt  sich  der  letzte,  in  endlicher  Entfernung  liegende  Buhe- 
punkt  der  ähnlichen  Systeme  gleichfalls  ins  Unendliche,  während  die 
Buholinie  bleibt,  in  ihr  aber  zwei  homologe  Grade  liegen,  welche  erst 
durch  Verschiebung  sich  decken  können.  In  der  Buhelinie  finden  wir 
die  Axe  und  in  der  Verschiebung  die  Translation  der  Schrauben- 
bewegung des  unveränderlichen  Systems  wieder.  Iliemit  ist  die  zu  An- 
fang  des   Cap.  I    ausgesprochene  Behauptung    gerechtfertigt,    da«s    die 
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neuere    synthetische  Geometrie  die   Mittel    besitze,    um   die   Schrauben- 
bewegung unmittelbar  nachzuweisen. 

Die  erste  Idee  zum  Verständniss  der  Bewegung  eines  Systems, 
welches  sich  ähnlich  bleibt,  hat  wohl  Chasl es  gehabt,  wenigstens  kann 
man  dies  nach  der  früher  citirten-  Abhandlung  im  Bulletin  von  F^mssac, 
welche  die  Entdeckung  der  Schraubenbewegung  enthält,  vermuthen.  In 
neuester  Zeit  erschienen  zwei  Abhandlungen  über  eine  spezielle  hierher 
gehörige  Aufgabe,  nämlich  über  die  Bewegung  eines  ebenen,  sich  ähn- 
lich bleibenden  Systems  in  seiner  Ebene,  wenn  drei  Gerade  des  Systems 
durch  drei  feste  Punkte  gehen,  die  eine  yon  Durand  (Nouvelles  Annales 
de  Math^m.  p.  Terquem  et  Gerono  2'^'»«^  Serie,  T.  VI.  p.  80),  in  welcher 
der  von  Petersen  in  demselben  Journal  aufgestellte  Satz,  dass  bei  dieser 
Bewegung  jede  beliebige  vierte  Gerade  gleichfalls  durch  einen  festen 
Punkt  geht,  bewiesen  wird,  die  andere  von  Wiener  (Annali  die  mate- 
matica  pura  ed  applicata  p.  Cremona,  Seria  11,  T.  I,  p.  139),  welche 
den  Petersen^schen  Satz  gleichfalls  beweist,  an  diesen  Beweis  aber  weiter- 
gehende Consequenzen  anknüpft. 


VI.  Capitel 

Die  relative  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems. 

§.  1.  Ein  unveränderliches  Systems  sei  in  Bewegung  und  sei  der 
geometrische  Vorgang  derselben  bekannt;  ein  Punkt,  welcher  von  dem 
System  unabhängig  ist,  bewege  sich  gleichfalls  und  sei  seine  Bewegung 
ebenfalls  bekannt;  endlich  sei  auch  noch  eine  Beziehung  zwischen  bei- 
den Bewegungen  gegeben,  vermöge  welcher  zu  jeder  Lage  des  Punktes 
die  zugehörige  Lage  des  Systems  und  umgekehrt  unzweideutig  gefunden 
werden  kann.  Eine  solche  Beziehung  wird  am  einfachsten  dadurch  be- 
gründet, dass  man  die  Lagen  des  Punktes  und  des  Systems  von  ein 
and  derselben  Grundvariablen  abhängig  macht.  Während  nun  Punkt 
und  System  sich  bewegen,  trifft  der  Punkt  mit  immer  andern  Punkten 
des  Systems  zusammen,  sodass  er  im  System  eine  bestimmte  Punktreihe 
durchwandert  oder  also  im  System  eine  bestimmte  Bahn  beschreibt. 
Diese  Bewegung  des  Punktes  im  System,  d.  i.  also  seine  Ortsverände- 
ning  im  System,  heisst  seine  relative  Bewegung  und  die  Bahn, 
welche  er  in  ihm  beschreibt,  nämlich  die  continuirliche  Folge  der  System- 
pankte,  mit  welchen  er  während  seiner  Bewegung  zusammentrifft,  seine 
relative  Bahn  in  Bezug  auf  das  System.  Dieser  relativen  Be- 
wegung gegenüber  heisst  die  Ortsveränderung  des  Punktes  im  absoluten 
Baume  seine  absolute  Bewegung  und  seine  Bahn  in  diesem  seine 
absolute  Bahn, 
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Bewegen  sich  zwei  Systeme  zngleich,  so  nimmt  jedes  im  andern 
siiccessive  andere  and  andere  Lagen  an  nnd  beschreibt  also  jeder  Punkt 
des  einen  im  andern  eine  relative  Bahn.  Die  Ortsveränderong  des 
einen  Systems  im  andern  heisst  seine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
dieses.  Es  hat  also  jedes  von  ihnen  eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
das  andere. 

Bewegen  sich  drei  Systeme  zugleich,  so  hat  jedes  in  Bezug  auf  jedes 
andere  eine  relative  Bewegung;  da  aber  die  beiden  andern  selbst  in 
Bezug  auf  einander  relative  Bewegungen  besitzen,  so  kann  eine  solche 
relative  Bewegung  mehrmals  mit  der  Bewegung  der  ersten  der  drei 
Systeme  in  Verbindung  gebracht  werden.  Insofern  könnte  man  von 
relativen  Bewegungen  verschiedener  Ordnungen  sprechen :  das  bekannte 
Beispiel  vom  Passagier,  welcher  sich  auf  dem  Schiffe  bewegt,  während 
dieses  den  Strom  hinabfährt  und  dieser  an  der  Bewegung  der  Erde  Theil 
nimmt,  geniigt  dies  zu  erläutern. 

Die  Aufgaben,  welche  der  Geometrie  der  Bewegung  hinsichtlich  der 
relativen  Bewegung  .eines  Punktes  zufallen,  sind  folgende: 

1.  Wenn  gegeben  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes,  die  Bewegung 
des  Systems  und  eine  Beziehung,  vermöge  welcher  zu  jeder  Lage  des 
Punktes  die  ihr  entsprechende  Lage  des  Systems  gefunden  werden  kann, 
die  den  absoluten  Orten  des  Punktes  entsprechenden  relativen  Orte  des- 
selben im  System,  also  auch  seine  relative  Bahn  in  diesem  zu  bestimmen. 

2.  Wenn  gegeben  ist  die  relative  Baiin  des  Punktes  im  System,  die 
Bewegung  des  Systems  und  eine  Beziehung,  durch  welche  zu  jeder  rela- 
tiven Lage  des  Punktes  auf  der  relativen  Bahn  die  entsprechende  Lage 
des  Systems  gefunden  werden  kann,  die  entsprechenden  absoluten  Orte, 
also  auch  die  absolute  Bahn  des  Punktes  zu  bestimmen. 

3.  Wenn  gegeben  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes,  seine  relative 
Bahn  und  eine  Beziehung,  welche  die  entsprechenden  absoluten  und 
relativen  Orte  bestimmt,  sowie  ein  bewegliches  System,  welchem  die 
relative  Bahn  angehört,  die  jenen  Orten  entsprechenden  Lagen  des 
Systems  oder  die  Bewegung  des  Systems  zu  finden  (unbestimmte  Auf- 
gabe). 

Achnliche  Aufgaben  lassen  sich  für  die  relative  Bewegung  zweier 
Systeme  aufstellen,  wobei  aber  jede  derselben  in  doppeltem  Sinne  gelöst 
werden  kann,  nämlich  einmal  für  das  eine,  das  anderemal  für  das 
andere  System.     Sie  lauten: 

1.  Wenn  gegeben  sind  die  absoluten  Bewegungen  zweier  Systeme 
(durch  die  Elementarschraubenbewegungen  für  alle  Lagen  oder  die 
Flächen  (C)  und  {P)),  die  relative  Bewegung  des  einen  in  Bezug  auf  das 
andere,  d.  h.  die  Elemente  der  relativen  Schraubenbewegung  oder  die 
relativen  Flächenpaare  (C),  (f)  zu  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  eine 
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Relation   bekannt  ist,    vermöge    welcher    die    sich    entsprechenden   Be- 
wegnngszustände  beider  Systeme  aufgefunden  werden  können. 

2.  Wenn  die  absolute  Bewegung  des  einen  Systems  und  die  rela- 
tive  Bewegung  des  andern  in  Bezug  auf  dasselbe,  sowie  eine  Relation 
gegeben  ist,  welche  ermöglicht,  die  sich  entsprechenden  Zustände  beider 
Bewegungen  zu  ermitteln,  die  absolute  Bewegung  des  zweiten  Systems 
zu  bestimmen. 

3.  Wenn  die  absolute  Bewegung  eines  ersten  Systems,  seine  rela- 
tive Bewegung  in  Bezug  auf  ein  zweites  und  die  das  Entsprechen  der 
Be wegnngszustände  vermittelnde  Relation  gegeben  ist,  die  absolute  Be- 
wegung des  zweiten  Systems  zu  finden. 

§.  2.  Für  die  Behandlung  dieser  Aufgaben  ist  das  folgende  Princip 
von  Wichtigkeit,  welches  die^  Bestimmung  der  relativen  Bewegung  eines 
Punkts  oder  Systems  in  Bezug  auf  ein  gegebenes  System  auf  die  Be- 
stimmung einer  absoluten  Bewegung  zurückführt.  Wir  wollen  dasselbe 
zunächst  für  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  erläutern.  Das  be- 
wegliche System  sei  £,  P  d^r  Punkt,  um  dessen  relative  Bewegung  in 
£  es  sich  handelt  und  falle  P  in  einem  bestimmten  Momente  mit  dem 
Systempunkte  p  zusammen ,  d.  h.  habe  die  Lage  p  auf  seiner  relativen 
Bahn.  Ertheilt  man  nun  dem  System  ausser  der  vorhandenen  noch 
eine  weitere  Elementarbewegung,  so  würde  vermöge  dieser  aliein  der 
Systempunkt  p  sich  von  P  entfernen,  ertheilt  man  daher  P  dieselbe  Be- 
wegung, welche  der  mit  ihm  eben  vereinigte  Systempunkt  p  annimmt,  so 
bleibt  P  mit  p  verbunden  und  entfernt  sich  von  ihm  blos  in  Folge  seiner 
absoluten  Bewegung.     Daher  der  Satz: 

Die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein 
bewegliches  System  wird  nicht  geändert,  wenn  man  dem 
System  noch  irgend  eine  andere  Bewegung,  dem  Punkte 
aber  zugleich  in  jedem  Momente  diejenige  Bewegung  er- 
theilt, welche  der  in  diesem  Momente  mit  ihm  zusammen- 
fallende Symsteropunkt  vermöge  der  zugefügten  Bewegung 
annimmt. 

Wählt  man  zu  der  zuzufügenden  Bewegung  in  jedem  Momente  die- 
jenige, welche  der  vorhandenen  Elementarbewegung  des  Systems  entgegen- 
gesetzt ist,  so  gelangt  das  System  zur  Ruhe,  während  sich  die  abso- 
lute Bewegung  des  Punktes  mit  der  ihm  zu  ertheilenden  entgegengesetzten 
Bewegung  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  zu  der  rela- 
tiven Bewegung  combinirt  und    ergibt  sich  daher  weiter: 

Die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein 
System  ist  in  jedem  Momente  die  Resultante  aus  der  abso- 
luten Bewegung  desselben  und  derjenigen  Bewegung, 
welche  der  Bewegung  des  mit  dem  Punkte  in  diesem  Mo- 
mente zusammenfallenden  Systempunktes  entgegengesetzt 
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ist.  Da  das  System  hiobei  ruht,  so  geschieht  die  Bestimmung  der  re- 
lativen Bewegung  in  demselben  hiedurch,  wie  die  einer  absoluten  und 
ist  mithin  dieser  Satz  das  Mittel,  um  die  Bestimmung  der  relativen  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  die  einer  absoluten  zurückzuführen. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  diese  Betrachtungen  auf  die  relative 
Bewegung  eines  Systems  in  einem  andern  anwenden.  Die  relative 
Bewegung  eines  Systems  in  Bezug  auf  ein  anderes  System 
wird  nicht  geändert,  wenn  man  beiden  in  jedem  Momente 
ein  und  dieselbe  Elementarbewegung  (Elementarschrauben- 
bewegung  von  derselben  Translation  und  Rotation  um  die- 
selbe Axe)  ertheilt. 

Die  relative  Bewegung  eines  Systems  in  Bezug  auf  ein 
anderes  System  ist  in  jedem  Momente  die  Resultante  aus 
der  absoluten  Bewegung  des  ersteren  und  der  entgegen- 
gesetzten Bewegung  des  zweiten,  n&mlich  die  aus  diesen 
beiden  Elementarschraubenbewegungcn  resultirende  Ele- 
mentarbewegung. 

§.  3.  Die  Anwendung  dieses  Princips  auf  die  Lösung  der  obigen 
Aufgaben   über  die  relative  Bewegung  eines  Punktes   oder  Systems   ist 

leicht.     Es  sei  für  irgend  eine  Lage  des  Systems 
(C,  r)  (Fig.  35)  die  Momentanaxe  und  pp  das  Ele- 
>y^    J  ment  der  Schraubenlinie,   welches   der   mit   dem 

Punkte  P,  dessen  relative  Bewegung  zu  bestimmen 
ist,  zusammenfallende  Systempunkt  p  beschreiben 
würde;  kehrt  man  die  Elementarbewegung  des 
Systems  um,  so  stelle  pp^  das  dieser  umge- 
kehrton Bewegung  entsprechende  Schraubenele- 
/  /  ment  desselben  Punktes  dar.     Der  Punkt  P  bo- 

schreibe  nun  das  Element  PP'  seiner  absoluten 
Bahn  während  der  Elementarbewegung  des  Sy- 
stems; die  Diagonale  PPy^  des  unendlich  kleinen 
Parallelogramms  PP'P^p^  stellt  alsdann  das  Element  der  relativen  Bahn 
dar  und  P\  P^  sind  die  correspondirendcn  Orte  des  Punktes  P  am  Ende 
der  Elementarbewegung.  Wiederholt  man  dieselbe  Constrnction  fUr  die 
folgende  Elementarbewcgung  des  Systems,  so  ergibt  sich  ein  M'eiieros 
Paar  correspondirender  Orte  u.  s.  f.  und  können  auf  diese  Weise  be- 
liebig viele  Punkte  der  relativen  Bahn  bestimmt  werden. 

Soll  andererseits  aus  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  und 
der  Bewegung  des  Systems  die  absolute  Bewegung  dos  Punktes  ge- 
funden werden,  so  folgt  ebenso  einfach,  dass  das  Element  der  absoluten 
Bahn  die  Diagonale  des  unendlichkleinen  Parallelogramms  ist,  dessen 
Seiten  das  Element  der  relativen  Bahn  und  das  Element  sind,  welches 
der  mit  dem  Punkte,  um  dessen  absolute  Bewegung  es  sich  handelt,  zu- 
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sammenfallende  Punkt  veTmöge  der  Elementarbewegung  des  Systems  be- 
schreibt. 

Sind  endlich  die  absolute  und  die  relative  Babn  gegeben  und  die 
correspondirenden  Punkte  P,  p ;  P^  P^^  so  liefert  das  vorhin  erwähnte 
Parallelogramm  das  Bahnelement  pp  des  Sjstempunktes  p,  welcher  zu 
Anfang  der  Elementarbewegung  des  .Systems  mit  P  zusammenfältt*^die 
Lage  der  Momentanaxe  des  Systems  ist  aber  nicht  vollständig  bestimmt; 
ihre  Richtung  ist  willktihrlich  wählbar,  hat  man  diese  angenommen  und 
durch  pp'  eine  Ebene  parallel  zu  ihr  gelegt,  so  ist  die  Lage  der  Axe 
auf  eine  Ebene  beschränkt,  welche  durch  p  senkrecht  zu  jener  Ebene 
geführt  werden  kann;  die  Elementaramplitade  und  Translation  ergibt 
sich  durch  Zerlegung  des  Elementes  pp\ 

Befindet  sich  der  Punkt  P  in  absoluter  Ruhe «  so  ist  PP  =  0  und 
fällt  das  Element  PPx  der  relativen  Bahn  mit  dem  .Elemente  ppy  der 
Bahn  des  Systempunktes  zusammen,  welche  dieser  vermöge  der  umge- 
kehrten Bewegung  des  Systems  beschreiben  würde;  da  dies  von  allen 
Elementen  gilt,  so  folgt,  dass  die  relative  Bahn  im  System  überhaupt 
mit  der  umgekehrten  Bahn  des  Systempunktes  übereinkommt. 

Soll  der  Punkt  P  sich  in  relativer  Buhe  befinden,  so  muss  PPx  ver- 
schwinden, folglich  PP^  mit  pp'  zusammenfallen,  es  muss  P  mithin  an 
der  Bewegung   des  Systems  theilnehmen. 

§.  4.     Einige  Beispiele  sollen  die  vorstehenden  Lehren  erläutern. 

1.  Es  sei  PPP^'  .  .  .  (Fig.  35)  die  absolute  Bahn  eines  Punk- 
tesP,  ein  System  JE^besitzt  eineTrans- 
lationsbewegung,     vermöge     welcher  *^'     '    , 

alle  Punkte  desselben  Bahnen   con-  i  / 

gruent     und    parallel    ÄÄÄ\..^    der  -^ -yr 

Bahn     eines     Systempunkts    A    be-        /  -vt-v^'     ^- 
schreiben;  es  seien  ferner  P^  Ä\  P^^\     '     '5\/7^. /'* 
/*';  Ä' \  .  .  .    correspondirende    Lagen  ^j — j^^'jt^ 

von  jP  und  ^,  die  in  beliebiger  Menge  ~* 

aufgefunden  werden  können,  die  relAtiveu  correspondiren- 
den Orte  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  System  oder  also 
dessen  relative  Bahn  im  System  zu  bestimmen. 

Zieht  man  AÄ^  ÄP  und  mit  diesen  Geraden  parallel  Pp^^  Ap^^  so  ist 
/>t  der  Ort,  an  welchen  der  mit  P  zusammenfallende  Systempunkt  p  ver- 
möge der  dem  System  zu  ertheilenden  entgegengesetzten  Translations- 
bewegung gelangen  würde,  während  P  selbst  auf  der  absoluten  Bahn 
nach  P'  gelangt.  Durch  Vollendung  des  Parallelogramms  PP'P^Px  er 
gibt  sich  daher  der  dem  Puukt  P'  entsprechende  relative  Ort  jP|.  Die 
Construction  ist  gleich  gut  anwendbar  für  verschwindend  kleine  Abstände 
PP^  ppi^  wie  fiir  endliche,  also  für  die  Elementarbewegungen  so  gut  wie 
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für  Bewegungen  von  endlichen  Bahnstrecken,  nnd  da  bei  Translationen 
alle  homologen  Parthien  der  Figuren  sich  parallel  bleiben,  so  kann  man 
die  Sehnen  der  Bogen  oder  die  Bogen  selbst  zur  Bildung  der  Paralle- 
logramme verwenden.  Ebenso  gut  hätte  man  auch  die  Parallelogramme 
APj£ä  und  Pp'P'P^  benutzen  können;  man  hätte  dann  pp  als  die 
Bahn  des  Systempunktes,  welche  dieser  in  Folge  der  direkten  (nicht 
umgekehrten)  Translation  beschreibt  und  die  absolute  Bewegung  aus 
der  Bewegung  des  Sjstempunktes  und  der  relativen  Bewegung  zu- 
sammengesetzt gedacht,  während  nach  der  vorigen  Construction  die 
relative  Bewegung  aus  der  absoluten  und  der  entgegengesetzten  Be- 
wegung des  Systempunktes  als  Resultante  hervorgehend  gedacht  wird. 

Man  kann  die  Construction  auf  verschiedene  Weise  fortsetzen.  Ein- 
mal kann  man  ÄÄ^Pp^  und  pPP^Pi  bilden  und  erhält  mit  Hülfe  der 
Lage  p2  ^^^  Punkts  p,  welche  der  umgekehrten  Translation  ÄA'  ent- 
spricht, den  Punkt  P^  der  relativen  Bahn,  welcher  durch  die  direkte 
Translation  mit  P'  zusammengeführt  wird;  oder  man  fUhrt  die  Con- 
struction für  den  mit  P'  zusammenfallenden  Systempunkt  P^  unter  Zu- 
grundelegung der  Translation  ÄAl*  aus,  muss  alsdann  aber  den  gewon- 
nenen relativen  Ort  in  die  ursprilngliche  Lage  des  Systems  zurückver- 
setzen,  da  die  Construction  annimmt,  dass  das  System  bereit«  die 
Translation  ÄÄ  ausgeführt  habe  und  P^  sich  in  P  belinde. 

Ist  der  Punkt  P  in  absoluter  Buhe,  so  reducirt  sich  die  absolute 
Bahn  PP'P'  ...  auf  diesen  Punkt  und  fällt  die  relative  Bahn  PP^P^  . .  . 
mit  der  entgegengesetzten  Translationsbahn  pp^  ^2  •  •  >  zusammen  und 
ist  der  direkten  Translationsbahn  ppp*-»  symmetrisch  gleich  in  symme- 
trischer Lage.  Ein  passendes  Spezialboispiel  hiezu  bietet  die  jährliche 
Bewegung  der  Erde  dar.  Wenn  dieselbe  keine  Axendrehung  besässe, 
so  wäre  sie  ein  in  Translation  begriffenes  System  und  die  Translations- 
bahn wäre  die  Ellipse,  welche  ihr  Mittelpunkt  um  den  Sonnenmittel- 
punkt als  Brennpunkt  im  Laufe  des  Jahres  beschreibt.  Wird  nun  der 
Souucnmittelpunkt  als  in  absoluter  Ruhe  befindlich  angenommen,   so  ist 

dessen  relative  Bahn  in  Bezug  auf  die  Erde 

1,».  _    «lu 

eine  symmetrisch  gleiche  und  symmetriscb 
liegende  Ellipse»  welche  vom  Sonnenmittel- 
punkte um  den  Erdmittelpunkt  als  Brenn- 
punkt im  umgekehrten  Sinne  der  Bewegung 
\p    "   /,  ■     ,      der  Erde  beschrieben  wird. 

>  N  /  .  2.    Es    sei  PPP' .  .  .  (Fig.  36)  die 

f\      /»'    1  /i»     ^'  absolute  B  ahn  eines  Punktes  /*,  ein 

System  H  besitze  eine  Rotation   um 

die     Axe    a,     vermöge    welcher    die 

Systompunkte  Kreisbogen    senkrecht    zur   Aze    beschreiben 


\ 


o[  V 
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und  seien  0^pOp\  pOp\  .  ,  ,  die  Aroplitnden  der  Rotation, 
welche  den  absoluten  Lagen  P,  P\  P"  ,  ,  ,  entsprechen,  man 
soll  die  relativen  Orte  des  Punktes  P^  also  dessen  relative 
ßahn  im  System  bestimmen. 

Construirt  man  die  Orte  PtPi^p^  •  •  •»  welche  der  mit  P  zusammen- 
fallende Systempunkt  p  in  Folge  der  entgegengesetzien  Rotation  ein- 
nimmt, so  liefern  die  krummlinigen  Parallelogramme  PPP^p^^  PP'P^p^^ . . . 
die  relativen  Orte  P|,  Pj  '  *  •  ^^^  damit  beliebig  viele  Punkte  der  rela- 
tiven Bahn. 

Ist  der  Punkt  P  in  absoluter  Ruhe,  so  reducirt  sich  die  absolute 
Bahn  auf  den  Punkt  P  und  fällt  die  relative  Bahn  mit  der  entgegen- 
gesetzten Rotationsbahn  des  mit  p  zusammenfallenden  Systempunktes 
zusammen.  Ein  Beispiel  hiezu  bietet  die  tägliche  Bewegung  der  Erde 
dar.  Würde  die  Erde  im  Räume  nicht  fortschreiten,  so  wäre  sie  ein 
System,  welches  blos  eine  Rotation  um  ihre  Axe  besitzt.  Wird  nun  der 
Sonnenmittelpunkt  ab  absolut  ruhend  angesehen,  so  ist  seine  relative 
Bahn  in  Bezug  auf  das  System  ein  Kreis,  dessen  Ebene  senkrecht  zur 
Erdaxe  ist,  und  im  umgekehrten  Sinn  der  Erdrotation  beschrieben  wird 
(scheinbare  Bewegung  der  Sonne  um  die  Erde). 

Als  weiteres  passendes  Uebungsbeispiel  dürfte  die  graphische  Be- 
handlung der  Aufgabe  dienen :  „  Ein  Punkt  beschreibt  als  absolute  Bahn 
eine  Gerade,  senkrecht  zur  Axe  eines  rotireuden  Systems,  die  veränder- 
liche Amplitude  ^  der  Rotation  und  der  veränderliche  Abstand  s  des 
beweglichen  Punktes  von  einem  festen  Punkte  A  seiner  absoluten  Bahn 
bleiben  sich  fortwährend  proportional,  sodass  die  Gleichung  besteht 
t=a%\  man  soll  die  relative  Bahn  des  Punktes  im  rotirenden  System 
finden." 

3.  Besitzt  das  System,  in  Bezug  auf  welches  die  relative  Bewegung 
eines  Punktes  ermittelt  werden  soll,  eine  Schraubenbewegung  um  eine 
feste  Axe,  so  führt  eine  Combination  der  Lösung  der  beiden  vorigen 
Aufgaben  zum  Ziele,  indem  man  die  Schraubenbewegung  in  die  Trans- 
lations-  und  Rotationscomponente  auflöst. 

Bewegt  sich  das  System  einer  Ebene  parallel  oder  dreht  es  cdch  um 
feinen  Punkt  oder  besitzt  es  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung,  so 
reichen  auch  hierfür  die  erläuterten  Principien  für  die  Bestimmung  der 
relativen  Bewegung  aus. 

§.5.  In  Bezug  auf  die  relative  Bewegung  eines  Systems  £'  in 
einem  andern  System  Z"  zu  bestimmen,  ist  die  Aufgabe  zu  lösen,  für 
jedes  Paar  correspondirender  Lagen  der  Systeme  aus  ihren  absoluten 
Elementarbewegungen  (Translationen  und  Rotationen  um  die  absoluten 
Momentanaxen)  die  Momentanaxe,  sowie  deren  Translation  und  Rotation 
um  sie  für  die  relative  Bewegung  zu  ünden.  Indem  man  dem  System 
£  zu  seiner  absoluten  Bewegung  noch   die  entgegengesetzte  Bewegung 
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um  die  Momentanaxe  von  S  ertheilt  und  beide  Bewegungen  zu  der  aus 
ihnen  entspringenden  Schraubenbewegung  zusammensetzt ,  gelangt  man 
zur  Kenntniss  der  gesuchten  Elemente  der  relativen  Bewegung.  Das 
System  2^"  verhält  sich  dabei  für  jeden  Moment  wie  ein  ruhendes  und 
ergibt  sich  in  ihm  eine  geradlinige  Fläche  (C"'),  auf  welcher  eine  ge- 
wisse geradlinige  Fläche  (J'')  rollt  und  gleitet,  um  dem  System  2.'  die 
relative  Bewegung  zu  ertheilen.  Die  erstere  Fläche  ist  der  Ort  der  re- 
lativen Momentanaxen  im  System  Z*\  die  zweite  der  Ort  der  Geraden 
von  2^',  welche  durch  die  relative  Bewegung  mit  den  Momentanaxen  zu- 
sammentreten. 

§.  6.  Für  die  analytische  Behandlung  kommt  das  Problem  der  re- 
lativen Bewegung  eines  Punkten  auf  das  Problem  der  Coordinatentrans- 
formation  zurück.  Man  denkt  sich  nämlich  zwei  Coordinatensysteme, 
von  denen  das  eine  dem  absoluten  Räume,  das  andere  dem  beweglichen 
Systeme  angehört.  Die  Coordinaten  eines  beweglichen  Punktes  in  Be- 
zug auf  das  erste  geben  seinen  Ort  im  absoluten  Räume  an  und  heissen 
seine  absoluten  Coordinaten,  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  das  andere  bestimmen  seinen  Ort  im  beweglichen  Systeme  und  sind 
seine  relativen  Coordinaten.  Die  Art  und  Weise,  wie  diese  Coordinaten 
sich  ändern,  bestimmt  die  Bewegung  der  einen  oder  der  andern  Art. 
Die  absoluten  Coordii\aten  des  Punktes  seien  o:,  y,  z\  die  relativen  der- 
selben x\  y\  z\  die  Bewegung  des  Systems  werde  durch  die  Bewegung 
des  Ursprungs  der  relativen  Coordinaten  und  der  Axcn  des  relativen 
Coordinatensystems  bestimmt.  Da  letztere  in  verschiedenen  Fällen  ein- 
facher, in  anderen  complicirter  ist,  so  behandeln  wir  dieselben  der 
Reihe  nach. 

1.  Das  bewegliche  System  besitze  blos  eine  Translation  (Fig.  37); 

hiebei  bewegen   sich  die  Axen  der   x\  y\  z    pa- 
f*  rallel  mit  sich;  wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen 

1  die  Axen    beider  Coordinaten    als   mit   einander 

^  resp.  parallel  an.  Sind  x^^  y|,  Zy  die  Coordinaten 

'7—  -X.       des    beweglichen  Ursprungs,    so    hängen    sie  mit 

0} i-T-  .--^ — j£       den  6  übrigen  durch  die  Oleichungen  zusammen  : 

Y  a:i+x'  — a:  =  0,  y, +y'--y  =  0,  ^i+c'— r=0, 

welche  man  findet,  indem  man  den  Umfang  des 
Dreiecks,  gebildet  von  den  Anfangspunkten  der  beiden  Coordinaten- 
systeme und  dem  Punkte  {x  y  2),  auf  die  absoluten  oder  auf  die  relativen 
Axen  projicirt,  gleich  Null  setzt.    Die  relativen  Coordinaten  sind  daher : 

X  =  X  —  afj 

y  =  y  —  y\ 

z    =2  —  2,; 
sind  also  die  absoluten  und  die  Coordinaten  des  relativen  Ursprungs  als 
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Functionen  irgend  einer  Grösse  gegeben,  so  erhält  man  hiedurch  die 
relfttiTsn  Coordinaten  als  Functionen  derselben  Grösse. 

2.  Das  bewegliche  System  besitze  blos  eine  Bewegung  uin  einen 
festen  Punkt  (Fig.  38.).  Wir  nehmen  denselben  zum  Ursprung  der  abso- 
luten und  der  relativen  Coordi- 
dinaten  o*,  y,  z\  x\  y\  z  und  be- 
stimmen die  Lage  der  a:%Axe  gegen 
die  festen  Axen  der  x^  y,  z  durch 
die  Winkel,  welche  sie  mit  ihnen 
bildet  und  deren  Cosinusse  a,  6,  c 
seien,  ebenso  die  Lage  der  y'-Axe 
gegen  dieselben  durch  ihre  Nei- 
gungswinkel, deren  Cosinusse  a\ 
h\  c  und  ähnlich  die  Lage  der 
;-Axe  durch  die  Winkel,  deren 
Cosinusse  a",  h'\  c"  sind.  Die  neun 

Grössen  a^h^  c\  a\  b\  c  \  d\h'\  c'  hängen  von  der  Bewegung  des  Systems 
ab  und  sind  unter  sich  durch  6  unabhängige  Relationen  verbunden, 
vermöge  welcher  sie  auf  drei  reducirbar  sind.  Projicirt  man  unter  Vor- 
aussetzung rechtwinkliger  Coordinaten  den  Linienzug  der  Coordinaten 
^',  y\  z  und  zurück  nach  dem  Ursprung  auf  die  absoluten  Axen,  und 
andererseits  den  Linienzug  der  or,  ^,  z  und  zurück  zum  Ursprung  auf  die 
relativen  Axen,  so  erhält  man: 


Xf«**^«'; 


//  / 


X  z=2  ax  +  ay  +  a  z 
y  =  bx  +  b'y  +  h"z 
z  z=:  ex   +  cy  +  c  z 

wobei  die  Relationen  bestehen : 

2  +  J,2  ^.  ^2  ^   1 

+  6'2+c'2=  1 

+  r2+c''2=   1 


a 


a 


'2 


a 


§t> 


a:'  r=  aa:  +  6y  +  cz 
y  =  ax  +  h'y  +  cz 
z  =  a  x+  0  y  +  c  z 

ft2  +  h'i  +   6"2  =  1 

C2  +   c'2  +   c"2=l 


aa    +   hh'    +  cc    =  0 
+  h"b  +  c"c  =  0 


'• ' 


fr 

a  a 


ab  +  ab'  +  aV  =  0 
bc  +  b'c   +  6V  =  0 
c  a    +  c  ö    =0, 


von  denen  jedesmal  die  drei  ersten  ausdrücken,  dass  a,  b,  c  ,  .  ,  Rich- 
tungseosinus  einer  Geraden  sind,  während  die  drei  letzten  die  Recht- 
winkligkeit  der  Axe  darstellen. 

3.  Besitzt  das  bewegliche  System,  die  allgemeinste  Bewegung,  so 
genügt  eine  Combination  der  beiden  vorigen  Fälle,  um  die  relative  Be- 
wegung zu  bestimmen.  Denkt  man  sich  nämlich  durch  den  Ursprung 
der  beweglichen  Axen  drei  Hülfsaxen  der  |,  17,  ^,  welche  während  der 
Bewegung  der  festen  Axen  fortwährend  parallel  bleiben,  so  hat  man, 
wie  bei  2, : 
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y  =  ö'l  +  h\  +  c'f    und  zugleich :     i?  -=  y  —  y  i 

mithin  ans  diesen  Gleichungen  zusammen: 

X  =^a  (a:  —  arj)  +  6  (y  —  yi)  +  ^  (^  —  ^^i) 
y  =a  {x  —  a:,)  +  ft'  (y  —  y,)  +  c'  (2  ~  2 1) 

/  =  fl"  (x  _  o: ,)  +  «^"  (y  -  yO  +  c"  (^  -  ^ i). 

§.  7.  Die  Zerlegung  der  absoluten  Bewegung  eines  Punktes  in 
zwei  oder  mehrere  andere  (welche  zum  Theil  als  relative  Bewegungen 
anzusehen  sind)  ist  ein  wirksames  Mittel,  um  eine  schwierige  Unter* 
suchung  zu  erleichtern  oder  wenigstens  übersichtlicher  zu  machen.  Der 
Gebrauch  der  Coordinatensysteme  führt  fast  von  selbst  dazu;  wir  wollen 
einige  der  wichtigeren  Fälle  daher  behandeln. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  ebene  Curve,  bezogen  auf  ein  Parallel- 
coordinatensystem  der  x,  y;  man  kann  seine  Bewegung  zerlegen  in  eine 
relative  l&ngs  der  Ordinate  und  die  Translation  der  Ordinate  (oder  der 
ganzen  bewegliehen  Ebene)  parallel  der  Abscissenaxe  oder  umgekehrt  in 
eine  relative  Bewegung  parallel  der  Abscissenaxe  und  eine  Translations- 
bewegung parallel  der  Ordinatenaxe.  Die  Projectionen  des  Punktes  auf 
die  Coordinatenaxen  stellen  diese  Bewegungen  dar. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  ebene  Curve;  man  bezieht  dieselbe 
auf  ein  Polarcoordinaten System.  "  Die  Bewegung,  zerf&llt  hier  in  eine 
relative  Bewegung  längs  des  Radiusvectors  und  eine  Rotation  der  Ebene 
um  den  Pol. 

3.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Raumcurve;  sie  wird  auf  ein  Parallel* 
coordinatensystem  bezogen.  Die  Bewegung  zerfällt  in  die  Bewegungen 
der  Projectionen  des  Punktes  auf  die  Axen  oder  in  die  Bewegung  seiner 
Projection  auf  eine  Coordinatenebene  und  eine  Translation  parallel  der 
Axe,  welche  nicht  in  diese  hineinfällt. 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Raumcurve;  man  bezieht  dieselbe  auf 
ein  räumliches  Polarcoordiuatensystem  mit  Htllfe  von  Radiusvector, 
Winkel  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und  Winkel  zwischen  der  Ebene 
des  ebengenannten  Winkels  und  der  Fundamentalebene.  Die  Bewegung 
kann  zerfällt  werden  in  die  Bewegung  längs  des  Radiusvectors  und  eine 
sphärisohe  Bewegung  oder  in  eine  Rotation  um  die  Polaraxe  und  eine 
ebene  Bewegung,  von  denen  die  sphärische  und  die  ebene  Componente 
noch  weiter  aufgelöst  werden  können. 

5.  Wenn  ein  Punkt  eine  Gerade  beschreibt,  diese  Gerade  sich  in  einer 
Ebene  bewegt,  sodass  sie  sich  in  einem  jeden  Momente  um  den  Punkt 
umdreht  und  die  Ebene  sich  im  Räume  so  bewegt,  dass  sie  jeden  Mo- 
ment um  diese  bewegliche  Gerade  rotirt,  so  ist  die  absolute  Bahn  des 
Punktos  eine  Raumcurve,   deren  Tangente  die   Gerade    (weil  sie  durch 
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je  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  des  Punktes  geht)  und  dessen  Schniie- 
gungsebene  jene  Ebene  ist  (weil  sie  durch  je  zwei  aufeinanderfolgende 
Lagen  der  Geraden  gebt).  Umgekehrt  kann  man  die  Bewegung  eines 
Panktes  zerlegen  in  die  Bewegung  in  der  Schmiegungs'ebene  und  die 
Bewegung  dieser  Schmiegungsebene  selbst;  die  Bewegung  in  der  Schmie- 
gnngsebene  zerfXllt  aber  weiter  in  die  Bewegung  in  der  Tangente  und 
die  Bewegung  der  Tangente   in  dieser  Ebene. 

§.  8.  Zwei  unveränderliche  Systeme,  welche  sich  zugleich  bewegen, 
werden,  rein  geometrisch  anfgefasst,  im  Allgemeinen  in  einander  ein- 
dringen, sodass  Punkte  und  Theile  des  einen  zwischen  Theile  des  an- 
dern gelangen,  über  diese  hinweggehen,  etc.  Von  den  vielen  Möglich- 
keiten, welche  in  dieser  Hinsicht  stattfinden  können,  wollen  wir  hier 
blos  die  eine  näher  betrachten,  dass  es  in  den  Systemen  zwei  Flächen 
gibt,  welche  während  der  Bewegung  fortwährend  in  Berührung  bleiben 
und  insbesondere  die  relative  Bewegung  dieser  Flächen  selbst  ins  Auge 
fassen.  Es  ist  dieser  Fall  für  die  Technik  besonders  wichtig  und  sind 
in  der  Regel  diese  Flächen  Oberflächen  der  physischen  Körper,  welche 
dortselbst  die  unveränderlichen  Systeme  oder  wenigstens  Theile  von 
diesen  repräsentiren« 

Hinsichtlich  der  Berührung  zweier  Flächen,  d.  h,  wenn  dieselben 
gemeinschaftliche  Tangenten  ebenen  und  Normalen  und  den  Berührungs- 
punkt der  ersteren  als  gemeinschaftlichen  Doppelpunkt  ihrer  Schnittcurven 
mit  denselben  besitzen,  sind  für  unsere  Untersuchung  folgende  Fälle 
hervorzuheben:  a)  die  Berührung  findet  blos  in  einem  einzigen  Punkte 
8tatt,  welcher  während  der  Bewegung  für  beide  Flächen  derselbe  bleibt; 
b)  die  Berührung  findet  in  einem  einzigen  Punkte  statt,  welcher  zwar 
auf  der  einen  Fläche  immer  derselbe  bleibt,  auf  der  andern  aber  conti- 
nuirlich  wechselt  (eine  springende  Bewegung  wird  hier  ausgeschlossen), 
sodass  die  verschiedenen  Punkte  einer  Curve  der  zweiten  Fläche  nach 
und  nach  mit  jenem  in  Berührung  kommen ;  in  <diesem  Falle  gleitet  jede 
Fläche  an  der  andern  hin;  c)  die  Berührung  findet  in  einem  Punkte 
>^tt,  welcher  aber  auf  beiden  Flächen  continuirlich  wechselt,  sodass  es 
auf  jeder  Fläche  eine  Curve  gibt,  deren  Punkte  nach  und  nach  mit 
Punkten  der  andern  in  Berührung  kommen.  Diese  Curven  haben  in 
jedem  Berührungspunkte  der  Flächen  zwei  Tangenten,  welche  beide  in 
die  gemeinschaftliche  Tangenten  ebene  der  Flächen  fallen ;  fallen  sie  selbst 
zusammen  und  sind  die  vom  Berührungspunkte  auf  beide  Curven  durch- 
laufenen Bogen  gleich,  so  findet  ein  Rollen  der  einen  Fläche  auf  der 
andern  statt,  sind  diese  Bogenlängen  ungleich,  Bollen  und  Gleiten. 
Schneidet  aber  die  eine  Tangente  die  andere  unter  einem  Winkel,  so 
gleitet  die  eine  Fläche  an  der  andern;  der  Fall  b)  ist  alsdann  eine 
»Specialität  dieses  Falles,  welche  hervortritt,  wenn  die  eine  Curve  sich 
auf  einen  Punkt  reducirt ;  der  Winkel  der  Tangenten  kann  veränderlich 

Schell,  Theorie  d.  Bcw.  a.  d.  Kräfte.  7 
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sein  nnd  hie  nnd  da  anch  Nnll  werden,  alsdann  findet  ein  momentaner 
Uebergang  vom  Gleiten  znm  Rollen  statt,  d)  Die  Berührung  findet  in 
mehreren  Punkten  statt,  e)  die  Flächen  berühren  sich  in  allen  Punkten 
einer  Linie,  f)  sie  berühren  sich  mit  allen  ihren  Punkten.  Die  Be- 
wegung ist  im  letzten  Falle  eine  schleifende ;  sie  findet  statt,  wenn  eine 
Kugelfläche  auf  einer  ihr  congruenten  oder  eine  Schraubenfläche  aaf 
einer  congruenten  Schraubenfläche  fortrückt. 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  diese  Fälle  in  Folge  der  Elementar- 
bewegtfng  der  beiden  Systeme,  £\  2*^',  welchen  respective  unsere  Flächen 
S^y  S^\  die  sich  fortwährend  berühren,  angehören,  zu  Stande  kommen. 
Es  genügt,  die  relative  Bewegung  der  einen  Fläche  gegen  die  andere 
zu  untersuchen  und  wir  reduciren  die  relative  Bewegung  von  £"  gegen 
£"  auf  eine  absolute,  indem  wir  Z'  die  entgegengesetzte  Bewegung  von 
£"  ertheilen,  sie  mit  der  absoluten  Bewegung  von  £"  verbinden  und  £^' 
selbst  als  ruhend  denken.  Es  sei  C  die  Momentanaxe  für  diese  Bewegung 
für  irgend  eine  Lage  des  Systems  ^,  dd'  und  dx  die  Elementaramplitude  nnd 
die  Elementartranslation,  welche  ihr  zukommen,  B  einer  der  Berührungs- 
punkte der  Flächen  S',  S^'  und  BP  =:  r  sein  Abstand  von  C,  Man  ersetze 
die  Elementarrotation  dd^  durch  eine  ihr  gleiche  um  eine  durch  B  gehende, 
mit  C  parallele  Aze  c  und  füge  die  hieraus  entspringende  Translation 
rJd,    welche  rechtwinklig  zur  Ebene  {Cc)  ist,  hinzu;  sie  setzt  sich  mit 

dt  zu  einer  resultirenden  Translation  du  =  j/di^  +  r^  d^^  zusammen, 
welche  mit  der  Rotation  dd"  um  die  Axe  c  die  gesammte  Elementar- 
bewegung des  Systems  £  darstellt.  Im  Berührungspunkte  B  haben  nnn 
die  Flächen  ein  Flächenelement  gemein,  welches  in  die  gemeinschaft- 
liche Tangentenebene  fällt.  Damit  sich  also  die  beiden  Flächen  nach 
Ausführung  der  Elementarbewegung  in  einem  folgenden,  dem  Punkte  B 
unendlich  nahen  Punkte  von  Neuem  berühren,  ist  nothwendig,  aber  auch 
genügend,  dass  die  Translation  du  der  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
ebene in  B  parallel  sei.*  In  allen  Fällen,  in  welchen  die  Rotation  d9  =  0 
ist,  findet  ein  Gleiten  der  Fläche  S^  an  S"  statt;  die  Flächen  berühren 
sich  mit  anderen  und  anderen  Punkten,  deren  Tangentenebenen  also 
jedesmal  zusammenfallen,  es  geschieht  dies  aber  allein  in  Folge  einer 
Translation  du, 

Ist  die  Translation  cfti  =  0,  ohne  dass  dd"  um  c  verschwindet,  so 
muss  dr  =  0  und  r  =  0  sein;  es  geht  mithin  die  Momentanaxe  C  dnrch 
den  Punkt  B\  durch  die  Rotation  um  sie  gelangen  zwei  folgende  Punkte 
der  Flächen  zur  Berührung  in  einem  gemeinsamen  Punkte  ZT' und  wenn  jetzt 
wiederum  die  Translation  Null  ist,  so  rotirt  das  System  um  eine  Momentan- 
axe c,  welche  durch  B'  geht  u.  s.  f.  In  allen  diesen  Fällen  findet  ein 
Rollen  der  Fläche  5*  auf  5"  ohne  Gleiten  statt.  Es  ist  hiebet  nicht  nöthig, 
dass  die  Axon  <?,  c\  .  .  in  die  Tangentenebenen  der  Punkte  B^  B',  .  .  fallen; 
findet  dies  nicht  statt,  so  kann  man  die  Rotation  dd'  nm  c  in  zwei  Com- 
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ponenten  zerlegen,  deren  Axen  in  die  gemeinschaftliche  Normale  and 
die  Tangentenebene  fallen.  Die  erstere  dreht  die  Tangentenebene  von 
S^  in  der  Tangentenebene  von  l?%  die  zweite  hebt  sie  ans  dieser  heraus. 
Die  erstere  verleiht  der  Bewegung  yon^S^  den  Charakter  der  Bohrbewegung. 
In  den  Fallen  des  Rollens  der  Flächen  gehen  die  Normalebenen  der 
Bahnen  aller  Systempunkte  durch  die  Momentanaxe.  Sollen  die  Flächen 
S'y  S^'  sich  nicht  blos  in  einem  Punkte,  sondern  in  mehreren  berühren 
nnd  soll  in  allen  diesen  ein  Rollen  derselben  aufeinander  stattfinden,  so 
müssen  alle  auf  der  Momentanaxe  liegen,  und  sollen  die  Flächen  auf 
einander  rollen  und  sich  längs  einer  Linie  berühren,  so  kann  letztere 
nur  eine  Gerade  sein,  welche  mit  der  Momentanaxe  zusammenfällt.  Es 
können  daher  nur  geradlinige  Flächen  aufeinander  rollen  und  sich  dabei 
längs  einer  Linie  berühren ,  diese  Linie  kann  nur  eine  Erzeugungs- 
linie sein. 

In  allen  Fällen ,  in  welchen  du  und  d9^  nicht  Null  sind ,  findet  ein 
Rollen  und  Gleiten  der  Flächen  S>^  S"  auf  einander  zugleich  statt. 


Einige  literarische  Nachweise  zur  Geometrie  der  Bewegung. 

Cartesius  hemerkte  zuerst  das  Momentan centram  bei  der  Erzeugung  der 
Cycloide  (Lettres  de  Descartes,  t.  IT,  p.  39.  (Ausg.  v.  1724).  —  Die  Entdeckung 
des  Momentancentrnms  für  die  allgemeine  Bewegung  eines  ebenen  Systems  in  sei- 
ner Ebene  gebührt  Johann  Bernouilli  (De  centro  spontaneo  rotationis.  Opera, 
t.  IV,  p.  265.  a.  1742).  —  Die  Bewegung  räumlicher  Systeme  erforschten  zuerst 
d^Alembert:  Tratte  de  la  prdcession  des  equinoxes  (1749),  in  welchem  Werke 
znerst  eine  „axe  instantan^e  de  rotation^*  vorkommt  und  Euler:  Dicouverte  d*nn 
nottveao  principe  de  M^canique  (M^m.  de  TAcad.  de  Berlin,  a.  1760);  Du  mouve- 
ment  de  rotation  des  Corps  solides  autour  dMn  axe  variable  (M^m.  de  TAcad.  de 
Berlin,  a.  1758);  Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigidorum  (1765);  For- 
mnlae  generales  pro  translatione  quacunque  corporum  rigidorum  (Novi  Commen- 
tarii  Aead.  Petropolit.  a.  1795.  t.  XX.)  —  Von  grösster  Wichtigkeit  sind  folgende 
Arbeiten  von  Chasles:  1)  Note  snr  les  propri^t^  g^n^rales  du  Systeme  de  deux 
Corps  semblables  entr*eux,  et  placc^s  d*une  maniere  quelconque  dans  Tespace;  et 
nur  le  d^placement  fini,  on  infiniment  petit,  d'un  corps  solide  libre;  communiqn^e 
k  la  soc.  philom.  5.  Fevrier  1831.  (Bulletin  des  sciences  math.  p.  F^russac. 
Novemb.  1830).  2)  Proprietes  g^omdtriques  relatives  au  mouvement  infiniment 
petit  d'on  corps  solide  libre  dans  l'espace.  (Comptes  rend.  de  TAcad^m.  des  sciences 
de  Paris,  t.  XVI.  p.  1420^1432.  ann^e  1843).  3)  Propri^t^s  relatives  au  d^placement 
fini  quelconque,  dans  Tespacc,  d^nne  figure  de  forme  invariable.  (Comptes  rend.  de 
TAcad.  de  Paris  t.  LI:  5.  D^cembre  1860,  10.  D^cembre  1860;  t.  LH:  21.  Jauv. 
Id61,  4.  F^vr.  1861,  18.  Mars  1861).  Hieran  reiht  sich  unmittelbar  an:  Jon- 
qiiieres:  Propri^t^s  g^om(?triqnes  relatives  au  qiouvement  infiniment  petit  d*un 
corps  in  seinem  Werke:  Mdlanges  de  Gc^om^trie  pure.  Paris  1856.  p.  1 — 51. 
<  Enthalt  eine  Etitwickelnng  der  Beweise  zu  der  unter  No.  2  bei  Chasles  angeführten 
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gleichnamigen  Schrift).  —  Poinsot:  Theorie  nonvelle  de  la  rolatione  des  rorps 
(Jonru.  des  Math^m,  p.  Lionville,  t.  XVI ,  p.  9  et  289),  in  welcher  Arbeit,  die 
eine  weitere  Ausführang  einer  gleichnamigen  des  Verfassers  ans  dem  Jahre  1854 
ist,  die  Theorie  des  Rollens  der  Kegel  (F)  und  (C)  zuerst  vollständig  entwickelt 
ist.  —  Mobins:  lieber  die  Zusaroroensetznng  unendlich  kleiner  Drehungen. 
(Grelle,  Jonm.  d.  reinen  und  angewandten  Mathematik.  Bd.  XVIIL  S.  189 — 212^ 
a.  1836.)  —  Rodrignes:  Des  lois  gdom^triques  qui  r^gissent  le  d^placement 
d'un  syst&me  solide  dans  Tespace,  et  de  la  Variation  des  coordonn^es  provenant 
de  ces  d^placemcnts  consid^r^s  independamment  des  canses  qui  peuvent  les  pro- 
duire.  (Jonm.  des  Math^m.  p.  Liouville,  t.  V.  p.  380—440.).  —  Lamarle:  Mcm. 
Bur  la  thcSorie  g^ometrique  des  centres  et  axes  instantan^s  de  rotation  (Bullet,  des 
s^ances  de  TAcad.  des  sciences  de  Bruxelles,  a.  1869) ,  sowie  dessen  £xpos<^  geo- 
ro^triqne  du  Calcnl  differentiel  et  integral,  pr^ced^  de  la  cin^matiqne  du  point,  de 
la  droite  et  du  plan.  Paris  1861  und  1863.  —  Stegmann:  geometrische  Unter- 
suchungen Über  Drehung.  Marburg  1853.  —  Chelini:  Dei  moti  geometrici  e  loro 
leggi  nello  apostamento  di  una  figura  di  forma  invariabile.  Bologna  18C2,  sowie 
dessen  Element!  di  Meccanica  razionale.  Bologna'lSGO. —  Resal:  Traite  de  eine'- 
matique  pure.     Paris  1862.  —  Belanger,  Traitt^  de  cine'matiquc.   Pari«  1864. 


Zweiter  Theil. 

Die  Qegehwindigkeit  der  Bewegung. 


I,  Capitel. 

Die  Oescliwiiidigkeit  eines  Funktes.    Frojectionen  der  Geseliwindigkeit 

auf  Axen  und  Ebenen. 

§.1.  Die  Geometrie  der  Bewegung  betrachtet  die  Bewegung  als 
blose  Aendemng  des  Ortes  ohne  Rücksicht  auf  die  innere  Natur  der- 
selben; ihr  genügt  es,  zu  bestimmen,  wohin  der  bewegliche  Punkt 
oder  das  bewegliche  System  gelangt  und  welche  Lagen  es  durchläuft 
oder  wenigstens  durchlaufen  könnte,  um  eine  bestimmte  Lage  zu  er- 
reichen. Nun  kann  aber  dieselbe  geometrische  Bewegung,  sowohl  die 
eines  Punktes  als  die  des  Systems  auf  sehr  verschiedene  Art  erfolgen, 
schneller  oder  langsamer  in  sehr  mannigfachen  Abstufungen.  Um  die 
ionere  Natur  einer  Bewegung  zu  erkennen,  vergleicht  man  sie  mit  anderen 
bereits  bekannten  Bewegungen  mit  Hülfe  des  Begriffs  der  Geschwindig- 
keit. -Derselbe  basirt  auf  der  Vorstellung  der  Zeit.  Die  Zeit  wird  als 
continuirlich,  unbegrenzt,  aber  beliebig  begrenzbar,  mithin  als  messbar 
gedacht;  die  Einheit  derselben  ist  an  sich  willkürlich,  gewöhnlich  wählt 
man  aber  dazu  die  Secunde  mittlerer  Zeit,  wie  sie  die  Uhren  ange^ben. 
Die  Astronomie  unterscheidet  nämlich  drei  Arten  der  Zeiteintheilung: 
die  Sternzeit,  die  wahre  Sonnenzeit  und  die  mittlere  Sonnenzeit.  Der 
Stemtag  ist  die  constante  Umdrehungszeit  der  Erde;  der  wahre  Sonnen- 
tag ist  die  Zeit  des  scheinbaren  Umlaufs  der  Sonne  um  die  Erde  uud 
ist  veränderlich  im  Laufe  des  Jahres,  der  mittlere  Sonnentag  aber  ist 
die  mittlere  Dauer  des  wahren  Sonnentages.  Der  mittlere  Sonnentag  hat 
86400,  der  Sterntag  nur  86164,09  Sekunden  mittlerer  Zeit;  letzterer  ist 
aUo  etwa  um  4  Minuten  kürzer,  als  ersterer. 

In  allen  mechanischen  Untersuchungen,  wobei  es  sich  um  Bewegung 
handelt,  tritt  die  Zeit  als  unabhängige  Variabele  auf  und  pflegt  als  solche 
mit  dem  Buchstaben  t  bezeichnet  zu  werden;  für  bestimmte  constante 
Zdten  reservirt  man  sich  gern  die  gleichlautenden  J,  t. 
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§.  2.  Wir  begionen  mit  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  nnd  wer- 
den erst  später  von  der  Geschwindigkeit  im  Systeme  reden.  Die  Be< 
wegung  eines  Punktes  heisst  gleichförmig,  wenn  derselbe  in  gleichen, 
übrigens  beliebigen  Zeiten  gleiche  Längen  seiner  Bahn  durchläuft;  sie 
heisst  veränderlich  in  jedem  andern  Falle.  Zwei  gleichförmige  Be- 
wegungen besitzen  gleiche  Geschwindigkeit,  wenn  der  bewegliche  Punkt 
bei  beiden  gleiche  Längen  in  derselben  Zeit  durchläuft;  ist  die  Weg- 
längo  bei  der  einen  das  Doppelte,  Dreifache,  Vierfache  etc.  der  Wrg- 
länge  bei  der  andern,  so  heisst  die  Geschwindigkeit  derselben  doppelt 
so  gross,  dreimal  so  gross,  viermal  so  gross  etc.,  als  die  der  anderen. 
Sind  daher  F,  F*  die  Geschwindigkeiten  zweier  gleichförmigen  Bewe- 
gungen j  a^  a  die  Längen ,  welche  die  beweglichen  Punkte  in  der  Zeit- 
einheit zurücklegen,  so  besteht  die  Proportion  V:  V'=  a :  a\  Wählt  man 
nun  zur  Einheit  der  Geschwindigkeit  die  Geschwindigkeit  der  gleich- 
förmigen Bewegung,  bei  welcher  in  der  Zeiteinheit  die  Längeneinheit 
durchlaufen  wird,  so  wird  diese  Proportion,  wenn  V*  die  Einheit  der  Ge- 
schwindigkeit bedeutet  und  mithin  a=l  gesetzt,  die  Masszahl  F:f^ 
aber  mit  v  bezeichnet  wird,  tibergehen  in  t7=a,  d.  h.  bei  der  gleich- 
förmigen Bewegung  ist  die  Masszahl  der  Geschwindigkeit  die  Masszahl 
der  Länge,  welche  in  der  Sekunde  durchlaufen  wird.  Kürzer,  wenn 
auch  weniger  accurat,  sagt  man  gewöhnlich :  Bei  der  gleichförmigen 
Bewegung  ist  die  Geschwindigkeit  der  Weg  des  Punktes  in 
der  Zeiteinheit.   —   Beschreibt  der  bewegliche  Punkt  4n   der  Zeit  / 

den  Weg  w  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  a,  so  ist        der  Wog, 

welchen  er  in  der  Zeiteinheit  zurücklegt,  also  -=a  odi^r w=atj  d.h.:  Bei 

der  gleichförmigen  Bewegung  ist  der  in  irgend  einer  Zeit 
zurückgelegte  Weg  glei(;Ji  dem  Produkte  aus  der  Geschwin- 
digkeit nnd  der  Zeit. 

Ein  Punkt  bewege  sich  in  der  Linie  OS  gleichförmig  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a,  befinde  sich  zu  den  Zeiten  /q  und  /  respectivc  in  M^ 
und   31  und   seien   von    dem   beliebigen  Anfangspunkte  0  ab   gerechnet 

OMq  =  5j^,  OM  =  5,  diese  Abstände   positiv 

''^'  genommen  im  Sinne  der  Bewegung,    negativ 

-H         jf    m'  im  entgegengesetzten;  dann  iai M^M  =  s  —  s^^ 

ß-'      '  >'      der   in   Zeit   l  —  /q  zur{ickgolegte  Weg   und 

folglich 

Für  /q  =  0,  d.  h.  wenn  man  die  Zeit  von  dem  Momente  an  zählt,  wo  der 
bewegliche  Punkt  den  Punkt  M^^  verlässt,  wird  diese  Gleichung  etwa^ 
einfacher,  nämlich 
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ie,  sowie  die  vorige  etwas  allgemeinere  heisst  die  Gleichung  der 
gleichförmigen  Bewegung.  Sie  ist  linear  und  bestimmt  den  Ab- 
stand s  des  beweglichen  Punktes  31  von  einem  beliebigen  Anfangs- 
punkte 0  seiner  Bahn  als  Function  der  Zeit.  Erfolgt  die  Bewegung 
im  entgegengesetzten  Sinne,  so  ist  Sq  —  s  oder  —  {s — Sq)  der  in  der 
Zeit  i  durchlaufene  Weg  und  folglich  —  (* "-  *o)  =  «<  oder  *  —  5q  = 
(—  a)  i  die  Gleichung  der  Bewegung.  Um  dieselbe  mit  der  vorigen  in 
Uannonie  zu  bringen,  muss  also  die  Geschwindigkeit  das  Zeichen 
wechseln.  Ebenso  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  dieselbe  Gleichung 
für  positive,  wie  für  negative  Werthe  von  /  gilt  und  dass  überhaupt 
üämmtliche  darin  vorkommende  Grössen  Sq,  Iqj  s^  ty  a  beliebige  positive 
oder  negative  Werthe  haben  können,  ohne  die  Gültigkeit  der  Gleichung 
zu  beeinträchtigen. 

Man  kann  die  Gleichung  der  gleichförmigen  Bewegung  geometrisch 
construiren,  indem  man  die  Zeiten  i  als  Abscissen,  die  Abstände  s  als 
Ordinaten  eines  Parallelcoordinatensystems  aufträgt,  wobei  man  die  Ein- 
heit der  Zeit  gewöhnlich  durch  dieselbe  Länge  darstellt,  wie  die  des 
Baumes.  Die  Gleichung  stellt  alsdann  eine  gerade  Linie  dar,  welche 
durch  den  Punkt  (^g,  /g)  g^ht,  und  wenn  das  Coordinatcnsystem  recht- 
winklig ist,  so  drückt  die  Geschwindigkeit  a  die  Tangente  der  Neigung 
dieser  Geraden  gegen  die  Axe  der  /  aus. 

§.  3.  Bei  der  veränderlichen  Bewegung  legt  der  bewegliche  Punkt 
in  gleichen  Zeiten  ungleiche  Wege  zurück.  Man  kann  daher  nicht  von 
der  Geschwindigkeit  einer  solchen  Bewegung  im  Allgemeinen,  sondern 
nur  von  der  Geschwindigkeit  zu  einer  bestimmten  Zeit  oder  an  einer 
bestimmten  Stelle  der  Bahn  reden.  Um  die  Geschwindigkeit  einer 
solchen  Bewegung  am  Ende  der  Zeit  t  zu  erkennen,  denken  wir  in 
diesem  Momente  alles  hinweg,  was  die  Veränderlichkeit  derselben  be- 
stimmt, sodass  die  Bewegung  in  eine  gleichförmige  übergeht  und  defi- 
niren,  wie  folgt.  Die  Geschwindigkeit  einer  veränderlichen 
Bewegung  am  Ende  der  Zeit  t  ist  die  Geschwindigkeit  der- 
jenigen unveränderlichen  Bewegung,  in  welche  die  verän- 
derliche Bewegung  in  diesem  Momente  übergehet,  wenn 
plötzlich  alles  hinwcgfällt,  was  die  Veränderlichkeit  be- 
stimmt; sie  ist  demnach  der  Weg,  welchen  der  Punkt  in 
der  nächsten  Sekunde  zurücklegen  würde,  wenn  die  Be- 
wegung gleichförmig  würde. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  dieser  Geschwindigkeit,  welche  im 
Allgemeinen  mit  der  Zeit  und  der  Stelle  der  Bahn  variiren  wird,  zu 
finden,  seien  (Fig.  39)  Oilf=  5  und  OM'  =  s  +  ^s  die  Abstände  des  be- 
weglichen Punktes  zu  den  Zeiten  t  und  i'\-/it  von  irgend  einem  festen 
Punkte  0  der  Bahn,  sodass  MM\^=^  ds  den  in  der  Zeit  di  durchlaufenen 
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Weg  darstellt;   es  seien  ferner  »undt^+^^ü  die  Wertlie  der  Gescliwin- 

.  digkeit,   welche  der  Punkt  zu  denselben  Zeiten  besitzt   und  schliesslicU 

werde  Ai  bereits  so  klein  gedacht,    dass  innerhalb  dieses  Zeitintervalls 

die  xienderung  Av  der  Geschwindigkeit  das  Zeichen  nicht  wechselt,  d.  h. 

V  selbst  während  dieses  Intervalles  nicht  vom  Abnehmen  zum  Wachsen 
oder  von  diesem  zu  jenem  übergeht.  Würde  nun  der  bewegliche  Punkt 
während  der  Zeit  Ai  das  einemal  mit  der  Geschwindigkeit  r,  das  andere- 
mal  mit  der  Geschwindigkeit  V'\' Av  in  der  Richtung  von  ^  nach  AT  sich 
gleichförmig  bewegen,  so  wären  v* di  und  {y  •{•  Av)'  Ai  seine  Wege,  aber 
keiner  von  ihnen  würde  die  mit  der  veränderlichen  Geschwindigkeit 
durchlaufene  Strecke  As  darstellen,  vielmehr  würde  A$  zwischen  beide 
fallen,  sodass  mit  Bücksicht  auf  das  Vorzeichen  von  ^t;die  Ungleichung 

V  At  ^  As  ^  {v+  Av)  At  besteht,  aus  welcher  durch  Division  mit  At  die 
die  folgende  entsteht: 

Lässt  man   nun   Ai  ohne  Endo  abnehmen,  welches  unmittelbar  auch  die 

unendliche   Abnahme   von    As   und  Av    nach   sich   zieht,   so   fallen    die 

Grenzworthe   t;undp-f~'^^  zusammen   und   mit  ihnen    folglich  auch  der 

ds  As 

Grenz werth   —  von  — — .     Es  ergibt  sich  daher  durch   diesen  Grenzübcr- 

dt  At  ^ 

gang  die  Gleichung: 

ds 

'  =  dV 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  einer  veränderlichen  Bewegung 
am  Ende  der  Zeit  /  ist  die  Derivirte  des  von  dem  beweg- 
lichen Punkte  durchlaufenen  Raumes  nach  der  Zeit,  d.  h. 
das  Element  dieses  Raumes^  dividirt  durch  das  Zeitolement, 
in  welchem  es   durchlaufen  wird. 

Die  gleichförmige  Bewegung  ist  ein  spezieller  Fall  veränderlicher 
Bewegung;  für  sie  reducirt  sich  die  Geschwindigkeit  .auf  eine  Oonstauto. 
Die  Gleichung  für  die  gleichförmige  Bewegung,  nämlich  5  =  5o-|-a<  lio- 

fort  übereinstimmend  hiemit  v  =  ,   =  a,  —  Aus  der  Gleichunir  v  = 

dt  ^  di 

folgt  ds=vdty   d.  h.  das  während   des   Zeitolemeutcs   dt  boschriebeue 

Bahneloment  ds  wird   erhalten,    indem   man    die  Geschwindigkeit   v  mit 

dem  Zeitelemente  multiplicirt.   Nun  galt  ftir  die  gleichförmige  Bewegung 

der  Satz»  dass  der  Weg  gleich  dem  Produkte  der  Geschwindigkeit  and 

der  Zeit  ist,   für  beliebige  endliche  Zeiten.    Man  sieht   daher,   daas  bei 

einer  beliebigen   Bewegung    derselbe   Satz    für    die  Bewegung   während 

des    ZeitelementcB    gilt    und    man    während    desselben   jede   Bewegang 

als   eine  gleichförmige  behandeln  darf. 
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§.  4.    Ist  ü  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  liefert  die  Gleichung 
ds  =  vdi  durch  Integration    die  Gleichung   der  Bewegung,  nämlich: 


s 


—  *o==y  »«^^t 


worin  /q,  «0  ^^^^  zusammengehörige  Spezialwerthe  von  t  und  s  sind.  Ist 
D  als  Function  von  8  gegeben ,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Be- 
wegung unter  der  Form : 


rds 


Die  Gleichung  der  Bewegung  ^  =/*(/)  kann  analog,  wie  in  §.  2. 
geometrisch  construirt  werden.  Sie  stellt  eine  Curve  dar,  die  Tangente 
der  Neigung  derselben  gegen  die  Axe  der  t  ist  die  Geschwindigkeit 
and  es  gibt  mithin  das  Steigen  und  Fallen  der  Tangente  das  Wachsen 
und  Abnehmen  der  Geschwindigkeit  an.  Die  Tangente  an  die  Curve 
ist  aber  selbst  die  Linie,  welche  eine  gleichförmige  Bewegung  darstellt ; 
man  sieht  daher,  wie  die  Geschwindigkeit  der  veränderlichen  Bewegung 
übereinkommt  mit  der  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Bewegung, 
mit  welcher  sie  während  des  Zeitelementes  zusammenfällt. 

Ist  die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  kann 
man  dieselbe  als  Ordinate  einer  Curve  construiren  für  die  Zeit  als 
Abscisse.  Diese  Curve  heisst  die  Geschwindigkeitscurve.  Für  die 
gleichförmige  Bewegung  ist  sie  eine  mit  der  Abscissenaxe  parallellaufende 
Gerade.  Der  Flächenraum  dieser  Curve,  begrenzt  Von  zwei  Ordinaten, 
dem  zwischenliegenden  Bogen  und  der  Abscissenaxe,  nämlich  das  Inte- 
gral /"prf/  stellt  die  Differenz  s  —  5q,  d.h.  den  in  der  Zeit  /  —  i^  durch- 

laafenen  Weg  dar. 

§.  5.  Bisher  war  nur  von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  die  Rede ; 
man  spricht  aber  auch  von  ihrer  Bichtung.  Unter  der  Richtung  der 
Geschwindigkeit  versteht  man  die  Richtung  der  Bewegung, 
nämlich  die  Tangente  der  Balin  des"  beweglichen  Punktes. 
'Vgl.  I.  Tbl.  Cap.  I,  §.  1.)  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  bleibt  mit- 
hin die  Richtung  derselben  fortwährend  die  nämliche,  bei  der  krumm- 
linigen wechselt  sie  von  Punkt  zu  Punkt.  Würde  bei  der  krummlinigen 
Bewegung  alles  plötzlich  hinwegfallen,  was  die  Bahn  krümmt,  so  würde 
der  bewegliche  Punkt  in  der  Richtung  seiner  Bewegung,  d.  h.  in  der 
Tangente  der  Bahn  seine  Bewegung  fortsetzen  und  dieselbe  würde  fortan 
geradlinig  sein;  würden  zugleich  auch  alle  Umstände  hin  wegfallen,  welche 
die  Bewegung  veränderlich  machen,  so  würde  die  Bewegung  gleich- 
förmig werden.  Der  Punkt  würde  alsdann  in  der  Richtung  der  Tangente 
mit  der  zuletzt   erlangten   Geschwindigkeit  sich    gleichförmig   bewegen. 


l^ßß  C;ort':*ri -Li.a  otr  r*i  j'i-jKUta  ri.ijniii_ii±  I_  C*|>. 


h^.':--t.     i>    O **•/•_ TrIi.:Ir*t>:J:     l«»^T.'Tnit»:^i*x    Xrri.s.Lriz..     Gr"Äs*    und 

Ü.  €.     Ali  B-lt-->I   will-:!    wir    i>-    r-?^*iri.-z-     i*rt-    OicLun^ 

*lvL  dl*r  G^fl-^I-ili-krh  -i-^r  Z-rli  jr:j:r:i  ::*!  xri  ».trll:  d^r  t\-.:nci«*i*i 
<r  -ile  i:4.tL  j'-ifT  Z^IV!:I;.Lrh  erf-Iri*  A*i.irn::.z   lerf-tlt-s  cxr.    Die  lie- 

e^::.fric  W;::.kel  i  ^*-:.e:/t  i»t-  f^  '•*l:Lrn  '  ,%j  i  =  e  Lst.  Die  Bewc^iin^ 
L*:l*ti  C>  ;:!«r:tLf*-'ni.:j  rer^r-ierli^Le  si.i  i^*r  je  r^kch.  ier  {v>hiTen  odt^r 

fonisl;:  Terzri/ert;  «  »el'^rt  wird  die  lie^cLIcuii^-:!!:^  jei^i.-i-  l^rr  in  dor 
Z^-it  /  dartL;«ifeae  We^  ist  i  —  *»=^j '  +  r*^» '  =  ic  \'»  +  •"  -  Er  mird 
durcb  den  luLalt  des  Trapexe*  der  Gc*cL^::-Ü^'ke:i>lii.:e  dar^^tellu 
Wir  werden  »päier  au/  diese  Be^ej^i«^  inräckkc-ziiiea. 

§.  7.  Da  j^de  Bewe^nic^  eine  GleicLon^  Lat  zwi>cLen  i  und  t,  so 
kann  eine  zier^lich  ^osbe  PanLie  der  ana!vti«€lien  Geometrie  der  Ebene 
nnmittelhar  in  die  Mechanik  übersetzt  werden,  s~*bild  man  ronud^etat, 
dass  zwfi  oder  mehrere  Bewejun^n  zugleich  auf  derselWn  Bahn  er- 
fol^ren.  So  hat  die  Aufsuchung  der  Coordinaten  des  Schninpunktes 
zweier  Gf'raden  die  Lösung  der  mechanischen  Aufjabe  zur  Fo!^:  „Zwei 
Vuuku*  bewf'^en  sich  in  derselben  Bahn,  die  Gleichungen  ihrer  gleich- 
foTuii^an  Bewe;nin^en  sind  *  =  5, +  «'  'lod  s  =  c^  +  at^  wann  und  wo 
werden  »ich  die  Punkte  bege;jmen  ?  ^^  Ist  die  Bahn  eine  in  sich  zuräck- 
kehrende  Linie,  so  ergeben  sich  viele  Lösungen.  An  die  Stelle  der  gleich- 
formigen  Bewegungen  können  hiebei  andere  treten,  etc.    Die  Bedingung, 

dass  drei  Geraden   sich   in   einem  Punkte 
g  ^  ^  schneiden,  liefert  mechanische  gedeutet  die 

jf'  !\Jr  Losung  der  Aufgabe:   „Drei  Punkte   be- 

wegen   sich    gleichförmig    auf     derselben 
Bahn,   werden   sie   überhaupt    einmal  alle 


.'       m^         ^^w_p  drei  zusammentreffen   und    wann    und  wo 

wird  dies  geschehen?*'  u.  8.  w. 
fl   i  vn  wtffi»  ~~        p'P' ~V  l^io    Technik    macht     hiervon     nüta- 

liehen  Gebranch.  Hierher  gehört  s.  B. 
die  für  die  graphischen  Eisenbahnfahrpläne  übliche  Constmction.  Es  sei 
(Fig.  4^))  P^^SSKB  die  Linie,  deren  Ordinalen  die  von  einem  beweg- 
lichen Punkte  in  den  durch  die  Abscisseu  angegebenen  Zeiten  durch- 
laufenen »Strecken  darstellen.     Die  Figur  zeigt,  dass  der  Punkt  sur  Zeit 
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/q  =  APq  von  A  abgeht,  zur  Zeit  i^  =  AP^  in  S  ankommt  und  wenn  P^)S 
-eine  Gerade  ist,  sieb  gleichförmig  dortbin  bewegt  bat  Ist  SS  parallel 
der  Axe  i^  so  drückt  dies  ans,«  dass  der  Punkt  hierauf  bis  zur  Zeit 
t.,  =  AP2  in  S  verweih  und  wenn  SB  geradlinig  und  parallel  P^S  mit 
derselben  Geschwindigkeit,  wie  vorher,  sich  von  S  nach  B  bewegt  und 
an  letzterem  Orte  zur  Zeit  ^3=  AP^  ankommt.  Grösserer  Uebersicht- 
lichkeit  wegen  kann  man  sich  auf  der  Ordinatenaxe  die  den  verschie- 
denen Zeiten  entsprechenden  Entfernungen  von  A  aus  abtragen,  sodass 
diese  Axe  die  geradlinig  ausgestreckte  Bahn  des  Punktes  darstellt.  Die 
Figur  zeigt  weiter,  dass  ein  anderer  Punkt  zur  Zeit  /q'  den  Ort  B  ver- 
lädst und  nach  A  zurückkehrt,  zur  Zeit  t(^='AP(  dem  erstercn  Punkte 
in  K  begegnet,  hierauf  zur  Zeit  t^  =  AP.^  in  S  eintrifft,  um  nach  einem 
Verweilen  i^  —  ^2  ^^  ^2-^3'  ^^  ^  ^^^  Ta^x^  t^  =  AP^  in  A  anzulangen. 
Die  Neigung  der  Strecken  -5  5,  ^-P4' gegen  die  Axe  der  t  gibt  die  Ge- 
ijcbwindigkcit  der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  an.  Zugleich  lehrt 
die  Figur  die  Orte  zu  bestimi|neii,  an  welchen  beide  Punkte  zu  derselben 
Zeit  sich  befinden. 

§.  8.  Unter  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  veränderlichen 
Bewegung  eines  Punktes  während  der  Zeit  i  —  /(,,  während  welcher  er 
den  Kaum  s  —  Sq  durchläuft,  versteht  man  die  constante  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  er  in  derselben  Zeit  denselben  Raum  durchlaufen 
würde.  Ist  daher  v  diese  mittlere  Geschwindigkeit,  so  besteht  die 
Gleichung : 

V  (<  —  '0)  =  *  "~  Zu- 
setzt man  in  diese  Gleichung  den  Werth  für  *  —  5y  aus  §.  4.  ein, 
so  erhält  man,  falls  v  als  Function   der  Zeit  bekannt  ist. 


^^T^oi"*' 


ibt  aber  v  als  Function  von  s  gegeben,   so   erhält  man  durch  Einsetzen 
des  dort  für   t  —  /q    gegebenen  Aus- 
druckes : 


Fip.  41. 


•X- 
V 


'0 


Stellt  (Fig.  41)  die  Geschwindig- 
keitscurve  dar,  so  drückt  der  Flächen- 
raum derselben,  welcher  über  der 
Basb  ("  tQ  steht,   den  Raum  s  --  s^ 

aus  und  ist  folglich  die  mittlere  Geschwindigkeit  die  Höhe  eines  Recht- 
ecks von  derselben  Basis,    dessen  Fläche    gleich    diesem  Flächenraume 
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t 

/ 
ist.  —  Ist  v^=  f(t)y  schaltet  man  zwischen  /q  ^^^  ^  ^^  gleichen  Inter- 
vallen aufeinanderfolgend  die  Werthe  <j,  t^i  i^'"  '"-^  ®^^  ^^^  bildet  da« 
arithmetische  Mittel  ans  den  den  Zeitwerthen  /g,  /|  . . . .  /«.i  entsprechen- 
den Werthen  /"(/o)»  f{h)y  fiQ  •  •  'f(^n-i)  der  Geschwindigkeit,  nämlich  die 
Grösse 

^[/(<o)+/'('i) +  ••••+/'('»-•.)]. 

so  geht  dieselbe  in  der  Grenze  für  wachsende  n  und  abnehmende  Zeit- 
intervalle in  die  mittlere  Geschwindigkeit  über.  Denn  ans  den  Gleichangen 

welche  die  Gleichheit  der  Zcitintervalle  ausdrücken,  folgt, 

I 

j  /  —  /^  =  nd 

und  indem  mau  hieraus  den  Werth  fUr  n  entnimmt  und  in  den  Ausdruck 
des  arithmetischen  Mittels  einfährt,  nimmt  dies  die  Gestalt 

r-V  t^'^'o)  +/■('.)  +  •  •  •  +  /"('-Ol 

an   und   sein  Grenzwerth  ist  daher  nach  der  Definition    des   bestimmten 
Integrales 


r^i'^w^^ 


wie  oben. 


§.  9.  Projicirt  man  einen  in  Bewegung  begrifTcncn  Punkt  .V 
durch  einen  Stral  oder  auch  durch  eine  Ebene  nach  irgend  einem  be- 
stimmten Gesetze  jeden  Augenblick  auf  eine  feste  Gerade  als  Aze,  so 
besitzt  die  Projection  m  desselben  eine  Bewegung,  deren  Natur  von  der 
Bewegung  jenes,  der  Lage  der  Axe  und  dem  Gesetze,  welchem  die  Pro- 
jection unterworfen  ist,  abhängt.  Die  Bewegung  der  Projection 
eines  Punktes  auf  eine  Axe  wird  auch  die  Projection  der 
Bewegung  desselben  auf  diese  Axe  genannt;  ihr  gegenüber 
mag  die  projicirte  Bewegung  die  Hauptbowegung  hcissen. 

Ist  MAf  =  ds  (Fig.  42)  das  im  Zeitelemente  dl  von  M  beschriebene  Weg* 
elemeiit,  so  ist  seine  Projection  mm' =  (/x  das  in  demselben  Zeitelemente 
von  m  auf  der  x\xo  durchlaufene  Element;  es  sind  mitbin  nach  §.  4. 

ds  dx 

dt'  dt 

die  Geschwindigkeiten  der  Uauptbewegung  und  der  Projectionsbewegnng 
zur  Zeit  /.  Zwischen  den  Elementen  ds  und  dx  besteht  aber  vermöge 
des  Gesetzes  der  Projection  ein  Abhängigkeit  und  in  Folge  dieser  wird 
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aach  Vx  von  v  abhängig.  Für  rechtwinklige  Projectionen  ist,  wenn  a 
den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Tangente  der  Hanptbahn  im  Sinne 
der  Geschwindigkeit  v  genommen  mit  der  Axe  im  Sinn  von  v^  bildet: 

dx  =  dS'Cos  a. 
Hierdurch  wird 


Fig,  42. 


ds 
t^jp  =  -—  cos  a  ^=  V  cos  a. 
dt 

Für  schiefwinklige  Projectionen  wird  cos  a 
durch  eine  andere  Winkelfunction  vertreten, 
welche,  wie  der  Cosinus  für  die  rechtwinklige,  das 

Gesetz  des  schiefen  Projicirens  darstellt.  In  beiden  Fällen  aber  ergibt 
sich,  wenn  man  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung  auf  der  Tan- 
gente der  Hanptbahn  vom  Berührungspunkte  aus  aufträgt,  dass  die 
Geschwindigkeit  der  Projectionsbewegung  gleich  der  Pro- 
jection der  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung  auf  die 
Axe  ist.  Auch  kann  man  folgendermassen  schliessen,  um  zu  diesem 
Satze  zu  gelangen.  Die  Abstände  s  und  x  der  Punkte  M  und  m  von 
beliebigen  Anfangspunkten  auf  der  Hauptbahn  und  der  Projectionsbahn 
gerechnet,  sind  Functionen  der  Zeit  t.  Statt  x  als  unmittelbare  Function 
von  i  anzusehen,  kann  man  diese  Grösse  zunächst  als  Function  von  s 
nnd  durch  dieses  mittelbar  als  Function  von  t  betrachten.     Dadurch  er- 

dx        dx  ds  dx 

hält  man  -—  = und  folglich  Vx  =  v*  -r-.  Das  Verhältniss  der  Ele- 

ds        ds  dt  ®  -*- 


mente  dx  und  ds  stellt  aber  fiir  die  rechtwinklige  Projection  cos  or,  für 
jede  andere  die  Winkelfunction  dar,  mit  deren  Hülfe  projicirt  wird. 

§.  10.  Projiciren  wir  die  Bewegung  des  Punktes  M  auf  drei  Axen, 
von  denen  keine  zwei  einander  parallel  sind  und  die  wir,  ohne  die  All- 
gemeinheit zu  beeinträchtigen,  durch  ein  und  denselben  Punkt  0  des 
Raumes  ziehen  können,  so  stellen  in  Bezug  auf  sie  als  Coordinatenaxen 
die  Coordinaten  x,  y,  z  des  beweglichen  Punktes  M  die  Abstände  seiner 
Projectionen  m^,  m^,  niz  auf  diese  Axen  von  0  dar  und  sind  ebenso, 
wie  der  Abstand  s  des  Punktes  M  auf  seiner  Bahn  von  irgend  einem 
Anfangspunkt  auf  derselben  gerechnet,  Functionen  der  Zeit.  Dann  be- 
stehen, wenn  die  Winkel  er,  j5,  y  die  Neigungen  der  Tangente  der  Haupt- 
bahn gegen  die  Axen  bezeichnen,  für  die  Geschwindigkeiten  v^,  Vy^'v. 
der  drei  Projectionsbewegungen  auf  die  Axen  die  Gleichungen 

dx  dy  dz 

*       dt'   ^       dt'     *       dt 

and  wenn   das  Coordinatensystem   rechtwinklig  ist,    auch  die   drei  fol- 
genden : 

Vx=^  V  cos  a,   Vys=i  V  cosßy   v,  =  r  cos y. 
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Es  stellen  mithin  die  ersten  Deiivirten  der  Coordi* 
naten  des  beweglichen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Zeit  die 
Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbewegungen  auf  die 
Coordinatenaxen  dar  und  sind  gleich  den  Projectionen  der 
Geschwindigkeit  der  Hauptbewegnng  auf  diese  Axen. 

Da  die  Quadratsumme  der  drei  Projectionen  einer  Strecke  auf  drei 
rechtwinklige  Axen  gleich  dem  Quadrate  der  Strecke  selbst  ist,  so  folgt 

Es  ist  daher  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegnng 
die  Diagonale  des  über  den  Geschwindigkeiten  der  drei 
Projectionsbewegungen  auf  drei  rechtwinklige  Axen  con> 
struirten  Parallelepipeds.  Dies  folgt  auch  aus  den  drei  letzten 
der  vorstehenden  Gleichungen  mit  Rücksicht  darauf,  dass  für  die  Cosi- 
nusse der  Richtungswinkel  a^  ßy  y  einer  Geraden  die  Relation  gilt 
cos  «^  +  coj/J^  +  cosy^  =  1. 

Quadrirt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  im  Fall  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensjstems,  so  folgt  weiter 


v^  =  Vx^  +  «^y^  +  t' 


j = f^'^y+  (^^^+  f^y=^-^-+^'+^^' = (^Y 


da  ds^  =  dx'^  +  dy'^  +  dz'^. 

Endlich  erhalt  man   noch  für  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 

cos  a cos  ß        cos  y 1 

r^  Vy  Vs  » '       ' 

An  diese  Formeln  schlicssen  sich  die  folgenden  Hauptaufgaben 
über  die  Geschwindigkeit  an,  welche  mit  Hülfe  derselben  leicht  zn 
lösen  sind: 

1.  Wenn  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  gegeben  sind,  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projections- 
bewegungen, die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung,  ihre  Richtung  und 
die  Beschaffenheit  der  Hauptbahn  zu  finden. 

2.  Wenn  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbewegungen  als 
Functionen  der  Zeit  gegeben  sind,  die  Coordinaten  des  beweglich#»n 
Punktes  und  dessen  Bahn  zu  finden. 

3.  Wenn  der  Bogen  s  der  Hauptbahn  als  Function  der  Zeit  ge- 
geben und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bahn  bekannt  ist,  die 
drei  Projectionsbewegungen  zu  bestimmen. 

Ist  die  Bahn  der  Hauptbewegung  eine  ebene  Curve,  so  vereinfachen 
sich  die  Formeln.  Nimmt  man  nAmlich  die  Ebene  derselben  zu  einer 
der  Coordinaten  ebenen,  z.  B.  zur  .ry- Ebene,  so  erhält  man 
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dz 
2=0,     —  =  0,     cosy=0,     cosß  =  sin  of, 


dx 


dy 

dr 


" = © + (f y- '- = s- 


§.  11.  Projicirt  man  einen  beweglichen  Pnnkt  M  durch  einen»  Stral 
anf  eine  Ebene  €,  so  wird  die  Bewegung  seiner  Projection  (i  die  Pro- 
jection seiner  Bewegung  auf  diese  Ebene  genannt.  Sind  die  Projec» 
tionen  rechtwinklig,  so  besteht  zwischen  den  Geschwindigkeiten  v  und 
r,  der  Haaptbewegnng  und  der  Projectionsbewegung  die  Gleichung 
r,  =  v  cos  y,  wenn  der  Winkel  y  die  Neigung  der  Bogenelemente  ds  und 
de  beider  Bahnen,  oder  also  die  Neigung  der  Tangente  der  Hauptbahn 
gegen  die  Proj  ection sehen  e  darstellt. 

Projicirt  man  die  Bewegung  auf  die  Coordinatenebenen  eines  recht- 
winkligen Coordinatensjstems  des  xyz  und  bezeichnen  or,  j3,  y  die  Nei- 
gnngen  der  Tangente  der  Hauptbahn  gegen  die  Coordinatenaxen ,  so 
sind  deren  Neigungen  gegen  die  Ebenen  der  yz,  zx,  xy  die  Complemente 
za  «,  p,  y  und  folglich  die  Geschwindigkeiten  Vyzy  t>sx,  Vxy  der  drei  Pro- 
jectionsbewegungen 

Vy^  =,v  sina^   Vzx  =  v  sinß^  v^y  =  v  sin  y. 

Zwei  der  Proj ectionsbewegun gen  genügen,  um  die  Hauptbewegnng 
zu  bestimmen.  Sind  die  Projectionsbewegungen  '     Fiy.  48. 

fiir  die    drei  Axen  gegeben,    so    können    die  ss 

Projectionsbewegungen  für  die  Ebenen  ge- 
funden werden  und  umgekehrt  kann  man  aus 
jeder  Projectionsbewegung  für  eine  Ebene  die 
beiden  Projectionsbewegungen  für  die  beiden 
in  dieser  Ebene  liegenden  Axen  finden.  Das 
Detail  dieser  Betrachtungen  ergibt  sich  leicht 
ans  Fig.  43. 


-/ 


§.  12.  Als  Beispiel  zu  den  vorstehenden  Lehren  wählen  wir  zu- 
nächst folgende  Aufgabe. 

Ein  Punkt  M  bewegt  sich  mit  constanter  Geschwindig- 
keit p  =  a  auf  dem  Umfange  eines  Kreises,  welches  ist  die 
Beschaffenheit  der  Projection  seiner  Bewegung  auf  irgend 
c^ine  in  der  Ebene  des  Kreises  liegende  Axe,  z.B.  auf  einen 
Durchmesser  des  Kreises? 

Es  seien  M^^  M  die  Lagen  des  beweglichen  Punktes  zu  den  Zeiten 
/  =  0  und  /  =  /  und  werde  die  Bewegung  auf  den  durch  M^  gehenden 
Durchmesser  M^M^  projicirt.  Der  in  der  Zeit  i  durchlaufene  Bogen 
.V^^=  s  ist  5  =  fl/  =  riJ;,  wenn  r  den  Radius  des  Kreises,  ij;  den  zu 
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Mq  M  gehörigen  CentriwiDkel  bezeichnet.     Der  Weg  der  Projection  m  in 
der  Zeit  /  isty^i«  =  <y  =  r  —  r  cos  -^  und  der  Abstand  vom  Mittelpunkte, 
Fig,  44.  nämlich  mC  =  a:  =  r  cos  i//.      Aus   der   Glei- 

chung  at  ^=  r^  ^olgt,  wenn  «  rr  =  «  gesetzt 
wird,  ^  =  (oi  und  hiemit  wird 

s  ;=  reo/,    X  =  r  cos  «/,  0  =  r  —  x. 

Die   Geschwindigkeit    der    Projectionsbe- 
wegung  ist 

da  dx 

Zu  derselben  Formel  führt  auch  der  Satz-p^  =  v  cos  a  (§.  8.).  Denn 
•der  Winkel  or,  den  die  Tangente  in  M  mit  der  Projectionsaxe  bildet,  ist 
•J-TT  —  -^j  folglich  wird  r^  =  a  «n  ^  =  r  w  sin  cd  /. 

Die  Gleichungen  x  =  rcosatj  Vx^=^  r  (o  sin  at  geben,  soweit  nur  die 
Orte  und  Geschwindigkeiten  des  Punktes  m  in  Frage  kommen,  vollstän- 
digen Aufschluss  über  die  Natur  der  Projectionsbewegung.  Sie  zeigen, 
dass  dieselbe  in  Bezug  auf  beides  periodisch  ist;  der  Punkt  m  oscillirt 
zwischen  den  Grenzlagen  Mq  und  M^.  Den  Mittelpunkt  C  des  Kreises 
passiit  er   zu   den   Zeiten   /,   für  welche  .r  =  0,    d.   h.  (D/  =  ^9r,  |  tt, 

^  TT, . . .  — - —  TT  wird,  uämlicn  zu  den  Zeiten  /  =  — ,  w=0, 1,2,... ; 

in  Mq  befindet  er  sich  zu  den  Zeiten,  für  welche  x  =  r  wird ;  dieselben 
ergeben  sich  durch  die  Bedingung  0/=:O,  2ff,47r,  ...  2ii7E,  nämlich 

2«^  ^   ^    «  .      ,*     .  «  .  (2n+l)n 

/  =  — ,  n  =  0,  1,  2,  • . . ;  in  M*  ist  er  zu  Zeiten  t  =  -  ~    —    ,«=0, 

12,...     Die  Zeiten,   welche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen 

2fc 
Mq^  oder  Jf  j  verfliessen,  sind  gleich  gross,  nämlich  T  =  ~  -  und  doppelt 

so   gross,    als  die   Zeiten,    welche    zwischen   zwei   aufeinanderfolgenden 
Lagen  C  liegen. 

Die  Geschwindigkeit  v^  wird  Null  in  den  Lagen  üfg,  M^  und  er- 
reicht ihr  Maximum  rco  =  a,  sobald  der  Punkt  den  Mittelpunkt  C  pas- 
sirt;  sie  wächst,  während  er  von  M^  bis  C  geht,  nimmt  hierauf  bis  zn 
Null  ab,  während  er  der  Grenzlage  ^|  zueilt,  wechselt  hierauf  ihren 
Sinn  und  wächst  im  Negativen,  während  er  nach  C  zurückkehrt,  und  ver- 
schwindet wieder,  sobald  er  die  andere  Grenzlage  Mq  erreicht. 

Trägt  man  r«  aIs  Ordinate  zu  x  als  Abscisse  auf,  so  bilden  die  End* 

x^       vj 
punkte  der  Ordinaten  eine  Ellipse,  deren  Gleichung  —ö  +  -o*  *  =  1  «^^ 

r         r  w 

den  Gleichungen  für  x  und  v,  durch  Elimination  von  /  entspringt    Die 

Grösse  o>,  welche  hier  auftritt  und  mit  deren  Hülfe  die  Geschwindigkeit 


I.  Cap.  Aufgaben  über  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit.  113 

a  dnrch  die  Gleichung  a  =  roa  ausgedrückt  wurde,  stellt  die  Geschwin- 
digkeit des  Punktes  üf  dar,  für 'den  Fall,  dass  der  Kreis  die  Einheit  als 
Radius  besitzt.  Man  nennt  sie  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kreis- 
bewegung. 

Die  Zeit  T  ä=  —  heisst  die  Oscillationsdauer   der  Projectionsbewe- 

gnng.  Sie  ist  unabhängig  von  dem  Radius  r  des  Kreises  und  hängt  nur 
You  der  Winkelgeschwindigkeit  ab.  Die  Entfernung  MQM^=2r  heisst 
die  Oscillationsweite;  sie  ist  ohne  Einfluss  auf  die  Oscillationsdauer  und 
alle  Bewegungen,  deren  Gleichung  x  t=  r  cos  cot  fQr  die  verschiedenen 
Werthe  von  r  ist,  haben  dieselbe  Oscillationsdauer. 

§.  13.  Als  weitere  Beispiele  dürften  sich  zur  Behandlung  folgende 
empfehlen. 

1.  Ein  Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  auf  einem  Kreise;  seine  Be- 
wegung wild  auf  eine  Ebene  projicirt,  welche  gegen  die  Ebene  des  Krei- 
ses geneigt  ist,  man  soll  die  Projectionsbewegung  hinsichtlich  der  Ge- 
schwindigkeit untersuchen. 

'  2.  Die  Projectionen  einer  ebenen  Bewegung  sind  gegeben  durch 
die  Gleichungen  x  =  a  cos  x^,  y  ^=^  b  sinnt  ^  man  soll  bestimmen:  a)  die 
Bahn,  b)  die  Projectionen  der  Geschwindigkeit,  c)  die  Geschwindigkeit 
selbst  und  ihre  Richtung. 

3.  Welche  Bewegung  ist  durch  die  Gleichungen  xz^bt^  y  =  ^ct\ 
welche  durch  x  ^=:  bt,  y  ^=:  b  sin  %i  dargestellt? 

4.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  gemeinen  Schraubenlinie  gleich-  s 
förmig,  seine  Bewegung  wird  auf  drei  rechtwinklige  Axen ,  nämlich 
zwei  Durchmesser  des  Basiskreises  und  die  Schraubenaxe  projicirt,  wel- 
ches sind  die  Gleichungen  seiner  Projectionsbewegungen  und  die  Ge- 
schwindigkeiten derselben?  Welches  sind  die  Projectionen  der  Bewegung 
auf  die  Ebenen  der  drei  Axen? 

5.  Dieselbe  Aufgabe  für  die  gleichförmige  Bewegung  auf  der  Kegel- 
loxodrome.  ^ 


n.  Capitel. 

Aequiyalena  der  Qescliwindigkeiten  eines  Punktes.   Farallelogranun  und 
Parallelepiped  der  G^sohwindigkeiten,    Zerlegung  der  Geschwindigkeiten. 

Construotion  der  Tangenten  von  Boberval. 

§.  1.  Ein  Punkt  besitze  zwei  Bewegungen;  vermöge  der  ersten 
allein  würde  er  eine  conti nuirliche  Punktreihe  m,  m\  m' . .  ,  durchlaufen, 
diese  Punktreihe  gehöre  aber  einem  System  an,  welches  selbst  in  Be- 
wegung begriffen  ist  und  an  dessen  Bewegung  sie  mithin  Theil  nimmt. 
Der  bewegliche  Punkt  erlangt  dadurch  die  zweite  Bewegung,  welche  in 
jedem  Augenblicke  dieselbe  ist,   wie   die  Bewegung  des  Sjstempunktes, 
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mit  welchem  er  eben  zusammentrifft.  Dabei  kann  das  System,  in  wel- 
chem der  Punkt  die  erste  Bewegung  ausfährt,  unveränderlich  oder  auch 
veränderlich  sein,  sodass  die  Punktreihe  m,  m\  m\ . .  im  absoluten  Baume 
entweder  blos  fortgeführt  wird  oder  zugleich  auch  ihre  Gestalt  ändert. 
Jene  Punktreihe  ist  die  relative  Bahn  des  beweglichen  Punktes  im  Sy- 
stem und  die  erste  Bewegung  seine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
dieses;  sie  combinirt  sich  mit  der  Bewegung  des  Systems  und  bildet  die 
absolute  Bewegung  des  Punktes.  Durch  die  Bewegung  des  Systems  be- 
schreibt die  Punktreihe  eine  Fläche  im  absoluten  Raum,  welche  der 
Ort  aller  Punkte  ist,  mit  welchen  der  bewegliche  Punkt  während  seiner 
Bewegung  überhaupt  zusammentreffen  kann ;  auf  dieser  Fläche  liegt  da- 
her auch  seine  absolute  Bahn.  —  Dieser  Vorgang  lässt  aber  noch  eine 
andere  Auffassungsweise  zu,  welche  auf  der  Vertauschbarkeit  beider  Be- 
wegungen beruht.  Ein  Punkt  von  der  Punktreihe  »i,  m',  m" .  .  .  beschreibt 
vermöge  der  Bewegung  des  Systems  eine  gewisse  Punktreihe  fi,  ^',  fi"..., 
ebenso  beschreibt  m  eine  andere,  fn'  eine  dritte  u.  s.  f.  Es  steht  nichts 
im  Wege,  diese  Bewegung  des  Punktes  m  a)s  eine  relative  Bewegung  in 
einem  Systeme  anzusehen,  welches  selbst  in  Bewegung  begriffen  ist  und 
durch  seine  Bewegung  die  Punktreihe  f*',  /i",  fi'".  .  .  in  die  übrigen  Punkt- 
reihen überfuhrt.  Dadurch  wird  diese  Punktreihe  dieselbe  Fläche  beschrei- 
ben, welche  vorher  die  Reihe  m,  m\  tn' ,  , .  beschrieb,  und  der  bewegliche 
Punkt  durchläuft  dieselben  absoluten  Orte  auf  dieser  Fläche,  wie  früher. 
Der  ganze  Unterschied  zwischen  dieser  Auffassung  und  der  vorigen  be- 
steht darin,  dass  dort  die  Reihe  m,  m',  m"  . . .  die  relative  Bahn  war,  welche 
der  Punkt  in  Folge  der  ersten  Bewegung  beschrieb  und  die  Systempunkte, 
mit  welchen   er   zusammentraf,   vermöge   der  zweiten  Bewegung  Punkt - 

reihen,  wie  fi,  fi',  .  .  .  durchliefen,    während  hier  die  Reihe  ff,  fi',  ^ 

relative  Bahn  ist  und  durch  die  zweite  Bewegung  der  Punkt  getrieben 
wird,  sie  zu  beschreiben,  ihre  Punkte  aber  vermöge  der  ersten  Bewegun«: 
Punktreihen,  wie  m,  m',  m"  .  .  .  durchlaufen.  —  Die  erwähnte  Fliehe  i«t 
der  Ort  beider  Arten  von  Punktreihen,  welche  sich  gegenseitig  anf  ihr 
durchschneiden,  sodass  jeder  Punkt  der  absoluten  Bahn  des  beweglichen 
Fiff.  45.  Punktes  der  Durchschnittspunkt  einer  Reihe  der 

\^  /    '  ersten  und  einer  Reihe  der  zweiten  Art  ist. 

Ka  /  r    -'      V  ^*  8®^  ^^"^  ^  (^*g«  ^ö)  ^®'  ^^rt  des  beweg 

M  liehen  Punktes  zur  Zeit  (;  wir  sieben  durch  ihn 
die  Curve  (m),  die  relative  Bahn  und  die  Curve 
(fi),  die  Bahn  des  Systempunktes  f»,*  der  eben 
mit  m  zusammenfällt,  so  wie  die  absolute  Bahn 
{M)  und  legen  an  diese  drei  Curven  die  Tan- 
genten, welche  die  Bogenelemente  Mm\  Mfi\ 
MM*  derselben   enthalten   und  alle  drei   in  die 


^ 


t»; 


Tangentenebene  im  Punkte  M  der  obenerwähnten  Fläche  fallen.    Diese 
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Tangenten  sind  die  Kichtungen  der  Geschwindigkeiten  der  relativen 
Bewegung,  der  Bewegung  des  mit  M  zusammenfallenden  Bystemspunk- 
tes  f*  und  der  absoluten  Bewegung,  die  wir  mit  P],  i^j  und  v  be- 
zeichnen und  als  Längen  MV^^  ^fFj,  ÜIFauf  ihnen  aufgetragen  denken. 
Da  die  absolute- Bewegung  des  Punktes  M  die  Resultante  der  beiden 
andern  ist,  so  wird  auch  ihre  Geschwindigkeit  die  Resultante  der  Ge- 
schwindigkeiten jener,  nämlich  der  Geschwindigkeit  der  relativen  Be- 
wegung und  der  Bewegung  des  Systempunktes  genannt;  diese  selbst 
heissen  ihre  Componenten.  Da  die  drei  Geschwindigkeiten  erhalten 
werden,  indem  wir  die  drei  Bogenelemente  durch  das  Zeitelement  divi- 
diren ,  so  folgt,  dass  sie  diesen  Bogenelementen  proportional  sind,  sodass 

Mm  ~  Mii         MM" 

Verbinden  wir  daher  die  Endpunkte  Fj,  F,  V^  durch  die  Ge- 
raden r,  F,  FjF,  so  folgt,  dass  das  Viereck  MVyVV^-,  in  welchem 
die  in  M  zusammenstossenden  Seiten  und  Diagonale  die  drei  Geschwin- 
digkeiten der  relativen  Bewegung,  der  Bewegung  des  Systempunktes 
und  der  absoluten  Bewegung  darstellen,  dem  verschwindend  kleinen 
Vierecke  MmM yi  ähnlich  in  ähnlicher  Lage  ist.  Beide  Vierecke  sind, 
weil  sie  in  die  Tangentenebene  der  Fläche  fallen,  ebene  Figuren,  und 
da  das  Viereck  der  Bogenelemente  als  Parallelogramm  verschwindet,  weil 
Mm  und  \i!M^  beide  als  Bogenelement  der  relativen  Bahn  in  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  gleich  sind  und  im  Moment  des  Zusammenfallens 
der  Curven  Mmni' .  .  .  und  y!M  ...  als  parallel  anzusehen  sind,  so  folgt, 
dass  auch  das  Viereck  MV^MV^  ein  Parallelogramm  ist. 

Hieraus  ergibt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  ganze  Betrach- 
tung auch  mit  Zugrundelegung  der  obenerwähnten  zweiten  Auffassungs- 
weise der  Bedeutung  beider  Bewegungen  unverändert  ebenso  durchge- 
führt werden  kann,  also  der  Unterschied  der  Bedeutung  der  Bewegungen 
keinen  Einfluss  auf  das  Endresultat  hat  und  folglich  nicht  in  den  Wert- 
ausdruck desselben  aufgenommen  zu  werden  braucht,  der  folgende  unter 
dem  Namen  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Geschwindig- 
keiten bekannte  Satz: 

Die  Resultante  zweier  gleichzeitigen  Geschwindig- 
keiten eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
darch  die  Diagonale  des  Parallelogramms  dargestellt,  wel- 
ches aus  jenen  beiden  Geschwindigkeiten  als  Seiten  con- 
strnirt  werden  kann. 

Umgekehrt  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  äqui- 
valent je  zwei  andern  gleichzeitigen  Geschwindigkeit«en 
desselben,  wenn  sie  ein  Parallelogramm  bilden,  dessen  Dia- 
gonale nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  mit  der  gegebenen 
Geschwindigkeit  übereinkommt. 

8* 
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Zur  Anflösnng  aller  die  Zusammen setzang  zweier  Geschwindigkeiten 
zu  ihrer  Kesnltanten  und  die  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  in  zwei 
Componenten  betreffenden  Aafgaben  dient  das  Dreieck  MVV^^  dessen 
Seiten  V|,  v^t  v  sind.     In  demselben  ist  insbesondere 

0  9    I       2    .    n  /      \        sinvv.         sin  vv^       sin  v.  r- 

Als  spezieller  Fall  des  allgemeinen  Satzes  verdient  Erwähnung, 
dass,  wenn  die  Geschwindigkeiten  dieselbe  Richtung  be- 
sitzen, ihre  Resultante  gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz 
ist,  je  nachdem  sie  übereinstimmenden  oder  entgegenge- 
setzten Sinnes  sind  und  dass  ihre  Resultante  verschwindet, 
wenn  sie  entgegengesetzt  gleich  sind.     Ferner: 

Entgegengesetzt  gleiche*  Geschwindigkeiten  können 
einem  Punkte  beliebig  erthcilt  oder  entzogen  werden  ohne 
Einfluss  auf  seine  Bewegung. 

§.  2.  Besitzt  ein  Punkt  drei  Bewegungen,  sodass  er  vermöge  der 
ersten  eine  continuirliche  Punktreihe  durchlaufen  würde,  aber  in  einem 
System,  welches  selbst  eine  zweite  Bewegung  besitzt,  an  welcher  jene 
Punktreihe  Theil  nimmt  und  zwar  in  einem  weiteren  Systeme,  welches 
einer  dritten  Bewegung  unterworfen  ist,  so  ergibt  sich  die  Geschwin- 
digkeit seiner  absoluten  Bewegung  als  die  Resultante  der  drei  Ge- 
schwindigkeiten, welche  er  einzeln  durch  diese  drei  Bewegungen  er- 
langt, mit  Hülfe  der  Diagonale  des  über  jenen  Geschwindigkeiten  con- 
P    ^  struirten  Parallelepipeds.  Denn  die  Geschwindigkeiten 

V,,  ^2  (Fig.  46.),  welche  von  den  beiden  ersten  Be- 
wegungen herrühren,  sind  zusammen  aequivalent  ihrer 
Resultante  v\  welche  die  Diagonale  des  Parallelo- 
gramms über  &!,  ^2  1^^  '^^^  ^'  liefert  mit  v^  die  Re- 
sultante V  als  die  Diagonale  des  Parallelepipeds  Über 
t^n  ^2'  ^8*  (PAi'Allelopiped  der  Geschwindig- 
keiten.) 

Indem  man  in  derselben  Weise  fort&chliesst,  gelangt  man  zu  dem 
allgemeinen  Satze  über  die  Resultante  einer  beliebigen  Menge  von  Ge- 
schwindigkeiten eines  Punktes,  nämlich: 

Die  Resultante  von  beliebig  vielen  Geschwindigkeiten 
eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch 
die  Schlusslinie  eines  Polygonalzuges  dargestellt,  dessen 
Seiten  in  beliebiger  Ordnung  genommen  nach  Grösse,  Rich- 
tung und  Sinn  mit  den  einzelnen  Geschwindigkeiten  über- 
einstimmen.   (Polygon  der  Geschwindigkeiten.) 

§.  3.  Für  die  Zerlegung  einer  Geschwindigkeit  v  in  drei  üompo- 
nenten  p«,  r,,  Vx  parallel  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxen  der  ar,  y. 
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;,  sowie  umgekehrt  fUr  die  Zusammensetzung  der  letzteren  zu  ersterer, 
als  ihrer  Resultanten  treten  die  Formeln  des  Cap.  I,  §.  9.  in  Kraft, 
denn  die  Componenten  sind  nichts  anderes  als  die  Projectionen  von  v 
auf  die  Axen  oder  auf  Gerade,  welche  ihnen  parallel  laufen. 

Behufs  der  Zusammensetzungen  der  Geschwindigkeiten  r^  &2f  ••••^h 
eines  Punktes,  welche  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  (aj  ß^  /j), 
(«2  /^2  ^2)  •  •  •  •  C^»  ßf»  y«)  bilden,  zerlege  man  jede  von  ihnen,  wie  v^  in 
ihre  drei  Componenten  v„cos  a„,  v^cos  ß„,  VnCos  y^  parallel  diesen 
Axen,  vereinige  die  auf  dieselbe  Axe  bezüglichen  Componenten  zu  den 
drei  Summen 

und  hierauf  diese  drei  Geschwindigkeiten  X,  Y,  Z,  welche  dem  Systeme 
aller  zusammen  aequivalent  sind,  mit  Hülfe  des  Parallelepipeds  der  Ge- 
schwindigkeiten zu  der  Resultanten 

R  =  /jr^  +  72  +  z2  , 

für  deren  Richtungswinkel  a,  by  c  alsdann  die  Gleichungen  bestehen: 

cos  a  cos  b  cos  c  1 

~X~  ~  ~~Y  ~Y~  ~  ~R  ' 

Fallen  die  Geschwindigkeiten  alle  in  dieselbe  Ebene,  so  gelten  fUr 
diese  als  a:y-£bene  die  einfacheren  Formeln 

X  =  Zvn  cos  ein  i      Y=  Zv^  StH  a„  , 

R=  l/X^+  Y\    <^«  =  f- 

Zu  denselben  Formeln  gelangt  man  auch  unter  Anwendung  des 
Satzes,  dass  die  Projection  eines  geschlossenen  ^f'oljgons  auf  irgend 
eine  Axe  gleich  Null  ist.  Denn  da  die  Resultante  von  v^j  &,...&»  die 
Schlusslinie  eines  aus  diesen  Strecken  gebildeten  Polygon alzuges  ist,  so 
bildet  sie,  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen,  mit  diesem  Polygonal- 
zuge  ein  geschlossenes  Polygon,  und  wenn  also,  wie  vorher  a,  b,  c  ihre 
Richtungswinkel  gegen  die  Axen,  also  n — a,  n — 5,  7t' — c  die  Richtungs* 
Winkel  füi;  sie,  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen,  sind,  so  erhält 
man  z.  B.  für  die  a;-Axe  2vn  cos  a^  -i-  R  cos  (it — a)  =  0  oder  R  cos  a 
=  Svtt  cos  On  u.  s.  w.  Auch  kann  man  den  Inhalt  einer  solchen  Glei- 
chung dahin  aussprechen,  dass  die  Projection  der  Resultanten  auf  einer 
Axe  gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  bt. 

§.  4.  Wird  die  Bewegung  auf  eine  Ebene  projicirt,  so  folgt  daraus, 
dass  die  Projection  eines  geschlossenen  Polygons  auf  einer  Ebene  wieder 
ein  geschlossenes  Polygon  ist,  dass  die  Resultante  aus  den  Projectionen 
der  Geschwindigkeiten  eines  Punktes  auf  einer  Ebene  gleich  der  Pxo^ 
jection  der  Resultanten  auf  diese  Ebene  ist. 

§.  5.  Die  im  I.  Capitel  behandelten  Ptojectiouen  der  Geschwindig- 
keit auf  Axen  und  Ebenen  sind  Componenten   derselben,   welche   aus 
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Zerlegangen  enUpringen,  auf  welche  der  Gebrmach  de»  Paimllelcoordi- 
natensystems  hin  fuhrt.  Andere  Zerlegungen  werden  dnrch  die  Polar- 
coordinatensyäteme  Teranlasst,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

P     ^-^  Ein  Punkt  M  bewege  sich  in  einer 

^       Ebene  und  seien  (Fig.  47  a.)  r,  9  seine 
»^*; .  ^ ,        Polarcoordinaten ;  seine  Geschwindigkeit 
A!k>'^  r=-lf  r  soll  in  zwei  Componenten  zer- 

legt werden,  von  denen  die  eine  Vr^=MR 
die  Richtung  des  Radinsvecton»  besitzt,  die  andere  r^  =  MT  senkrecht 
zu  ihm  bt.  Das  Zerlegungsrechteck  gibt  zunächst,  wenn  a  den  TVlnkel 
bedeutet,  welchen  die  Tangente  der  Bahn  mit  dem  Radiusrector  bildet, 
Vr  =v  COS  a^  r^  =  r  sin  a.     Die  Hilfsfigur  «Tig.  47  b.)  zeigt  aber,    dasb 

dr  rd9 

cos  a  ==  — -  ,    *r  Jf  o  =  — —  , 
ds  ds 

wodurch  man  mit  Hilfe  von  r  =  —  erhalt: 

dr  d% 

^^=    rf7'    "^"  =  ^   rf/   • 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  mau,  indem  man  die  Bewegung  dch 
Punktes  zerlegt  in  seine  relative  Bewegung  läogs  des  Radiusvectors  und 
die  Bewegung,  welche  der  mit  M  zusammenfallende  Punkt  des  Radius- 
vectors  in  Folge  der  Rotation  des  Systems  um  den  Pol  annimmt.  Wäh- 
rend M  das  Bogenelement  ds  beschreibt,  werden  bei  diesen  Bewegungen 
die  Elemente  dr   und   rd%   längs   des    Radiusvectors    nnd    des   zu    ihm 

senkrechten  Kreisbogens  beschrieben  und  sind  folglich     -   und  r  die 

zugehörigen  Geschwindigkeiten. 

Da  die  Zerlegung  rechtwinklig  erfolgt,  so  muss  Vr^  +  v^  =  r' 
sein,   wie   man   dies   auch   daraus   sieht,   dass   dr^  +  r^ dd^  =  ds'^    und 


'«•«"- e-o'+('4f  )'=(")'- 


§.  6.    Ein  Punkt  beschreibe  eine  Cuive  im  Raum,  seine' Bewegung 
werde   auf  räumliche   Polarcoordinaten   r,  O,  9>   bezogen    (Radiusvector, 

Polarwinkel  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  nnd 
***     **  Polarwinkel   zwischen    der  Ebene  des  Winkels  O 

und  einer  Fundamentalebene);  die  Geschwindig- 
keit V  soll  in  drei  zu  einander  rechtwinklige  Com- 
ponenten zerlegt  werden,  eine  längs  des  Radins- 
vectors,  eine  senkrecht  zu  ihm  in  der  Ebene  de^ 
Winkels  O  und  eine  senkrecht  zur  Ebene  dieses 
^--    -       \  ily     —      Winkels.   Sind  «, /J,  y  die  Neigungen  der  Tangente 

der  Bahn  gegen  diese  drei  Richtungen,  so  sind  diese 
Componenten  zunächst  (Fig.  48  a.)  r,-  =  r  cos  a, 
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V9  =  v  cos  ß,  v^  =  t;  cos  y.  Von  ihren  Rieh- 
taugen  berühren  die  der  beiden  letzteren  die 
mit  dem  Badiusvector  r  nm  den  Pol  beschrie- 
bene  Kugel  und  sie  sind  alle  drei  znsammen 
die  Sichtungen  der  Eckkanten  eines  Elemen- 
tarparallelepipeds  (Fig.  48b.))  dessen  acht  Eicken 
der  Reihe  nach  die  Coordinaten  haben:  r,  <&,  g?; 

r  -|-  rfrj-^jg?;  r  -f  rfr,  d  +  rf^,9?;  '^  +  «fr,  O,  9  +  dg?;  r  +  dr,0  -f-  d^\ 
9  -{-  dg?.     Aus  demselben  erhält  man 

dr  ^        r  d&  r  sin  9  dtp  ,       ... 

cos  tt  =  — -  ,     cos  p  =  —1 —  ,     cos  y  = und   mithin  wegen 

ds  ds  ds 

ds 

p  =  -  —  : 
dt 

dr  d9  ^  dq> 

Zu  denselben  Formeln  gelangt  man  auch,  wenn  man  die  Bewegung 
des  Punktes  während  des  Zeitelementes  di  spaltet  in  eine  relative  Be- 
wegung längs  des  Radiusvectors  und  eine  sphärische  Bewegung  um  den 
Pol,  diese  letztere  aber  selbst  wieder  in  zwei  Rotationen  auflöst,  eine 
um  eine  zur  Ebene  des  Winkels  0  senkrechte  Axe  und  eine  andere  um 
die  Polaraxe.     Die  Elementarwege  für  diese  drei  Bewegungen  sind  dr, 

rd^^  r  sin  ^  dq>  und   mithin   ihre   drei   Geschwindigkeiten    -r- ,  r-—— , 

dt         dt 

r  sin  ^  — ^    wie  vorher.     Da  ds^  =  dr^  -f  r'  dd^  -f  r*  sin^  ^  dq>^  ist, 
dt 

(ds\^ 
—  j  • 

Einige  apezielle  Fälle   sind   von   Interesse,     et)   Es  sei   r  constant 

gleich  a.     Die  Bewegung  erfolgt  auf  einer  Kugelfläche.     Wegen  drcsO 

^  TT  -  dd"  sin  9  dq> 

ist  Vr  =  0,  cos  a  =3  0,  a  =  — - ,  cos  3  =  a  -—  ^  cos  y  =  a    — -— , 

J  ds  d  s 

d^  .    ^  dq>  d&  „,    ^        ^ 

r,t  =  a  — -  ,    Vfp  =  a  stn  ^  -r-  ,    tg  y  z=^  —, —  .     Sind   z.  B.  v^  und 

dt  dt  stn  9  dg) 

^^  constant,  welche  Curve  beschreibt  der  bewegliche  Punkt?  —  ß)  Es 
»ei  (p  constant  =  d.  Die  Bewegung  ist  eine  ebene.  —  y)  Ist  ^  con- 
stant =  A,    so   ist  die  Bewegung   eine  conische;    hierbei  ist  r^  =  0, 

r.  =  ^  ,  r«,  =  «n  ;i  ^  ,  t;^  =  (^)V  r^  sin^  X  (^)'.  Welche  Curve 
dt  '     ^  dt  '  \dt/  ^  \dt/ 


beschreibt  der  Punkt,  wenn  v^  und  v^p  constant  bleiben? 

§.  7.  Von  der  Zusamtfiensetzung  der  Geschwindigkeiten  hat  Roberval 
(1602 — 1675)  eine  sehr  ingeniöse  Anwendung  auf  die  Construction  der 
Tangente  der  Curven  gemacht,   welche  von  einem  beweglichen  Funkte 
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beschrieben  werden,  indem  er  die  Bewegung  in  zwei  oder  mehrere  Com* 
ponenten  zerfällt,  die  Verhältnisse  ihrer  Geschwindigkeiten  bestimmt  und 
hieraus  die  Richtung  ihrer  Resultante  sucht,  welche  keine  andere,  als 
die  der  Tangente  ist.  Er  hat  diese  Methode  auf  13  Curven  angewandt, 
darunter  auf  die  Kegelschnitte,  die  Concho^de,  die  archimedische  Spi- 
rale, die  Cyclo'ide  u.  s.  w.     Einige  Beispiele  hiervon  mögen  folgen. 

1.  Die  archimedische  Spirale.  Diese  Curve  wird  von  einem 
Punkte  beschrieben,  welcher  sich  auf  einer  Geraden  gleichförmig  immer  in 

demselben  Sinne  bewegt,  während  diese  selbst 

Fiff.  49. 

sich  in  der  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  mit 
constanter  Winkelgeschwindigkeit  umdreht.  Ist 
0  der  Pol  und  zugleich  das  Rotationscentmm, 
0^  die  Polaraxe,  OM=r  und  Winkel  MOX=&, 
X  ist  ferner  ta  die  constante  Winkelgeschwindig- 
keit, c  die  relative  Geschwindigkeit  längs  der 
Geraden,  so  wird  r  =  ct^  0  =  0/,  oder  wenn 

—  =  a,   also  c  =  aa  gesetzt  wird,    r  =  aca/, 

O  =  co(  und  durch  Elimination  von  co  ergibt  sich  die  Gleichung  der 
Curve,  nämlich  r  =  aO.  Das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  des 
Punktes  ist  a  :  r]  trägt  man  daher  auf  dem  Radiusvector  OM  von  M  ans 
MVii=  a  und  senkrecht  dazu  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Ro- 
tation MF2  =^  r  auf,  so  ist  die  Diagonale  MV  des  über  diesen  Linien 
als  Seiten  construirten  Parallelogramms  die  Richtung  der  Geschwindig- 
keit und  folglich  die  Tangente.    Lässt  man  das  Parallelogramm  3fV  um  die 

Ecke  M  im  Sinne  der  Rotation  der  Geraden  sich  um   --  umdrehen,  so 

wird  die  Tangente  MV  zur  Normalen  und  da  MVo  =  MO  ist,  wird  V^V 
das  Perpendikel  auf  den  Radiusvector  im  Pol  und  folglich  FjF  die 
Polarsubnormale.  Hieraus  erhellt  die  bekannte  Eigenschaft  der  archi- 
medbchen  Spirale ,  dass  ihre  Polarsubnormale  constant  gleich  a  ist ; 
diese  Constante  ist  die  Länge  des  dem  Polarwinkel  O  =  2  9r  ent- 
sprechenden Radiusvectors ,  dividirt  durch  2;r. 

2.  Nach  derselben  Methode  kann  man  die  Tangente  für  jede  Po- 
larcurve  r  =  f{^)  suchen.  Denn  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  beschreibenden  Punktes  längs  des  Radiusvectors  und  senkrecht 

dazu  sind   -—   und  r  -—  ,    ihr  Verhältniss  also   — --  =    **  - ,  mit  Hülfe 
dt  dt  ^  r  df^  r 

dessen  das  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  oder  ein  ihm  ähnliches 

hergestellt  werden  kann. 

S.  Die  Ellipse.  Sind  F,  F'  (Fig.  50.)  die  Brennpunkte,  so 
kann  die  Geschwindigkeit  des  beschreibenden  Punktes  M  in  Bezug  auf 
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Figr.  50. 


f 

{ 


jeden  von  ihnen  in  zwei  Componenten  zerlegt  werden,  nämlich  in  eine 
längs  des  Radiusvectors  and  eine  andere  senkrecht  hieza.     Da  aber  die 
Summe  FM  +  F'M  der  Radienvectoren   constant  bleibt,   also   der   eine 
um  die  nämliche  Grösse  abnehmen  muss,   um  welche  der  andre   wächst 
and  umgekehrt,  so  folgt,  dass  die  Compo- 
nente  der  Geschwindigkeit  längs  des  wach- 
senden Radiusvectors  nach  dem  Aussenranme 
der  Curye,  die  längs  des  abnehmenden  nach 
dem  Innenraame  derselben  gerichtet,  in  bei- 
den Fällen  aber  Ton  derselben  Grösse  sein 
muss.   Erfolgt  also  die  Drehung  der  Radien- 
▼ectoren  im  Sinne  des  Pfeils,  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit M  F]  in  der  Richtung  MF^  die  gleichgrosse  Mv^  aber  in  der 
Richtung  F^M  aufzutragen.     Ein   Perpendikel   in    V^   auf  FM   errichtet 
mos»  durch  die  Ecke  des  Parallelogramms  der  Geschwindigkeiten  gehen, 
welchem  MV^   als   Seite   angehört,   ein  Perpendikel   in   v^    auf  F'M  er- 
richtet durch  die  des  entsprechenden  Parallelogramms,   welches  Mv^  zur 
Seite  bat    Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  ist  aber  die  gemeinsame 
Diagonale  dieser  beiden  Parallelogramme,    daher  ist  der  Schnittpunkt  V 
beider  Perpendikel  ein  Punkt  der  Tangente.     Es  folgt  hieraus  der  Satz, 
dass  die  Tangente  der  Ellipse  den  Winkel  der  Radienvectoren  halbirt.^ — 
Dieselben  Betrachtungen  gelten  mit  geringen  Modificationen  für  die  Hy- 
perbel und  die  Parabel. 

4.  Die  Conchoide.  Diese  Curve  wird  von  einem  Punkte  A/ einer 
Geraden  beschrieben,  welche  sich  um  einen  festen  Punkt  0  der  Ebene 
dreht,  während  ein  anderer  Punkt  B  derselben  eine  feste  Gerade  G^ 
durchläuft.  (S.  Tbl.  I.  Cap.  III.  §.  10.)  Man  kann  die  Geschwindigkeit 
der  Punkte    B    und   M  ^.^  ^^ 

längs  des  Radiusvectors 
^BM  und  senkrecht  zu 
diesejn  zerlegen.  Da 
die  beiden  Punkte  feste 
Punkte  der  beweglichen 
(reraden  sind  und  also 
während  der  Bewegung 
eonstanten  Abstand  von 
einander  haben,  ^o  sind 
ihre  Elementarwege  und  mithin  auch  ihre  Geschwindigkeiten  längs  des 
Radiusvectors  gleich  gross;  die  Componenten  ihrer  Geschwindigkeit  senk- 
recht zum  Radiusvector,  welche  sie  der  Rotation  der  Geraden  OB  um  0 
verdanken,  stehen  a'ber  im  Verhältniss  ihrer  Abstände  von  0.  Nun  ist 
die  Geschwindigkeit  von  B  längs  der  festen  Geraden  Q  gerichtet;  sie 
oder  eine  ihr  proportionale  Länge ,   welche  beliebig  wählbar  ist,   sei  Bv 
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und  Bvi^  Bv^  seien  ihre  obengenannten  Componenten.  Trägt  man  daber 
MFi  =  Bvi  auf  dem  Radiusvector  OM  auf,  zieht  die  Gerade  Ov^  und 
errichtet  in  M  das  Perpendikel  MV,2  auf  OM^  so  sind  M}\  und  Mf^  die 
Geschwindigkeitscomponenten  von  M  und  mithin  ist  die  Diagonale  Ml' 
des  über  ihnen  construirten  Rechtecks  die  Tangente  der  Concho'jde  in  .V. 

5.  Die  Cjcloide.     Die  Curve  wird  von  einem  Punkte  3f  der  Pe- 
ripherie eines  Kreises  beschrieben,  welcher  in  der  Ebene  über  eine  Ge- 

Fig^.  hü.  rade   hinrollt.      Zerlegen   wir   die 

H  Geschwindigkeit  des  Punktes  .V  iu 

jr^  .^^'''^"^''^^       ^^^^""-\  zwei  Componenten,   eine   parallel 

der  Basis,  auf  welcher  der  Krei& 


^p      r'        /  \  '°^^^  ^^^  ^^^^  andere   tangentiell 

--..1^^ \       an   den  rollenden  Kreis,   so  ent- 

spricht  diese  Zerlegung  einer  Spal- 
tung der  Elementarbewegung  um  den  Berührungspunkt  C  des  Kreise^ 
mit  der  Geraden  als  Momentancentrum  in  eine  Rotation  um  den  Mittel- 
punkt 0  und  eine  Translation  parallel  der  Basis.  Ist  d^  die  Elementar- 
amplitude um  C,  so  sind  die  beiden  Componenten  der  Geschwindigkeit  des» 

d^  d^  .      . 

Punktes  ^folgende:  OM'—  =  MV^  und  OC  •  ~  =  MV.,]  sie  sind  als«» 

einander  gleich.  Daher  ist  A  M  V^  V  gleichschenklig  und  ähnlich  A  Co.V 
und  da  zwei  homologe  Seitenpaare  OC,  M  Fj ;  OM^  Vo  V  zu  einander  senk- 
recht sind,  so  findet  dies  auch  bei  dem  dritten  Paare  CMy  ^VT  statt  und 
geht  mithin  die  Richtung  der  Tangente  MV  durch  den  Punkt  i>,  den 
Gegenpunkt  des  Berührungspunktes  C, 


m.  Capitel. 

Aequiv^alenz    der   Translationsgedohwindigkeiten    und    der   Winkel^e- 
Bohwindigkeiten   um   parallele  Azen.     Qesohwindigkeiten   im   unver- 
änderlichen System,  welches  sich  parallel  einer  Ebene  bewegrt. 

§.1.  In  einem  in  Bewegung  begriffenen  System  besitzt  jeder  Punkt 
in  jedem  Momente  eine  Geschwindigkeit,  deren  Grösse  das  Bogenelemeui 
seiner  Bahn,  welches  er  zu  beschreiben  im  Begriff  steht,  dividirt  durch 
das  Zcitelemcnt  ist,  und  deren  Richtung  in  die  Tangente  der  Bahn  fallt, 
in  dem  Sinne  genommen,  in  welchem  das  Bogenelement  beschrieben 
wird.  Vermöge  des  Zusammenhanges  der  Systempunkte  unter  einander 
sind  die  Geschwindigkeiten  derselben  von  einander  abhängig,  so  da»« 
die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  bestimmt  werden  können,  sobald  die 
Geschwindigkeiten  einer  gewissen  Anzahl  derselben  gegeben  sind.  Im 
unveränderlichen  System  sind    die  Bahnelemento   aller  Punkte  bekannt. 
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sobald  die  Elemeutarbewegang  des  Systems  um  die  Momentanaxe  be- 
kannt ist,  und  diese  kann  aas  den  Bewegungen  dreier  Punkte,  sowie 
aus  den  ihr  äquiralenten  Translationen  and  Rotationen  gefunden  werden. 
Aehnliches  findet  bei  den  Geschwindigkeiten  statt,  sodass  der  Lehre  v5n 
der  AequiYalenz  der  unendlich  kleinen  Bewegangen  eines  Systemes  eine 
Theorie  der  Aequivalenz  der  Geschwindigkeiten  zur  Seite  steht,  deren 
•Sätze  mit  geringen  Modificationen  im  Wortlaut  aus  den  ihnen  dort  ent- 
sprechenden abgeleitet  werden,  indem  man  die  dort  aufgestellten  Glei- 
chungen mit  dem  Zeitelemente  dividirt  und  den  Begriff  der  Geschwin- 
digkeit einführt. 

§.  2.  Das  unveränderliche  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  unendlich 
kleine  Translation,  vermöge  welcher  seine  Punkte  sämmtlich  parallele 
and  congruente  Bogenelemente  ds  in  demselben  Sinne  während  des  fol- 
genden Zeitelementes  dt  beschreiben.     Die  gemeinschaftliche  Geschwin- 

ds 
digkeit  derselben  ist  alsdann  v  =  ~    und    heisst    die    Translations- 

ge 8 ch windigkeit  des  Systems.  Besitzt  das  System  während  einer 
endlichen  Zeitdauer  eine  Translationsbewegung,  so  ist  v  mit  /  im  Allge- 
meinen nach  Grösse  und  Richtung  veränderlich;  in  jedem  Augenblick 
aher  haben  die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  dieselbe  Grösse  und 
Richtung,  sowie  denselben  Sinn. 

Besitzt  das  System  zugleich  zwei  oder  mehrere  unendlich  kleine  Trans- 
lationen, so  resuUirt  aus  ihnen- eine  einzige  Translation  und  dient  das 
Parallelogramm,  Parallelepiped  und  Polygon  der  Geschwindigkeiten  dazu, 
Qm  die  Geschwindigkeit  jedes  einzelnen  Punktes  und  hiermit  die  resul- 
tirende  Translationsgeschwindigkeit  des  Systems  zu  finden. 

Das  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  unendlich  kleine  Rotation  dd'  um 
eine  Axe  {o^a).  Vermöge  derselben  beschreiben  die  Punkte  in  der  Ein- 
heit der  Entfernung  von  der  Axe  im  Zeitelemente  Bogenelemente  gleich  d9 

und  ist  ihre  gemeinschaftliche  Geschwindigkeit  (»=—..  Diese  Ge- 
schwindigkeit heisst  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um 
die  Axe  a  zar  Zeit  /;  indem  wir  ihre  Grösse  als  Länge  auf  der  Axe  cc 
auftragen  und  durch  eine  angefügte  Pfeilspitze  den  Sinn  der  Rotation 
aosdrücken,  wie  wir  dies  bereits  im  I.  Tbl.  bei  den  Rotationsamplituden 
gethan  haben,  erhalten  wir  ein  Symbol,  welches  uns  augenblicklich  alle 
Umstände  der  Bewegung  des  Systems  zur  Zeit  t  vergegenwärtigt.  Aus 
der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  ergibt  sich  sofort  die  Grösse  der 
Oesch^in digkeit  aller  Systempunkte.  Das  von  einem  Punkte  in  der 
Entfernung  r  von  der  Axe  im  Zeitelemente  dt  beschriebene  Bogenelement 

mt  dem  Abstände  r  proportional,  nämlich  r  dd^  und  folglich  ist  die  Ge- 

JA 
schwindigkeit  des  Punktes  v  =  r  -    =  reo.     Indem  wir  diese  Betrach- 
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langen   mit  den  im  I.  Theilc  enthaltenen  zusammenfassen,   erhalten  vir 
den  Satz : 

Die  Geschwindigkeiten  der  Pnnkte  eines  um  eine  Axe 
rötirenden  Systems  sind  durch  die  Winkelgeschwindigkeit 
Cd  desselben  um  diese  Axe  bestimmt:  alle  Punkte  in  der- 
selben  Entfernung  r  von  der  Axe  besitzen  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit V  =  r*o),  ihre  Richtung  ist  senkrecht  zu  der 
Ebene,  welche  durch  die  Axe  und  den  einzelnen  Punkt  ge- 
legt werden  kann;  die  Punkte  einer  solchen  Ebene  haben 
gemeinsame  Geschwindigkeitsrichtung,  und  zwar  von  dem- 
selben  Sinne,  wenn  sie  auf  derselben,  von  entgegenge- 
setztem Sinne,  wenn  sie  auf  v^erschiedeneu  Seiten  der  Axe 
liegen.  Die  Geschwindigkeit  ist  für  die  Punkte  der  Axe 
Null  und  wächst  dem  Abstände  von  der  Axe  proportional. 

§.  3.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  Winkelgeschwindigkeit  co 
um  eine  Axe  (a,  a)  und  zugleich  eine  Translationsgeschwindigkeit  p 
senkrecht  zu  dieser  Axe.  Vermöge  der  ersteren  erleidet  es  in  dem  auf 
/  folgenden  Zeitelemente  dt  eine  unendlich  kleine  Rotation  d%^  um  ir, 
vermöge  der  letzteren  eine  unendlich  kleine  Translation  dx  in  der  Rich- 
tung von  &  und  hat  man  daher 

^         dt  ^    ^         dt  ' 

Nach  Gap.  IL  §.  6.  im  I.  Theile  sind  beide  unendlich  kleine  Bewe- 
gungen zusammen  äquivalent  einer  Elementarrotation  gleich  dd^  und  von 
demselben  Sinne  um  eine  zu  er  parallele  Axe  (j3,  6),  welche  mit  a  zu- 
sammen in  einer  zur  Translationsrichtung  senkrechten  Ebene  liegt,  und 
zwar  auf  derjenigen  Seite  von  or,  auf  welcher  die  Punkte  dieser  Ebene 
durch  die  Rotation  und  die  Translation  entgegengesetzte  Bewegungen 
erlangen,  in  einem  Abstände  d  von  a,  welcher  aus  der  Gleichung 
dz  =  d'dd'  sich  ergibt.  Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  dt  und  führt 
die  Werthe  *q>  und  v  in  dieselbe .  ein ,  so  erhält  man  d  durch  o  und  r 
ausgedrückt,  nämlich 

und   ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  weiteren  a.  a.  O.  gemachten  Be- 
merkungen der  Satz: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  einer  Winkelgeschwin- 
digkeit (o  um  eine  Axe  (<v,  a)  und  einer  Translationsgc- 
schwindigket  v  senkrecht  zu  dieser  Axe  in  einem  unvorän- 
derlichen  System  ist  äquivalent  einer  Winkelgeschwindig- 
keit gleich  und  gleichen  Sinnes  mit  o)  um  eine  zur  Axe  o 
parallele  Axe  (/?,  6),  welche  mit  a  in  einer  zur  Richtung  der 
Translationsgeschwindigkeit  'senkrechten   Ebene    auf    der- 
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jenigen  Seite  von  or  liegt,  auf  welcher  die  Punkte  dieser 
Ebene  durch  o  und  v  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten 
erlangen  und  zwar  in  einem  Ahstande  d  von  or,  welcher  er- 
halten wird,  indem  man  die  Translationsgeschwindigkeit  v 
durch  die  Winkelgeschwindigkeit  co  dividirt. 

§.  4.  Das  System  besitze  zur  Zeit  t  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
u,  o  am  zwei  parallele  Azen  (or,  a),  (ß,  5);  vermöge  derselben  erleidet 
dasselbe  um  die  beiden  Axen  in  dem  nächsten  Zeitelemente  dt  die 
unendlich  kleinen  Botationen.  cf  •&,  d  &\  welche  mit  o,  od'  durch  die 
Gleichungen 

dt'  dt 

verbunden  sind.  Nach  Cap.  II.  §.  7.  im  I.  TheUe  sind  d^  und  dd^ 
zusammen  äquivalent  einer  Elementarrotation  um  eine  zu  a,  /3  parallele 
Axe,  welche  in  die  Ebene  or  ß  fällt  und  den  Parallelstreifen  der  Axen 
im  umgekehrten  Verhältniss  der  Amplituden  d^  und  dd^  theilt.  Die 
Grosse  dieser  Elementarrotation  ist  je  nach  Beschaffenheit  des  Sinnes 
von  d&  und  d^^  die  Summe  der  Differenz  dieser  Amplituden  und  ihr 
Sinn  wird  aus  dem  Sinne  dieser  leicht  erkannt.  Indem  man  die  a.  a.  0. 
entwickelten  Gleichungen  mit  dt  dividirt  und  die  Winkelgeschwindig- 
keiten 0»,  d'  in  dieselben  einführt,  erhält  man  die  folgenden  den  dort 
entwickelten  analogen  Sätze: 

Zwei  Winkelgeschwindigkeiten  o),  od'  eines  unveränder- 
lichen Systems  um  zwei  parallele  Axen  (or,  a),  (j3,  b)  sind  zu- 
sammen äquivalent  einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit 
nm  eine  jenen  Axen  parallele  4^^^^®  Axe,  welche  in  die 
Ebene  or  ^  fällt  und  den  Parallelstreifen  aß  im  umgekehr- 
ten Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  theilt  und 
zwar  als  innere  Theilungslinie,  wenn  die  Winkelgeschwin- 
digkeiten tibereinstimmenden,  als  äussere  Theilungslinie, 
wenn  sie  entgegengesetzten  Sinnes  sind;  im  letzteren  Falle 
liegt  sie  auf  der  Seite  der  der  grösseren  Winkelgeschwin- 
digkeit entsprechenden  Axe.  Die  resultirende  Winkelge- 
schwindigkeit ist  im  ersten  Falle  gleich  der  Summe,  im 
zweiten  gleich  der  Differenz  der  gegebenen  Winkelge- 
schwindigkeiten und  ihr  Sinn  stimmt  im  ersten  Falle  mit 
«lern  gemeinschaftlichen  Sinne  beider,  im  letzten  mit  dem 
Sinne  der  grösseren  von  ihnen  überein.  Sind  die  Winkel- 
gesehwindigkeiten  entgegesetzt  gleich,  so  rückt  die  resul- 
tirende Axe  ins  Unendliche  und  werden  beide  zusammen 
f'iner  Translationsgeschwindigkeit  äquivalent,  deren  Rich- 
tung senkrecht  zu  der  Axenebene  aß  ist  und  eine  Grösse 
besitzt    gleich    dem  Produkte    des   Axenabstandes    und    der 
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gemeinscbaft  liehen    Grösse    beider    Winkel  geschwindig- 
kei  ten. 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Win- 
kelgeschwindigkeiten nm  zwei  parallele  Axen  heisse  ein  Winkelge- 
schwindigkeitspaar ( Rotationsgeschwindigkeitspaar  oder 
kürzer,  wenn  keine  Verwechslung  mit  dem  Rotationsamplitn  den  paar 
I.  Tbl.  Cap.  II.,  §.  4.  zu  befürchten  ist,  ein  RotationspaaT),  die 
Richtung  und  der  Sinn  der  ihr  äquivalenten  Translationsgeschwindigkeit 
seine  Axenrichtung  und  das  Produkt  ans  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
dem  Axenabstand,  welches  gleich  der  Translationsgeschwindigkeit  ist, 
sein  Moment.  Dies  Moment  tragen  wir  als  Länge  auf  der  Axe  de« 
Paares  auf  und  versehen  dieselbe  mit  einer  Pfeilspitze,  um  den  Sinn 
der  Translation  zu  markiren  ;  diese  Pfeilspitze  zeigt  nach  derjenigen 
Seite  der  Axen ebene  hin,  von  welcher  aus  die  Pfeilspitzen  der  Winkel- 
geschwindigkeiten, wenn  letztere  auf  den  Axen  des  Paares  in  dem  ihnen 
entsprechenden  Sinne  aufgetragen  werden,  mit  dem  Sinne  der  Uhrzeiger- 
bewegung übereinstimmend  gerichtet  erscheinen. 

Aus  der  Aequivalenz  eines  Rotationspaares  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit  folgt  unmittelbar,  dass  alle  Rotationspaare  von 
derselben  Axenrichtung  und  demselben  Momente  einander 
äquivalent  sind,  dass  man  die  Axen  in  ihrer  Ebene  ver* 
schieben  und  drehen,  die  Ebene  des  Paares  parallel  mit  sich 
im  System  verlegen,  sowie  dass  man  den  Abstand  der  Axen 
beliebig  ändern  kann,  wenn  nur  zu  gleicher  Zeit  die  Win- 
kelgeschwindigkeit im  reciproken  Verhältniss  geändert 
wird.  Wird  die  Axenrichtung  des  Paares  in  die  entgegen- 
gesetzte verwandelt,  so  kehrt  die  dem  Paare  äquivalente 
Translationsgewindigkeit  den  Sinn  um. 

Ein  spezieller  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes  über  die  Aequi- 
valenz zweier  Winkelgeschwindigkeiten  um  parallele  Axen  tritt  ein, 
sobald  der  Axenabstand  sich  auf  Null  reducirt.  In  diesem  Falle  fallen 
die  Axen  zusammen  und  addiren  oder  substrahiren  sich  die  Winkel- 
geschwindigkeiten auf  der  mit  ihnen  gleichfalls  zusammenfallenden  Axe 
der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit,  je  nachdem  sie  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Man  folgert  hieraus  unmittelbar,  da«> 
beliebig  viele  Winkelgeschwindigkeiten  um  dieselbe  Axe  eine  resul- 
tirende  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe  Axe  liefern,  welche  gleicli 
der  algebraischen  Summe  der  einzelnen  Winkelgeschwindigkeiten  ist,  wenn 
diese  in  dem  einen  Sinne  der  Axe  als  positiv,  im  entgegengesetzten 
als  negativ  angesehen  werden. 

Verschwindet    der    Axenabstand    oder    die    Winkelgeschwindigkeit, 
also  überhaupt  das  Moment  eines  Kotationspaares,  so  wird  die  ihm  äqui 
valente  Translationsgeschwindigkeit  Null.     Gleiche  und  entgegengesetzte 
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Winkelgeschwindigkeiten  nm  dieselbe  Aza  sind  daher  ohne  Einfloss  auf 
den  Bewegen gszustand  des  Systems. 

Es  sei  eine  Winkelgeschwindigkeit  CD  nm  eine  Axe«  gegeben  (Fig.  53.). 
Irgendwo  im  System  ziehe  man  eine  mit  er  parallele  Axe  /3  und  ertheile 
dem  System- um  diese  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Winkelgeschwindigkeiten  von  der  Grösse  to.  Die  eine 
von  ihnen  kann  dann  angesehen  werden  als  die  von  a 
nach  ß  verlegte  Winkelgeschwindigkeit,  während  die 
andere  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  um  er  ein  Ro- 
tationspaar bildet,  dessen  Moment  das  Produkt  aus  co  ^^^ 
und  dem  Abstände  p  beider  Axen,  also  äquivalent 
einer  Translationsgeschwindigkeit  gleich  diesem  Mo- 
mente ist,  senkrecht  zur  Ebene  a  j3,  von  dem  Sinne,  ^ 
wie  er  durch  die  Axenrichtung  des  Eotationspaares 
angegeben  wird.  Man  kann  daher  jede  Win- 
kelgeschwindigkeit um  eine  Axe  a  ersetzen  durch  eine 
gleiche  Winkelgeschwin  digkeit  desselben  Sinnes  um  eine 
beliebige  mit  a  parallele  Axe  ß  in  Verbindung  mit  einem 
Kotationspaare,  dessen  Moment  gleich  dem  Produkte  aus 
dem  Abstände  beider  Axen  und  der  Winkelgeschwindigkeit 
ist.  Die  diesem  Momente  äquivalente  Translationsge- 
^chwindigkeit  ist  senkrecht  zu  der  Ebene  ei  ß  und  von  dem 
Sinne,  wie  er  durch  die  Axenrichtung  des  Rotationspaares 
angegeben  wird. 

§.  5.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  beliebig  viele  Winkelgeschwin- 
digkeiten w,  w',  cü",  .  .  .  um  die  Axen  (or,  a),  (a,  «'),  («",  a")  .  .  .  ., 
welche  sämmtlich  einander  parallel  laufen.  Irgendwo  im  System  nehmen 
wir  eine  mit  ihnen  gleichfalls  parallele  Axe  ft  an  und  ertheilen  dem 
System  nm  sie  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Winkelgeschwindig- 
keiten fi>,  — a>,  desgleichen  zwei  andere  a>',  — ni',  zwei  weitere  to\ 
— o',  u.  s.  f.  Da  diese  zugefiigten  Winkelgeschwindigkeiten  sich  paar- 
weise tilgen,  so  ist  das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  co  nm  die 
Axen  er  äquivalent  sißh  selbst  in  Verbindung  mit  diesen  zugefügten 
Winkelgeschwindigkeiten.  Nun  kann  man  aber  anders  gruppiren.  Die 
Winkelgeschwindigkeiten  gj,  a/,  a/\  ,  .  um  (i  liefern  eine  resultirende 
Winkelgeschwindigkeit  Ä  =  Zo  um  dieselbe  Axe;  die  Winkelgeschwin- 
'iigkeit  — Q)  um  fi  bildet  mit  co  um  ce  (wie  Fig.  53.)  ein  Rotationspaar, 
«iensen  Moment  pa  ist,  wenn  p  den  Axenabstand  (la  bedeutet;  in  ähn- 
licher Weise  erhält  man  aus  —  to  ,  um  \i  und  cd'  um  a  das  Paar  p'w', 
*a«  — Ol"  um  fi  und  w"  um  a"  das  Paar  p'fd'  u.  s.  f.  Da  die  Ebenen 
^Her  dieser  Paare  durch  die  Axe  \x  gehen,  so  sind  ihre  Axenrichtungen 
sämmtlich  senkrecht  zu  fi  und  liefern  die  ihnen  äquivalenten  Trans- 
lationsgeschwindigkeiten    mit  Hülfe  eines   ebenen   Polygons  eine  resul- 
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tireude  Translationsgeschwindigkeit  T  :=^  Res.  (pw,  p'<ü,  p"»',  ...)i 
welche  man  sofort  auch  in  ein  Rotationspaar  umsetzen  kann.  Sie  ist 
gleichfalb  senkrecht  zur  Axe  fi  und  die  Ebene  eines  ihr  äquivalenten 
Rotationspaares  ist  parallel  fi.  Hieraus  erhellt,  dass  die  sämmtUchen 
Winkelgeschwindigkeiten  o,  g>\  od"...  um  die  parallelen  Axen  a,  a\  a" ,,, 
zusammen  äquivalent  sind  einer  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
um  eine  beliebig  wählbare  mit  den  gegebenen  Axen  parallele  Axe  fi  des 
Systems,  gleich  der  algebraischen  Summe  aller  o,  in  Verbindung  mit 
einem  resultirenden  Rotationspaare  T,  dessen  Axenrichtung  senkrecht  zu 
f&  ist.  Tragen  wir  Sl  auf  fi  auf  mit  dem  Zeichen  seines  Sinnes  and 
ziehen  etwa  durch  den  Anfangspunkt  der  Strecke,  welche  Sl  darstellt, 
eine  Strecke,  welche  T  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  ausdrückt,  so 
genügen  diese  beiden  Symbole,  um  den  Bewegungszustand  des  Systems 
zur  Zeit  t  vollkommen  zu  charakterisiren. 

Da  die  Axe  fi  willkührlich  wählbar  ist,  so  kann  man  diese  Reduction 
der  Winkelgeschwindigkeiten  auf  die  Grössen  Sl  und  T  sich  fär  sXmmt- 
liche  Stralen  f&  des  Parallelstralenwinkels  von  der  Richtung  der  ge- 
gebenen Axen  ausgeführt  denken.  Alle  diese  Reductionen  haben  die- 
selbe resultirende  Winkelgeschwindigkeit  .$2,  nämlich  die  Summe  aller 
mit  sich  parallel  auf  die  Axe  fi  übertragenen  Winkelgeschwindigkeiten, 
sie  unterscheiden  sich  aber  im  Allgemeinen  durch  die  Grösse  und  die 
Richtung  von  T,  weil  mit  einer  Aenderung  der  Lage  der  Axe  fi  eine 
Aenderung  der  Ebenen  ftor,  fior',  ^a\  ...  und  eine  Aenderung  der  Axen- 
abständep, />',  p", ...  verbunden  ist,  von  welchen  beiderlei  Dingen  T  ab- 
hängt. Indessen  ist  es  leicht,  den  Zusammenhang  dieser  verschiedenen  Ro- 
tationsarten zu  erkennen,  indem  man  die  für  irgend  eine  Axe  ^  ausgeführte 
Reduction  auf  jede  beliebige  andere  Axe  ^l  übertragen  kann.  Sind 
nämlich  Si  und  T  (Fig.  54.)  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  und 
nr  54.  ^^^  Moment   des   resultirenden  Rotationspaares   ftir   die 

Axe  yi^  so  ertheile  man  dem  System  um  die  Axe  fi'  die 
l  gleichen  und  entgegengesetzten  Winkelgeschwindigkeiten 

"j  ^yf'   "    .      Ä  und  —Sl.     Die  auf  f*'  aufzutragende  Grösse  Ä  stellt 
(^  '"^'t  rT     alsdann  bereits   die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit 

der  Reduction  für  die  Axe  ii    dar.     Um  das  Moment  T 
des  ihr  zugehörigen  Rotationspaares  zu  finden,  genü«^ 
es,  mit  T  das  Rotationspaar  zu^  vereinigen,  welches  von 
y  ^  den  Winkelgeschwindigkeiten  Si  um  \».  und  — A  um   ft' 

gebildet  wird.  Sein  Moment  ist  Slr^  wenn  r  den  Ab- 
stand der  Axen  f&,  |ii'  bezeichnet.  Die  Richtung  der  ihm  äquivalenten 
Translationsgeschwindigkeit  ist  senkrecht  zur  Ebene  |iifi'  und  ihr  Sinn 
nach  der  Seite  dieser  Ebene  gerichtet,  von  wo  aus  gesehen  die  Pfeil 
spitzen  des  Rotationspaares  die  Uhrzeigerbewegung  andeuten.  Die  beiden 
Translationsgeschwindigkeiten    T   und   SLr    sind    aber  äquivalent    einer 
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TranBlationsgesch windigkeit  Ty  welche  die  Diagonale  des  über  ihnen 
als  Seiten  constmirten  Parallelogramms  ist,  und  ist  senkrecht  zu  fi'.  Da 
9.  am  ix!  und  7^  zusammen  äquivalent  Sl  um  ft  und  T  sind,  diese 
selbfit  aber  dem  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  cd,  co',  co"  .  .  . 
äquivalent  waren,  so  stellen  sie  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit 
und  das  Kotationspaar  der  Keduction  für  die  Axe  ft'  dar. 

Ist  Ä  =  Z(ü  =  0,  so  reducirt  sich  das  System  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten auf  ein  Hotationspaar  T  oder  also  auf  eine  Translationsge- 
schwindigkeit; dies  Botationspaar  ist  beliebig  im  System  verlegbar  bei 
parallel  bleibender  Axenrichtung.  Ist  aber  Sl  nicht  Null,  so  lässt  sich 
eine  Axe  finden  von  solcher  Lage,  dass  die  ihr  entsprechende  Reduction 
der  Winkelgeschwindigkeiten  eine  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
liefert,  welcher  ein  Rotationspaar  T=0  zugehört.  Sind  nämlich,  wie 
üben,  52  und  T  für  irgend  eine  der  Axe  ft  entsprechende  Reduction  be- 
kannt, so  lege  man  durch  fi  senkrecht  zu  der  Richtung  der  Trans- 
lationsgeschwindigkeit T  eine  Ebene.  Dieselbe  zerfallt  durch  die  Axe  ^ 
in  zwei  Felder;  die  Axen  ^',  parallel  -ft  in  dem  einen  Feld  gelegen, 
veranlassen  bei  der  Uebertragung  der  für  die  Axe  ft  ausgeführten  Re- 
duction auf  sie  ein  Rotationspaar  Slr^  dessen  Axenrichtung  mit  der 
Axenrichtung  von  T  auf  dieselbe  Seite  der  Ebene  fällt  und  sich  also 
mit  T  snmmirt,  um  T'  zu  bilden;  die  Axen  des  anderen  Feldes  da- 
egen  liefern  solche  ür,  deren  Axenrichtungen  der  von  T  entgegen- 
esetzt  sind  und  folglich  bei  der  Bildung  von  T'  entgegengesetztes 
Zeichen  mit  T  erhalten.  Da  nun  der  absolute  Werth  von  iir  mit  dem 
Abstände  der  Axen  ft'  und  ft  ohne  Grenze  wächst,  so  lässt  sich  in  dem 
letzteren  Felde  eine  Axe  in  solchem  Abstände  r  finden,  dass  T — ür=0 
wird  und  in  Folge  dessen   T  verschwindet. 

Der  Abstand  r  dieser  Axe,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  sie  allein  dem  gegebenen  Systeme  der 
Winkelgeschwindigkeiten  co  äquivalent  ist,  folgt  aus  der  eben  aufgestellten 

Bedingung,  nämlich  r=  ^, —  Diese  Axe  ergibt  sich  ebenso  unter  An- 

>i^endnng  des  Satzes  in  §.  3.;  sie  ist  die  Momentanaxe  der  Bewegung 
des  Systems.  —  Sind  Sl  und  T  beide  Null,  so  ist  das  gegebene  System 
der  Winkelgeschwindigkeiten  äquivalent  der  momentanen  Ruhe. 

Gehen  wir  von  der  Momentanaxe  aus  und  übertragen  die  Reduction 
^uf  irgend  eine  andere  Axe,  so  tritt  zu  Sl  ein  Rotationspaar  hinzu, 
dessen  Moment  Sir  mit  dem  Abstände  r  zunimmt,  und  welches  für  alle 
Axen,  die  denselben  Abstand  r  von  jener  haben,  denselben  Werth  be- 
bitzt.  Die  «ämmtlichen  Reductionsaxen  gruppiren  sich  also  in  Bezug 
aaf  die  Momente  der  bei  ihnen  auftretenden  Rotationspaare  symmetrisch 
um  die  Momentanaxe  herum  auf  Cylinderflächen.  Die  Momentanaxe  ist 
zugleich    die  Axe   eines  Ebenenbüschels,   zu   dessen  Ebenen   die   Axen- 

b  c  h  e  1 1 ,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  KräAe.  9 
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richtangen  der  Rotationspaare  senkrecht  sind ;  jede  solche  Ebene  wird 
von  der  Momentanaxe  in  zwei  Felder  getheilt,  für  welche  die  Axen- 
richtungen  der  Botationspaare  entgegengesetzten  Sinnes  werden. 

§.  6.  Um  die  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  nm  parallele 
Axen  analytisch  durchzuführen,  legen  wir  der  Betrachtung  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  der  x,  y,  z  zu  Grunde,  dessen  xy-Ilheue 
senkrecht  zu  der  Richtung  der  Axen  und  fUr  welches  der  positive  Sinn 
der  ;-Axe  mit  der  Axenrichtung  derjenigen  Winkelgeschwindigkeiten 
übereinkommt,  durch  welche  die  positive  .r-Axe  im  Sinne  der  Uhrzeiger- 
bewegung durch  eine  Drehung  um  ^7t  in  die  Richtung  der  positiven 
y-Axe  übergeführt  werden  kann. 

Es  sei  nun  cd  irgend  eine  der  Winkelgeschwindigkeiten,  (or,  a)  ihre 
Axe    und    x,    y    die    Coordinaten    des    Schnittpunktes    dieser    mit    der 
xy-£bene,  o  selbst  sei  als  Länge  von  diesem  Schnittpunkte  aus  auf  der 
Axe  in  dem  entsprechenden  Sinne  aufgetragen  (Fig.  55.).   Wir  ertheilen 
Fiy.  55.  dem    System    um    die    mit    der   2 -Axe   zu- 
sammenfallende   Gerade    des    Systems    die 
beiden    entgegengesetzten   Winkelgeschwin- 
digkeiten Q)   und  — Q   und   tragen   sie  vom 
ifpm    lo                   Ursprung  0  aus   auf  dieser  Axe   auf.     Da- 
rr <:jn ^  — jc      durcher  halten  wir,  wie  früher  für  die  Wiu- 

I      ^^^     ^ '  kelgeschwindigkeit  w  um  a  dieselbe  Winkel- 

-o»i  <J^J  geschwindigkeit  um  die  z-Axe  und  ein  Ro- 

tationspaar (o),  — cd)  ,  dessen  Moment  p  to  i^t, 
wo  p   den  Abstand    des  Punktes   xy  vom  Ursprung  0  bezeichnet.     Die 
dem    Momente     pto    äquivalente     Translationsgeschwindigkeit,     welche 
parallel  der  ory-Ebene  und  senkrecht  zur  Ebene  des  Rotationspaares  im 
Sinne    der  Axe   desselben   gerichtet   ist,   tragen   wir  an  0  auf  und  zer- 
legen sie  in  zwei  Componenten,    die  eine   parallel    der  .r-Axe,    die  an- 
dere   parallel    der  y-Axe.      Ist   o)  auf  a   im   Sinne   der  positiven    r-Axe 
gerichtet,    sind   x^   y    beide    positiv,     welches    der   Normalfall    ist,     auf 
welchen   alle   änderten   Fälle   durch    den    Wechsel    der   Vorzeichen    sioU 
reduciren  lassen  und  bildet  die  Länge  p,  von  0  nach  xy  gerichtet,  mit 
der  a:>Axe  im  positiven  Drehungssinne  den  Winkel  f,  so  bildet  die  Trans 
lationsgcsch windigkeit  mit  der  a:-Axe  den  Winkel  ^n  -{-  e  und   mit  ilfi 
y-Axe  den  Winkel  tp  +  f  und   sind    folglich  ihre  Componenten  pa  sin  i 
und  —  pca  cos  s   oder,    da  p  cos  s  =  x,    p  sin  b  =  y   ist:    wy   in    th-r 
Richtung  der  x-Axa  und  —  wo:  in  der  Richtung  der  y-Axo. 

Führen  wir  dieselbe  Construction  für  alle  Winkelgeschwindigkeiten 
öl,  «',  w",  ...,  welche  wir  auf  ihren  Axen  (a,  «),  (/?,  5),  (y,  c)  ...  aufj^e 
tragen  denken,  aus,  so  erhalten  wir  1)  auf  der  z-Axe  sämmtliche  Win 
kelgeschwindigkeiten  a>,  deren  Resultante  die  algebraische  Summe  A  =  ^w 


III.  Cap.  Heduction  der  Winkelgeschwincligkeiten.  131 

ist  und  2)  längs   der  x-  und   y-Axe   die   Translationsgeßcbwindigkeiten 
Tr=2:&y,  Ty  =  —Z(ax,  deren  KesukanteT^  yT^^ + r~^  =  y{^oiyf+{Zmxf 

mit  der  x-Axe  einen  Winkel«  bildet,  für  welchen  toa  =  ^  = =-     . 

T*  2/0)  y 

Um  die  vorstehende,  für  den  Coordinatennrsprung  ausgeführte  Re- 
duction  dahin  zu  verallgemeinern,  dass  der  gewählte  Eeduetionspunkt  0 
eil  beliebig  annehmbarer  werde,  genügt  eine  Transformation ~  der  Coor- 
dinaten.  Nehmen  wir  nämlich  ein  anderes,  dem  bisherigen  paralleles 
Coordinatensy Stern  an,  in  Bezug  auf  welches  der  Punkt  0  die  Coordi- 
nate.n  otj,  y^  besitze  und  bezeichnen  wir  in  Bezug  auf  dieses  die  Goor- 
dinaten  des  Schnittpunktes  der  Axen  a  mit  der  ory-Ebene  jetzt  wie- 
derum mit  x^  y,  so  treten  an  die  Stelle  der  bisherigen  Coordinaten  x,  y^ 
in  soweit  sie  nicht  als  Indices  verwandt  wurden,  die  Differenzen  x  —  x^ 
nnd  y  —  y^  und  gehen  unsere  Formeln  über  in  die  folgenden: 
Ä  =  2;g),     7^  =  2*0}^  —  Äyj,    Tyz=z  —  Utax  +  Slx^ 

T^=TJ  +  Ty\     lg  ö  =  J^  . 

Für  die  Coordinaten  .r^  y^  des  Schnittpunktes  der  Momentanaxe  mit 
der  .ry-Ebene  erhält  man  hieraus,  indem  man  T=0  setzt,  welches  die 
^ileichungen   T^:  =  0,  Ty  ==  0  nach  sich  zieht: 

Slx^  =  Z(oy 

Sly^  =  £cDX , 
woraus  man,  wie  oben,  erkennt,  dass,  so  lange  Sl  =  £(0  nicht  ver- 
schwindet, die  Momentanaxe  in  endlicher  Entfernung  sich  befindet. 
Ferner  erhält  mau,  indem  man  Ä  =  0  und  T  =  0  setzt,  für  die  Be- 
dingungen der  gegenfieitigen  Tilgung  der  Winkelgeschwindigkeiten  des 
Systems  zur  Zeit  t  (momentaner  Stillstand  des  Systems): 

^ü)  =  0.,         £(oy:=zOy         2:wa:  =  0. 

§.  7.  Die  Lehren  der  vorstehenden  §§.  setzen  uns  in  den  Stand, 
alles,  was  die  Geschwindigkeiten  in  einem  System  betrifft,  welches  sich 
einer  Ebene  parallel  bewegt,  zu  untersuchen.  Die  Elementarbewegung 
desselben  zur  Zeit  t  besteht  nach  Cap.  III.  §.  3.  d^s  I.  Theik  in  einer 
Hotation  um  die  Momentanaxe.  Die  Lage  dieser  Axe  ergibt  sich,  indem 
man  die  Normalebenen  auf  die  Bahnen  zweier  Systempunkte  zum  Durch- 
schnitt bringt,  zu  ihrer  Auffindung  genügt  mithin  die  Kcnntniss  der 
Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zweier  Punkte.  Die  Grösse  der 
Winkelgeachwindigkeit  Sl  um  diese  Axe  erhält  man  aus  der  Geschwin- 
digkeit V  eines  einzigen  Systempunktes,  indem  man  diese  durch  den 
Abstand  des  Punktes  von  der  Momentanaxe  dividirt.  Denn  da  das 
System  sich  während  des  Zeitelementes  dt  um  die  Momentanaxe  dreht, 
bo  beschreibt  jener  Punkt  das  Element  seiner  Bahn  als  das  Element 
^iues  Kreises  um  den  Fusspunkt  des  Perpendikels  r,  welches  von  ihm  auf 
die  Momentanaxe  gefällt  werden  kann.    Daher  ist  dies  Element  das  Produkt 

9* 
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dieses  Perpendikels  and  der  Elementaramplitade  der  Rotation  nnd 
folglieh,    indem  man    die  Gleichung,   welche  dies   aasspricht,   durch  dt 

dividirt,  die  Geschwindigkeit  v  =  rSly  woraus  Ä  =  --  folgt.  Die  Ge- 
schwindigkeiten der  einzelnen  Sjstempunkte  ergeben  sich  nach  §.  2., 
indem  man  ihre  Abstände  von  der  Momentanaxe  mit  fl  multiplicirt. 

§'.  8.  Ausser  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  spielt 
bei  der  Bewegung  unseres  Systems  noch  eine  andere  Geschwindigkeit 
eine  EoUe,  nämlich  die  Geschwindigkeit  üy  mit  welcher  die  Mo- 
mentanaxe wechselt.  Sie  ist  der  unendlich  kleine  Abstand  der  der 
Zeit  /  entsprechenden  Momentanaxe  von  der  folgenden,  der  Zeit  t  +  dt 
entsprechenden,  dividirt  durch  das  Zeitelement  dt.  Dieser  Abstand  ist 
das  Bogenelement  da  der  Curve  (C)  oder  (F)  (vgl.  Cap.  III,  §.  2.  ioi 
I.  Tbl.)  und  daher 

ü  = 


da 
Jt 


Jigr.  56- 


Diese  Geschwindigkeit  ist  durch  die  Krümmung  der  Curven  (C)  und 
{F)  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  verknüpft. 
Sind  nämlich  di,  de'  die  Gontingenzwinkel  der  Curven  {C)  und  {F)^  und 
nehmen  wir  zunächst  an,  es  liegen  die  KrÜmmungskrmse  der  beiden 
Curven,  die  man  für  die  Elementarbewegung  den  Curven  selbst  sub- 
stituiren  kann,  da  sie  mit  ihnen  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente 
gemein    haben,    auf    derselben    Seite   der   gemeinschaftlichen   Tangente 

(Fig.  56.),  so  stellt  di  —  de  die 
Elementaramplitude  d0  der  Ro- 
tation um  die  Momentanaxe  nach 
Grösse  und  Sinn  dar,  wenn  der 
positive  Sinn  der  Drehung  nach 
der  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Taugente  hin  angenommen  wird, 
auf  welcher  die  Krümmungskreise 

liegen.    Nun  ist 

dS 


] 


f* 


ß  =  - 


dt 


daher  erhält  mau  zunächst  durch  Division  der  vorigen  Gleichung  in  diese: 

Sl  _de 

ü  ~  da  ' 
dB  kann  man  den  relativen  Gontingenzwinkel  der  Curven  {C)y  (/*)  uiul 
den  Quotienten  von  dS  durch  das  gemeinschaftliche  Bogenelement  ciu 
die  relative  Krümmung  derselben  nennen.  Demnach  stellt  das  NT «»r 
hältniss  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe 
zur  Wechselgeschwindigkeit  derselben  die  relative  Krttui- 
mung  der  Curven  (C)  und  {F)  dar,  die  während  derBewegung 
des   Systems    auf   einander   rollen.      Das   umgekehrte   VerhältDiss 
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ü:Sl  ist  eine  Länge,  die  als  Radius  der  relativen  Krümmung 
angesehen  werden  kann,  wenn  man  die  Analogie  der  gewöhnlichen 
Krümmung  einer  Curve  mit  der  relativen  Krümmung  vollständig  dnrch- 
föbren  will.  Durch  die  ehen  entwickelte  Abhängigkeit  von  Sl  und  ü 
erhellt,  dass  beide  zusammen  constant  oder  variabel  sind,  je  nachdem 
es  die  relative  Krümmung  der  Curve  (C),  {P)  ist  oder  nicht  ist  und 
dass  die  eine  aus  der  andern  folgt,  sobald  diese  Curven  und  ein 
Paar  homologe  Punkte  derselben  gegeben  sind,  nebst  dem  Sinne,  in 
welchem  längs  der  Curve  (C)  die  Punkte  der  Curve  (F)  sich  auflegen 
oder  dem  Sinne  der  Aufeinanderfolge  der  Momentanaxen.  Die  relative 
Krümmung  kann  positiv  oder  negativ  oder  Null  sein  und  der  verschie- 
denen Beschaffenheit  ihres  Vorzeichens  entspricht  ein  positiver  oder  ne- 
gativer Sinn  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl]  dem  Durchgang  durch  Null 
entspricht  ein  momentanes  Verschwinden  und  eine  Umkehrung  des 
Sinnes  dieser  Grösse.  Nun  sind,  wenn  die  Krümmungshalbmesser  der 
Corven  (6^),  {P)  mit  ^,  q'  bezeichnet  werden,  die  Krümmungen  dieser 
Curven 

Q        da^      q'       da 
und  mithin    wird    die    relative  Krümmung    die   Differenz    dieser  Krüm- 
mungen, nämlich 

de_l 1^ 

also  positiv,  Null  oder  negativ,  je  nachdem  der  Krümmungshalbmesser 
der  Curve  (F)  grösser,  gleich  oder  kleiner,  als  der  Krümmungshalbmesser- 
der  Curve  {€)  ist.  So^  lange  also  der  Krümmungsmittelpunkt  der  be- 
weglichen Curve  {r)  auf  der  gemeinschaftlichen  Normale  in  dem  Aus- 
senraume  der  Strecke  zwischen  dem  Berührungspunkte  der  Curven  und 
dem  Krümmungsmittelpunkte  der  festen  Curve  {(T)  sich  befindet,  erfolgt 
die  Rotation  des  Systems  mit  positiver,  sobald  er  auf  dieser  Strecke 
selbst  liegt,  mit  negativer  Winkelgeschwindigkeit  und  der  Durchgang 
derselben  durch  den  Krümmungsmittelpunkt  von  (C)  bezeichnet  den  Sin- 
neswechsel derselben. 

Fällt  der  Krümmungskreis  der  Curve  (F)    auf  die  entgegengesetzte 
.^cite  der  gemeinsamen  Tangente  (Fig.  57.) ,   so   stellt  p.    ^^ 

df  +  de'  die  Elementaramplitude  dS  dar  und  genügt 
also  ein  Zeichenwechsel  von  de'  und  in  Folge  dessen 
von  q\  um  die  entwickelten  Formeln  diesem  Falle  an- 
zupassen. Hierbei  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  von 
(r)  immer  in  dem  Aussenraume  jener  Strecke  und  kann 
Sl  das  Zeichen  nicht  wechseln.  Geht  q'  mit  Zeichen- 
wechsel durch  das  Unendliche  hindurch,  so  wechselt 
deswegen  Sl  nicht  das  Zeichen. 
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Die  Combination   der  Formeln   für    -  und    .     liefert  die  Gleichung;: 

U  da  ^ 

Sl  _  1 1_ 

ü-  Q        7' 
welche  allgemein  gilt,  sobald  q'  als  von  gleichem  oder  entgegengesetztem 
Zeichen    mit   q  angesehen  wird,  jenachdem  die  Krümmungsmittelpanktn 
beider   Curven   auf  dieselbe   oder  auf  entgegengesetzte   Seiten   der   ge- 
meinschaftlichen 'Tangente  fallen. 

§.  9.     Einige  Beispiele  mögen  zunächst  die  Anwendung  der  §§.  7. 
und  8.  erläutern. 

1.  Die  elliptische  Hypocycloidenbewegung.  (Vgl.  Cap.  III, 
§.  6.  im  I,  Theil.).  Für  diese  Bewegung  sind  die  Curven  (C),  (F)  Kreise 
von  den  Eadien  a  und  ^a,  mithin  ist  ^  =  a,  p' =  ^a  und  hiermit 
wird  ü  =  —  aSl,  Es  erfolge  nun  die  Bewegung  des  Systems  so,  dass 
U  fortwährend  constant  bleibt,  d.  h.  es  rolle  der  Kreis  (JT)  gleichförmig 
auf.  der  Innenseite  des  Kreises  (C).  Dann  ist  die  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  ebenfalls  constant  und  die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes 
in  der  Entfernung  r  von  der  Momentanaxe  »  =  5i  r ;  sie  ist  verän- 
derlich mit  der  Zeit,  weil  der  Abstand  r  sich  ändert,  indem  die  Mo- 
mentanaxe jeden  Augenblick  eine  andere  wird.  Wir  wollen  deshalb  r 
als  Function  der  Zeit  darstellen.  Zu  dem  Ende  s^ien  §,  rj  die  Coor- 
dinaten  des  Systempunktes  in  Bezug  auf  das  bewegliche  Coordinaten- 
system  (vgl.  Fig.  15.  S.  38).  Da  die  Gerade  00\  welche  nach  dem 
Momentancentrum  führt,  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  ^  und  mit  dw 
Axe  der  |  den  Winkel  2  rjj  bildet,  so  sind  die  Coordinaten  des  Mo- 
mentan centrums  oder  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  F 
im  beweglichen  Coordinatensystem :  ^acos2yl},  ^asin2^  und  hiermit 
wird  zunächst 


Nun    ist    aber   das   Bogenelement   CC'   der  Curvc  (C)    gleich   «r/tj;   und 
folglich  U=  a        und  indem  mau  diese  Gleichung  mit  V  =^  —  a  Sl  com- 

binirt,    wird  .—-  —  5i,    woraus  mit  Rücksicht  auf  die   constante  Bo- 

schaffenheit   von    5i   folgt   t/;  =^  —  Sit,    wenn   man   die   Bewegung  mit 
f/;  =  0  beginnen  lasst.     Hierdurch  wird  jetzt 

v=^Sl  y\^  —  4  a cos 2  Slt)^  +  {v  +  l «  *'>'  -^ ^  0*^- 
Für  den  Punkt  A  (Fig.  12),    welcher  sich   auf  der   festen  Geraden   ia 
bewegt,  ist  1=  J(i,  j;  =  0,  für  ihn  wird  daher  v  =  aSl  shiSlty  wie  man 
auch  unmittelbar  erkennt,  da  die  Bewegung  dieses  Punktes   die  Proj«*c 
tion  der  gleich  förmigen  Kreisbewegung  des  Momentancentrums  C  auf  die 
Axe  Ca),    mithin    die   oscillirendc    Bewegung    Cap.  I,    §.12.  ist.     Aelni- 
liches  gilt  von   allen  Systempunkten,    welche  sich  in  Geraden  bewegen. 
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2.  Die  Knrbelbewegung  (Vgl.  I.  Tbl.  Cap.  III.  §.  7.)  Es  sei  w 
die  Winkelgescbwindigkeit,  mit  welcber  sieb  der  Radius  OA  des  Kreises 
nm  0  zur  Zeit  i  drebt,  gegeben,  man  soll  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um 
die  Momentanaxe  und  die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systempunktes, 
insbesondere  die  des  Punktes  Bj 
welcher  sich  auf  dem  Durchmesser 
OX  bewegt,  darstellen.  (Fig.  58). 

Die  Geschwindigkeit  des  Punk- 
tes ^  ist  o  •  OA  und   wenn   man 
diese  als  aus  der  Winkelgeschwin-  - 
digkeit  Sl  um  die  Mome'ntanaxe  (C,  F) 
hervorgebend  ansieht,  so  besteht  die  Gleichung  Sl'CA  =  cD'OAj  aus  welcher 

Slz=(o-^-^  folgt.     Die  Geschwindigkeit   eines  Systempunktes  D  ist  dti' 


her  v  =  Sl  'CD  =  ai  '  OA  ' 


CD 
CA' 


Für   den   Punkt  B '  insbesondere   wird 


r  =  G)  •  OA 


CB^ 
CA' 


Diesen  Ausdruck  kann  man  vereinfachen,  indem  man 


CB 


das  Verhältniss   ^r^  mit  Hülfe   der   ähnlichen  Dreiecke  CBA  und  OKA 

OK 

durch  das  gleichbedeutende  ^r-z   ersetzt,   wobei   K  den    Durchschnitt   der 

Geraden  AB  mit  dem  zu  OK  senkrechten  Durchmesser  0  Y  bedeutet.  Da- 
durch wird  nämlich  v  =^  to  'OK  =  (o-BN,  wenn  KN  parallel  OK.  Die 
Geschwindigknit  des  Punktet  B  ist  demnach  proportional  OK  und  kann 
man  über  OK  leicht  die  Curve  construiren,  deren  Ordiuaten  BN^  mit  a> 
multiplicirt,  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  B  seinen  verschiedenen 
Lagen  entsprechend  angeben. 

Um  den  Ausdruck   für  v  in  der  Rechnung   etwas  zweckmässiger  zu 
gestalten,  setzen  wir  Winkel  ABO  '=  j3,  Winkel  AOB  =  ^  und  bemerken. 


dass   aus    dem    Dreiecke    OAK    sich    ergibt :     OK  =  OA 


sin  (&+ß)  _ 

cos  ß 


OA  (sin  9  4-  cos  9'  tgß).  oder  wenn  man  -rb==  --s,  =  ^  setzt  und  OA 

mit  r  bezeichnet 

jf in  -0"  cos  -ö" 


und  hiemit 


wird. 


OK  =  r  (stn  ^  +  m  :y^^=- ._  .r  - 1 
^  Kl— w'äiV'^/ 

V  =  cur  [sm  0^  +  //i    >--__^ -^ ) 

f  1 —  m*  sifi^d'^ 


Unter  Voraussetzung  eines  constanten  o  wollen  wir  mit  Hülfe  dieses 

Ausdruckes  von  o  die  mittlere  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  B  bestim- 
men. Der  Mittelwerth  einer  Function  /*(0)  von  d-  zwischen  den  Grenzen 
^0  und  ^^  ist  nach  Cap.  I,  §.8: 
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0 

Da  nun  r  für  entgegengesetzte  -^  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  An- 
nimmt und  in  Bezug  auf  O  periodisch  ist,  so  entsprechen  alle  verschie- 
denen Werthe  von  O,  welche  überhaupt  vorkommen,  Winkeln  0  zwischen 
0  und  7C  und  wird  demnach 

*        «r/    r  .    ^jö.    I        rsin&  cos  ^  d^\ 
V  ="    -{    I  sin^dd^  +m  1  -  ^  -  ^^  -  j. 

(»  « 

Das  zweite  Integral  in  diesem  Ausdrucke  verschwindet,  da  die  Elemente 
desselben  diesseits  und  jenseits  des  Argumentes  '^^  ^tt  entgegengesetzt 
gleich  sind ;  das  erste  Integral  hat  den  Werth  2  und  wird  also  schliess- 
lich der  gesuchte  Mittelwerth  • 

♦        2 

p  =      wr; 

derselbe  ist  unabhängig  von  m,  dem  Verhältniss  des  Kreisradins  zum 
Abstände  der  Funkte  A  und  B  (Länge  der  Kurbclstange). 

Für  das  Maximum  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  findet  man 
als  Näherun gswerth  des  ihm  entsprechenden  Winkels  ^  bis   zu  Grössen 

der  Ordnuti^  m^  genau :  d'  =      —  m  und  mit  derselben  Annäherung  den 

Maximalwerth  selbst :  »  =  ©  r. 

§.  10.  Um  Aufgaben,  wie  die  beiden  des  vorigen  §.,  analytisch 
durchführen  zu  können,  bezieht  man  das  bewegliche  System  auf  ein 
festes  (absolutes)  Coordinatensystem  der  .r,  y  und  logt  durch  einen  bo* 
liebigen  Systempunkt  0  ein  anderes,  im  System  festes  und  mit  ihm  be- 
wegliches Coordinatcnsystem ,  in  Bezug  auf  welches  die  Systempunktc 
durch  die  Coordinaten  x\  y  dargestellt  werden,  welche  während  der 
Bewegung  unveränderlich  bleiben.  Die  Bewegung  des  Systems  denken 
wir  uns  etwa  dadurch  bestimmt,  dass  die  Coordinaten  a*,,  y^  des  bewe«:^- 
lichen  Ursprungs  0  in  Bezug  auf  das  feste  System,  sowie  die  Cosinnssr 
a^  A;  «',  //  der  Winkel  (.r'x),  (x'y)»  {y'^)^  {yy)  «-Is  Functionen  der  Zeit  auf- 
treten; andere  BoHtimmungsarten  sind  leicht  auf  diese  zurückzuführen ; 
diese  Cosinus  hängen  durch  drei  Relationen  von  einander  ab  und  sind 
also  bekannt,  sobald  einer  von  ihnen  bekannt  ist.  Bei  rechtwink- 
ligen Systemen  sind  diese  Relationen:  a'+  ft'  =  l,  «'*+  ff'*—-  l» 
an  +  hb'  =  0. 

Für  einen  Systempunkt  {x\  y'),  dessen  absolute  Coordinaten   .r,   ;/ 

dx    dfj 
hind,  stellen  — ,  die  Componenten  r.» ,  r^  der  Geschwindigkeit  pnralli»! 

den  feston  Axcn  dar;    projicirt  man    das  Dreieck,    welches   sie   mit   «lor 
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Geschwindigkeit  selbst  bilden ,  auf  die  beweglichen  Axen ,  so  erhält  man 
Tür  die  Componenten  v^' ,  Vy'  parallel  diesen  Axen 


Vy'  =  a'  — ^  -}"  ^' 


Da  aber  die  Coordinaten  a:,  y\  x\  y  \  o:, ,  y^  durch  die  Gleichungen 

a:  =  a:,  +  «a:'  +  ay 

y  =  y\  +  bx'  +  Vy 

mit  einander  verbunden  sind,  so  erhält  man  mit  Kücksicht  darauf,  dass 

i\  y   sich  nicht  mit  der  Zeit  ändern, 

dx        dx*    ,      ,  da     ,      ,  da 

—  = -h  X    —    -h  y  - 

dt         dt    ^       dt    ^  -^  dt 

dy  _dy^  '  ^     I      '  ^ 

dl  ~  dt    ^  ""  dt    ^'^  dt   ' 

Setzt  man  diese  Werthe   in  die  Ausdrücke  für  Vx'^  ?y,  ein,    so  kommt 
zunächst : 


""dt  +*  dt  '^Vdt"'''dt)^  +  I«ä7  +  'är;^- 


Da  aber  aus  den  Relationen 

«2  +  62=1     «'2  +  6'2  =  l     aa'  +  66'  =  0 

durch  Differentation  folgt: 

dt^    dt  '       7//    ^       rf/  '        dt  ^    dt  \    dt  dtj 

wo  52  vorläufig  als   eine  Abkürzung  der  Bezeichnung    gelten   mag,    so 

erhält  man  weiter: 

dx^     .    ,dy^ 

Hie  Coordinaten  x^f\  y^  der  Punkte,  deren  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t 
Nnll  ist,  liegen  auf  der  Momentanaxe  und  genügen  den  Bedingungen 
s  =0,  ty  =0,  d.  h. 

hierdurch  ist  die  Lage  der  Geraden  im  System  gegeben,  welche  mit  der 
Momentanaxe  zusammenfallt.  Um  die  Lage  der  Momentanaxe  im  festen 
Coordinatensystem  zu  finden,   hat   man  die  aus  diesen  Gleichungen  fol- 
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genden  Werthe  von  a:,,',  y^  für  x\y  in  die  Gleichungen  x=x^  +  ax'  +  ny, 
y  ==^1  +  ^^'  +  *'y'  einzusetzen  und  erhält  für  die  absoluten  Coordinaten 
Xq  ,  t/^^  der  Momentanaxe : 

SlxQ  =  Slx^  +  {ab' — ab) 


^y\ 


dl 
^yo—^yi+  {pa  -  b'a)  — * 

Es  ist  aber,   wenn  a  =  cosct  gesetzt  wird,    b  =  sin  a^  a  =  cos  (^+ß) 

==  —  51« a,  \)  =  coscc  und  folglich  a' b  —  ab'  =  sin^a  +  cos'^a  =  1 ;  daher 

erhält  man 

Slx.  =  ^x.+  -^-^ 
^  ^   ^   (U 

^yi)  =  ^yi  —  -^  • 

Subtrahirt  man  die  Gleichungen,  welche  Xq\  y^  bestimmen,  von  den 
Gleichungen  für  tv ,  Vy- ,  ab,  so  ergibt  sich  • 

v^'  =  fl  (y  —  y^') 

und  hieraus  folgt  durch  Qnadriren  und  Addiren,  wenn  die  Entfernung 
des  Punktes  x\  y  von  der  Momentanaxe  mit  r  bezeichnet  wird,  für  die 
Geschwindigkeit  v  dieses  Punktes 

Es  ist  mithin  Sl  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe. 


IV.  Capitel. 

Aequi Valenz    der  Winkelgeschwindigkeiten    um  Axen,   welche  sich  in 
demselben  Funkte  schneiden.     Gtesehwindigkeiten  im  System,   welches 

um  einen  Funkt  rotirt. 

§.  1.    Ein  unveränderliches  System  besitze  zur  Zeit  /  zwei  Winkel 

geschwindigkeiten  cd,  w'  um  zwei  Axen  (er,  «),   (/3,  6),  welche  durch  "den 

selben  Punkt  0  hindurchgehen.     Vermöge  der  ersten  würde  dasselbe  in 

dem   nächstfolgenden  Zeitelemente  dt   um   et   eine   unendlich   kleine  Ko 

tation  d9^  vermöge  der  zweiten  um  ß  eine  unendlich  kleine  Rotation  d^ 

ausführen.     Es  ist  daher 

d  ^        .        rfd' 

dt  '  dt 

# 

Nach  (Jap.  IV,  §.  2.  im  1.  Thl.  sind  die  beiden  Rotationen  dd^d^ 
zusammen  äquivalent  einer  einzigen  unendlich  kleinen  Rotation  dS  um 
eine  dritte  in  der  Ebene  {aß)  liegende,  jiileichfalls  durch  0  hindurch- 
ziehende Axe  (r,  )•),  deren  Richtung  mit  der  Diagonale  eines  Parallelo- 
gramniM  zusammenfällt,  dessen  Seiten  den  Amplituden  rf^,  d9'  pro- 
portionale Längen  sind  und  auf  den  Axen  von  0  aus  im  Sinne  derselben 
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I 

aufgetragen  werden.  Mit  Bücksicht  auf  die  weiteren  dortselbst  ge- 
machten Bemerkungen  erhält  man,  wenn  (s.  Fig.  24.)  Oa'  =  cd,  Oß'  =  ö' 
genommen  wird  ,  den  folgenden ,  dem  dort  ausgesprochenen  ana- 
logen Satz  : 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Winkelgeschwin- 
digkeiten 0),  0}  eines  unveränderlichen  Systems  um  zwei 
sich  in  einem  Punkte  schneidende  Axen  {pi^  ci)^  {ß^  b)  ist  äqui- 
valent einer  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  eine  dritte,  in 
der  £bene  aß  liegende,  durch  den  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkt  von  a  und  ß  hindurchgehende  Axe  (c,  y). 
Diese  Axe  ist  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  dessen 
Seiten  die  auf  den  Axen  or,  ß  von  dem  Schnittpunkte  aus 
in  dem  Sinne  der  Kotationen  aufgetragenen  Winkelge- 
schwindigkeiten CD,  cd'  sind;  die  Diagonalstrecke  dieses 
Parallelogramms  gibt  die  Grösse  und  den  Sinn  der  resul- 
tirenden  Winkelges(^hwindigkeit  Sl  an. 

Zur  Bestimmung  der  Lage  der  Axe  c  und  der  Grösse  von  Sl  hat 
man  daher  die  Relationen 

sinac        sin  bc        sin  ab  ^  2    i       '•>  j^  o       '         /    a\ 

CO  00  1S4 

Der  vorstehende  Satz,  welcher  den  Namen  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramm der  Winkelgeschwindigkeiten  führt,  erweitert  sich 
für  drei  Winkelgeschwindigkeiten,  deren  Axen  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  zu  einem  Satze  vom  Parallelepiped  und  für  beliebig 
viele  zu  einem  Satze  vom  Polygon  der  Winkelgeschwindig- 
keiten. 

Mit  Hülfe  desselben  Satzes  kann  umgekehrt  jede  Winkelgeschwin- 
digkeit um  eine  Axe  in  zwei  oder  mehrere  Winkelgeschwindigkeiten 
zerlegt  werden  um  Axen,  welche  mit  der  Axe  jener  ersten  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Sind  die  Axen  dieser  Componenten  zu  ein- 
ander rechtwinklig,  falls  es  ihrer  zwei  oder  drei  sind,  so  findet  mau 
die  Grösse  und  den  Sinn  der  Componenten ,  indem  man  die  nach 
(flösse  und  Sinn  auf  ihrer  Axe  aufgetragene  gegebene  Winkelgeschwin- 
digkeit auf  jene  Axen  projicirt.  Sind  daher  a,  |3,  /  die  Winkel,  welche 
die  Axe  der  Winkelgeschwindigkeit  Ä,  im  Sinne  dieser  Winkelgeschwin- 
digkeit genommen,  mit  drei  zu  einander  rechtwinkligen,  sich  in  einem 
Punkte  0  schneidenden  Axen  OX,  OY,  OZ  bildet,  so  erhält  man  für  die 
Componenten  Ä^,  Sl,jj  Sl^  von  Ä  um  diese  Axen: 

cos  a  cos  ß  cos  y  1 

hLx  ^^y  ^^z  ^^ 

und  zugleich  ist 
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§.  2.  Das  System  besitze  znr  Zeit  /  Winkelgeschwindigkeiten 
o,  &\  fi)"...  in  beliebiger  Zahl  um  gegebene  Axen,  welche  sich  in  dem- 
selben Punkte  0  schneiden.  Um  dieselben  zn  rednciren,  d.  h.  die  ihnen 
äquivalente  Winkelgeschwindigkeit  ^  nebst  der  Lage  der  Axe,  um  welche 
sie  stattfindet,  im  System  zu  finden,  legen  wir  durch  0  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem,  dessen  Axen  Gerade  des  Systems  und 
also  mit  ihm  um  0  beweglich  sind,  aber  ihre  Lage  im  Systeme  nicht 
ändern.  Bildet  nun  die  Winkelgeschwindigkeit  c»,  als  Länge  nach 
Grösse  und  Sinn  auf  ihrer  Axe  aufgetragen,  mit  den  Coordinatenaxen 
die  Winkel  a,  /?,  ^,  so  sind  die  ihr  äquivalenten  Componenten  um  die 
Coordinatenaxen  w^r  =  «  cos  a,  «y  =  ©  cos  ß^  ©,  =  o»  cos  y  und  wenn 
wir  in  ähnlicher  Weise  sämmtliche  co  durch  ihre  Componenten  ersetzen, 
so  erhalten  wir  drei  Winkelgeschwindigkeiten 

um  die  Coordinatenaxen,  welche  die  gesuchte  resultirende  Winkelge- 
schwindigkeit bilden,   deren  Grösse  St  und  Kichtung  (a,  6,  c)  durch  die 

Gleichungen 

9?  =  Ä,2  +  siy^  +  St.} 

cos  a         cos  ,b  cos  c  1 

bestimmt  ist.  Die  Axe  der  resultircnden  Winkelgeschwindigkeit  Sl  ist 
die  Momentanaxe,  um  welche  das  System  sich  zur  Zeit  t  dreht.  Man 
bemerke,  dass  dieselben  Gesetze  für  die  Zusammensetzung  der  Winkel- 
geschwindigkeiten eines  Systems  um  sich  in  einem  Punkte  schneidende 
Axen  gelten,  wie  für  die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  eiivs 
Punktes,  sobald  die  Winkelgeschwindigkeiten  nach  Grösse  und  Sinn  «nf 
den  Axen  aufgetragen  werden. 

Die    Bedingungen    des    momentanen    Stillstandes    des    Systems    zur 

Zeit  /  sind: 

£(o^  =0,       2^©^  =  0,       UfOg  =  0  . 

§.  3.  Das  Vorstehende  reicht  aus,  um  die  Geschwindigkeiten  d»"r 
Punkte  eines  Systems  zur  Zeit  /  zu  finden,  welches  um  einen  Punkt 
rotirt.  Zunächst  findet  man  die  Moraentana:ce  des  Systems,  entsprechend 
dieser  Zeit,  indem  man  auf  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zweier 
Punkte,  nämlich  auf  die  TangtMiten  ihrer  sphärischen  Bahnen  die  Nor- 
malebenen errichtet  und  ibre  Durchschnittslinie  aufsucht,  welche  durch 
das  Rotationscentnim  hindurchgeht.  Sobald  diese  Axe  bekannt  ist, 
gentigt  die  Geschwindigkeit  v  irgend  eines  Systempunktes,  um  die  Win 
kelgpschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  zu  finden;  man  erhält  hu\ 
indem    man    jene    durch    den   Abstand   r   des   Punktes   von   dieser    A\f 

dividirt,  nämlich  Sl  =      .     Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  System- 

punktos,  dessen  Abstand  von  der  Momentanaxe  q  ist,  hat  die  Grösse  Ä  ? 


i 
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Neben  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentaliaxe  ist  noch 
eine  andere  Geschwindigkeit  von  Bedeutung,  nämlich  die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  die  Momentanaxe  wechselt.  Die  Momentanaxen  bilden 
im  Raum  eine  feste  Kegelfläche  (C),  auf  welcher  die  Kegelfläche  {F) 
dos  Systems  hinrollt,  deren  Erzeugungslinien  die  Geraden  sind,  welche 
nach  und  nach  mit  den  verschiedenen  Momentanaxen  zusammentrefl'en/ 
Beide  Kegelflächen  enthalten  das  Rotationscentrum  0  und  berühren  sich 
zor  Zeit  t  längs  der  Momentanaxe  {Cy  F),  d.  h.  sie  haben  die  Flächen- 
elemente {CC  y  rr')  gemein.  Bezeichnen  wir  mit  de  den  unendlich 
kleinen  Kreisbogen,  welcher  den  Winkel  (CC)  oder  {Fr")  misst,  so  ist 
die  Wechselgeschwindigkeit  U  der  Momentanaxe;^ 

da 

dt  ' 
sie  ist  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die  in  0  errichtete  gemein- 
schaftliche Normale  der  beiden  Kegel,  indem  da  den  unendlich  kleinen 
We^,  den  ein  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  befindlicher,  aber 
dem  System  fremder  Punkt  im  Zeitelement  vormöge  einer  Rotation 
am  diese  Normale  zurückzulegen  haben  würde,  um  aus  der  der  Zeit  t 
eutspiechenden  Lage  der  Momentanaxe  in  die  nächfolgende,  der  Zeit 
i  +  ^'  entsprechende  Lage  derselben  einzutreten.  '  Die  Grösse  ü  ist  mit 
H  durch  eine  Gleichung  verbunden,  ähnlich  der  in  Cap.  III.  §.  8.  ent- 
wickelten. Legen  wir  nämlich  durch  die  beiden  Kegelflächen  [C)  und 
{l^  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  einen  ebenen  Schnitt  senk- 
recht zur  Erzeugungslinie  (C,  2^,  längs  welcher  sie  sich  berühren  und 
bezeichnen  die  Contingenzwinkel  der  beiden  Schnittcurven,  wie  a.  a.  0. 
mit  (/£  und  de\  sowie  die  Krümmungshalbmesser  derselben  mit  q  und  q\ 
»0  stellt  unter  denselben  Bedingungen,  wie  dort  de  —  de  die  Amplitude 
der  Elementarbewegung  um  die  Momentanaxe  dar  und  erhält  man 

^  — 1_  Jl 

Vermöge  dieser  Relation  ist  von  den  Grössen  Sly  ü,  q,  p' jedesmal 
eine  zu  finden,  wenn  die  drei  andern  bekannt  sind,  auch  bleibt  dieselbe 
während  der  Bewegung  constant,  wenn  jene  constant  bleiben.   Sind  die 

Kegel  so  beschaffen,  dass  die  relative  Krümmung 7  durchaus  con- 
stant ist,  so  werden  Sl  und  ü  einander  proportional,  sind  also  zusammen 
constant  oder  variabel. 

§.  4.  Als  Beispiel  zu  den  vorigen  §§.  wollen  wir  folgende,  bereits 
im  I.  Thl.  Cap.  IV.  §.  6.  im  Allgemeinen  angedeutete  Aufgabe  be- 
handeln. 

Ein  unveränderliches  System  rotirt  um  einen  Punkt  0 
(Fig.  59.),  und  zwar  so,  dass  zwei  seiner  Geraden,  ÜAj  OB^ 
welche  durch  0  gehen,  fortwährend  auf  zwei  festen  Ebenen 
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^''«'''^-  OO^Ä  und  OöjFbleiben;   die  Geraden   bil- 

r  den  mit  einander  einen  rechten  Winkel 
und  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  a  be- 
kannt, mit  welcher  die  Gerade  OA  sich  in 
der  Ebene  OO^X  umO  zurZeit/  dreht,  mau 
soll  die  Momentanaxe,  die  Winkelge- 
schwindigkeit Sl  der  Elementarbewcguug 
um  sie  und  die  Winkelgeschwindigkeit  u 
bestimmen,  mit  welcher  die  Gerade  OB  in 


\ 

\ 


der  Ebene  00^Y  eich  dieht. 


Die  Lage   der  Momentanaxe  OC   ergibt   sicli 
^  als     die     Schnittlinie     zweier     Ebenen ,      welche 

durch  OA  und  OB  senkrecht  zu  den  Ebenen 
00 ^X  und  OO^Y  geführt  werden.  Stellt  nun  die  Figur  einen  Kugel- 
schnitt des  Systems  um  0  vom  Radius  gleich  der  Einheit  dar  und  be- 
zeichnet  man  die  Bogen  O^A  und  O^B  mit  §  und  t^,  so  besteht,  weil 
AB  =  ^;r,  zwisclten  |  und  ri  die  Relation  cos  §  cos  t]  +  sin  |  sin  tj  ens  9 
=  0  oder 

(y  ^  (g  ^  cos  ^  =  —  1 . 

Wahrend  des  Zeitelementes  dt  beschreiben  nun  die  Punkte  A  und  h* 
die  Bogenelemente  </|  und  di]  und  sind  mithin 

d^         ,        dt] 

Dill'erentiirt  man  daher  die  vorige  Gleichung,  wodurch  man  erhält- 

•   o  *•  dri     .      .    ^      d^ 
sin2^  ^^1  +  sm  2  rj  ^^/=<>, 

so  erhält  man  sofort  das  Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  iü':w, 

nämlich 

0)    sin  2  Ti 

welches  man  als  Function  von  ^  darstellen  kann,  indem  man  aus  der 
(xleichung  ly  |  tg  t]  cos  0"  :^=:  —  1  die  Grösse  sin  2  tj  entwickelt  und  in 
das  Verhältniss  einführt.     Man  erhält  zunächst 

.    ^j       _  cos  &  sin  "I I 

und  hiermit  ,  ^ 

0)    _  cos  9 

to  r'o.v*  J  -|-  cos* 9  sin- ^ 

Ferner  hat  man,  indem  man  die  Geschwindigkeiten  ai,  ta  der  Punkte 
A,   B  ah  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  fr 
zeugt  ansieht, 

(o  —  Sl  sin  (AC) ,     a  =Sl  sin  {BC) 

und  folglich  ist  das  Siuusverhältniss  der  Winkelabstände  der  Momentan- 
axe von  den  Geraden  OA^  OB: 
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sin  (AC) ö)  cos^i  +  cos* 9"  *!«*{ 

sin  (BC)  flo'  cos  &• 

Um  endlich  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  selbst 
darzustellen,  ist  noch  sin  {AC)  durch  ^  auszudrücken  und  hat  man  aus 
dem  Dreieck  ACB: 

sin  (AC)  =.--.■  ^    ,    cos  C  =  —  sin  A  sin  B, 
^       '  sin  C 

sowie  aus  dem  Dreieck  OAB: 

sin  A  =  sin  -^  sin  'i\ 
sin  B  =  sin  0  sin  | , 
wodurch  man  erhält:  ^ 


Sin 

aas  welcher  Formel  man  den  Winkel  7\  mit  Hilfe  der  Gleichung 
^9^^9V  cos  ^  =^ —  1  entfernen  kann.      Hiermit  gelangt  man  .schliesslich 
zu  der  gesuchten  Winkelgeschwindigkeit 

Die  vorliegende  Aufgabe  ist  von  Wichtigkeit  für  die  Behandlung 
des  Universalgelenkes  (auch  Hook^scher  Schlüssel  genannt),  einer  sinn- 
reichen Erfindung  von  Cardanus.  Vgl.  .Redtenb acher,  Maschinenbau, 
B.  I;  S.  357.  und  Taf.  XXI,  Fig.  12. 

§.  5.  Ein  weiteres  Beispiel  entlehnen  wir  der  Bewegung  der  Erde, 
nämlich  die  sogenannte Präcession  der Nachtgleiq^en.  Zerlegen  wir 
4lie  Bewegung  der  Erde  in  die  Translationsbewegung,  vermöge  welcher 
ihr  Mittelpunkt  die  Ecliptik  beschreibt  und  die  Rotation  um  ihren  Mit- 
telpunkt und  betrachten  wir  letztere  für  sich.  Dieselbe  besteht  in  der 
Rotation  um  eine  Momentanaxe  (C,  F),  welche  für  die  gewöhnlichen 
Bedürfnisse  der  Astronomie  als  fortwährend  von  derselben  Richtung  an- 
gesehen werden  kann,  unter  einem  Winkel  von  23*^  27'  32"  gegen  die 
Äxe  der  Ecliptik  geneigt.  In  Wirklichkeit  besteht  aber  diese  Bewegung 
in  dem  Rollen  eines  Kegels  {T),  dem  System  der  Erde  angehörig,  auf 
einem  andern  Kegel  (C),  dessen  Axe  die  Axe  der  Ecliptik  ist,  sodass 
die  Momentanaxe,  längs  welcher  beide  Kegel  sich  berühren,  fortwährend 
wechselt.  Der  Kegel  (F)  ist  sehr  schmal  und  kann  deswegen  nähe- 
rungsweise  als  eine  Gerade,  die  Erdaxe,  angesehen  werden;  auch  ist 
die  Zeit  sehr  gross,  in  welcher  er  ein  Umrollen  in  dem  Kegel  (C) 
vollendet,  indessen  äussert  sich  dieselbe  doch  sehr  deutlich  in  der 
"sogenannten  Fräcession  der  Nachtgleichen. 

Es  sei  0  (Fig.  60.)  der  Mittelpunkt  der  Erde  (richtiger  der  Schwer- 
punkt derselben),  On  die  Erdaxe  im  Sinne  nach  Norden  genommen, 
^'«V  die  Axe  der  Ecliptik,  gleichfalls  im  Sinne  nach  dem  Nordpol  der 
Ecliptik  gerichtet,  sodass  Winkel  {nJS)  =  23«  27'  32"  ist.     Während  nun 
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die  Erde  sich  gleichförmig  am  ihre  Axe  On 
umdreht,  rückt  diese  Axe  and  mit  ihr  die 
Ebene  Nn  im  entgegengesetzten  Sinne  fort, 
indem  sie  sich  am  die  Axe  der  Ecliptik 
dreht.  Die  Kotation  der  Erde  erfolgt  von 
Westen  nach  Osten,  der  Sinn  ihrer  Winkel- 
geschwindigkeit (0  ist  also  aaf  der  Axe  nach 
Süden  aufzutragen,  während  der  Sinn  der 
Winkelgeschwindigkeit  &>'  um  die  Axe  der 
^  Ecliptik  nach  Norden  zeigt.  Aus  beiden  Win- 
kelgeschwindigkeiten ergibt  sich  nach  dem 
Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiteu 
die  Lage  der  Momentanaxe  (C,  F)  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  Sl^  um  sie.  Die  Axe 
(C,  r)  fällt  in  den  Nebenwinkel  von  {Nn)  und 
08  rollt  in  Folge  dessen  der  Kegel  (F)  auf  der 
Innenseite  des  Kegels  (C).  Da  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  w'  sehr 
klein  ist,  wie  die  Beobachtungen  zeigen,  so  ist  auch  der  Winkel  {n  H 
sehr  klein  und  daher  der  bewegliche  Kegel  sehr  schmal,  sodass  die  Mo- 
mentanaxe niemals  sehr  weit  von  der  Erdaxe  sich  entfernt.  Auf  der 
Axe  der  Ecliptik  steht  die  Ecliptik  selbst,  auf  der  Erdaxe  der  Erd- 
äquator senkrecht;  mithin  ist  ihre  Durchschnittslinie  WW ^  die  Aequi- 
noctiallinie,  senkrecht  zu  beiden,  d.  h.  senkrecht  zur  Ebene  A'/i  und  rückt 
daher  gleichzeitig"^ mit  dieser  fort,  indem  sie  sich  mit  derselben  Winkel 
gesckwindigkeit  io  in  der  Ebene  der  Ecliptik  dreht.  Dieses  Fortrücken 
der  Linie  W}V\  die  Präcession  der  Nachtgl eichen  genannt,  beträgt  5o" 
im  Jahr  und  würde  ein  vollständiger  Umlauf  derselben  2Ö8G8  Jahre 
erfordern  (grosses  Platonisches  Jahr).  Für  einen  Sterntag  beträgt  dÄ> 
Fortrücken  0,"1 36795.  Die  beiden  Kegel  {C)  und  {T)  sind  indessen 
nicht  genau  Kreiskegel,  vielmehr  findet  eine  sehr  geringe  periodische 
Schwankung  der  Erdaxe  gegen  die  Axe  der  Ecliptik  statt,  die  sogenannte 
Nutation  der  Erdaxe,  die  aber  nur  9  Secunden  Abweichung  von  der 
mittleren  Lage  beträgt  und  sehr  langsam  erfolgt  (ihre  Periode  betraf 
18^  Jahr). 

Nimmt  man  den  Sterntag,    die  Zeit  der  Umdrehung  der  Erde,   al."> 

0  136795 
Zeiteinheit,   so  ist  w  =  27r,  w'  =  . ',  _^,  ^,^  ,it  und  erhält  man  aub  J«*i" 

'  180.60.60 

Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten 

Ol        ta  Sl 

sin  yVS)         sin  {Fn}         »in  (A'«> 
und  hieraus 

Ol  ÄiVi  iT.Vi  sin  irn-{-Sn)  •    /  »r    \       ,    /i»   \    i  /v    \ 

(o  sin  ^Fnj  ai/i  {Fn)  \       /        *?  \       /    •  v       / 
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wodurch  -    /  ry^  _^      m'm  (Nn) 

lg  ( i  n)  =  ? 7t;~~\ 

wird.    Hiernach  ergibt  sich 

{Fn)  =  0",0087 , 
sodass  also  für  gewöhnliche  Bedürfnisse  die  Axe  F  als  mit  der  Erdaxe 
zasammen fallend  angesehen  werden  darf.     Weiter  folgt  aas  obiger  Pro- 
portion : 

^  sin  (Nn) 

8tn  (FiV)       ' 

woraus  erhellt,  dass  Sl  nur  sehr  wenig  von  der  Winkelgeschwindigkeit  a 
der  Erde  nm  ihre  Axe  abweicht. 

§.  6.  Wir  gehen  jetzt  über  za  der  analytischen  Darstellung  der 
Geschwindigkeiten  in  dem  unveränderlichen  System,  welches  um  einen 
Pnnkt  0  rotirt.  Zu  dem  Ende  betrachten*  wir  diesen  Funkt  als  den  ge- 
meinsamen Ursprung  zweier  rechtwinkliger  Coordinatensysteme,  von 
denen  das  eine,  das  der  x\  y\  z\  dem  System  angehört  und  sich  daher 
mit  diesem  bewegt,  während  das  andere,  das  der  x^y^  z,  nicht  an  der 
Bewegung  Theil  nimmt.  Die  Coordinaten  x\  y\  z  bestimmen  demnach 
die  Lage  eines  Punktes  im  System  und  sind  nicht  mit  der  Zeit  verän- 
'lerlicb,  da  das  System  selbst  unveränderlich  ist,  während  die  Coordi- 
naten X,  y,  z  die  Lage  desselben  Punktes  im  absoluten  Räume  bestimmen 
and  Functionen  der  Zeit  sind,  welche  von  der  Art  der  Bewegung  des 
Systems  abhängen.  Die  Cosinusse  der  Winkel,  welche  die  beweglichen 
Axen  der  x\  y\  z  mit  den  Axen  der  o:,  y^  z  bilden,  seien  a,  6,  c  für  die 
Aie  der  x\  a\  h\  c  für  die  der  y  und  a\  6",  c"  für  die  der  z';  sie  sind 
gleichfalls  mit  der  Zeit  veränderlich  und  bestimmen  die  Lage  des  Systems 
im  absoluten  Räume.  Zwischen  den  beiderlei  Coordinaten  eines  System- 
ponktes  bestehen  nun  die  bereits  Cap.  VI,  §.  6.  des  L  Theiles  ange- 
Hihrten  Relationen: 

x  =^  ax  ■'{'  ay   -f  a'z      a^  +  6^  +  c'  =  1     aa  +  bb'  +  cc'  =  0 
(1)    y=bx  +  b'y    +  6"z'     a'  +  6  ^  +  c'^  =  1     a'a"+6'6"+cV'  =  0 

r  =  ca:'  +  cy   +  c'z      a'H  6"^+  c"2=  1     a"a  +  b"b  +  c"c  =  0. 

Multiplicirt  man  die  drei  Oleichungen  der  ersten  Gruppe  der  Reihe  nach 
einmal  mit  a,  6,  c,  das  anderemal  mit  «',  6',  c\  das  diittemal  mit  a* ,  6",  c" 
nnd  addirt  sie  jedesmal,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  6  letzten 
Relationen  die  weiteren : 

X  =.  ax  •■\'  by  -{■  cz     «^  +  «'^  +  «"^  =1     «6  +  ab'  +  d'b"  =-  0 
■2)    y  =  ö'.r+  6'y  +  cz     b^  +  6'2  +  6"*  =  i     6c  +  b'c   +  6V=  0 

;'=  a"a:+6'V+^"^     c^  +  c'^  +  c"^  =  1     ca  -{-  ca   +  c"a' ^=-  0, 
von   denen   die   in   der  zweiten   und  dritten  Gruppe   stehenden  sich  er- 
geben, indem  man  die  der  ersten  Gruppe  resp.  mit  a,  a\  o";   6,  b\  6"; 
^^  c\  c    multiciplicirt   und   addirt  und    die   erhaltenen  Resultate   mit  der 
ersten  Gruppe  von  (1)  vergleicht. 

Sfhfll,  Theorio  d.  Hcw.  u.  d.  KrÄRc.  10 
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/ » '' 


Die  directe  Auflösang  der  Gleichangen  (1)  würde  ergeben: 

a"6')  z 
ab'')  z 
ab)  z. 


J-x  =  (b'c'  —  b^'c')  X  +  {ca 
(3)      Jy  =  (6"c  —  bc')  X  +  {c'a 

A'Z  =  (6c'  —  \ic)  X  +  (cfl' 
wobei  der  gemeinschaftliche  Nenner 


ca )  y  +  {«  6 
ca")  y  +  {a'b 
Cfi)  y  +  (ab' 


J  = 


a 

b 

c 

a 

b' 

c 

a 

b" 

c 

=  a  {b' c"  —  b"c)  +  a'  {b"c  —  bc")  +  a     {bc  —  b'c) 


auftritt.  Diese  Determinante  A  hat  den  Werth  +  1  oder  —  1 ;  denn 
ihr  Quadrat  ist  nach  dem  Mnltiplicationstheorem  der  Determinanten  nnd 
mit  Bücksicht  auf  die   6  letzten  Gleichungen  (1): 


1 

a 

b 

c 

a 

b' 

c 

a 

b" 

c 

A^  = 


aa    +   bb'  +   cc 


a2  +  6'  +  c^ 
=  a'a  +  6'6  +  c'c      a"^  +  6'^  +  c^ 


a   b  c 

a    b  c 

a   b  c 

ff 


aa     +  bb"  +  cc"\      "10  0 
a'a"  +  b'b"  +  c'c'=i)  10=1. 
^"?+  ^"J  +   c"\       0  0  1 

Durch  Vergleichung  der  Gleichungen   (3)   mit  den  Gleichungen   (2)  er- 
geben sich  daher  die  weiteren  Relationen 

6r     ff  -iff      •  I  t      ff  f§       »  I  •  *»H  tf    mf  I 

c    — b  c  =  ±_  a     ca    —  c  a  •=^  ^  b     ab   —  a  b  ^^  ^c 

(4)         b"c  —  6  c"  =  +  ^'     ^ '"  —  c  a"  =  +  6'     a"b  —  a  b"  =  +  c 
bc  —  b'  c  =  +  a"    ca  —  ca=^b"     ab'  —  a'  b=  +  r", 

wobei  die  Zeichen  (+)  oder  ( — )  gelten,  je  nachdem  J  den  Werth 
+  1  oder  den  Werth  —  1  hat.  Das  doppelte  Zeichen  von  A  besieht 
sich  auf  die  besondere  Beschaffenheit  der  beiden  Coordinatensysteme. 
Sind  dieselben  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  positiven  Axen  der  x'  und 
und  y  mit  den  positiven  Axen  der  x^  y  zur  Coincidenz  gebracht  wer- 
den, auch  die  positiven  Axen  der  z'  und  z  sich  decken,  so  nennt  man 
die  Coordinatensjsteme  consentirend  (congruent),  fallen  aber  in  die^ior 
Lage  die  positive  /-  und  die  negative  2-Axe  zusammen,  so  heissen  sie^ 
dissentirend  (symmetrisch).  Im  ersten  Falle  ist  ^  :r==  -f  1 ,  im  letzton 
A  =  —  1.  Im  ersten  Falle  nehmen  nämlich  für  diese  Lage  die  9  Co- 
sinusse die  Werthe  an: 

a  =  l,    6  =  0,   c  =  0;    a' =r  0,  6' =  1,  c  =  0; 
a"  =  0,  6"  =  0;   c"  =  1 

und  hiemit  reducirt  sich  die  Gleichung  ab'  —  «'6  =  +  c"  auf ^1  =^=  +  1 
und  kann  also  nur  bei  J='^l  bestehen;  im  zweiten  Falle  dagegen  hat  man 

a  =  1,   6  =  0,   c=rO;   ö'  =  0,   6'=  1,  c'  =  0; 
a"  =  0,   6"  =  0,   c"  =  —l 
und  reducirt  sich  dieselbe  Gleichung  auf  —  1  =  +  1 ,  welche  nur  mit 
^  =  —  1  harmonirt. 
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Wir  wenden  hier  nur  consentirende  Coordinatensysteme  an  und 
branchen  also  die  obigen  Formeln  nur  mit  dem  Zeichen  (+))  da  die 
Vertanschnng  der  positiven  nnd  negativen  Axen  eines  der  Systeme  ge- 
nügt, um  von  dem  Consentiren  derselben  zum  Dissentiren  überzugehen. 

§.  7.  Die  Geschwindigkeit  v  des  Systempunktes  {x\  y\  z  \  x,  y,  z) 
kann  zerlegt  werden  parallel  den  beweglichen  Axen  der  x,  y\  z  und 
parallel  den  Axen  der  x,  y^  z\  ihre  Componenten  im  ersten  Sinne  seien 
'VtV'^'S  ^^^  ^™  letzteren  Sinne  genommenen  t^^,  Vy^  Vg.    Man  hat 

dx  du  dz 

"' =  d7' "- =  Ä'  *'=  =  * 

Qnd  erhält  daher  diese  Grössen,  indem  man  die  Gleichungen  (1)  nach 
t  differentiirt,  dabei  aber  bemerkt,  dass  x\  y\  z  von  i  unabhängig  sind. 
Die  Ausführung  dieser  Differentiation  liefert: 


dx  ,  da    ^      f  da     ,      ,da  da    ,       db    ^       de 

"'=  di=''  di  +  '^  df-^'  dt       ''dt-^''di+'dt  =^ 

du  ,  dh  ,  db  ,  db"  ,da  ,  db         ,  de' 

(')  "'-=^  =  ^.7  +^^  +'  dt        "dt+'dt+'dt^'' 

dz  ,dc^,  de  ,  de'  „da*  ,  ^,,dö''   .     „de" 

r.  =  —  =  X         +V—     +^  —  ö         4-ft  +c  —  =  0 

dt  dt   ^^  dt    ^       dt  dt  ^      dt  ^      dt 

r  dt  +^/  -^'d^J-^V  dt  +'dt'^'dt)  =  ^ 

(  a'  %  +  6' ^'  +  c' ^Pi  +  (a"  ^4  +ry  +  e'^S)  =  0 
\       dt   ^      dt  ^       dt  J  ^  \      dt  ^     dt   ^      dtj 

V  dt  +^dt  -^^  rfZJ  +  l"  dt+^dt  +  'dth^- 

Die  Cdmponenten  tv?  V ,  *'x'  der  Geschwindigkeit  parallel  den 
beweglichen  Axen  erhält  man  nun,  indem  man  den  Linienzug  der 
fxy  Ty,  Vz  und  der  im  entgegengesetzten  Sinn  genommenen  Geschwin- 
digkeit V  selbst  auf  die  beweglichen  Axen  projicirt,  nämlich: 

Vjc'   =   avx  +  bvy  +  cvz 
(2)     Vy'  =  avx  +  h'vy  +  evz 
Vz'  =  a  Va  +0  Vy+  c  Vz 

odpr  also  mit  Hilfe  der  eben  entwickelten  Werthe  (1),  wenn  man  nach 
y,  y\  z    ordnet: 

r^,=  \^a-  +  b--  +  e-Jx  +  [a-  +  b^^-  +^e  -)  y 

(     da  db"         de''\    , 

(    ,da         ,db    ,    .de\     *   ,    (    fdd       ,,  db'    .     ^  ^c'\     , 

+  V-dl+'"dt-^'-dt)' 


»■y 


10 
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(„da    .  i/,äb        „dc\      ,        (  „da  „dh'         ndc\   » 

/  „  da\  ,     „dh"         „dc"\    , 

Berücksichtigt   man   aber   die  6   letzten   Gleichungen   (1)   and  setzt 

vorläufig  zur  Abkürzung 

da  db*  de  (    »da    .     ,dh        ,  dc\ 

a—  +  b \-  c  —  =—  I   a \.b—+c—]=  —  r 

dt   ^      dl    ^     dt  \      dt   ^     dt  ^     dt/ 

,da'        ,db"         4c'  (    „da'      u4b\     „dc\ 

a h h  —  +  c  —  =  —  I    a ho r  c   —  I  =  —  p 

dt  ^     dt    ^     dt  Kdt^dt^dtJ  ^ 

„da         „db         „de  [     da'         db"        dc"\ 

a    —  +6  --   +c  —  =—  (  a—-  +  6—+  c —- )  =  —  ^, 
dt   ^     dt    ^     dt  \      dt    ^     dt  ^     dt  J  *' 

so  nehmen  die  Componenten  v«,  V'  ^''  ^^®  Form  an: 

Vx'  =  qz  —  ry 

(4)  Vy'  =  rx  —  pz 

^z'  =  py  —  q^' 

Für  die  Systempunkte  a:',  y',  2',  welche  zur  Zeit  /  auf  der  Momen- 
tanaxe  liegen,  ist  t;  =  0,  also  auch  Vx'  =  Vy-  =  ».•  =  0;    daher  sind 

qz  —  ry  =  0 

(5)  rx  —  pz  =  0 

py'  —  qx  =^0 

oder  in  anderer  Form 

#         f         • 

-  =  ^  =  - 

p       q       ^ 

die  Gleichungen  der  Geraden  (F)  des  Systems,  welche  zur  Zeit  /  Mo- 
mentanaxe  ist,  in  Bezug  auf  das  bewegliche  Coordinatcnsystem.  Uior 
durch  ist  die  Lage  dieser  Geraden  im  System  bestimmt.  Sie  bildet  mit 
den  Axen  der  x',  y\  z   Winkel  «',  ^,  y\  für  welche 

cos  a        cos  /? cos  y  1 

P     ~     q      ~      r     ~yp^  +  q'^  +  r^ 
ist. 

Für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  v  des  Symstempunktcs  {x\  y\ :'' 

erhalt  man,  da  »^  ==  Vx'^  +  »y'  +  v-'^  ist: 

v^  =  {qz  —  ry'Y  +  {rx  —  pz)^  +  {py  —  gx)^ 
=  {P^  +  q'  +  r')  {x^+y^+  z  0  —  {px  +  gy'  +  rz')\ 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  {x'  y  z)  vom  Kotationscentrum 
0  mit  cf,  den  Winkel  zwischen  d  und  der  Momentanaxe  mit  £  und  srtzt 

p^  +  ^2  ^  r^  =  Sl\ 
so  wird 

rf^  =  a:'2  +  y'2  +  z\    cos  i  =  ^±-^'^+-'y 

und  hiermit 

V  =  Sld  sinB 
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oder  da  d$inB  =  q  den  Abstand  des  Systempunktes  von  der  Momentan- 

axe  darstellt 

v  =  qSl, 

Hieraas  ersieht  man,  dass  Sl  nichts  anders,  als  die  Winkelgeschwin- 
digkeit um  die  Momentanaxe  und  p,  q,  r  ihre  Componenten  ^2^^',  Sly'  ^  Sl^' 
um  die  beweglichen  Axen  sind. 

§.  8.  Zu  den  Formeln  (5)  des  vorigen  §.  für  die  Componenten 
der  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  parallel  den  beweglichen  Axen 
kann  man  auf  folgende  Weise  unmittelbar  gelangen.  Wir  denken  uns 
die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  auf  dieser  nach 
Grösse  und  Sinn  aufgetragen,  zerlegen  sie  in  ihre  Componenten 
Ä^'  =  p,  Sly'z=:q^  ß5'  =  r,  welche  in  die  Axen  der  x\y\z  fallen 
und  bestimmen  die  Bestandtheile ,  welche  jede  derselben  zur  Bildung 
der  Geschwindigkeitscomponenten  Vx' »  Vy'  ,  Vz'  liefert.  Hiebei  gelten, 
wie  dies  aus  der  Natur  des  Projicirens  folgt,  .$2«',  Sly' ^  SL^'  als  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  der  positiven  oder 
negativen  Cobrdinatenaxen  übereinstimmt,  in  deren  Richtung  sie  fallen. 
Ein  positives  Si^'  drückt  demnach  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  die 
x'-Axe  aua,  deren  Sinn  von  der  positiven  or'-Axe  aus  gesehen  in  der 
yV-£bene  einef  Drehung  der  positiven  y'-Axe  in  die  positive  /-Axe 
im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  entspricht  u.  s.  f. 

Unter  Voraussetzung  dreier  positiver  Componenten  von  Sl^  als  des 
Normalfalles,  auf  welchen  alle  anderen  Fälle  mit  Hülfe  einer  Zeichen- 
änderung  von  selbst  zurückkommen,  sei  nun  zunächst  d^x'  die  unendlich 
kleine  Amplitude,  um  welche  das  System  vermöge  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Stx'  nm  die  a;'-Axe  sich  im  .Zeitelemente  dt  umdrehen  würde; 
man  hat  dann 

Die  Richtung  von  d^x*  ist  die  Richtung  der  Tangente  eines  in  der 
Einheit  der  Entfernung  um  die  x'-Axe  beschriebenen  Kreisbogens,  dessen 
Ebene  zu  dieser  Axe  senkrecht  ist;  sie  bildet  mit  den  Coordinatenaxen 

der  x\  y\  z  der  Reihe  nach  Winkel,  deren  Cosinusse  0, r ,  -^  sind, 

wenn  ^  die  Entfernung  des  Systempunktes  [x  y  z)  von  der  x'-Axe  be- 
deutet. Die  Geschwindigkeit,  welche  Slx'  diesem  Punkte  ertheilt,  ist 
if' Slx'  nnd  ihre  Componenten  parallel  den  Coordinatenaxen  sind  daher: 

Betrachtet  man  die  Axen  der  x\  y\  z  in  der  Folge  der  Buchstaben 
als  erste,  zweite  und  dritte  Axe,  so  ist  das  Bildungsgesetz  dieser  Aus- 
drücke leicht  zu-  übersehen.  Sie  sind  alle  proportional  Slx' y  der  Winkel- 
Gescbwindigkeitscomponeute  um  die  erste  Axe;  die  Componente  der 
Geschwindigkeit  v  parallel   der  ersten  Axe  hat   den  Coefficienten  Null, 
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die  Componenten  parallel  der  zweiten  nnd  dritten  Axe  haben  zu  CoefBcieuten 
die  zweite  und  dritte  Coordinate  in  verwechselter  Folge  und  erhält  dabei 
die  der  zweiten  Axe  entsprechende  Componente  das  Zeichen  ( — )y  die 
der  dritten  entsprechende  des  Zeichen  (+)•  Indem  wir  jetzt  die  Axen 
in  der  Ordnung  y\  z\  x  als  erste,  zweite  und  dritte  Axe  ansehen,  er- 
halten wir  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  r,  herrührend  von 
Sly'  parallel  den  Axen  der  x^  y,  z   nach  demselben  Bildungsgesetse 

Z     Sly'  ,  0  •  Äy'  ,  X    Sly' 

und  ebenso  für  die  Ordnung  z\  x\  y  die  von  Sl^-  herrührenden  Com- 
ponenten : 

—  ySlg'j    x'Slz'y    0«Ä-'. 

Sammeln  wir  daher  jetzt  alle  denselben  Axen  parallelen  Bestand- 
theile,  so  erhalten  wir  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  des 
Systempunktes  {xyz)  parallel  den  Axen  der  x\y\z'i 

Vjc'  =  Sly'  z   —  Äx'  y 

Vy-     =    Slz'    X      Äj'  Z 

V:'  =  Sl^'  y    Sly'  x\ 

welche  Ausdrücke  wegen  SLx'  =  p,  «ßy-  =  q^  St.'  =  r  mit  den  Aus- 
drücken (5)  des  vorigen  §.  übereinstimmen. 

§.  9.  Um  die  Lage  der  Momentanaxe  gegen  die  Axen  der  x,  y,  z, 
welche  nicht  an  der  Bewegung  des  Systems  theilnehmen,  zu  bestimmen, 
projiciren  wir  den  Linienzug  der  Sljc' ^  Sly^  Sl*-  und  des  .$2,  letztere 
Grösse  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen  auf  die  Axen  der  or.  y.  z. 
Dies  liefert  uns,  wenn  «,  /?,  y  die  Winkel  sind,  welche  die  Momentanaxe 
mit  diesen  Coordinatenaxen  bildet: 


cos  a 


cos  ß  = 


bsiy  +  b'siy'  +  6^ß: 


cos  y  = 


c5l^'  +  cSly'  +  c"Ä..' 


Man  kann  übrigens  diese  Frage  auch  direct  behandeln.  Sotzt  man 
nämlich  in  den  Gleichungen  (1)  des  §.7.  ^  =  ^^  =  ^*  =  0,  so  erhalt 
man  als  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Momentanaxe 


tf 


,  da    .      ,da     .      ,da 

dt   ^  ^  dt    ^       dt 

,  db  ,db'  ,db"         . 

X    ,    +  y  ,    +  z      -  =  0 
dt  ^  ^  dt    ^       dt 

,  de  ,dc  ,  de' 

*  di  +  ^^  +  '  Ä=^ 

woraus  man,   wenn   man   x\*y\  z    durch  die  Formeln  (2)  des  §.  6.  eli- 
minirt  und   dabei   die  daselbst  angeführten  Nebenrelationen,   sowie  dio 
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sich  aas  diesen   durch   Differentiation   ergebenden  Folgerungen  berück- 
sichtigt, weiter  erhält: 

(^  da    t    ,f  da     ,    ,ff  da'  \       ^    [    da    ,      »  da     ,     „  da\  .v 

(dh    X     f  db     ,    »f  db  \        I    /    db    ,      f  db     ,     '*  db  \  ^ 

'di  +  '=  di  +'  -di)  '  +  [''di  +  ''  11+"  -di)'^^^ 

(de    t      f  de    ,     „  de  \        I    /t  rfc    ,    ,/  de     ,  ,//  de  \  ^ 

welche  Gleicbungen  sich  in  Form  der  folgenden  Proportion  schreiben  lassen : 

X  y  z  

.  de   .  ,*  de     ,   , /f  de'  da    .    *  da    ,     »f  da  db    .     ,  db    ,     ^db'  ' 

''di+'^df  +''  W       'dt  +'-dt  +'  W       ''di+''  dt  +"   dl 

Setzt  man  abkürzend 

db    ,     '  db'    ,     //  db'  ( ,  da    •_  .  /  da*    .  ,„  da'\  ^ 

«rf/ +"*+"  w  =  -(*«+*  ar+*  -dr)  =  '^ 

t  de    ,   ,  /  de'    ,  ,  o  de'  /    db    ,     f  db     ,     ^/  db"\  ^ 

*Ä+*Ä-+*  -dT=-{'dt+'dr+'  -dt)='^ 


da    ,     '  da'    ,     o  da' 

'di+'dr+'  -dl 


(de   ,     fde't     n  de''\         ^ 
"  dl  + "  w  + "  rfr;  =  ^' 


so  kann  man  die  Gleicbungen  der  Momentanaxe  schreiben 

oc  _y^ _z_ 

P  Q  ~  R  ' 

Sind  a^  ßy  y  die  Winkel,   welche  die  Momentanaxe  mit  den  Axen 

j  1.15   ^  1    ^  cosa        cosß        cosy  ^ 

der  X,  y,  z  bildet,  so  hat  man  -p-  =  -^  =  -^  =  fip^  Q Hh~^  ' 

Die  Grössen  Py  Q^  R  haben  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x,  y,  z 
«iue  ganz  analoge  Bedeutung,  wie  die  Grössen  p,  q^  r  in  Bezug  auf  die 
Axen  der  x\  y\  z\  Sie  sind  die  Componenten  der  Winkelgeschwin- 
digkeit um  Axen,  die  zur  Zeit  t  mit  den  Axen  der  x,  y^  z  zusammen- 
fallen. Führt  man  nämlich  in  die  Gleichungen  (1)  des  §.  7.  für  x\  y\  z 
ilire  Werthe  in  x^  y,  z  sowie  für  die  obenbezeichneten  Combinationen 
der  Grössen  a,  6,  c,  ...  und  ihrer  Differentialquotienten  die  Grössen 
P,  0,  R  ein,  so  kommt,  wenn  man  nach  a:,  y,  z  ordnet: 

v^  =  j-  =  Qz~Ry 

Vy   =:   ^   =   RX  —  Pz 

vz  =  jf  =  Py  —  Qx. 

Hieraus  folgt 
v~{f)z—Ryy  +  f,Rx  -  PzY  +  {Py^Qxy=  {P'  +  Q^  +  R^)  {x^  +  y^  + 1^) 

nnd  wenn  man  ^         i    vy  t-       / 

pi  +  Q^  +  R^=  V^ 
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setzt  und  den  Winkel,  welcher  den  Abstand  d=  j/x^  +  y^  +  2'  <1m 
Punktes  {x  y  z)  vom  Funkte  0  mit  der  Momentanaxe  bildet,  mit  l  be- 
zeichnet, sodass 

V  d 
wird ,  so  folgt  weiter : 

V  =  VdsinXy 

woraus  man  erkennt,  dass  V  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Mo- 
mentanaxe ist,  und  dass  P,  (),  R  ihre  oben  bezeichneten  Componenteu 
sind. 

§.  10.    Es  ist  noch  von  Interesse,    die  Bedeutung   der  Differential- 
quotienten —  ,    ;r- ,    -wj  ^   etc.  kennen  zu  lernen.    Nun  hat  man  einerseits 

dx'         '  da    .       ,  da     ,       /  da 

d//  '  db    .      ,  db'    ,      '  db" 

'y  =  ät=''  dt  +  y  dT  -^  '-di 

dz  f  de     .      '  de     .      >  de' 


dt  dl     *    ^  dt     *  dt 

andrerseits  erhält  man  dieselben  Componenteu  der  Geschwindigkeit  f, 
indem  man  die  Componenteu  vy  y  i'y ,  V:-  u.  s.  w.  in  (5)  des  §.  7,  auf 
die  Axen  der  Xy  y,  z  projicirt,    nämlich 

•      V:c  =  a  {qz'  —  ry)  +  a   {rx  —  pz)  +  a'  {py   —  qx) 

Vy  ==  ^  (^2'  —  ^y )  +  ^  {^^'  —  pO  +  ^"  (py  —  ?^') 

»*  =  c  {qz  —  ry)  +  c  (rx' —  pz)  +  c"  (py  —  qx). 

Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  x\  y\  z    erhält  man  daher: 

da  f  f,         da  »,  da  , 

■^=ar  —  a  q,      —  =  ap  —  ar,     -j^  =  aq  —  ap, 


db        ,f         ,//         db        t*f         t         db         ,  ,# 

^^  =  br~bq,      --  =  b  p  —  br,       -^—bq  —  bpy 

de  *  „         de'        '„  de"  , 

j^=cr'-cq,      ^^z=^cp  —  cr,       ^  =  cq-~ep. 

Man  kann  diese  Formeln  auch  auf  geometrischem  Wege  linden,  wenn 
man  bedenkt,  dass  — 0,  — a\  — «"  die  Coordinaten  eines  auf  der 
a;-Axe  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  0  liegenden  Funktcs  in  Bezu^ 
auf  das  bewegliche  Coordinatensystem  ist,  und  dass  also  seine  Geschwin- 

digkeitscomponenten   —  —  ,    —       ,     —  -r.    nach  Anleitung  des  §.  8.  ge- 
funden werden  können. 

§.  11.  Die  neun  Cosinusse  a,  by  C]  a\  b\  c\  a\  b'\  c\  welche  die 
Lage  des  beweglichen  Coordinatensystem»  bestimmen,  bind  nicht  von 
einander  anabhängig,  vielmehr  bestehen  zwischen  ihnen  sechs  Kelatioueu, 
vermöge  welcher  sie  auf  drei  reducirbar  sind.  Euler  hat  zuerst  ge- 
zeigt, wie  man  dieselben  durch  die  trigonometriechen  Functionen  dreier 
Winkel   ausdrücken  kann,   welche  hinreichen,    um  die  Lage  des  beweg- 
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liehen  Systems   zu  bestimmen.     Diese  Winkel  sind:   1)  der  Winkel  ip, 
welchen  die  l^notenlinie  der  Ebenen  der  x'y   und  der  xy  mit  der  Axe 
der  X  bildet;  2)  der  Winkel  O,  welchen  diese  beiden  Ebenen  oder  also 
auch  die  beiden  auf  ihnen  senkrechten  Axen  der  z  nnd  z'  mit  einander 
einschliessen   nnd  3)  der  Winkel  9>,   welcher  von  der  Axe.  der  x'  und 
jener  Knotenlinie  gebildet   wird.     Den  Sinn    dieser  Winkel   wollen   wir 
folgendermassen  bestimmen.     Wir  denken   uns   das  System  der  x' y' z 
zanächst   zusammen  fallend   mit   dem  der  x  y  z   nnd   drehen  dasselbe  um 
die  z-Axe  im  positiven,   mit   der  Uhrzeigerbewegung  von   der  positiven 
:-Axe  aus  gesehen  übereinstimmenden  Sinn,  bis  die  positive  x'-Axe  mit 
dem  beliebig  wählbaren,    aber   ein   für   allemal   fixirten    positiven   Sinn 
der  Knotenlinie   zusammenföllt,    die  Amplitude   dieser  Drehung  ist   der 
Winkel  '^   und   ihr   Sinn    der   Sinn   desselben;   wir   drehen   hierauf  das 
System  um  die  Knotenlinie  im  positiven  Sinne,  bis  die  Ebene  der  x' y 
in  ihre  Lage  gelangt;    die  Amplitude  dieser  Drehung  ist  der  Winkel  d- 
und  der  Sinn,  in  welchem  dieser  Winkel  genommen  wird,  ist  der  Sinn 
dieser  Drehung;    wir   drehen   endlich  das  System  um  die  z'-Axe  in  der 
Lage,  welche   sie  nunmehr  erlangt  hat  im  positiven  Sinne,   bezeichnen 
die  Amplitude    dieser  Drehung   mit   q>  und   nehmen   diesen   Winkel  im 
Sinne  dieser  Drehung.     Durch  die  Folge  dieser  drei  Drehungen  ist  das 
System  der  x\  y\  z    in  seine  definitive,  durch  die  Winkel  9,  O,  if;  be- 
stimmte Lage  gelangt.     Um  die  Abhängigkeit  der  obigen  neun  Cosinusse 
von  den  drei  Winkeln  9,  O,  if;  zu  erkennen,   denken   wir  um  das  Ro- 
tationscentrum   0    mit    der    Einheit    als    Radius 
eine  Kugel  beschrieben   (Fig.  61.);    auf  ihr  mar- 
kiren  die  Axen  der  o:,  t/,  z  die  drei  Ecken  eines 
Octanten,    die    Axen    der    a:',   y\   z     die    eines 
zweiten    Octanten ,      die     erwähnte    Knotenlinie 
einen  Punkt  K^  den  Schnittpunkt  der  Bogen  xy 
nnd  x  y\   welche   die  Ebenen  der  xy  und  xy 
Vorstellen.    Man  hat  alsdann  xK-=-'^y  Kx  =ztp 
und  zz'  z=z  O  und  erhält 


H  =  COS  x'Xy  *b  =  cos  xy ^  c  =  cos  xz 
n  =  cos  yx ,  h  =  cos  yy ,  c  =  cos  yz 
a"=  cos  z'Xy     6"=  cos  z'y,    c"=  cos  zz 

nämlich 

'i  ==  cosvp  cos^f  —  sinq>  sinrlf  cos-Ö" 

h  ~  -  cos  (p  sin  1/;  +  sinq>  cos  tj;  cos  0" 

•*  =  sin  g>  sin  ^ 

a    = 


aus  dön  sphärischen  Dreiecken 
xKx^    xKy^    xKz 

yKx,   yKy,    yKz 

zKx ,    zKy ,     zKz , 


«'=  —  sinqtcos'iff  —  cosg)  siniff  cosd" 
6'  =  —  sin  (p  sin  if;  -j-  cos  q>  cos  if  cos  O 
c'=       cosg)  sin d" 
sinip  sind" 


b"  =  —  cos  iff  sin  0 


// 


=        cosO^ 
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§.  12.  Man  kann  die  Elementarbewegung  des  Systems  um  die  Mo- 
meutanaxe  in  drei  unendlich  kleine  Rotationen  um  die  Axen  OK^  Ot,  Oz 
auflösen;  dadurch  zerfällt  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  in  drei  Com- 
ponenten  A^ ,   Sltf, ,   Slfp  um  diese  Axen ,  deren  Werthe  sind : 

Indem  man  diese  Winkelgeschwindigkeiten  auf  ihren  Axen  nach  Grösöc 
und  Sinn  auftragt  und  den  Linienzug  derselben  in  Verbindung  mit  der 
auf  der  Momentanaxe  aufgetragenen  Winkelgeschwindigkeit  Sly  diese  in 
entgegengesetztem  Sinne  genommen,  auf  die  Axen  der  a:\  y\  z  projicirt, 
erhält  man  Slx' %  ^y' y    ^z    ausgedrückt  durch  Sl^  ^   Sly,  ^   ^(p  y   nämlicb: 

Sljc'  =  Sl^  cosq>  +  Slxp  sinq>  sin^  =        --  C059+  -^  sinfp  sin^ 
Sly'  = — Ä^  sing>  +  ^\p  cos  ff  sind'  =  —  ^r  *««9  +  -jf  cos  q>  sind 
Ä,.  =  Äy  +  Ä^  cosd  =      ^  +  ^  cosd. 

Indem  man  diese  Gleichungen  nach  i2^,  Sl^^  Sl^  auflöst,  oder 
auch ,  indem  man  den  Linienzug  der  5ljr' )  ^y  1  ^z'  9  —  Sl  auf  die 
Axen  OK^  Ozy  Oz'  projicirt,  erhält  man  weiter  fl^^  51^,  52^  ausgedrückt 
durch  Slx'^i   Sly' y   Sl-'^   nämlich: 

St^  =  Äj.«  costp  —  Sly'  sinq) 

Slyj  sin  d  =  Slx'  sin  q>  +  ^y  cosq> 

Slfp  sind  =  Slz'  sind  —  Ä^r' sintp  cosd  —  Äy«  costp  cosd, 

§.  13.  Während  des  Zeitelementes  dt  beschreibt  der  Radiusvector 
OM  =  Q  eines  Systempunktes  itf,  welcher  diesen  Funkt  mit  dem  Ko- 
tationscentrum  0  verbindet,  einen  unendlich  kleinen  Sector  0M3f  =  (IS\ 
derselbe  ist  als  ein  unendlich  kleines  gleichschenkliges  Dreieck  anzu- 
sehen, dessen  eine  Seite  das  Bogenelement  3IAt  =  ds  der  Bahn  de» 
Systempunktes  ist,  und  dessen  beiden  andre  Seiten  die  nach  den  End- 
punkten M  und  M'  dieses  Elementes  gezogenen  Radien vectoren  0M  = 
OM'  =  Q  sind.  Dieser  Sector  wird  in  einem  mit  dem  Sinne,  in  welchem 
das  Bogenelement  durchlaufen  wird,  übereinstimmenden  Sinne  beschrieben. 
Die  Fläche  desselben,  dividirt  durch  das  Zeitelement,  wird  die  Sectoren- 
goschwindigkeit  des  Systempunktes  M  in  Bezug  auf  das  Rotationb- 
ceutrum  genannt.  Bezeichnen  wir  sie  mit  17,  sowie  den  unendlich  kleinen 
Winkel  MOM"  der  beiden  Radienvectoren  mit  dd^  so  wird 

dS        ,    ^dd 
'^=dT=^^Tt' 

Errichten  wir  in  0  senkrecht  auf  die  Ebene  dos  Sectors  dS  eino 
Gerade  und  zwar  nach  der  Seite  dieser  Ebene,  von  welcher  aus  ge- 
sehen der  Sector  übereinstimmend  mit  der  Uhrzeigerbewegung  be- 
schrieben   erscheint,    so    soll    diese    Gerade    die    Axe    der    Sectoren- 
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Geschwindigkeit  heissen.      In   Bezug   auf  sie   stellt    ---    eine   Winkelgc- 

tichwindigkeit   dar.     Die  Grösse  ti  tragen   wir  auf  dieser  Axe   in  ihrem 
Sinne  als  Länge  auf. 

Bezeichnet  r  den  Abstand   des  Punktes  3f  von   der  Momentanaxe, 

so  hat  man 

^  dt 

und  besteht  daher  zwischen  der  Sectorengeschwindigkeit  ri  des  Punktes  ^/, 

seinen  Abständen  q   und  r   vom  Kotationscentrum  und    der  Momentan- 

nie,  sowie  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  letztere  oder  auch  der  Ge- 

(is 
üchwindigkeit  v  =  —  des  Systempunktes  die  Gleichung 

Es  wird  demnach  die  Sectorengeschwindigkeit  durch  den 
Inhalt  des  Dreiecks  dargestellt,  welches  die  auf  der  Tan- 
gente der  Bahn  des  Systempunktes  aufgetragene  Geschwin- 
digkeit V  als  Basis  mit  dem  Kotationscentrum  als  gegen- 
überliegende Ecke  bildet. 

Während  einer  endlichen  Zeit  beschreibt  der  Kadiusvector  q  eines 
Systempunktes  M  einen  sphärischen  Ausschnitt  einer  Kegelfläche,  von 
welchem  dS  das  Differential  ist.  Die  Sectorengeschwindigkeit  ist  im  Laufe 
der  Bewegung  nach  Grösse  und  Axenrichtung  im  Allgemeinen  veränderlich. 

Projiciren  wir  das  bewegliche  System  auf  eine  Ebene,  welche  an 
der  Bewegung  nicht  Theil  nimmt,  z.  B.  auf  die  ory-Ebene,  so  wird  das 
projicirte  System  im  Allgemeinen  ein  veränderliches  ebenes  System  sein. 
Die  Projection  m  des  Punktes  M  beschreibt  im  Zeitelement  das  Bogen- 
element  mm  und  die  Projection  q^  des  Kadiusvectors  q  den  unendlich 
kleinen  Sector  mOm\  dessen  Inhalt  -J-Pi^rf^i  ist,  wenn  dd'^  die  Pro- 
jection des  unendlich  kleinen  Winkels  d&  bezeichnet.  Der  Winkel  <&], 
dessen  Differential  dd'i  ist,  kann  als  der  Winkel  aufgefasst  werden, 
den  ^1  mit  der  Axe  der  x  bildet  und  es  sind  daher  die  Coordinaten  ^,  y 
des  Punktes  m  durch  die  Gleichungen  x  =  g^  cos  -^j ,  y  =  g^  sin  &^ 
bestimmt,  aus  welchen 

und  hiermit  weiter 


X 


Qod  also 


xdy  —  ydx 
"  Vj  =  — K— — 2~ 


gi^d^^  =  xdy  —  ydx 
folgt.     Daher  würde  die  Sectorengeschwindigkeit  des  Punktes  m  in  der 
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xy-'Ebenet  sein:   ^g^^  —  =  ^Ix—  —  y  J~)  '      ^*'    wollen    unn    mit 

dSxj  dSy^  dSz  die  Projectionen  des  Elementarfactors  dS  auf  die  Ebenen 
der  yz^  zx  und  xy  und  die  den  drei  Projectionsbeweg^ngen  von  Jf  in 
diesen  Ebenen  entsprechenden  Sectorengeschwindigkeiten  mit  17^,  17^,«/: 
bezeichnen.  Unter  Anwendung  der  symmetrischen  Vertauschung  der 
Buchstaben  giebt  uns  dann  die  vorstehende  Betrachtung  sofort: 

dSa:        .(dz  dy\ 

dSy         X  (    dx  dz\ 

dS,        .  f    dy  dx\ 

Die  Axen  dieser  drei  Sectorengeschwindigkeiten  sind  die  Axpu  der 
X,  y,  z.     Bildet  nun  die  Axe  von  17  mit  den  Coordinatenaxen  die  Win 
kol  v^  ßy  y^  so  wird  nach  bekannten  Sätzen  der  Geometrie 

cos  a  cos  ß  cos  y  1 


und  folglich  auch 


dSx  dSy  dSs  dS 

dS^  =   rf.V    +    rf  V   +  dS,'^ 

CVS  a cos  ß        cos  y 1 

n'  =  nx    +   ny"   +  *^=  • 


V.  Capitel. 

AequivalenB    der   Translationsgeschwindic^keiten   und   der   Winkelge- 
schwindigkeiten um  gekreuzte  Axen  mit  der  Schraubengesohwindig* 
keit.     Oesch windigkeiten  im   unveränderlichen   System,    welches 
die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  besitxt. 

§.  1.     Ein  unveränderliches  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  Elemen* 

tarschraubenbewpgnng  um  die  Axe  (a,  a)  (Fig.  62.),  deren  Compononton 

Pig.  ex.  die   unendlich  kleine  Rotatation  d9  um  die>o 

1^  Axe   und  die  unendlich  kleine  Tran>lation  dt 

I   ^  \  ,  parallel    derselben    sind.      Indem    man    Aw" 

^^      beiden  Grössen  durch  das  Zeitelement  dt  divi- 

dirt,   in   welchem  die  Schraubenbewegung  <t 

folgt,  erhält  man  für  die  Winkelgescbwiu 

digkeit   cd    des   Systems   um   die  Ax«'  0 

und   die   Translationsgeschwindigkeit   v   derselben    parallel 

zu  ihr: 
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d»  dt 

•"  =  d7'     "^df 

Durch  G>  und  v  kann  die  Geschwindigkeit  Vr  eines  beliebigen  System- 
panktes  My  welcher  die  Entfemng  r  von  der  Axe  a  besitzt,  dargestellt 
werden.  Dieselbe  hat  zwei  Componenten,  von  denen  die  eine,  rw,  von 
der  Winkelgeschwindigkeit  herrührend,  senkrecht  zur  Axe  ist  und  die 
Richtang  der  Tangente  des  Kreises  hat,  welchen  M  in  Folge  der  Ro- 
tation um  die  Axe  o  beschreiben  würde,  während  die  andere  die  Trans- 
lationsgesch windigkeit  v  ist.  Demnach  erhalt  man,  da  beide  Compo- 
nenten rechtwinklig  zu  einander  sind: 

Vr^  =  V^   -f.  r'  00^. 

Die  Neigung  i/;   der   Geschwindigkeit  Vr  gegen   die  Axe   folgt  aus 

der  Gleichung: 

roa 

V 

Sie  wächst  proportional  der  Entfernung  des  Sjstempunktes  von  der  Axe 
nnd  die  Kichtung  der  Geschwindigkeit  nähert  sich  daher  mit  wachsendem 
r  immer  mehr  der  rechtwinkligen  Kreuzung  mit  der  Axe. 

Die  Geschwindigkeit  der  Sjstenvpunkte  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung von  der  Axe  hat  die  Grösse  ]/v^  +  co'*^ ;  wir  nennen  dieselbe  die 
Schraubengeschwindigkeit  um  die  Axe  a  und  g)  und  v  ihre  Ro- 
tations- und  Translationscomponen  ten. 

§.  2.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  Winkelgeschwindigkeit  oi 
nm  eine  Axe  (a,  a)  und  eine  gegen  diese  Axe  unter  einem  Winkel 
Jt — X  geneigte  Translationsgeschwindigkeit  v.  Vermöge  der  ersteren 
würde  dasselbe  im  nächstfolgenden  Zeitelemente  dt  eine  unendlich 
kleine  Rotation  d&j  vermöge  der  letzteren  eine  unendlich  kleine  Trans- 
lation dt  in  der  Richtung  von  v  erleiden,  für  welche  beiden  Bewegungen 
(iie  Gleichungen  bestehen : 

d&  dz 

dt  '  dt 

Nach  Cap.  V,  §.  6.  No.  1.  im  I.  Theil  sind  diese  beiden  Bewe- 
gungen zusammen  äquivalent  einer  unendlich  kleinen  Schraubon- 
bewegung  nm  eine  zu  a  parallele  Axe  ß.  Diese  Axe  fallt  in  eine 
Ebene,  welche  senkrecht  ist  zu  der  durch  a  und  die  Richtung  von  v 
bestimmten  Ebene  und  liegt  in  ihr  auf  derjenigen  Seite  von  or,  nach 
welcher  hin  die  Rotation  erfolgt.  Die  Amplitude  und  die  Translation 
'lieser  Schrauhenbewegnng  sind  dd'  und  dr  sin  X  und  daher  werden  die 
Rotationscomponente  Sl  und  die  Translationscomponente  V  der  Schrau- 
bengeschwindigkeit 

Ä  =  CO ,      y  =  V  sin  Xj 
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und  der  Abstand  der  Axe  ß  von  er,  wenn  man  v  und  to  statt  dx  und 
d^  in  die  dort  für  denselben  aufgestellte  Formel  einHihrt: 

V 

d  ==  —  cos  X  , 
o 

§.  3.  Das  System  besitze  zur  Zeit  i  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
a>,  (o'  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  (er,  a),  {ß,  6);  durch  dieselben  er- 
leidet es  im  nächstfolgenden  Zeitelemente  dt  um  diese  Axen  die  un- 
endlich kleinen  Rotationen  dd'j  d&\  welche  mit  o,  to  durch  die  Glei- 
chungen 

^  d^  ,         rfd 

CO  =    — -   ,  (ö    =    — — 

dt  '  dt 

verbunden  sind.  Nach  Cap.  V,  §.6.  No.  2.  im  I.  Theile  sind  rf^, 
dd"'  zusammen  einer  unendlich  kleinen  Schraubenbewegung  um  eine 
Axe  y  äquivalent,  welche  senkrecht  ist  zu  dem  ktlrzesten  Abstände  «/ 
der  Axen  a,  ß.  Die  Amplitude  dB  und  die  Translation  dx  dieser 
Schraubenbewegung,  sowie  die  Neigungen  der  Axe  y  gegen  die  Axen 
a,  ß  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

««  ycr  _  !!1Z^  _  ««  «i  ,     ae-^  =  d^  +  d»'^  +  2d9  d»'  cos  aß, 
f/v  dv  aö 

(/•  dd'  dd''  sin  aß 

'''^         de ' 

das  Verhältniss  der  Abstände  der  Axe  y  von  den  Axen  a  uUd  ß  i^t 
gleich  dem  Verhältniss  der  Tangenten  ihrer  Neigungen  gegen  .  diese 
Axen.  Indem  man  in  diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von  d^^  d^\ 
dßj  dx  die  Winkelgeschwindigkeiten  o,  a/  um  die  Axen  er,  /?,  die  Ko 
tationscomponente  Sl  und  die  Translationscomponente  V  der  den  beiden 
Winkelgeschwindigkeiten  a>,  o'  äquivalenten  Schraubengeschwindigkeit 
einführt,  gehen  sie  über  in  die  folgenden: 
sinya      sinyß       sin  aß        ^         2  i      '2  j_  o       '  a     r-       *'®®    •     ^ 

Fig.  G3.  3^^    liefern    uns    folgenden  Sat2 

(s.  Fig.  63.  in  Verbindung  mit  Fig.  31, 
S.  78.): 

Die  gleichzeitige  Verbin- 
dung zweier  Winkelgeschwin- 
[  digkeiten  oi,  o'  eines  unverfin- 
derlichen  Systems  um  zwei 
parallele  Axen  (er,  o),  (/?,  b\  ist 
äquivalent  einer  Schrauben- 
geschwindigkeit  um  eine  dritte, 
die  Linie  des  kürzesten  Abstan- 
des  beider  Axen  rechtwinklig 
schneidende  Axe  y^  welche  ge- 
gen die  Axen  er,  ^  unter  Winkeln 
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geneigt  ist,  deren  Sinusse  sich  umgekehrt  wie  die  ihnen  ent- 
sprechenden Winkelgeschwindigkeiten  verhalten  und  Ab- 
stände von  ihnen  besitzt,  deren  Yerhältniss  gleich  dem  Ver- 
hältoiss  derTangenten  dieserWinkel  ist.  DieRichtung  dieser 
Axe,  die  Grösse  und  der  Sinn  der  Rotationscomponenteu  Sl 
der  Schraubengeschwindigkeit  werden  durch  die  Richtung, 
Länge  und  den  Sinn  der  Diagonalen  des  Parallelogramms 
der  Winkelgeschwindigkeiten  q,  g>'  angegeben,  ihre  Trans- 
lationscomponente  V  aber  wird  erhalten,  indem  man  das 
Produkt  der  Winkelgeschwindigkeiten,  des  kürzesten  Ab- 
standes  der  Axen  er,  ß  und  des  Sinus  ihrer  Neigung  {aß) 
durch  die  Rotationscomponente  Sl  dividirt. 

Es  ist  nic^t  ohne  Interesse,  den  Inhalt  dieses  Satzes  in  einige 
•Spezialfälle  hinein  zu  verfolgen.  Wir  wollen  zu  dem  Ende  die  Axe  ß 
sich  um  ihren  Schnittpunkt  B  mit  dem  kürzesten  Abstände  AB  beider 
Aien  drehen  lassen  und  zusehn,  welchen  Einfluss  dies  auf  die  resul- 
tirende  Schraubengeschwindigkeit  hat. 

Ist  zunächst  Winkel  (a^)  :=  0,  so  wird  y  der  gemeinschaftlichen 
Richtung  von  a  und  ß  parallel  und  il  =  o)  -|-  o'  stimmt  dem  Sinne 
nach  mit -dem  gemeiinschaftlichen  Sinne  von  co  und  (o  überein;  weiter 
ist  sin  ya  :  sin  y/3  =  ©' :  «  und  da  cos  ya  :  cos  j5  =  1,  so  wird  das  Ver- 
hähniss  der  Abstände  der  Axe  y  von  a  und  /3,  nämlich  igyatig  yß  =  a)':w; 
«»ndlich  ist  F  =  0.  Es  kommen,  wie  man  sieht,  alle  Umstände  des 
^'ap.  III.  §.  4.  behandelten  Falles  zum  Vorschein  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  CO  und  a/  gleichen  Sinnes  sind. 

Bildet  ß  mit  «   einen  Winkel  {aß)  <  -^- ,  so  ist  F  nicht  Null  und 

fallt  der  Schnittpunkt  C  der  Axe  y  mit  der  Richtung  des  kürzesten  Ab- 
Standes auf  die  Strecke  AB  selbst,  die  er  im  Verhältniss  ig  ya  :  ig  yß 
theih.    Um  dies  Verhältniss  durch  a>,  o   und  a  darzustellen,  erhalten  wir 


w'     .        ^      .       ^       G) 


JMiya=—  sinccß^  sinyß=-Q  5i>ia/3undwegenÄ^=(o^  +  w'^-f  2ci)(ö'co5aj3 

(0  +  a  cos  aß              ^        (o  cos  aß  -+•  w' 
co»ya=—^ ,   cosyß= ^ 

and  folglich 

^         cö'      CO  cos  aß  +  w' 

(gya  :  igyßz=  —  ' /- . 

00       G)  -|-  G)  cos  aß 

Der  Werth  von  V  wird  positiv  und  fällt  der  Sinn  von  V  mit  dem 
Sinne  der  Linie  zusammen,  welche  Ä  auf  der  Axe  y  darstellt;  die  Ele- 
mentarbewegung  des  Systems  besteht  daher  in  einer  Schraubenbewegung 
nach  der  Seite  der  Axe  hin,  nach  welcher  die  Pfeilspitze  von  Sl  zeigt 
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Es  sei  weiter  (aß)  =  ^tt;  in  diesem  Falle  wird 

Ftir  {aß)  =71  erhalten  wir  den  Fall  Cap.  IIL  §.  4.  für  die  Voraus- 
setzung, dass  o  und  o'  entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Der  Schnitt- 
punkt C  fallt  ausserhalb   der  Strecke  AB:   es  wird    — 7-  =  — ^  =  :^  . 

Sl  =^  G)  —  Ol',    F  =  0,    igya  :  tgyß  = .      Ist  hierbei   w  :=  ©',    ro 

o 

erhält  man  ein  Rotationspaar. 

Für  einen  Winkel  (aß)  >  n  wird  F  negativ  und  erfolgt  die  Schrao- 
benbewegung  also  nach  der  Seite  der  Axe  hin,  welche  der  Pfeilspitze 
von  Sl  entgegengesetzt  ist. 

§.  4.  Das  System  besitze  zur  Zeit  i  beliebig  viele  Winkelgeschwin- 
digkeiten ö,  cö',  cö", .-.  um  die  Axen  (a,  a),  («',  a'),  {«",  a")...,  welche 
beliebige  Lagen  im  System  und  im  absoluten  Räume  haben  mögen.  Wir 
denken  alle  Winkelgeschwindigkeiten  auf  den  betroffenden  Axen  nach 
Grösse  und  Sinn  als  Längen  aufgetragen.  Da  etwaige  Translations- 
geschwindigkeiten des  Systems  immer  durch  Rotationspaare  dargestellt 
werden  können,  so  genügt  die  Annahme  blos  von  Winkelgeschwindig- 
keiten, um  den  allgemeinsten  Bewegungszustand  des  System^  zu  Cha- 
rakter isiren.  Ziehen  wir  nun  durch  irgend  einen  Systempunkt  0  eine 
Parallele  a^  zur  Axe  a  und  ertheilen  dem  System  um  sie  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzte  Winkelgeschwindigkeiten  0»  und  — 0»,  die  wir 
gleichfalls  auf  dieser  Geraden  als  Längen  aufgetragen  denken,  so  er- 
halten wir  an  Stelle  der  Winkelgeschwindigkeit  ca  um  er  als  ihr  äqui- 
valent dieselbe  Winkelgeschwindigkeit  a>  um  die  Axe  a^  in  Verbindunj: 
mit  einem  Rotationspaaro'  (o),  — co),  dessen  Arm  das  von  0  auf  die 
Axe  a  gefällte  Perpendikel  p  ist.  Das  Moment  pta  dieses  Paares  stellt 
eine  Translationsgeschwindigkeit  dar,  welche  nach  Richtung  und  Sinn 
durch  die  Axe  des  Paares  bezeichnet  wird,  auf  welches  wir  das  Mo- 
ment als  Länge  auftragen.  Indem  wir  dieselbe  Construction  in  Bezng 
auf  sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten  o,  ci\  g/\  .  .  .  ausführen,  er- 
halten wir  statt  ihrer  und  ihnen  äquivalent  1)  ein  System  derselben 
Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen,  parallel  den  ursprünglichen,  wclclio 
sämmtlich  durch  den  Punkt  0  hindurchgehen  und  2)  ein  System  von 
Rotationspaaren  p«,  //co',  jo'V,  ...  Mit  Hülfe  des  Polygons  der  Win 
kelgeschwindigkeiten  ergibt  sich  nun  leicht  eine  Winkelgeschwindigkeit  .^- 
um  eine  bestimmte  Axe  |u,  welche  dem  Systeme  1)  äquivalent  ist,  und 
ebenso  unter  Anwendung  eines  Polygons  für  die  Translationsgeschwin- 
digkeiten oder  Rotationspaare  2)  ein  ihnen  äquivalentes  Rotationspaar 
(eine  Translationsgeschwindigkeit)  vom  Momente  T  und  bestimmter 
Axenrichtung.    Die  beiden  Grössen  Sl  und  T,  die  wir  die  resnltirende 
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Winkelgeschwindigkeit  und  das  resultirende  Rotationspaar 
der  gegebenen  Winkelgeschwindigkeiten  bei  der  Keduction  für  den 
Pnnkt  0  nennen,  sind  dem  ganzen  System  der  Winkelgeschwindig- 
keiten äquivalent  und  die  beiden  Linien  Sl^  T  im  Punkte  0  construirt, 
welche  diese  Grössen  nach  Werth,  Richtung  und  Sinn  darstellen,  liefern 
nns  ein  Symbol;  welches  jeden  Augenblick  den  Bewegungszustand  des 
Systems  uns  zu  vergegenwärtigen  sehr  geeignet  ist.  Die  Bewegung, 
welche  das  System  im  folgenden  Zeitelemente  dt  erleidet,  hat  daher 
zu  Componenten  1)  eine-  unendlich  kleine  Rotation  von  der  Amplitude 
dS  =  Sldt  um  die  Axe  n  in  dem  durch  die  Pfeilspitze  von  Sl  ange- 
deuteten Sinne  und  2)  eine  unendlich  kleine  Translation  dr  =  Tdt 
von  der  Richtung  und  dem  Sinne  der  Linie  T.  Beide  Componenten 
zusammen  sind  äquivalent  der  Elementarschraubenbewegung  um  die 
Momentanaxe,  wovon  nachher  die  Rede  sein  wird. 

Der  Punkt  0  war  ein  beliebig  gewählter  Systempunkt;  wir  können 
daher  die  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  auf  eine  resultirende 
Winkelgeschwindigkeit    und    ein    resultirendes    Rotationspaar    für    alle 
Punkte  des  Raumes  ausgeführt  denken.     Alle  diese  Reductionen  haben 
etwas  Gemeinsames,   nämlicb  die  Richtung  der  Axe  |u,    die  Grösse  und 
den  Sinn  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Sl,    Die  sämmtlichen, 
den  verschiedenen   Reductionen   entsprechenden  Polygone,    welche  zur 
Auffindung   von   Sl    dienen,    sind   nämlicb   offenbar  einander   congruent 
und    parallel.      Es    gibt    daher    ein    Parallelstralenbündel    (ft)    von    be- 
stimmter Richtung,   dessen  Straten  die  Axen    der  resultirenden  Winkel- 
geschwindigkeit    für     die    verschiedenen    Reductionen    sind ;     für    alle 
Punkte  0  eines  solchen  Strales  ist  die  Reduction  dieselbe,  da  die  Lage 
de«  Punktes  0   auf  einen^  solchen  Strale  auch  für  die  Bildung  von  T 
von  keinem  Belang  ist  und   dieses   also   für  alle  Punkte  0  längs  eines 
»olchen  Strales    nach   Grösse,   Richtung   und   Sinn    dasselbe   bleibt.     Es 
fra^  sich  daher  blos  noch,  wie  sich  die  Reductionen,   welche  den  ver- 
schiedenen  Parallelstralen   ft    jenes    Büschels    entsprechen,    hinsichtlich 
<ies  resultirenden  Rotationspaares  T  von  einander  unterscheiden.     Diese 
Frage  erledigt  sich,  indem  man,   wie   folgt,    die  Reduction   von   einem 
•Strale  fi  auf  einen  andern  ft'  überträgt. 

Hierzu   ist   nur   nöthig   (Fig.   64.),    dass   man   dem    ^        *^'    \ 


System  um  den  Stral  yJ  zwei  weitere  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Winkelgeschwindigkeiten  Sl  und  — Sl  er- 
theih.  Die  erstere  von  ihnen  ist  die  der  Axe  ^'  ent- 
*>prechende  resultirende  Winkelgeschwindigkeit,  die 
zweite  bildet  mit  der  resultirenden  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  des  Strales  ft,  für  .welchen  wir  die  Reduction 
anf  Sl  nnd  T  als   gegeben   ansehen,    ein  Rotationspaar    A  /*' 

-^i,  — Ä),  von  dem  Moment  rÄ,  wo  r  den  Abstand  beider  Stralen  ^,/a' 

Schell,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Kräfte.  11 
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bezeichnet,  welches  anf  der  Axe  des  Paares  nach  Grosse  und  Sinn  auf- 
getragen, sich  mit  T  durch  ein  Parallelogramm  zu  dem  resuUirenden 
Kotationspaare  7^  verbindet,  welches  dem  Strale  (i  entspricht  und  mit  il 
längs  dieses  Strales  die  Keduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  darstellt. 

Das  resultirende  Rotationspaar  T  ändert  im  Allgemeinen  beim  Ueber- 
gange  von  der  einem  Strale  ^  entsprechenden  Keduction  zu  der  Re- 
duction für  einen  andern  Stral  ii  sowohl  sein  Moment,  als  auch  die 
Neigung  X  seiner  Axe  gegen  den  Stral.  Es  gibt  aber  in  dem  Parallol- 
stralenbündel  eine  ausgezeichnete  "Axe  fto,  für  welche  die  Axe  von  7' 
parallel  f*o  wird.  Diese  Axe  ist  die  Momentanaxe  des  Systems,  indem 
für  sie  Ä  und  T©  zusammen  Kotations-  und  Translationscomponente  der 
Schraubenbewegurig  werden.  Um  diese  Axe  aufzufinden,  genügt  folgend*» 
Betrachtung,  wobei  wir  von  einer  Keduction  Ä,  T  ausgehen,  welche 
der  Axe  ^  entspricht.  Soll  nämlich  für  die  zu  suchende  Axe  /lio  (Fig.  60.) 
Fig.  C5.  die  Axe  des  Kotationspaares  Tq  parallel  fto  ^^i* 

^>  ^  den,    so   muss   die   Ebene    des   ParallelogTamms, 

I     7-^     _       r  dessen    Diagonale    To    liefert    und    welches   die 

\  ,  7;     y  Kichtungen   von    T  und   rSl   enthält,    auch    die 

!'-     ''  ;-^/  :    /      Richtung  der   Stralen    des   Parallelbündels    enl- 

/    /         halten,  d.  h.  ihnen  parallel  sein.     Nun  steht  die 
'■^^  Axe  von    rSl  senkrecht   auf  der  Axenebene  d»'s 

I  T"  Rotationspaares  (i^,  — Ä),  welche  die  Ebene  {^u 

"'  ist.     Hieraus   folgt,   dass    die  Ebene  (ftfio)  st*"^ 

recht  zur  Ebene  des  Winkels  X  sein   muss.     Hiernach   ist   also    der  On 
der   Axe   ^o   auf   die   durch   ft   gehende,    cur  Ebene   von   il    senkreclitc 
Ebene   beschränkt.     Die  Axe  ft  theilt   diese  Ebene   in  zwei  Felder  and 
es  muss  zunächst  die  Frage  entschieden  werden,  in  welchem  von  beiden 
die  Axe  fio  liegen  wird.     Diese  Felder  unterscheiden  sich  aber  dadurcb 
von    einander,    dass    für    das    eine   der   Sinn   der   Axe    des    Rotations- 
paares rSl  nach  der  einen,  für  das  andere  nach  der  andern  Seite  dieser 
Ebene   zeigt.     Soll   aber  T^  die  Richtung  von   fto   erhalten,    so  muss  « 
in   den  Winkel   fallen,    den  T  und   r.Q    mit   einander  bilden;    diess   ist 
aber   nur   für   einen   bestimmten    Sinn    von   rSl  möglich   und   wird   a]>«* 
durch    diesen    die  Wahl   des  Feldes   entschieden,   in   welchem   fio    alWi*^ 
liegen  kann.     Um  endlich  auch  noch  den  Abstand  r  der  Axo  y^o  von  u 
zu   bestimmen,   genügt   die  Bemerkung,    dass   das  Parallelogramm  durt^ 
die   Seite  T,    durch   deren   Richtung    und    die   Richtungen    der    andern 
Seite  rSl  und  der  Diagonale  \jl  bereits  bestimmt   ist.     Da  rSt  senkrecht 
zu   fio   ist,     so    hat    man   also    T  auf  die   Richtung   \Ji  und   eine   bu   ihr 
senkrechten   Ebene  zu   projiciren,   um   Tu  und  ri\  zu  erhalten.     Ks    i*t 
demnach 

Tu  —-'-  T  cos  X,       rSl  —  T  sin  X 
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d  aas  der  letzteren    Gleichung  folgt   der  Abstand  r   der  Momentan-, 


axe  ^0  von  /ü,   nämlich 


Der  Inhalt  der  bisher  geführten  Untersuchung,  welche  Poinsot  ur- 
sprünglich für  die  Reduction  der  Kräfte  gegeben  hat  und  auf  welche 
wir  uns  in  der  Theorie  der  ELräfte  mit  wenigen  Worten  beziehen  wer- 
den, kann  in  folgenden  Sätzen  ausgesprochen  werden: 

Die  gleichzeitige  Verbindung    einer  beliebigen   Menge 
von  Winkelgeschwindigkeiten   w,  w',  w",  ...   eines   unverän- 
derlichen   Systems   um   Axen    von   irgendwelchen   Lagen   ist 
äquivalent    einer    resultirenden   Winkelgeschwindigkeit    Sl 
und   einem    resultirenden    Rotationspaare    T   (einer   Trans- 
lationsgeschwindigkeit) und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten. 
Für  alle    diese  Reductionen  bleibt   die   Axenrichtung,    die 
Grösse  und   der   Sinn   von   fl    constant,   so   dass   die  sämmt- 
Üchen  Axen    von   Sl    ein   ParallelstralenbUndel   (ft)    von    be- 
stimmter  Richtung    bilden.     Das  Rotationspaar    ändert    für 
die  verschiedenen  Reductionen  im  Allgemeinen  die  Grösse 
nnd  Axenrichtung.    Unter  den  Axen  des  Bündels  {(i)  ist  eine 
aasgezeichuete,   die  Momentanaxe  des  Systems,   für  welche 
die  Axe  des  Rotationspaares  der  Axe  ft^parallel  wird.     Das 
Moment  To    des  Rotationspaares   für   dies«  Axe  ist   die  Pro- 
jection    des   Momentes    T   des    irgend    einer    beliebigen    Re- 
daction entsprechenden  Rotationspaares  auf  die  Richtung  ft 
und   haben    die    T    sämmtlicher    Reductionen    gleiche    Pro- 
jectionen  für  diese  Richtung.    Die  Ebenen,  welchejdurch  die 
Axen   ft    senkrecht    zu    den    Ebenen    der   Winkel    X    geführt 
Verden    können,    welche   die  Richtungen  von   T  mit   diesen 
Axen  bilden,  gehen  durch  die  Momentanaxe  hindurch.     Der 
Abstand  r  der  Momentanaxe  von  einer  Axe  |ü  wird  erhalten, 
wenn    man    die  Projection    des    der  Axe  ft    entsprechenden 
Momentes    T    auf    eine    zu    ft    senkrechte    Ebene    durch    die 
resaltirende  Winkelgeschwindigkeit  Ä  dividirt. 

Gehen  wir  jetzt  von  der  Reduction  (Ä,  To)  der 
Winkelgeschwindigkeiten  für  die  Momentanaxe  fto  (Fig.  66.) 
aas>  80  ergibt  sich  die  Reduction  (Ä,  T)  für  jede  andere 
Axe  tt,  welche  den  Abstand  r  von.  der  Momentanaxe  be- 
sitzt, indem  wir  mit  Tq  das  zu  ft  senkrechte  Rotations- 
paar rSl  verbinden;  die  Grösse  T  und  die  Neigung  i^ 
ibrer  Richtung   gegen    die   Axe  ft   sind   daher   durch    die 

Gleichungen  gegeben:  ^ 

T^  =  To^  +  r^Ä^       tg^^'L  A 

11* 


Fig.  Cfi. 
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Hieraas  folgt: 

Unter  allen  Rotationspaaren  T,  welche  den  verschie- 
denen Reductioneu  der  Winkelgeschwindigkeiten  entspre 
chen,  ist  das  derMomentanaxe  entsprechende  das  kleinste; 
alle  Axen  fi,  welche  denselben  Abstand  von  der  Moment  an - 
axe  besitzen,  haben  gleiches  Moment  des  Rotationspaares 
nnd  gleiche  Neigung  seiner  Axenrichtung  gegen  ^;  mit 
wachsendem  Abstände  einer  Axe  (l  von  der  Momentanaxr 
nähert  sich  die  Neigung  der  Axe  des  zugehörigen  Rotatioob- 
paares  immer  mehr  der  Rechtwinkligkeit. 

§.  5.  Als  besondere  Falle  der  Reduction  der  Winkelgeschwindij:- 
keiten  heben  wir  folgende  hervor. 

1.  Es  sei  Tq  =  0;  die  siimmtlichen  Winkelgeschwindigkeiten  sind 
einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  äqal- 
valent.  Aus  To  =  T  cos  l  folgt,  da  T  nicht  Null  sein  kann,  indem  es 
mit  To  durch  die  Gleichung  7^  =  TS*  +  r^Ä-  verbunden  ist,  dass 
ro5  1  =  0  sein  muss,  d.  h.  bei  einer  beliebigen  Reduction  muss  in  dem 
vorliegenden  Falle  die  Axe  des  resnltirenden  Rotationspaares  senkrecht 
zur  Axe  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  sein.  Ist  umgekehrt 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  rednciren  sich  die  Winkelgeschwindigkeiten 
auf  eine  blosse  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  ohne  Rotationspaar 
und  ist  die  Elementarbewegung  des  Systems  während  des  folgenden 
Zeitelementes  dt  eine  blosse  Rotation,  nicht  eine  eigentliche  Schraubon- 
bewegung. 

2.  Ist  Ä  =  0,  so  sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  äquivaleii*. 
einem  Rotationspaare,  welches  sich  bei  jeder  Reduction  unverändert  an 
Moment  un^  Axenrichtung  wiederfindet;  es  wird  nämlich  jedes  7*=  T.. 

3.  Ist  sowohl  To  =  0,  als  auch  Ä  =  0,  so  befindet  sich  das  System 
im  Zustande  des  momentanen  Stillstandes;  bei  jeder  Reduction  er^'lVt 
sich  r=0,  Ä  =  0. 

4.  Liegen  sämmtliche  Axen  der  verschiedenen  Winkelgcschwindi^'- 
keiten  in  einer  Ebene,  so  ist  T  senkrecht  zu  dieser  Ebene,  in  wrlc!.« 
auch  die  Axe  von  ^  Hillt  und  reduciren  sich  also  alle,  wenn  Sl  nich* 
Null  ist,  auf  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  aber  Ä  =  o  i>t. 
auf  ein  Rotationspaar. 

5.  Sind  sämmtliche  Axen  parallel,  so  läuft  auch  die  Axe  von  52  mi: 
ihnen  parallel  und  wird  T  zu  Sl  senkrecht;  auch  in  diesem  Falle  h\v\U 
eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wie  wir  bereits  Cap.  lll.  §.  5  gezeij? 
haben.  Laufen  alle  Axen  durch  einen  Punkt,  so  wird  T=0  und  bleÜ" 
gleichfalls  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wie  ebendas.elbst  sieb  fan-i 

§.  <>.  Die  Bämmtlichen  Winkelgeschwindigkeiten  sin«! 
zusammen  äquivalent  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  uui 
zwei  Axen,  welche  im  Allgemeinen  nicht  in  dieselbe  Eben. 
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fallen,  und  zwar  auf  unendlich'viele  Arten.    Reducirt  man  näm- 
lich dieselben  für  irgend  einen  Stral  ft  des  Parallelbündels  auf  Sl  und  T, 
so  kann  das  Rotationspaar  T,   da  es   einer  Translationsgeschwindigkeit 
äquivalent  ist,    deren  Kicbtung  die  Axe  derselben  ist,    beliebig  parallel 
mit  sich  verlegt   und   in   seiner  Axenebenc   gedreht  werden   ohne.Aen- 
dernng  des  Bewegungszustandes   des   Systems.     Verlegen    wir   dasselbe 
nao  so,  dass  eine  seiner  Axen  die  Axe  fi  von  Sl  schneidet  und  setzen 
die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Axe  mit  Sl  nach  dem  Parallelogramm 
der  Winkelgeschwindigkeiten    zu    einer    Winkelgeschwindigkeit    S    zu- 
sammen, so  bildet  diese  mit  der  noch  übrig  bleibenden  zweiten  Winkel- 
geschwindigkeit   des   Paares    T  zusammen    ein    System   zweier   Winkel- 
H^eschwindigkeiten ,   welche  Sl  und    T  und   mithin   auch   den   gegebenen 
Winkelgeschwindigkeiten   äquivalent  sind,   deren   Axen   aber  im  Allge- 
meinen nicht  in  eine  Ebene  fallen;  vielmehr  Rndet  dies  nur  statt,  wenn 
die  Axenebene  von  T  dem  Strale  fi  parallel  läuft  und  also  die  Axe  von 
T  senkrecht   zu    fi    ist,    in   welchem   Falle   nach   §.  5.    die   sämmtlichen 
Winkelgeschwindigkeiten   einer   einzigen    resultirenden  Winkelgeschwin- 
digkeit äquivalent  sind.     Da  diese  Betrachtung   für  jede  Reduction  der 
Winkelgeschwindigkeiten  gilt  und  ausserdem  bei  jeder  solchen  Reduction 
das  Kotatiouspaar  auf  unendlich  viele  Arten    darstellbar   ist,    so    erhellt, 
dass  die  fragliche  Acquivalenz   auf  unzählige  Arten   möglich   ist.     Alle 
diese  Arten  haben  aber  etwas  Charakteristisches  gemein,  nämlich: 

Wie  auch  immer  die  gegebenen  Winkelgeschwindig- 
keiten auf  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  reducirt  werden 
mögen,  das  Tetraeder,  welches  diese  beiden  nach  Grösse 
nnd  Richtung  als  Strecken  auf  ihre  Axen  aufgetragenen 
Winkelgeschwindigkeiten  zu  Gegenkanten  hat,  ist  von  con- 
ätantem  Volumen. 

Dieser  Satz  folgt  einfach  aus  dem  Cap.  V.  §.  4.  im  I.  Theil  ent- 
wickelten Satze  von  Rodrigues,  wenn  man  denselben  auf  unendlich 
kleine  Amplituden  anwendet  und  zu  den  ihnen  proportionalen  Längen 
die  Winkelgeschwindigkeiten  selbst  wählt;  er  schliesst  sich  aber  auch 
unmittelbar  an  die  oben  ausgeführte  Reduction  an.  Es  sei  (Fig.  67.) 
il  und   T  irgend   eine  Reduction    der  WinkelgescHwin-  j,. 

digkeiten  und  T  durch  das  Paar  (w,  — od)  dargestellt, 
dessen  Ebene  senkrecht  zu  T  ist.  Das  Parallelogramm 
der  Winkelgeschwindigkeiten  liefert  uns  S  als  die  Re- 
Miltante  von  Sl  und  co.  Um  nun  den  Inhalt  des  aus  S 
und  —  CD  als  Gegenkanten  gebildeten  Tetraeders  zu 
tioden,  dient  die  Bemerkung,  dass  die  dreieckige .| 
Basis  das  halbe  Moment  ^  T  und  die  Höhe  Sl  cos  l 
ist,  wenn  l  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Linien  Sl  und  T  ein- 
öchliessen.     Daher   ist    das   Volumen   des   Tetraeders  ^SlTcosX-j    oder 
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weil  T  cos  1^=^  To  ist,  \SlTo^   also  constant,   da  Sl  mit  der  Wahl  der 
Axe  ft  nicht  variirt. 

Der  vorliegende  Satz  wird  iu  der  Theorie  der  Kräfte  wieder  aul 
treten;  in  Bezug  auf  diese  wurde  er  1828  zuerst  von  Chasles  Gor- 
gonniß  ohne  Beweis  mitgctheilt ,  der  ihn  in  seinen  Annales  de  mathnn. 
publicirte  und  einen  Beweis  dazu  gab.  Später  erfuhr  der  Salz  durch 
Möbius  (Crclle's  Journal,  B.  IV.  S.  179)  eine  neue  Begründung  und 
wesentliche  Erweiterung. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  in  den  §§.  5.  und  6.  durchgeführle 
Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  analytisch  einkleiden.  Hierzu 
wählen  wir  einen  beliebigen  Punkt  0  des  Systems,  durch  welchen  il'n* 
Axo  fi  der  resultirendcn  Winkelgeschwindigkeit  Sl  hindurchgehen  boII, 
zum  Ursprung  eines  rechtwinkligen,  dem  System  angehörigen  Coonli 
natensystems  der  .r,  y,  z  und  zerlegen  die  Winkelgeschwindigkeit  w  um 
die  Axe  cc  in  drei  Componenten  w^,  Wy,  w.  um  drei  den  Coordinaten- 
axen  parallele  Axen,  welche  wir  durch  einen  beliebig  auf  der  Axe  u 
gewählten  Punkt  {oo  y  z)  hindurchlegen.  Indem  wir  nun  dem  Syslnu 
um  ^ie  Axe  der  x  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Winkolgescliwin- 
digkeiten  o).r  und  — oj.,.  ertheilen  und  sie  mit  der  Componente  lo.r  von  o 
combiniren,  erhalten  wir  an  der  Stelle  von  ».r  dieselbe  Winkelgcsch\Yin 
digkeit  um  die  Axe  der  x  und  ein  Kotationspaar  (a).r,  — Wj-),  dess»Mi 
Arm  das  vom  Punkte  {xyz)  auf  die  Axe  der  x  gefällte  Perpendikel  i^l 
und  welches  eine  Translationsgeschwindigkeit  respräsentirt  senkrecht  zn 
der  Ebene  der  Axen  dieses  Paares.  Aehnliches  thun  wir  in  Bozujr  an* 
die  Componenten  (Oy  und  o«  und  führen  dieselbe  Constructiun  tur 
sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten  w,  ©',  w",  . .  .  des  Systems  au.»». 

Dadurch    erhalten    wir   nun   zunächst   drei   Aggregate    von    Winkel 
geschwindigkeiten  um  die  Coordinatenaxen ,  nämlich 

Sl,r  =  -^W.r  I        Sly   ^=  2^G)y  ,        Slz    =  UtO^  , 

aus   welchen   nach   dem  Satze   vom  Parallelepiped    der  WinkelgCbchwin 
digkeiten  die  rcsultirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl  ucbst  der  Kichtut*.' 
(a,  6,  c)  ihrer  Axe  ^  hervorgeht,  nämlich: 

•  ß2  =  SIJ  +  ß/  +  ßx^ 

cos  a        cos  b        cos  c         1 

«^Wj^  *^WM  ^^Z  ^^ 

Hierbei    gelten   Winkelgeschwindigkeiten    um    die    Coordinatenaxen    iN 
positiv   oder   negativ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  positiven  oder  ne- 
gativen Sinn  der  Coordinatenaxen  übereinstimmt. 

Wir  erhalten  weiter  drei  Systeme  von  Rotationspaaron,  deren  Axen 
ebenen    durch   die  Axen   der  or,  y,  z   hindurchgehen   und    TranslatioiiN- 
geschwindigkeiten  darstellen,  welche  parallel  den  Ebenen  der  yz^  zjt,  jr\- 
sind.    Indem  wir  dieselben  nach  den  Coordinatenaxen  zerlegen,  äbnli^it 
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wie  wir  Cap.  III.  §.  6.  in  Bezug  auf  ein  System ,  dessen  Axen- 
ebenen  durcb  die  z-Axe  gingen,  gethan  haben,  tind  die  denselben 
Axen  entsprechenden  Bestandtheile  sammeln,  erhalten  wir  drei  Aggre- 
gate von  Rotationspaareu ,  deren  Axen  in  die  Axen  der  x\  y^  z  fallen, 
nämlich : 

welche  das  resnltirende  Rotatiohspaa'r  nach  Grösse  T  und  Richtung  (Afiv) 
seiner  Axe  durch  'die  Gleichungen  bestimmen : 

cos  A cos  fi cos  vi 

Der  Winkel  V'  zwischen  der  Axe  von  Sl  und  T  bestimmt  sich  durch 
die  Formel : 

,,,^,  _ _ ^ 

aas  welcher  sich  weiter  ergibt 

.  ß  T  sin  ti,y    =    (Sly  T,  —  Ä.  TyY     +     {Sl,  Vi  —  Ä^  T,f    +     (ß^  Ty  -  Sly  T^)\ 

wenn  man  den  bekannten  Satz  für  irgend  6  Grössen  a^  ^  ^,  ,  ^^  ; 
^2>  ?2»  y?  anwendet: 

(«i'  +  ßi'  +  7x')  K'  +  ^2'  +  y^)  -  («i«2  +  ^1^2  +  yiyiY' 

Diese  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  für  die  Axe  fi 
kann  leicht  für  einen  beliebigen  Stral  des  Parallel  bündeis  {(i)  verall- 
;i;emeinert  werden.  Man  kann  diese  Ucbertragung  durch  eine  Trans- 
formation der  Coordinaten,  wie  Cap.  III,  §.  6.  bewirken.  Die  Coor- 
dinaten  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  irgend  ein  anderes,  dem  bis- 
herigen paralleles  Coordinaten'system  seien  wie  dort  0:^ ,  y, ,  ^^]  dann 
treten  an  die  Stelle  von  x,  ^,  z  der  obigen  Untersuchung  jetzt 
X — o:, ,  y  —  yj,  z  —  z, ,  wobei  a*,  y,  z  sich  auf  den  neuen  Ursprung  be- 
ziehen. Der  erste  Theil  der  Untersuchung,  Sl  betreffend,  bleibt  un- 
geandert,  der  zweite,  welcher  die  Bestimmung  von  T  angeht,  nimmt  die 
Form  an: 


Tx  —  £{y(o.  —  zcoy)   -  -   {y^Sl,  . 

■  ^v^^y) 

Ty    —   £{z(0,r  —  .TCÖ.)    -         (2,ii.r  - 

.T,  Sl,) 

T-  —  £{xG)y  —  y(Ojc)         {x^^y 

-  Va  ^.0 

T'  —  TJ  +  Ty^  +  T'^ 

cos  AT       cos  ^i        cos  V         1 
T^           Ty             T,          T' 

Die  Grössen  2'(ya)j  — -  zw^),  £{z(Ojc — ii^ß>r),  Z{xtOy  —  ytOx)  stellen 
die  Componenten  des  Rotationspaares  dar,  welches  sich  bei  der  Ro- 
ductioQ    der    Winkelgeschwindigkeiten    für    den    jetzigen    Coordinaten- 
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Ursprung  ergibt.  Wir  wollen  sie  im  Folgenden  abkürzend  mitZ^X,,Z: 
und  ihre  Resultante  mit  X  bezeichnen.  Die  Ausdrücke — (yi^  —  ^t<^y') 
—  Cz,  Sl_s;  —  Xj  Ä-) ,  —  (x,  Äy  —  yj  Sla)  sind  die  Componenten  des  Paares 
(—52,  ilj,  welches  beim  Uebergang  von  der  Reduction  für  den  jetzigen 
Ooordinatenursprung  zur  Reduction  für  den  beliebigen  Stral  zu  %  hin- 
zutreten muss. 

Soll  die  Axe  (i  die  Momentanaxe  (Lo  werden,  deren  T,  i,  ^,  v  wir 
mit  V"\  Ao,  ftoy'i'o  bezeichnen,  so  treten  zu  den  Gleichungen 

TJ^'^  =  ix  —  (y,  Äz  —  r,  Äy) 
ry('^>  ^^  ly  —  (r,  Ä^  —  a:,  Ä,) 

r,(">  =  I.  -  (x,  Äy  —  y,  Ä,) 

C05  i.0  COS  (lo  COS  Vo  1 

jyTf  yitiT  "jyö)  7VÖ 

noch  die  Bedingungen 

C05  Xq  =  CO*  o,    CO«  fio  =  cos  6,    C05  i'o  ==  cos  c 
hinzu,  wobei 


cos  a        cos  h        cos  c         1 
ist. 


Ar"  Äy  Sl^  Sl 


Um  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  Momentanaxe  zu  entwickeln, 
erhalten  wir  durch  Combination  der  Gleichungen,  welche  die  Richtung:» 
elemcnte  a,  b^  c;  Ao,  fioi  ^o  enthalten,  indem  wir  sie  in  einander  dividiren 

Ä.r    ^   ^y    ^   ^^    ^  ^. 

Den  vierten  dieser  Ausdrücke  können  wir  weglassen,  da  seine 
Gleichheit  mit  den  Uebrigen  sich  sofort  von  selbst  ergibt.  Setzt  mau 
nämlich  den  gemeinsamen  Werth  der  drei  ersten  gleich  G^  so  wiiJ 
Sla:  =  GT^,     Slj,  =  CTy,     Ä,  =  GT:,     ahjo   auch  ^J  +  Ä,^  +  Sir 

=  C'  (T.,<-)2  +  Ty(")^  +  r,(«)^)  oder  Ä'  =  C^  r°>^  woraus  ^^^  =  C  folgt. 
Die  Gleichungen: 

Sir     Ä„      Sl: 

stellen  nun  die  Gleichungen  der  Momentanaxe  in  x, ,  y, ,  :,  als  lau- 
fenden CoordiuHtcu  dar,  sobald  wir  T^<'\  Ty<'\  T.^*')  eliminiren.  Bilden 
wir  aus  ihnen  der  grösseren  Symmetrie  wegen  die  drei  folgenden  Ver- 
bindungen, von  denen  jede  die  Folge  der  übrigen  ist,  von  denen  also 
zwei  beliebige  zur  Darstellung  der  Momentanaxe  ausreichen: 
Ä^  TA**)  _  Sl: r/')  =  0 ,  Sl:  Tr^">  —  Sir  TA^^  =  0 ,  Ä, TyOO  —  Äy  r,^-»    =0, 

so  ergibt  die  Einsetzung  der  Worthc  für  TJ"^,  ry<">,  T',^«^,  wenn  wir  die 
Glieder,  welche  X|,  y|,  Zj  enthalten,  von  den  übrigen  trennen  und  resp. 
Slx^^ii  Sl^^i/^^  Sl^z^  addiren  und  subtrahircn: 
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Ä^O:,  — Äar(Ä*a:|  +  Sl^y^  +  Sl:  z{)  =  Sly£{xG>y—  1JG},r)  —  ^:  £{zO)^v~0C(Ot) 

Sf^'y^"  Sly{StjeX^  'f'^^Ul  +  ^z2^)=flz£{yGiz ZCOy) SlxZ{x(Oy ytOa:) 

=  ißr-  Xj: «ßj:  Xs 

.Q'--2,  —  Slz^^je^i  +'^^^1  +^zZi)  =  Sl,r£{zO}je  —  XG)z)  —  ^y^i^^z  —  ^  <0y) 

Setzen  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  gleich 
Ä^oTo)  «ß^yo»    Ä^^o,    flo  dass 

SlyZz  —  SlXy  =  Sl'^ '  Xo 

SljXy  —    Äy  X^   =    Ä^  .  Zo 

wird,  80  können  die  Gleichungen  auf  die  Form  gebracht  werden: 
30\  —  x^  _  y^  —  yp  _  zy  —  Tq  _  5la,-a:,+.fty-y|+.Q,.-gj 


a. 

Sly 

Ä. 

Ä2 

Es 

genügen 

dann 

Xy 

Xn 

Vi 

yo 

^I 

^ 
*« 

Sl^ 

Ä. 

r    . 

Slz 

zur  Darstellung  der  Momentanaxe.  Es  ist  leicht  die  Bedeutung  des 
Punktes  zu  sehen,  dessen  Coordinaten  x^^y  ^q,  z^  sind;  er  ist  der  Fuss- 
punkt  des  Perpendikels,  welches  vom  Coordinatenursprung  auf  die 
Momentanaxe  gefällt  werden  kann.  Dass  er  auf  der  Momentanaxe 
Hegt,  zeigen  die  Gleichungen  derselben  unmittelbar,  indem  sie  für 
X,  =0:0,  yj  =  ^Q,  Zj  =  Zq  identisch  erfüllt  werden.  Quadrirt  man  nun 
andrerseits  die  drei  Gleichungen,  welche  die  Grössen  oTq,  y^^  Zq  defi- 
niren  und  addirt  sie,  so  erhält  man  « 

=  {SlZsinilfy 
wenn  ^  den  Winkel  {Sl^  %)  bedeutet.     Hieraus  folgt  aber 

^0^  +  y^  +  ^0^  =  (^  sin  ^J 

Qnd  diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der  Abstand  des  Punktes  {Xq  y^  z^ 

vom  Ursprung  die  Projection  der  Länge  ^   auf  eine   zur  Richtung   der 

^Vxe  von  Sl  also  auch  zur  Richtung  der  Momentanaxe  senkrechte  Ebene 
ist.  Demnach  ist  dieser  Abstand  selbst  die  Länge  des  Perpendikels  und 
^-^0  ^0  ^o)  ^^^  B61Q  Fnsspunkt. 

Das  Moment  7^^^  des  der  Momentanaxe  entsprechenden  Rotations- 
paares (di^  Translationsgeschwindigkeit  parallel  derselben)  erhält  man 
folgendermassen.     Man  schreibe  die  Gleichung 
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CO  •  T  <"^  T  ^'^)  T  (") 

TV)  __  7»  (o) .  '_/    .     I    T'  (o>    ^v         IX  (o)    -L"_ . 

und   ersetze   rechts  die  Quotienten    -^^]f  y     J[.^.   ,    -^r^  durch  die  gleich- 
bedeutenden  -^ ,     ^'' ,       "  ,    so  wird  zunächst 

Weiter  multiplicire  man  die  drei  Gleichungen 

r,"" -=  l.»  —  (y,  Äc      MÄy) 

V"»  =-  jj,  —  (s,  a.r-  a-,  a.-) 

der  Reihe   nach  mit   Sl^,  Sl^,  Sl^  und  addire  sie,   so   hebt  sich  rechU 
alles  weg,   was  ^p  ^i,  ^i  enthält  und  folgt 

Hiermit  erhält  mau 

T*")  =  ~       O  "      "^^  ijrCOSO   4-    XwOOS6   +   ti  cosc. 

Diese  Gleichung  drückt  nichts   anderes   ans,   als   dass  7^"^  die  Pro 
jection  von  X  auf  die  Richtung  der  Axe   von  51   ist,    wie    bereits  §.4. 
geometrisch  sich  ergab. 

Soll  das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  sich  auf  eine  bloi>t>e 
resultirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl  reduciren,  so  mnss  7^^^  =  0  sein, 
d.  h.  es  muss  die  Gleichung  bestehen 

ß,t..  +  Sl^Zy  +  Ä,  t,  =  0 ; 
sie  drückt,  wenn  man  sie  mit..QX  dividirt,  aus,  dass  X  und  ^  zu  einaud>'r 
senkrechte  Gerade  sein  müssen. 

Die  sämmtlichen  Winkelgeschwindigkeiten  sind  einem  Rotatiouspaare 
äquivalent,  wenn  Sl  =  0   d.  h. 

Die  Bedingungen  des  momentanen  Stillstandes  des  Systems  siiui- 
ßr-o,     T={)   oder  ausfiihrlicher 

JSa^  =  0,    Zoiy  =  (),    ^W;  r^  0 
£(y(az  --  -ü)y)  =  0,    £{ztOj-  -  -  ario.)  =  0,  Z{xfOy  —  y«r)  =  ^>- 

Als  speziellen  Fall  wollen  wir  noch  den  erwähnen,  dass  sämmtlichf' 
Axen  der  Winkelgeschwindigkeiten  w,  w',  o)"...  einander  parallel  «in^l 
Jst  (a  ß  y)  die  gemeinsame  Richtung  aller  Axen  in  ein  und  demseP'^i. 
dhin  genommen,  wobei  die  Grössen  u  positiv  oder  negativ  sein  können, 
so  werden  w.r  =  od  cos  er,  6)^  =  0)  cos  ß,  o).  --  (o  cos  y  und  -lolglich 
Si,r  =  cos  a  Zw,  Äy  ==  cos  ß  Zw,  Sl:  =  COS  y  Zw,  Sl  =  £oi 

cos  a cos  b cos  c 

cos  a        cos  ß        cos  y 
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2^,^  =-—  cos  y  £(ay    -  cos  ß  -Ziar,  t 

5^y  =  COS  cc  ücoz  —  cos  y  SfüXy 
%^  =  cos  ß  Z(üx  —  cos  et  £(01/ 

To  =  0. 

Die  Gleichungen  der  Momentahaxe  lassen  sich  in  die^Form  bringen : 

x^Sl  —  21iox       y^Sl  —  ^G^y z^Sl  —  Soiz 

cos  a  cos  ß  cos  y 

woraus  man  ersieht,  dass  die  Momentanaxe  durch  den  Punkt  des  Systems 

£(ax  £o}y  JScDz 

hindurchgeht I  welches  auch  immer  die  Richtung  {(^  ß  y)  sei.  Man 
schliesst  daraus  Folgendes.  1.  Wenn  Um  nicht  Null  ist,  so  reduciren 
sich  die  Winkelgeschwindigkeiten  auf  eine  blosse  resultirende  Win- 
kelgeschwindigkeit Sl  =  £ta  um  eine  mit  den  Axen  der  gegebenen 
Winkelgeschwindigkeiten  parallele  Axe;  die  Axe  von  Sl  geht  durch 
einen  bestimmten  Funkt  des  Systems,  wie  auch  immer  die  gegebenen 
Axen  um  die  Punkte  (xyz)  gedreht  werden  mögen.  2,  Wenn  ß  =  0, 
so  sind  die  sämmtlichen  Winkelgeschwindigkeiten  einem  Rotationspaare 
äquivalent.     (Vgl.  Cap.  III.  §.  5.) 

§.  8.  Der  bis  hieher  entwickelte  Inhalt  dieses  Capitels  setzt  uns 
in  den  Stand,  Untersuchungen  über  die  Geschwindigkeiten  in  dem  un- 
veränderlichen System  anzustellen,  welches  die  allgemeinste  Art  der 
Bewegung  besitzt.  Die  Elementarbewegung  derselben  ist  eine  Schrau- 
benbewegnng  um  die  Momentanaxe.  Die  Lage  derselben  kann  mit 
Hülfe  der  Geschwindigkeiten  dreier  Punkte  bestimmt  werden.  Hiezu 
ist  nur  nöthig,  in  der  Construction  des  Cap.  V.  §.  10.  im  I.  Theil  an 
die  Stelle  der  unendlich  kleinen  Bahnelemente  Oa,  06,  Oc  die  diesen 
proportionalen  Geschwindigkeiten  der  drei  Punkte  eintreten  zu  lassen. 
Man  ziehe ^  also  durch  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  drei  Gerade 
parallel  und  gleich  den  gegebenen  Geschwindigkeiten  dreier  Punkte 
und  lege  durch  ihre  Endpunkte  eine  Ebene;  die  Normale  dieser  Ebene 
ist  die  Richtung  der  Momentanaxe;  hierauf  ziehe  man  durch  zwei  der 
drei  Punkte  mit  dieser  Richtung  Parallelen  und  lege  durch  sie  Ebenen 
senkrecht  zu  den  durch  die  Geschwindigkeitsrichtungen  und  diese  Pa- 
rallelen bestimmten  Ebenen,  ihr  Durchschnitt  bestimmt  die  Lage  der 
Momentanaxe.  Die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  und 
die  Translationsgeschwindigkeit  V  parallel  derselben  ergeben  sich,  indem 
man  die  Geschwindigkeit  v  eines  der  drei  Punkte  als  die  Geschwindig- 
keit einer  Schraubenbewegung  um  die  Momentanaxe  auffasst.  Bildet 
die  Richtung  von  v  mit  der  Momentanaxe  den  Winkel  X  und  ist  r  der 
Abstand  des  Punktes  von  ihr,  so  wird 

Sl=-       sin  k,      F  =  y  cos  A  . 
r 
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:  Sobald  Sl  und   V  bekannt  8ind,  ergeben  sich  die  Geschwindigkeiten 
aller  Systempunkte  nach  §.  1.  dieses  Capitels. 

§.  9.  Ausser  der  Schraubengeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe 
hat  man  für  die  Bewegung  des  Systems  oft  noch  die  Wechsel- 
gesell  windigkeit  der  Momentanaxe  in  Betracht  zu  ziehen .  Sie 
ist  die  Schraubengeschwindigkeit,  mit  welcher  die  Momentanale  aus 
der  Lage,  welche  der  «Zeit  t  entspricht  in  die  der  Zeit  i  -i-  dt  ent- 
sprechende Lage  übergeht.  Die  Axe  derselben  ist  der  kürzeste  Ab- 
stand beider  Lagen,  die  Elementartranslation  parallel  dieser  Axe  ist  der 
kürzeste  Abstand  de  und  die  Elementaramplitude  der  unendlich  kleine 
Winkel  da  beider  Lagen.  Daher  sind  die  Translations-  und  Rotations- 
componenten  der  Wechselgeschwindigkeit: 

dt'  dt 

Für  die  Bewegung  des  Systems  parallel  einer  Ebene  ist  da  =  0^  also 
«p  ^ir  0,  für  die  Rotation  um  einen  Punkt  ist  de  =  0,  also   ü  ^=0. 

Die  Grösse  ü  heisst  auch  die  Orthogonalgeschwindigkeit  des 
Systems.  Die  Betrachtungen  des  §.  8.  im  Cap.  III.  können  auf  den  hier 
vorliegenden  Fall  der  Bewegung  des  Systems  unmittelbar  übertragen  werden. 

§.  10.  Um  Untersuchungen  über  die  Geschwindigkeiten  im  unver- 
änderlichen  System,  welches  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  besitzt, 
analytisch  durchzuführen,  bezieht  man  dasselbe  auf  ein  absolutes  Coor- 
dinatensystem  der  a:,  y,  z  und  ein  zweites,  dem  System  angehöriges, 
mit  ihm  bewegliches  der  x\  y\  z\  Sind  x^^  y, ,  c,  die  absoluten  Coi>r- 
dinaten  des  beweglichen  Ursprungs  0\  so  hängen  die  beiderlei  Coor- 
dinaten  eines  Systempunktes  durch  die  Gleichungen 

X  r=z  al  +  br\  '\-  et  ^  =  o;  —  a-, 

y    =  «'^  +  b'n  +  et        wo         ri  =  y~  y^ 
z   =«"6  +  ^"n  +  <^"f  t  =  -  —  2n 

zusammen  in  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen  Capitel,  nur  durch  Vor- 
mittclung  der  Grössen  ^,  y\^  ^.  Diese  Uülfsgrössen  S*  >7i  ^  \i\VLd  Coordi- 
naton  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  ein  drittes  Coordinatensystem. 
dessen  Ursprung  0'  ist,  welches  aber  unabhängig  von  dem  beweglichen 
System  eine  blosse  Translationsbewegung  besitzt,  vermöge  deren  die 
Axen  der  S,  i/,  ?  fortwährend  den  absoluten  Axen  der  a;,  y,  r  parallel 
bleiben.  Indem  man  nun  die  Elementarbewegung  des  Systema  für  jeden 
Augenblick  zerlegt  in  eine  Elementarrotation  um  eine  durch  den  bcwe:;- 
lichen  Ursprung  ilf  gehende,  zur  Momentanaxe  parallele  Axe  und  eine 
Elementnrtranslation,  welche  durch  die  Bewegung  des  Punktes  d  nn- 
gegeben  wird,  wird  auch  der  Geschwindigkeitszustand  des  Systems  dar- 
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gestellt  darch  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  am  die  zur  Momentanaxe 
parallele  Axe  des  Punktes  0'  und  eine  Translationsgeschwindigkeit 
gleich  und  parallel  der  Geschwindigkeit  dieses  Punktes.  Alles,  was  wir 
im  vorigen  Cap.  in  den  §§.  6 — 13.  entwickelt  haben,  läset  sich  unmittelbar 
auf  die  vorliegende  Bewegung  übertragen,  wenn  an  die  Stelle  der  dor- 
tigen Coordinaten  Xj  y,  z  die  Hülfscoordinatep  S,  ij,  g  eintraten.  Zu 
piner  in  diesem  Sinne  durchgeführten  Untersuchung  treten  aber  hinzu 
die  Folgerungen,  welche  sich  an  die  Gleichungen 


(/|         dx 
dt         dt 

dx^ 
dt 

' 

dYi         dy 

<^y\ 

dt          dt 

dt 

dt         dz 
dl         dt 

dz, 
dt 

■ 

die  Grössen 

dl 
dt' 

dfl 
dl' 

dt 

eliminirt    werden 

können.  Durch  die  Einführung  von  S,  i?,  ^  wird  die  ganze  Untersuchung 
in  eine  Form  eingekleidet,  deren  Bedeutung  das  folgende  Capitel  näher 
darlegen  wird. 


VI.  Capitel. 

Die  relative  Geschwindigkeit. 

§.  1.     Die  Geschwindigkeit  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes 
beisst    dessen    relative   Geschwindigkeit;    man    erhält    sie,    indem    man 
daa    Bogenelement   der    relativen    Bahn    durch    das    Zeitelement    divi- 
dirt  und  ihre  Richtung  ist  die  Tangente  der                       Fig..  es. 
relativen  Bahn.     Nach  Cap.  II.  §.  1.  ist  die                         ^  .^  ~ 
absolute  Geschwindigkeit  v  eines  Punktes  die                 ...-^-^  y'o,  ^.9^ 
Kesnltante  aus  seiner  relativen  Geschwindig-      ^— ^'r ^^ 


keit  T]   und    der  Geschwindigkeit  v^  des  mit 

ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  und  wird  aus  beiden  mit  Hülfe 
des  Parallelogrammes  der  Geschwindigkeiten  gefunden.  (Fig.  68.)  Trägt 
man  nun  v^  im  entgegengesetzten  Sinne  auf,  so  ergibt  sich  ein  zweites 
Parallelogramm,  in  welchem  die  relative  Geschwindigkeit  v,  Diagonale 
ist,  während  v  und  — v^  Seiten  sind.  Man  erhält  daher  folgenden  auch 
aiL«j  Cap.  VI.  §.  2.  des  I.  Theils  sich  ergebenden  Satz : 

Die  relative  Geschwindigkeit  eines  Punktes'ist  die  Re- 
sultante aus  der  absoluten  Geschwindigkeit  desselben  und 
der  im  entgegengesetzten  Sinn  genommenen  Geschwindig- 
keit des  mit  ihm  zusammenfallenden  Punktes  des  Systems, 
auf  welches  die  relative  Bewegung  sich  bezieht. 
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Projicirt  4nan  das  erstere  der  beiden  Parallelogramme  auf  irgend 
eine  Axe,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Linien  die  Pro* 
jection  der  absoluten  Geschwindigkeit  durch  die  Summe  der  Projectionen 
der  relativen  Geschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit  des  System- 
punktes dargestellt.  Hieraus  folgt,  dass  die  Projection  der  rela- 
tiven Geschwindigkeit  auf  irgend  eine  Axe  gleich  ist  der 
Differenz  zwischen  der  Projection  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit und  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  gleich  der  Summe  der  Pro- 
jectioncn  der  absoluten  Geschwindigkeit  und  der  im  ent- 
gegengesetzten   Sinne     genommenen    Geschwindigkeit    des 

CS         4  1  X  a«     J      1  (0       (1)       (0         (2)       (2)       (S)    j. 

Systempunktes,     bind  also  v^,  v  ,  v,\  v^  ,  v    ,  r/;    v^,  v  \  v\     die 

Projectionen  von  v,>|,  v^  auf  irgend  drei  Coordinatenaxen ,  so  hat  man: 

(i)  (ä) 

V       '=     V       V 

.r  X  a* 

(1)  (2) 

V=     V       V 

y  y  y 

(1)  (2) 

y  ♦  • 

£  *  * 

§.  2.  Für  die  analytische  Darstellung  der  relativen  Geschwindig- 
keit sind  die  Formeln  in  Cap.  VI.  §.  C.  des  I.  Theils,  welche  den  Zu- 
sammenhang der  absoluten  Coordinaten  o:,  y^  z,  der  relativen  x\  y\  z 
und  der  Coordinaten  iCj,  yj,  z,  des  beweglichen  Ursprungs  mit  den 
Richtungscosinussen  der  beweglichen  Axen  aussprechen,  zu  differentiiren. 
Unter  Festhaltung  der  dort  zu  Grunde  gelegten  Eintheilung  erhalten  wir 

1.  für  den  Fall,  dass  das  bewegliche  System  blos  eine  Translation 

doc      du      dz 
besitzt,  die  Componenten         ,     ;    i    ~r    ^^r    relativen   Geschwindigkeit 

durch  die  Formeln 

dx  dx        dx^  ^ 

i}l         dt  dt 

dy  _  ^  _  f]!/\ 

dt  dt  dl 

dz'         dz  (/zj 

dt  df  ^  ~di  ^ 

welche  dasselbe  sagen,  wie  die  Formeln  des  vorigen  §. 

2.  Besitzt  das  System  eine  Rotation  um  den  C/Oordinatenursprun^'. 
so  erhiilt  mau  durch  Differentiation  der  Formeln  unter  No.  2.  a.a.O.: 

dx 


dt 

dt 

dz 

dt 


dt    ^      dt  ^      dt)   ^  \       dt   ^  '^   dt    ^      dt  J 

\      dt    ^      dt  ^      dtj         \       dt   ^  "^  dt    ^       dt ) 
(  .»  dx         ..dy         „dt\         (      da"  db"  d*"\ 
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In  diesen  Gleichnngeu  bedeuten  die  Glieder 


dx    ,    ,  du    ^       dz 


dt 

^dx 
''dt    +' 


,,dx 


»/ 


// 


dt 


ly         ,  dz 
U  ^      dt 

//    +"  dt 


die  Projectionen  der  Compönenten  —  ,  ,  --  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit auf  die  beweglichen  Axen  der  x\  y\  z\  d^  h.  die  Compönenten 
der  absoluten  Geschwindigkeit  parallel  diesen  Axen.   Die  übrigen  Glieder, 

nämlich 

da     ^        db     ,       de 
^     -  +  y   j/  +  2 


dt 
da' 


dt 


dt 


.       db'    .       de 
X  —  +  V  —  4-  2  - 
dt    ^^  dt   ^      dt 

da"    ,        db''    ,       de" 
X  —  +  V  -      +  2     - 
dt   ^  -^   dt   ^      dt 

bedeuten,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  dio  Compönenten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Systempunktes  parallel  den  beweglichen  Axen,  im 
umgekehrten  Sinn  genommen.  Zu  dem  Ende  gestalten  wir  sie  etwas 
um,  indem  wir  x^  y^  z  in  denselben  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

X  =  ax  +  ö  ;/   +  a   z 
y  z=bx  +  b'y    +  h"z 

Z   -=:.  ex     +Cy     +C2 

durch  X,  y',  z'  ausdrücken,  sie  hierauf  nach  .r',  y',  z'  ordnen  und  die 
Relationen 


da      .    ,    db      ,        de 
a   -.      +  b  -       +  c 


dt 


dt 


dt 


=  0 


,  da      .    j,  db  ,  de 

a    —-    +  b      T-   +  c  —-    =0 
dt    ^         dt    ^       dt 


// 


,,da  ,,db 

a    -,-  +  b   — - 
dt     ^       dt 


ft 


da       .     .    db'      .        de* 
a    -  -    +  6    —     +  r 


dt 


ft 


dt 
,  db 


// 


dt 
.de 


+  c    ^^     =0 
(    ,  da  ,  db 


,da  ,    ,,  ^^  , 

a   ~-  +  b        -  +  e     , 

dt  ^         dt  dt 

„  da           ,,  db  „  de 

a   —  -4-0    +  ^    - 

dt  ^         dt  ^        dt 


dt  ) 


(    ,,da  „db'  //^^c'\ 

—  I  a  ——  +  b    — -    +  e      --  I 

\       dt    ^        dt     ^        dl  ) 


=-(" 


da 


»f 


dt 
db" 


dt    +^    d,     +^ 


dt) 
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zur  Vereinfachung  benutzen ,    wie  dies  bereittf  Cap.  VI.  §.  7.  geschehen 
ist.    Hierdurch  nehmen  sie  folgende  Gestalt  an: 


/       da     .    ,   db'     ,        dc\       ,  (      da"    ,    ,  db''    ,       dc\    . 

(    ,da      ,    ^,^6"    ■      ,dc'\     ,  (    .da    ^       db    ^    ,dc\    , 

\       dt    ^       di    ^       di)  \       di    ^       dt    ^       di) 

[    „da  db     ,     ,,dc\      ,         (    „da      ,,ndb'  „dc\    , 

\       dt    ^       dt    ^       dt  )  \       dt     ^       dt     '        dt)  ^ 

Für  den  Systempnnkt,  welcher  mit  dem  Punkte  [x  y  z)  zur  Zeit  / 
zusammenfallt,  sind  x\  y\  z  nach  t  constant,  weil  er  seine  Lage  im 
System  nicht  ändert;  daher  erhält  man  fUr  ihn  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  parallel  den  unbeweglichen  Axen  durch  Differentiation 
der  Gleichungen 

X  =  ax   +öy   +«   z 

y  =  bx    +  b'y   +  b"  z 

r=ra*    +cy+cr,. 

indem  man  darin  blos  a,  a\  a'\   6,  b\  b"\  f,  c\  c"  als  veränderlich  an- 
sieht.    Dieselben  sind: 


,da.      ,  da'  .  ,  da 

.db   ,     ,db'  ,  .db' 

dt   ^  '  dt  dt 

.de.    .      ,dc!  ,  ,dc" 


ff 


dt     '    "^  dt     •        di 

Indem  man  sie  auf  die  beweglichen  Axen  projicirt,  d.  h.  sie  resp. 
mit  a,  b,  r;  a\  b\  c\  «",  b'\  c'  multiplicirt  und  addirt,  erhält  man  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  des  -  Systempnnktes  parallel  den  be- 
weglichen Axen,  nämlich: 

\       dt    ^       dt    ^      dt)  -^  ^\       dt    ^      dt    ^       dt  ) 
\       dt  dt  dt )      ^  \       (//    ^       <//    ^       rf/  / 

Dies   sind   aber  genau  die  entgegengesetzten  von  den  oben  geftindonon 
Werthen,  wodurch  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

3.   Besitzt  endlich  das  System  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung, 
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so  erhält   man   die   Componenten  der  relativen   Geschwindigkeit   durch 
Differentiation  der  Gleichungen  Gap.  VI.  §.  6.  No.  3.  im  I.  Th.,  nämlich : 

dx 


dt 


worin 

d^        dx        dXy 

dt        ~di  rfT 

d^  _  dy  dy^ 

dt         dt  dt 

d^  dz        dz^ 

'di~  Jt  ~~dt   ' 

4 

Die  Grössen  1^^=^  x  —  a:j,  fi  =  y  —  y^,  ?  =  «  —  z^  stellen  die  re- 
lativen Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  bewegliches  System  dar,  dessen 
Axen  der  £,  17,  {*   fortwährend    parallel   den   festen   Axen   der  x^  y^  z 

bleiben  und  — ,    — ,    —  sind  die  Componenten  der  relativen  Geschwin- 
dt      dt      dt 

digkeit  des  Punktes  in  Bezug  auf  diese  Axen. 

§.  3.     Nach  Cap.  VI.  §.  2.  des  I.  Theils  wird  die  relative  Elemen- 
t&rschraubenbewegung  eines   Systems   2^  in   einem  andern   Systeme  2!' 
erhalten,  indem  man   dem   Systeme  £  zu   seiner  absoluten  Elementar- 
schraubenbewegung    die    entgegengesetzte   absolute   Elementarschrauben- 
bewegung  des   Systems   Zf'  um   dessen  Momentanaxe   ertheilt;   die   aus 
beiden  Bewegungen   resultirende  Bewegung  ist   die   relative  Elementar- 
bewegnng;   ihre  Axe   die  relative  Momentaoaxe  und  der  Ort  aller  rela- 
tiven Momentanaxen    eine    gewisse  relative  Fläche  ((7)   im  System   2f\ 
welches  in  Bezug  auf  die  relative  Bewegung  des  Systems  2f  als  ruhend 
angesehen    werden    kann.      Mit   der    relativen   Momentanaxe    föllt    eine 
gewisse  /xerade    des   2'  zusammen    und    sämmtliche   Geraden    der  Art 
bilden  eine   gewisse  relative  Fläche  (F),    welche    über  die  Fläche  {C) 
hinrollt  und   gleitet,   um  die   relative  Bewegung  von  2^   gegen  2!'  wie 
eine  absolute   Bewegung  zu  bestimmen.     Die   relative   Geschwindigkeit 
des  Systems   2f  in  Bezug  auf  das   System  2f'  wird    durch   zwei  Com- 
ponenten dargestellt:    1)  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  rela- 
tive Momentanaxe  und  2)  durch  die  Translationsgeschwindigkeit  parallel 
dieser  Axe.     Nach  dem  e^/Bn  Bemerkten  lässt  sich  die  relative  Momen- 
tanaxe, sowie   die  Winkelgeschwindigkeit  und  Translationsgeschwindig- 
Iteit,  die  ihr  entsprechen,   aus   den  Winkelgeschwindigkeiten   und   den 
Translationsgeschwindigkeiten    der    absoluten    Bewegungen    der    beiden 
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Systeme  um  ihre  Momentanaxen  leicht  bestimmen.  Die  vorhin  er- 
wähnten beiden  Flächen  haben  eine  doppelte  Bedeutung.  Während 
nämlich  für  die  relative  Bewegung  des  Systems  S  in  Bezug  auf  2^'  die 
Fläche  (C)  ruht  und  {T)  sich  über  sie  hinbewegt,  ruht  für  die  relative 
Bewegung  des  Systems  S'  in  Bezug  auf  Ef  jene  und  bewegt  sich  diese 
über  sie  hin,  aber  in  entgegengesetztem  Sinn.  Sind  nämlich  C,  C  die 
Momentanaxen  und  .$2',  V'\  Sl'\  V"  die  Winkelgeschwindigkeiten  und 
Translationsgeschwindigkeiten  der  absoluten  Elementarbewegungen  nm 
sie,  so  liefern  Ä',  V  \xm  C  und  — Sl'\  — V"  um  C  zusammen  die  Mo- 
mentanaxe  f»'  und  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  relativen  Be- 
wegung von  2f  in  2f'\  — Ä',  —  V  um  C  und  Ä",  F"  um'  C  aber  die 
Momentanaxe  ^*'  und  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  relativen 
Bewegung  von  2^'  in  2^.  Die  beiden  Translationsgeschwindigkeiten  V' 
und  —  V"  im  ersten  Falle  und  —  V'  und  V"  im  zweiten  haben  aber 
Resultanten  von  derselben  Richtung  und  Grösse,  aber  entgegengesetztem 
Sinn;  St'  und  — Sl"  einerseits  und  —St\  Sl*'  andrerseits  erzeugen  nach 
dem  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten  Resultanten  ebenfalls 
von  derselben  Axenrichtung  und  entgegengesetztem  Sinn  und  fallen  die 
Axen  fi',  ^1,"  derselben  zusammen,  da  sie  den  kürzesten  Abstand  der 
Axen  Cy  C  nach  demselben  Verhältniss  theilen.  Es  ist  also  die  Ge- 
rade des  Systems  S^  welche  mit  der  Momentanaxe  \/^  zusammenfällt, 
hinsichtlich  der  relativen  Bewegung  von  £  in  S*  zugleich  die  Momen- 
tanaxe \k'  für  die  relative  Bewegung  von  lÜ'  in  S  und  fällt  mit  ihr 
die  Gerade  des  Systems  IT'  zusammen,  welche  für  die  erstere  relative 
Bewegung  die  Momentanaxe  /tt'  darstellt. 

§.  4.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen  an  einigen  einfachen  Boi* 
spielen  erläutern. 

1.  Zwei  Systeme  2^,  S^'  rotiren  fortwährend  um  zwei 
parallele  Axen,  ^  um  C^  2f'  um  C;  der  Abstand  dieser  Axen 
sei  a  und  es  besitze  zur  Zeit  i  das  System  2f  die  Winkel- 
geschwindigkeit (a  um  Cy  H'  die  Winkelgeschwindigkeit  »" 
um  Cf\  Man  verlangt:  1.  die  Lage  und  die  Winkelgeschwin- 
digkeit für  die  relative  Momentanaxe  von  IT  in  Being 
auf  S\  2.  dasselbe  für  die  relative  Bewegung  von  Z*  in 
Bezug  auf  2^'  und  3.  die  Beschaffenheit  der  relativen 
Fltlchen  (C)  und  (V)  für  den  Fall,  dass  das  Verhältniss  «:» 
der  Winkelgeschwindigkeiten  während  der  Dauer  der  Be- 
wegung constant  bleibt. 

Cy  (f  sind  die  absoluten  Momentanaxen,  die  Translationsgesch win- 
digkeiten parallel  zu  denselben  sind  im  vorliegenden  Falle  Null.  Im 
die  relative  Momentanaxe  von  2f  gegen  2f'  und  ihre  Winkelgeschwin- 
digkeit Sl'  zu  finden,  haben  wir  die  Resultante  zu  ziehen  von  ta  um  (' 
und  von  — w"  um  (f'\  dieselbe  ist  51'  =  «  —  ©",  ihre  Axe  fiillt  in  di<* 
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Ebene  CC\  ist  parallel  mit  C  und  €!'  nnd  stehen  ihre  Abstände  von 
diesen  Axen  im  Yerbältniss  o":  a! .  Sind  vi  nnd  ^"  gleichen  Sinnes, 
80  flllt  die  Momentanaxe  in  den  an  den  Parallelstreifen  CC  angren- 
zenden Aussenranm,  welcher  der  Axe  der  grösseren  Winkelgeschwin- 
digkeit anliegt;  sind  sie  entgegengesetzten  Sinnes,  so  fällt  sie  in  den 
Parallelstreifen  selbst.  Für  letzteren  Fall  wird  iS2  =  o'  +  <<> '•  Soll  das 
Verhältniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  während  der  Bewegung  fort- 
während constant  bleiben,  so  behält  auch  die  Momentanaxe  fortwährend 
constante  Abstände  «',  a    von  (/,  C'\  für  welche 


a      a 

^    ~   ^ 


ist,  nnd  sind  daher  die  Orte  der  relativen  Momentanaxen  und  der  Ge- 
raden des  Systems  ^T,  welche  nach  und  nach  in  diese  eintreten,  zwei 
Kreiscylinder  um  C',  (f  mit  den  Badien  a\  a\  welche  sich  längs  der 
Momentanaxe  berühren.  Haben  o'  nnd  ael'  gleichen  Sinn,  liegt  also  die 
relative  Momentanaxe  in  dem  Anssenraume,  so  wird,  wenn  »'  die  gros- 
aere  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet: 


nnd  folglich 


a    —  a  :=^  u 


CD  „  (0 

«  =  — 7,  rt ,     «    =  — -,T  a 

W  —  (0  CD    (O 


und  berühren  sich  die  Cjlinder  auf  derselben  Seite  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Tangentenebene;  haben  aber  ta  und  o"  entgegengesetzten  Sinn, 
so  liegt  die  Momentanaxe  im  Parallelstreifen  und  wird  also: 


W  „CO 

a    =  -rr-i 77  rt%       a     =  -T— : tt  (t\ 


(ü     +   G»  CO    -|-   © 

Die  Cylinder  berühren  sich  auf  entgegengesetzten  Seiten  ihrer  gemein- 
schaftlichen Tangentenebene. 

Für  die  relative  Bewegung  von  2!'  in  Bezug  auf  2f  erhält  man 
dieselben  Axen  und  Cylinder  >  sie  vertauschen  hur  ihre  Rollen  und  die 
relative  Winkelgeschwindigkeit  Ä"  wird  Ä"  =  w"  —  oo', 

2.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  beiden  Axen 
^,  C"  sich  in  einem  Punkte  0  unter  einemWinkela  schneiden. 

Trägt  man  auf  C  die  Winkelgeschwindigkeit  w',  auf  C"  aber  — oo" 
nach  Grösse  nnd  Sinn  von  0  aus  auf,  so  stellt  die  Diagonale  des  über 
ihnen  construirten  Parallelogramms  die  relative  Momentanaxe  e  von  2f 
in  Bezug  auf  £"  nebst  ihrer  Winkelgeschwindigkeit  Sl\  letztere  nach 
Grösse  nnd  Sinn  dar.  Diese  Axe  fällt  in  den  Nebenwinkel  des  von 
den  Axen  C*,  C  im  Sinne  ihrer  Winkelgeschwindigkeiten  genommen, 
gebildeten  Winkels  a  nnd  bildet  mit  diesen  Axen  Winkel,  deren  Sinusse 
im  Verhältniss  ia'xis!  stehen.     Man  hat  daher,   wenn  Winkel  cC  =  a^ 

12* 
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cC'  =  a"  gesetzt  wird,   diese  Winkel  in  demselben  Drehnngssinne  ge- 
rechnet, 


s'm  a         sin  a'         „ 


— ?r- = 7— I      «   — a^=zaj 

(0  Q) 


Ä'  2  -_.  ßj'  2  ^  j^"  2  —  2  fl)  ©'  cos  a. 

Bleibt  das  Verhältniss  u/:  a'  wfthrend  der  Dauer  der  Bewegung 
constant,  so  behält  ancb  die  Momentanaxe  fortwährend  dieselbe  Lage 
gegen  die  Axen  C\  C"  und  sind  daher  die  Orte  der  relativen  Momen- 
tanaxen  und  der  Geraden  des  Systems  S\  welche  in  diese  eintreten, 
zwei  Rotationskegel  um  C\  C"  als  Axen  mit  den  halben  Oeffnungen 
a  und  a\  welche  sich  längs  der  Momentanaxe  berühren.  Bildet  die 
relative  Momentanaxd  mit  beiden  absoluten  Momentanaxen  C",  (f'  spitze 
oder  stumpfe  Winkel,  so  berühren  sich  die  Kegel  auf  entgegengesetzten 
Seiten  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangenten  ebenen ,  bildet  sie  mit  einer 
der  Axen  einen  rechten  Winkel,  so  geht  ein  Kegel  in  eine  Ebene  fibert 
bildet  sie  mit  einer  Axe  einen  spitzen,  mit  der  andern  einen  stumpfen 
Winkel,  so  berühren  sie  sich  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangentenebene. 

3.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  beiden 
Axen  C\  C  sich  im  Räume  kreuzen. 

Wir  tragen  die  Winkelgeschwindigkeiten  10',  10"  nach  Grösse  und 
Sinn  auf  den  absoluten  Momentanaxen,  deren  Kreuzungswinkel  a  sei, 
von  den  Fusspunkten  Ä^  Ä*  des  kürzesten  Abstandes  -/-/'==«  beider 
Axen  auf.  (Fig.  68.)     Um  nun  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  Ä*  des 

Systems  ^^  gegen  E"  zu  bestimmen,  haben 
wir  — w"  um  C"  mit  »  um  C'  zu  verbinden. 
Dabei  verfahren  wir  nach  Cap.  III,  §.  3  in- 
dem wir  — co"  parallel  mit  sich  in  eine  durch 
Ä  gehende  Axe  €('  verlegen  nnd  die  zuge- 
hörige Translationsgeschwindigkeit  a  m'  za- 
fügen,  welche  senkrecht  zur  Ebene  CfC^*  ist. 
Das  Parallelogramm  aus  w'  um  C  und  — w" 
um  C{'  liefert  nunmehr  die  Winkelgeschwindig- 
keit Sl'  nnd  deren  Axenrichtung,  welche  senkrecht  zu  dem  kürzesten 
Abstände  a  ist.  Die  Translationsgeschwindigkeit  a  ta\  welche  parall«"! 
der  Ebene  des  Parallelogramms  ist,  zerlegen  wir  in  zwei  Componenteu, 
von  denen  die  eine  parallel  der  Axenrichtung  von  iSl',  die  andere 
senkrecht  zu  ihr  ist.  Letztore  liefert  mit  Si'  zusammen  die  definitive 
Lage  der  Axe  c  der  relativen  Winkelgeschwindigkeit  St\  welche  den 
kürzesten  Abstand  in  einem  Punkte  c  schneidet,  dessen  Abstände  von 
jf  und  Ä'  im  Verhältniss  der  Tangenten  der  Winkel  stehen,  welche 
die  Axe  c  mit  den  Axen  C'  und  C  bildet.     Die  erstere  Componeote  i«t 
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die  Translationsgeschwindigkeit    der   relativen   Schraubenbewegung   von 

£'  gegen  2'\ 

Fär  die  Berechnung  der  hier  in  Frage  kommenden  Elemente  dient 

Folgendes.     Der  Winkel  des  Parallelogramms  ist  « — a;    nennen  wir  ß' 

und  /?"  die  Winkel,   welche  die  Diagonale  desselben   mit  den  Seiten  cd' 

und  o"  bilden,  so  erhalten  wir 

«>i  p         sin  ß  sin  ci  ^       „  ,„        ,.  ,      "2      o    '  " 

-  -ff-  ==  — V—  =  — j\ — ,      a  -f-p +P  =^»  Ä^=cii^  +  ö  ^  —  2(00)  cosu 

fil  CO  ^6 

and  hieraus  weiter 

co'  —  0)"  C05  a  ^,,       cö"  —  w'  cos  et 

coigp=^   .--.- —      ,     cotg  ß  = r—. 

(o    sm  cc  m  stn  a 

nnd  folglich 

tg  p  Q>        CD    —  CO  cos  a 

ig  ßi  CD         CD  CD    icos  cc 

Die  Abstände  a\  d'  der  relativen  Momentanaxe  c  von  C  und  C 
stehen  in  diesem  Yerhältniss  und  ergeben  sich  daher  aus  den  Glei- 
chungen 


a  a  *    i      f 

fgp       ig  p 


nach  einer  leichten  Transformation,  nämlich: 

,       sin  S  cos  ö"                     „        sin  ß"  cos  ff 
fj^  —^ !_ ,  ft  a   =• -, •  a . 

Stn  a  sm  a 

Sind  die  Axen  6^,  C"  zu  einander  Rechtwinklig,  so  wird 

a"  tg  /3"  \ CD/ 

Die  Translationsgeschwindigkeit  aco"  bildet  mit  der  Diagonale  des 
Parallelogramms  den  Winkel  ^tt  —  (3";  daher  ist  die  zur  Momentanaxe 
parallele  Componente  derselben  a  cd'  sin  ß!'  und  die  zu  ihr  senkrechte 
a&  cos  (^\    oder  da 

Äf n  p    =  — 7-  ^fn  er ,  cos  p    = 


51  0)   —  Q>  COS  a 


80  werden  diese  beiden  Grössen 


ücd'cd"  a*f  a  od' cd"  sin  a 

sin  a  sin  ß  , 


Sl'  Sl'  {cd" —  cd'  cosa)  ' 

Bleibt  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  das  Yerhältniss 
ö' :  ö>"  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  Systeme  um  die  absoluten 
Axen  C^,  C  constant,  so  geht  die  Momentanaxe  fortwährend  durch  den- 
selben Punkt  des  kürzesten  Abstandes  und  bleiben  ihre  Neigungen 
gegen  die  Axen  (/,  C"  gleichfalls  dieselben;  der' Ort  der  Geraden  im 
System  JS^,  welche  nach  und  nach  in  die  Momentanaxe  eintreten,  ist 
daher  ein  einfaches  Rotationshyperboloid  um  die  Axo  Cf,  dessen  Kehl- 
kreis  den  Badius  a   hat.     Ebenso  ist  der  entsprechende  Ort  für  die  re- 
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lative  Bewegung  des  Systemes  £,"  in  Bezug  auf  Z*  ein  einfaches  Ro- 
tation shyperboloid  ^  um  die  Axe  C"  mit  dem  Kehlradius  a.  Diese 
zweite  Fläche  ist  zugleich  der  Ort  der  relativen  Momentan axen  für  die 
relative  Bewegung  des  Systems  2*',  auf  welchem  das  erste  Hyperboloid 
rollt  und  gleitet,  und  die  erste  Fläche  spielt  dieselbe  Rolle  bezüglich 
der  relativen  Bewegung  von  ^"  in  Bezug  auf  E\  Beide  Hyperboloide 
berühren  sich  also  während  der  Bewegung  der  Systeme  beständig  längs 
einer  Erzcugungslinie. 

Die  drei  vorstehenden  Aufgaben  sind  von  Wichtigkeit  für  die 
Theorie  der  Zahneingriffc  cylindrischer,  conischcr  und  hyperboloidischer 
Räder.  (Vgl.  hierüber  z.  B.  Belanger,  Tratte  de  cincmatiqne  S.  91, 
129  und  14.4  u.  folg.  und  insbesondere  die  Abhandlung  von  Pütz  er: 
„Uebcr'den  spiraloidischen  Zahneingriffc^  in  der  Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure  Bd.  IV.  (1860),  S.  234  u.  251.) 


Dritter  Theil. 

Die  Beschleunigung  der  Bewegung. 


I.  Capitel. 

Die  Beflchleunigong   der  Bewegung   eines  Punktes.     Frojectionen  und 
Componenten  der  Besohleunigung.     Arbeit  der  Beschleunigung. 

Sectorenbeschleunigung. 

§.  1.  Die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  ändert- sich  im  Laufe  der 
Bewegung  continuirlich  und  zwar  im  Allgemeinen  in  doppelter  Hinsicht, 
üowohl  ihrer  Grösse,  als  auch  ihrer  Eichtung  nach.  Damit  diese  dop- 
pelte Aenderung  erfolge,  ist  erforderlich,  dass  zu  der  vorhandenen  Ge- 
schwindigkeit in  jedem  Momente  .eine  verschwindend  kleine  Geschwin- 
digkeitscomponente  in  einer  bestimmten,  von  der  Richtung  jener  ab- 
weichenden Richtung  hinzutrete,  welche  mit  ihr  die  nach  Grösse  und 
Richtung  geänderte  Geschwindigkeit  des  folgenden  Momentes  bildet. 
Um  diese  zu  bestimmen,  seien  (Fig.  69.)  My  M  die  den  Zeiten  /  und 
/  -f  Jt  entsprechenden  Lagen  des  Figr.  69. 

beweglichen  Punktes  auf  seiner  ^^^^ — ^«r^ 
Bahn  und  p,  v  seine  Geschwin- 
digkeit zu  diesen  Zeiten.  Zieht 
nun  nan  durch  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  zwei  Gerade  parallel 
den  Tangenten  in  M^  M  und  trägt  auf  ihnen  die  Längen  ÄV  ^=i'  v^ 
AV  '=z  V  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  dieser  Geschwindigkeiten 
auf,  so  stellt  nach  dem  Satze  vom  Parallelogramme  der  Geschwindig- 
keiten die  Verbindungslinie  W  ihrer  Endpunkte  die  Geschwindigkeits- 
componente  dar,  welche  zu  v  hinzutreten  müsste,  um  v  zu  bilden, 
d.  h.  um  V  nach  Grösse  und  Richtung  so  abzuändern,  dass  es  in  v 
tibergeht.  Lässt  man  nun  Jt  ohne  Ende  abnehmen,  wodurch  der  Punkt 
JT  sich  fortwährend  dem  Punkte  M  nähert,  so  verschwindet  der  Winkel 
VOV  der  beiden  Tangenten  als  der  Contingenzwinkel  der  Bahn  'im 
Pankte  iüf,  die  DifiPbrenz  von  v  und  v  und  die  Componente  VV\ 
letztere  jedoch  in  einer  bestimmten,  von  dem  Verhältnisse  jener  beiden 
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verschwindenden  Grössen  abhängigen  Richtung.  Die  verschwindend 
kleine  Geschwindigkeitscomponente,  FV^  die  zur  Zeit  i  zu 
der  Geschwindigkeit  v  des  beweglichen  Panktes  hinzutritt, 
um  die  der  Zeit  t  +  dt  entsprechende  Geschwindigkeit  v 
nach  Grösse  und  Richtung  zu  bilden,  heisst  die  Elementar- 
beschleunigung des  Punktes  zur  Zeit  t.  Die  geänderte  Ge- 
schwindigkeit v\  entsprechend  der  Zeit  /  -f  dl  ist  mithin  die 
Resultante  der  Geschwindigkeit  v  zur  Zeit  /  und  der  Ele- 
mentarbeschleunigung. Wir  wollen  die  Elementarbeschleunignng 
mit  du  bezeichnen.  Würde  nicht  blos  zur  Zeit  i,  sondern  in  jedem 
Zeitelemente  der  auf  i  folgenden  Zeiteinheit  in  der  Richtung  von  du 
dieselbe  unendlich  kleine  Geschwindigkeitscomponente  von  neuem  hin- 
zutreten, so  würde  der  Quotient   —    die    totale    Aenderungscomponentc 

der  Geschwindigkeit  während  der  auf  die  Zeit  /  folgenden  Zeiteinheit 
darstellen,  wenn  die  Geschwindigkeit  während  dieser  fortwährend  in 
derselben  Weise  sich  änderte,  wie  im  Zeitelemente  dt^  t^elchcs  auf/ 
folgt.  Diese  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Aenderungscom- 
ponente  der  Geschwindigkeit  heisst  die  Beschleunigung 
des  beweglichen  Puifktes<zur  Zeit  t.  Bezeichnen  wir  die  Be- 
schleunigung mit  (p,  so  besteht  demnach  die  Gleichung 

du 

'^  =  1,- 

und  folgt  aus  ihr  die  Elementarbeschleunigung  du  =  ipdL  Die  Richtung 
der  Beschleunigung  ist  die  Richtung  der  Elementarbeschleunigung. 

Bereits  im  I.  Cap.  §.  4.  des  I.  Theils  haben  wir  auf  die  Wichtig- 
keit des  Begriffs  der  geometrischen  Summe  und  Differenz  hingedeutet; 
in  demselben  Sinne  spricht  man  consequent  auch  von  geometrbchem 
Differential  und  geometrischer  Derivirten,  in  welchen  Ausdrücken  die 
Beziehungen  der  Grösse,  der  Richtung  und  des  Sinnes  zugleich  ent- 
halten sind,  liiernach  ist  die  Geschwindigkeit  v  zur  Zeit  <  +  <//  die 
geometrische  Summe  der  Geschwindigkeit  v  und  der  Elementarbeschlen* 
nigung  du  und  können  die  Definitionen  der  Elementarbeschleunigong 
und  der  Beschleunigung  kürzer  so  gefasst  werden:  Die  Elementar- 
bcschleunignng  eines  Punktes  ist  das  geometrische  Dif- 
ferential seiner  Geschwindigkeit,  die  Beschleunigung  ist 
die  geometrische  Derivirte  der  Geschwindigkeit  in  Bezug 
auf  die  Zeit. 

Die  Richtung  der  Beschleunigung,  durch  den  beweglichen  Punkt 
gezogen  gedacht,  fällt  in  die  Ebene  der  beiden  auf  einander  folgenden 
Tangenten,  d.  h.  in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn,  welcher  die  Ebene 
des  unendlich  schmalen  Parallelogramms  AV'  parallel  ist.  Der  Sinn 
der  Beschleunigung  zeigt  in   der  Schmiegungsebene  nach  der  Seite  der 
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Tangente  hin,  auf  welcher  der  Krümmungsmittelpunkt  liegt.  Da  nämlich 
die  Elementarbeschlennigang  die  Richtung  der  Tangente  der  Bahn  än- 
dert, 80  zeigt  ihr  Sinn  und  mithin  auch  der  Sinn  der  Beschleunigung 
selbst  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  sich  die  Tangente  wendet;  dies 
ist  aber  die  Seite  des  Krümmungsmittelpunktes. 

Die  Grösse  des  Winkels  er,  welchen  die  Beschleunigung  mit  der 
Tangente  bildet  und  das  Wachsthum  oder  die  Abnahme  der  Geschwin- 
digkeit sind  von  einander  abhängig.  Dieser  Winkel  ist  nämlich  ier 
Aossenwinkel  bei  V  in  dem  unendlich  kleinen  Dreieck  OVV  und  als 
solcher  gleich  der  Summe  des  Winkels  OF'F  und  des  Contingenz- 
winkels  VOF\  Da  letzterer  unendlich  klein  ist,  so  ist  a  mit  OV'V  von 
derselben  Art,  d.  h.  gleichzeitig  spitz,  stumpf  oder  ein  Rechter  und 
folglich  Winkel  OVJ^  gleichzeitig  stumpf,   spitz   oder  ein  Rechter.     Es 

wt  mithin  v  =  »,  je  nachdem  a  =  itJt. 

<  > 

§.  2.  Wir  wollen  einige  spezieile  Fälle  hinsichtlich  der  Art  und 
Weise  betrachten,  wie  die  Beschleunigung  die  Geschwindigkeit  ändert 
und  welche  Art  der  Beschleunigung  eine  bestimmte  Art  der  Aenderung 
der  Geschwindigkeit  voraussetzt. 

1.  Es  ändere  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  v  bloss  ihre  Grösse, 
nicht  aber  ihre  Richtung;  die  folgende  Tangente  fällt  dann  in  die  Rich- 
tung von  Vy  die  Elementarbeschleunigung  VV  gleichfalls,  also  hat  auch 
die  Beschleunigung  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  und  ist  der 
Winkel  a  gleich  Null  oder  gleich  tt,  je  nachdem  der  Sinn  der  Be- 
schleunigung mit  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  übereinstimmt  oder 
ihm  entgegengesetzt  ist.  Im  ersten  Falle  wächst  die  Grösse  der  Ge- 
schwindigkeit, im  letzten  nimmt  sie  ab;  in  jenem  wird  die  Bewegung 
2ar  Zeit  t  im  eigentlichen  Sinne  beschleunigt,  in  diesem  verzögert. 
Behält  die  Geschwindigkeit  während  einer  endlichen  Zeit  fortwährend 
dieselbe  Richtung,  d.  h.  ist  die  Bahn  während  derselben  gradlinig,  so 
fallt  die  Beschleunigung  immer  in  deren  Richtung.  Die  Elementar- 
heschleuniguDg  du  ist  im  vorliegenden  Falle  gleich  dem' Differentiale  dv 
der  Geschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinne,   ebenso   ist   die  Beschleu- 

niguDgy  =  —  d.  h.  gleich  der  Derivirten  von  v  im  gewöhnlichen  Sinne. 

2.  Yjb  ändere  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  ihre  Richtung,  nicht 
aber  ihre  Grösse.  In  diesem  Falle  ist  das  Dreieck  OVV'  wegen  v=v 
gleichschenklig  und  die  Richtung  der  Elementarbeschleunigung  FF'  und 
der  Beschleunigung  q>  normal  zur  Bahn  des  Punktes.  Die  Bewegung 
ist  zwei  Zeitelemente  hindurch  gleichförmig  dieselbe.  Aendert  die  Ge- 
H^hwindigkeit  während  einer  endlichen  Zeit  blos  ihre  Richtung,  nicht 
aber  ihre  Grösse,  ist  also  die  Bewegung  durchweg  gleichförmig  während 
dieser  Zeit,    so  ist  die  Beschleunigung   in   allen   Funkten  normal    zur 
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Bahn  und  da  ihre  Richtung  in  die  Schmiegungsebene  fallt,  so  hat  sie 
die  Richtung  der  Hauptnormalen  der  Bahn  und  geht  mithin  durch  den 
Krümmnngsmittelpunkt. 

3.  Die  Geschwindigkeit  sei  während  einer  endlichen  Zeit  unverän- 
derlich, sowohl  nach  Grösse  als  nach  Richtung;  die  Bewegung  ist  dann 
gleichförmig  und  geradlinig. 

Die  Veränderung,  welche  die  Geschwindigkeit  im  Laufe  der  Bewe- 
gung erleidet,  kann  man  sehr  zweckmässig  durch  eine  Curve  darstellen, 
welche  von  Hamilton,  ihrem  Erfinder,  der  Hodograph  genannt  wird. 
(Vgl.  Hamüton,  Clements  of  Quaternions,  London  1866.  S.  100  u.  71^.  i 
Zieht  man  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  0  aus  Radiusvecioren 
gleich,  parallel  und  dem  Sinne  nach  übereinstimmend  mit  den  Ge 
schwindigkeiten  des  beweglichen  Punktes,  so  bilden  die  Endpunkte 
aller  dieser  Geraden  diese  Curve.  Das  Bogenelement  derselben  stellt 
die  Elementarbeschleunigung  dar;  die  Richtungen  der  Radienvectoren 
bilden  eine  Kegelfläche,  deren  Tangenten  ebenen  den  ScbmiegungsebeneD 
der  Bahn  des  Punktes  parallel  sind.  Ist  die  Bahn  eine  ebene  Curve, 
so  ist  auch  der  Hodograph  eben,  ist  die  Bewegung  gleichförmig,  so 
schneidet  der  Hodograph  seine  Radienvectoren  rechtwinklig  und  wird 
bei  der  Abwickelung  der  Kegelfläche  ein  Kreis. 

§.   3.     Wir  wollen   ftir  die  Bestimmung  der  Beschleunigung  eiuca 

Punktes  vorläufig  einige  leichte  Beispiele  behandeln. 

1.  Ein  Punkt  heschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  einfo 
Kreis  vom  Radius  r,  man  soll  seine  Beschleunigung  nach  Orötse  noJ 
Richtung  bestimmen. 

Da  die  Qeschwindiglceit  o  constant  ist,  so  ist  das  unendlich  kleine  Dreieck 

OVi^'  (Fig.  70.)  gleichschenklig  und  mitbin  VV'  senkrecht  zur  Ricbtung  der  Ge 

scbwindigkeit.      Daher    ist    die    Beschleunirun? 
\  j  '^    70. 
^*     '  normal  zu  dem  Kreise  und  fortwHbrend  nach  dem 

■  "*-  ~       z.  ~\     \,     Mittelpunkte    desselben    gerichtet.      Hinsichtlich 

^'        ^ .        \         ^1  der  Grösse  tp  der  Beschleunigung  erhält  man  ftui 

^'           \         ^  jenem  Dreiecke  zunächst  die  Elementarbetchlen- 

j,             j  nigung   du  ^  xpdt^  OV .  (POV)    oder  d*  der 

/  Winkel  VOV'  der  Contingenzwinkel  des  Kreise« 

y  und   gleich  dem''  Winkel  MCM'  der  beiden  Nor 

malen    in   den   Endpunkten   /Y/,    *\t'   des   Bojreo 

elementcB  MM'^^ds^    also  gleich  ist,    tpdt  =^  v  *  —  .       £s    ist    aber    w^ilff 

r  r 

--  SB  r>  und  somit  erhält  man  für  die  Beschleunigung  den  Ausdruck: 

^  r 

Denkt  man  sich  den  beweglichen  Punkt  als  einem  (Kystom  angehörig,  wcl 
ches   um   eine    durch   den  Mittelpunkt   gehende    zur  Kreisebene   senkrechte  As«' 
gleichförmig  rotirt  und  bezeichnet  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Rotation  nit 
10,   so  wird  o  s=  oir  und  lUsst  sich  mithin  die  Beschleunigung   auch  durch  den 
Ausdruck  .  y  =»  «'r 
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darstelleii.  Man  erhält  dadurch  also  den  Satz:  Die  Beschleunigung  der 
gleichförmigen  Kreisbewegung  eines  Punktes  ist  fortwährend  nach 
dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtet;  sie  ist  die  dritte  Propor- 
tionale zum  Radius  und  der  Geschwindigkeit  und  kann  durch  das 
Produkt  des  Radius  und  des  Quadrats  der  Winkelgeschwindigkeit 
dargestellt  werden;  der  Hodograph  ist  ein  Kreis  von  einem  Radius 
gleich  dex  Geschwindigkeit. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Ellipse  und  zwar  so,  dass  der 
Sector,  welchen  der  von  einem  der  beiden  Brennpunkte  nach  dem 
beschreibenden  Punkte  gezogene  Radiusvector  während  der  Be- 
wegQDg  durchläuft,  der  Zeit  proportional  wächst,  welches  ist  die 
Grosse  und  Richtung  der  Beschleunigung  für  diese  Bewegung? 

Wir  leiten  zunächst  einen  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  des  beweg- 
lichen Punktes  aus  der  Bedingung  der  Bewegung  ab.  Ist  nämlich  (Fig.  71.) 
>/.W'=  d8  =  vdt  das  p.     ^^ 

im  Zeiielemente  dt  mit 
der  Geschwindigkeit  v 
beschriebene  Bogen- 
element  der  Bahn  und 
das  von  dem  Brenn- 
punkte Fj  welcher  Ur- 
sprung der  Radien vec- 
toren  ist,  auf  die  Tan- 
gente in  M  gefällte 
Perpendikel    FP  =«  p, 

so  wird  der  Inhalt  des 

Sectors  MFM\  welcher 

das  Bogenelement  zur  Basis  hat,  gleich  \p\)dl  und  folglich  die  Sectorcngcschwiii- 
digkeit  gleich  Jpp  (Vgl.  Cap.  IV,  §.  13  im  II.  Theile).  Nach  der  Bedingung  der  Auf- 
gabe ist  diese  Sectorengeschwindigkeit  eine  Constante  c\  daher  ist  \pv^=ic  und 
folglich  die  gesuchte  Geschwindigkeit 

Dieselbe  ist  vofi  der  speziellen  Natur  der  Bahn  unabhängig  und  kann  daher  der  Inhalt 
dieser  Gleichung  in  dem  Satze  ausgesprochen  werden:  Bei  jeder  Bewegung 
eines  Punktes,  für  welche  die  Sectorengeschwindigkeit  des  von 
«inem  festen  Punkte  nach  dem  beschreibenden  Punkte  gezogenen 
ßadiasvectors  constant  und  der  von  diesem  durchlaufene  Sector 
•ilso  der  Zeit  proportional  ist,  in  welcher  er  durchlaufen  wird,  ist 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  umgekehrt  proportional  ihrem  Ab- 
stände vom  festen  Punkte  und  wird  erhalten,  wenn  man  die  doppelte 
Sectorengeschwindigkeit  oder  den  doppelten  in  der  Zeiteinheit 
durchlaufenen  Sector  durch  diesen  Abstand  dividirt. 

Denkt  man  sich  den  Radiusvector  als  einem  um  den  Brennpunkt  /'  rotiren- 
den  8j8tem  angehörig,  so  kann  man  leicht  für  die  Winkelgeschwindigkeit  m 
dieser  Rotation  einen  Ausdruck  finden.  Fällt  man  nämlich  von  M  auf  den  Ra- 
dinsveetor  FM*  des  folgenden  Punktes  M'  das  Perpendikel  MQy  so  werden  die 
Dreiecke  AfOitf'  und  FPM  ähnlich,  weil  wegen  FAfß=  \n  die  Winkel  QMH'  und 
f^P  complementär  sind.  Es  besteht  daher  die  Proportion:  MQ :  MM'  =»  FP\  FM, 
in  Welcher,  wenn  FM  ss  r  gesetzt  wird,  MQ  =»  radl,  MM'  ss  vdC  ist;  aus  ihr 
zieht  man  daher  vp  ss  ar*  oder  mit  Rücksicht  auf  vp  =  2c: 
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2c 


to 


r«    ' 


d.  h.  die  Winkelp^eschwindigkeit  des  Radiasvectors  um  den  Brenn- 
punkt ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Radiusveetori. 
Um  nun  die  Beschleunigung  qp  zu  erhalten,  wollen  wir  den  Ausdruck  fort 
ein  wenig  umgestalten.  Fällen  wir  auch  an  dem  zweiten  Brennpunkt  F'  ein 
Perpendikel  F'P'  s=  p  auf  die  Tangente  in  M  und  bringen  dasselbe  zum  Durch- 
schnitt H  mit  dem  Radiusvector  FM,  so  ist,  weil  die  Tangente  eines  Ke^l- 
Schnittes  den  Winkel  der  Radienvectoren  halbirt,  F'fi  =  2p'  und  da  ferner  «las 
Produkt  der  beiden  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangente  gefällten  Perp4>n- 
dikel  eine  Constante,  nämlich  das  Quadrat  der  halben  kleinen  Aze  6,  also  pp^h* 
ist,  so  nimmt  die  obige  Formel  für  v  die  Qestalt  an: 

d.  h.  es  ist  die  Geschwindigkeit  proportional  dem  doppelten  Perpendikel,  wtflch'-i 
von  dem  Brennpunkte,  welcher  nicht  Spitze  des  der  Zeit  proportionalen  Secton 
ist,  auf  die  Tangente  gefällt  werden  kann.  Indem  wir  dieselbe  Betrachtnog  für 
die  Tangente  des  Punktes  M\  in  welchem  die  Geschwindigkeit  o'  sei,  wietJer- 
holen,  erhalten  wir  für  v   den  analogen  Ausdruck: 

worin  F' H'  für  die  Tangeute  in  ;>/'  dieselbe  Bedeutung,  wie  /*'//  für  die  Tati 
gcnte  in  J/  hat.  Die  beiden  Perpendikel  F' H  und  F' H*  bilden  miteinander  deu 
selben  Winkel,  wie  die  Tangenten  in  M  und  M\*B,\xi  welchen  sie  seokrcrlit 
stehen.  Sie  bilden  mit  HH'  ein  unendlich  kleines  Dreieck,  in  welchem  x«ei 
Seiten,  nämlich  F*H  und  F'H'  den  Geschwindigkeiten  v  und  v  in  den  I^nktn. 
M,  M'  proportional  sind.  Zieht  man  daher  durch  den  Punkt  Af,  ausser  der  Tan- 
gente noch  eine  Gerade  parallel  zur  Tangente  des  Punktes  M*  und  trägt  au! 
diese  beiden  Linien  die  Geschwindigkeiten  v,  v  als  Längen  MV^  MV'  auf,  so  ei- 
hält  man  ein  weiteres  Dreieck  Myy\    welches  dem  Dreieck  FH^  ähnlich  i-t 

und  zwar  ist  das  Verhältniss  der  Seiten    r=- .      Die   unendlich   kleine  Linie  W 

des  Dreiecks  MW*  ist  aber  die  Elementarbeschicunigung  c/u  =  fpdl  für  des 
Punkt  M  und  erhält  man  daher 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  FH  =  FM  +  MF'  die  grosse  Aze  2a  der  Elüp*« 
darstellt,  wird  nun  HHt  ^=^1avidt  und  hiermit 

2flr 

oder  mit  Hülfe  des  obigen  Ausdruckes  für  die  Winkelgeschwindigkeit  •: 

•p  =  V.  ^-  • 

Diesem  Ausdrucke  kann  man  noch  eine  etwas  andre  Form  geben,  indem  ir*' 
die  Constante  r  durch  die  Umlaufszcit  T  darstellt.  Es  ist  nämlich,  da  di* 
Soctoren  der  Zeit  proportional  sind,  cT^^nab^  nämlich  gleich  dem  Inhalt  der 
ganzen  Ellipse;  hieraus  erhält  man 

n  ab 

wodurch  9  die  Form  annimmt: 

4jr««»       l 
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Nachdem  hiermit  die  Qrosse  der  Besclileunignng  gefunden  ist,  bleibt  nur 
noch  ihre  Bichtang  zu  bestimmen  übrig.  Da  FH  ^^  FH  =  2a,  so  ist  das  un- 
endlich schmale  Dreieck  FHEt  gleichschenklig  und  steht  also  HH*  in  der  Grenze 
senkrecht  auf  der  Richtung  des  Radiusvectors  FM,  Lässt  man  daher  das 
Dreieck  F^Hft  um  den  Winkel  ^n  sich  umdrehen,  so  wird  HH'  parallel  FM\ 
da  aber  alsdann  die  Seiten  des  Dreiecks  F'HH'  den  homologen  Seiten  des 
Dreiecks  MVV*  parallel  liegen,  so  folgt,  dass  die  Richtung  von  VV*  parallel  zu 
im  ist  und  mithin  die  Beschleunigung  in  die  Richtung  des  Radiusvectors  fällt 
Qod  tisch  dem  Brennpunkte  hinzeigt.  Demnach  ist  das  Hauptresultat  unserer 
Untersqchung  folgendes. 

Bei  der  vorliegenden  elliptischen  Bewegung  ist  die  Beschleu- 
nigung fortwährend  nach  dem  Brennpunkte  hin  gerichtet,  welcher 
die  Spitze  des  der  Zeit  proportionalen  Sectors  ist  und  ist  dieselbe 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Radiusvectors. 

§.  4.  Wird  die  Bewegung  eines  Punktes  M  (vgl.  Fig.  69.)  anf  eine 
Axe  X  rechtwinklig  projicirt,  so  ist  nach  Cap.  I.  §.  9  im  II.  Theile  die 
Geschwindigkeit  Vx  der  geradlinigen  Projectionsbewegnng  (der  Bewegung 
der  Projection  m  des  Punktes  M  auf  die  Axe)  gleich  der  Projection  der 
Geschwindigkeit  v  der  Hauptbewegung.  Da  die  Geschwindigkeit  dieser 
Projectionsbewegnng  ihre  liichtung  nicht  ändert,  so  fällt  nach  §.  2.  die 
Elementarbeschleunigung  derselben  in  die  nämliche  Richtung  und  ist 
sie  das  Differential  von  f«.  Daher  erhält  man  die  Beschleunigung  tp^ 
der  Projectionsbewegung  durch  die  Gleichung 

dvx 

Vx  =  -^7  . 

Projicirt  man  nun  das  Dreieck  OFV,  in  welchem  VV*  die  Eleraen- 

tarbeschlcunigung  der  Hauptbewegung  darstellt,   auf  die  Axe,   so  erhält 

man  als  Projection  seines  Umfanges  die  Folge  dreier  Strecken  ov,  ovv\ 

OF  in  gerader   Linie,   so  dass  r  =  r;r,   ov  -^^  v x  tind  vv  =  dvx  wird, 

wobei  v'x  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  zur  Zeit  i  +  dt  bezeichnet 

und  wenn  a  der  Winkel  ist,    welchen  die  Richtung  der  Beschleunigung 

9  der  Hanptbewegung  mit  der  Axe  X  bildet,   so  wird  vv  =  FT'-  cos  u 

d.  h.  dvx  =  du  •  cos  a.     Hieraus  folgt 

dVx       du 
9)«  =  --  =  —  '  cosas=z  q>co5  a 

d.  h.  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewegung  ist  die 
l'rojection  der  Beschleunigung  der  Hauptbewegung  auf  die 
Axe  und  wird  durch  die  Derivirte  der  Projection  der  Ge- 
schwindigkeit auf  die  Axe,  nach  der  Zeit  genommen,  dar- 
gestellt. 

Ist  X  die  Abscissc  des  Projectionspunktes  »i,  von  irgehd  einem 
Anfangspunkte  in  der  Axe  X  an  gerechnet,  so  ist  nach  Cap.  I.  §.  9  des 

n.  Theiles  Vx  =  -  und  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  eben  ent- 
wickelte Gleichung 
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d.  h.  die  Beschleunigung  der  Projectionabewegang  ist  die 
zweite  Derivirte  der  auf  der  Axe  gerechneten  Abscisse  des 
beweglichen  Projectionspunktes  in  Bezug  auf  die  Zeit 

§.  5.  Projiciren  wir  eine  in  der  Ebene  erfolgende  Bewegung  eines 
Punktes  M  auf  zwei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  der  x^  y  \xk  dieser 
Ebene,  so  erbalten  wir,  wenn  o;,  y  die  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  sind;  nach  dem  vorigen  Paragraphen  für  die  Beschleunigungen 
der  Projectionsbewegungen  in  den  Coordinatenaxen  die  Gleichungen: 

d^x  <Py 

und  dabei  ist,  wenn  er  den  Neigungswinkel  der  Beschleunigung  ip  der 
Hauptbewegung  gegen  die  or-Axe  bezeichnet, 

fp  cos  «  =  9-e  ,        9  sin  a  =  qf^ 
9)2  =  9)^2   +   9)y2  ,         iga  =  ^  . 

Construirt  man  den  Hodographen  der  ebenen  Bewegung  des  Punktes 
M  so,  dass  man  vom  Coordinatenursprung  aus  die  Badienvectoren  gleich 
und  parallel  den  Geschwindigkeiten  zieht,  so  entspricht  dem  Punkte  .V 
{xy  y)  der  Punkt  m  des  Hodographen,  dessen  Kadiusvector 


•• = ' = /©' + m 


ist  und  dessen  Coordinaten  x\  y   durch  die  Gleichungen 

dx  ,        dy 

^  =  dr'    «'  =  * 

bestimmt  werden.     Das  Bogenelement  ds'  des  Hodographen,  welches  die 
Elementarbeschleunigung  darstellt,  ist 

und  erhält  man  daher  ftir  die  Beschleunigung  fp  den  Ausdruck 

ds'  i/^x    ,    di^y 

^=    dt=y   di^  +  rf/^' 

tibereinstimmend  mit  der  Bedeutung  der  obigen  Formel  tp^  ==  9?«'  +  9"./- 

Ebenso  hat  man  fdr  die  Projectionen  einer  räumlichen  BeweguDg 
auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  der  a:,  y,  «,  wenn  die  Bcschlen- 
nigung  9>  mit  den  Axen  die  Winkel  er,  /?,  7  bildet  und  q>x%  9>y>  9^.-  ^*^ 
Beschleunigungen  der  drei  Projectionsbewegungen  sind: 
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«Par  cPy  dPz 

COS  a  cos  ß  cos  y        1 

9*  9y  9>Ä  9>   , 

Die  Gleichungen  des  Hodographen  sind: 

, dx  , dy  , dz 

^~'dt'        ^~'dl'       ^~'di'' 

sein  Bogenelement,  welches  die  Elementarbeschleunigung  darstellt,  ist 


Der  Gebranch,  den  man  von  dem  vorstehenden  Formelsystem 
machen  kann,  ist  ein  sehr  mannigfaltiger.  Ist  z.  B.  die  Bewegung 
eines  Punktes  M  insofern  gegeben,  als  die  Coordinaten  a;,  y^  z  des- 
selben als  Functionen  der  Zeit  bekannt  sind,  so  dass  man  etwa  hat: 

so  genügt  eine  einmalige  Differentiation  um  die  Projectionen    der  6e- 

schwindigkeit   auf   die  Axen,    diese    selbst  und  ihre*^  Richtung    zu    be- 

stimmen,  indem 

dx  ,, .  dy  , , .  dz  , .. 


v^  =  vj^  +  vJ  +  v^^ 


'y    -r    ^z 


Vjc  Vy  Vz 


und  die  Richtungscosinusse  von  v  durch  die  Grössen  — ,    -  ,    —  angegeben 

V  V  V 

werden;  eine  wiederholte  Differentiation  fährt  zur  Kenntniss  der  Pro- 
jectionen der  Beschleunigung,  der  Beschleunigung  selbst  und  ihrer 
Richtnngscosinusse ,  nämlich: 

9,  =  -^  =  i^"(0,       ipy  =  J  =  f{t),        9>c  =  ^^,  =  tr'(0 

9>'  =  (px^  +  %'^  +  q>z^ 

cos  a        cos  ß  cos  y  1 

9*  9.V  9*  9 

and  im  Falle  einer  ebenen  Bewegung  reduciren  sich  diese  Ausdrücke, 
indem  eine  der  Coordinaten  und  ihre  Differentialquotienten  gleich  Null 
gesetzt  werden  können,  wenn  man  die  Ebene  der  Bewegung  selbst  zu 
einer  Coordinatenebene  wählt. 

Ist  aber  die  Bewegung  des  Punktes  M  nicht  selbst  gegeben,  son- 
dern sind  bloB  fpx%  9>yi  9>«  bekannte  Functionen,  so  stellen  die  Glei- 
chungen 

^x  (Fy  fPz 

aii  =  f>' .     ä(t  =  ''* '     dt^  =  ''= 
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ein   System    von    DifferentialgleichiiDgen    zweiter  Ordnnng   dar,   deren 

erste  Integrale  zu   den  Componenten  — - ,    — ,    --  der  Geschwindigkeit 

*  dt       dt      dt 

und  deren  zweite  Integrale  zu  den  Coordinaten  des  beweglichen  Panktoi. 
als  Functionen  der  Zeit  hinführen,  wie  späterausfübrlich  erörtert  wer- 
den wird.  Man  nennt  sie  die  Differentialgleichungen  der  Bewegoog 
des  Punktes. 

§.  6.  Wird  eine  Bewegung  auf  eine  Ebene  projicirt,  so  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Projectionsbewegung  die  Projection  der  Geschwin- 
digkeit der  Hauptbewegung  auf  diese  Ebene  nach  Grösse  und  Richtang. 
Projicirt  man  daher  das  Dreieck  OFV  (Fig.  69.)  auf  die  Ebene,  so  er- 
hält man  ein  anderes  Dreieck,  dessen  Seiten  für  die  Projections 
bewegung  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  des  ersteren  for  die 
Hauptbewegung;  insbesondere  stellt  die  Projection  von  VF'  die  Ele- 
mentarbeschleunigung und  folglich,  wenn  sie  noch  mit  dem  Zeitelement«* 
dividirt  wird,  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewegung  dar.  Die 
Beschleunigung  der  Projection  einer  Bewegung  auf  eine 
Ebene  ist  also  die  Projection  der  Beschleunigung  aof  die- 
selbe Ebene. 

§.  7.     Zur  Erläuterung  des  Inhaltes  der  §§.  4 — 6.  sollen  folgende 

Beispiele  dienen. 

1.    Die  gleichförmige   Kreisbewegung  (Vgl.  Cap.  [,  §.12  im  IL  T)« 
wird  auf  eine  Gerade,  z.  B.   auf  einen  Durchmesser,   projicirt,  mtu 
soll    die    Beschlennigung    der    gradlinigen    oscillatorischen    Fr*' 
jectionsbewegung  finden. 

Ist  m  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kreisbewegung ,  r  der  Badios  »l^* 
Kreises,  so  ist  nach  §.  8.  die  Bcschlennignng  tp  ^^  a^r  nnd  nach  dem  Mittel- 
punkte des  Kreises  gerichtet.  Bezeichnet  also  ffr  den  Winkel  MqCM,  wclcbri 
(s.  Fig.  44.).  der  Radios  CM,  welcher  nach  dem  beweglichen  Punkte  M  geht,  mi! 
der  Richtung  CMq  der  Projectionsaxu  bildet,  so  ist  n  —  ^  der  Winkel  der  H« 
schleunignng  tp  mit  dieser  Axe  nnd  folglich  die  Beschleunigung  der  Projectioi^ 
bewegung  tfx  =»  —  oal^rcojsjp,  oder  wenn  die  Abscisse  des  Punktes  M,  UAmlU^ 
Cm^=^x  gesetzt  wird,  9^  =  —  to^x.  Dieselbe  ist  nach  dem  Kreismittelpunktr  ' 
gerichtet.     Man  hat  daher  für  die  oscillatorische  Bewegung  die  Gleichnng 

—---  ^  —  tprx    oder 

Dasselbe   Resultat   ergibt   sich    durch  Differentiation   der  Cap.  IL   $.  11 
II.  Thcile  aufgestellten  Formel  ffir  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung,  nünlf  - 
vx  ="  — rta$in(oty  du  tp  ^as  a>t  ist     Man  erhält  daher  den  Satt: 

Für  die  geradlinige  oscillatorische  Bewegung  eines  Puokti«. 
welche  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  iftt,  l*^ 
die  Beschleunigung  dem  Abstände  dos  beweglichen  Punkte«  X'*- 
einem  festen  Punkte  der  Geraden,  niimlich  von  der  Projection  >!' * 
Kreismittelpunktes,  proportional  nnd  fortwährend  nach  diesem  Po nVt- 

hin  gerichtet;    sie  wechselt  den  Sinu,    so  oft  der  bewegliche    Pn:«' 
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(Inrch  das  feste  Centram  hindurchgeht   und  ist  anabhängig,  von  der 
Oscillationsweite. 

Umgekehrt  kann  jede  geradlinige  Bewegung,  für  welche  die  Beschleunigung 
nach  einem  festen  Punkte  der  Geraden  gerichtet  und  der  Entfernung  von  diesem 
proportional,  nämlich  ^x  =  xo;  ist,  als  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreis- 
bewegung um  den  festen  Punkt  als  Mittelpunkt  angesehen  werden.    Die  Winkel- 

1/ —  2  ff 

Geschwindigkeit  derselben  ist  lo  =  r  x    und  die  Oscillationsdauer  T  =■  -pr  .     Der 

Durchmesser  des  Kreises  ist  der  Abstand  der  beiden  äussersten  Lagen,  welche 
der  Punkt  während  seiner  Bewegung  erreicht. 

Projicirt  man  die  gleichförmige  Kreisbewegung  auf  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Axen  der  x,  y^  welche  sich  im  Mittelpunkte  schneiden,  so  hat  man  für 
die  beiden  Projectionsbewegungen  die  Gleichungen 

X  =s  r  cos  (oty        y  =  r  sin  (oi, 
aas  welchen  die  Geschwindigkeiten  derselben 

»j:  =  —  tor  sin  cot,       vy  =  (or  cos  tot, 
sowie  deren  Beschleunigungen 

9>x  =  —  <D*x,  9?y  =  —  fl>'y 
folgen.  Beide  Bewegungen  sind  an  sich  identisch,  nur  sind  ihre  Perioden  so 
verschoben,  dass  die  Maxima  der  Abstände,  Geschwindigkeiten  und  Bcschleuni- 
ganzen  (im  absoluten  Sinne  genommen)  der  einen  mit  den  Minimis  der  ent- 
sprechenden Abstände ,  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  gleichzeitig 
eintreten.  ^ 

2.  Die  gleichförmige  Kreisbewegung  eines  Punktes  wird  auf 
eine  Ebene  projicirt,  man  soll  die  Beschleunigung  der  Projections- 
bewegung  finden.  l 

Die  Projectioii  der  kreisförmigen  Bahn  des  Punktes  M  ist    (Fig.   72.)   die 
elliptische  Bahn  des  Projectionspunktes  m,  der  Mittelpunkt  c  derselben  die  Pro- 
jection des  Mittelpunktes  C  jener;    die  grosse  ^la.  72. 
Axe  2a  der  Ellipse  liegt  parallel  der  Schnitt- 
linie der  Ebenen  beider  Curven  und  ist  gleich 
dem  Durchmesser  2a   des  Kreises,    die   kleine 
Axe  26    fällt   in  die  Ebene    des  Neigungswin- 
kels a  beider  Ebenen  und  ist  daher  h  =»  a  cos  a. 
Ist  CO    die    Winkelgeschwindigkeit    der    Kreis- 
bewegung,  so   ist  V  =^  a(o  die  Geschwindigkeit 
des  Punktes   M  und  9  =»  aa'  seine  Beschleu- 
nigang  an4  diese  hat  die  Richtung  J^C  nach 

dem  Kreismittelpunkt.  Die  Beschleunigung'^  der  elliptischen  Bewegung 
i.<<t  die  Projection  von  9  und  folglich  nach  dem  Mittelpunkte  c  der  Ellipse 
gerichtet  und  hat  die  Grösse  '^  ==>  qp  co«  (9,  '^)  =»  rm*,  wenn  der  Radiusvector  cm 
der  Ellipse  mit  r  bezeichnet  w^rd;  sie  ist  der  Entfernung  vom  Mittel- 
punkte proportional. 

Bei  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist  die  Sectorengeschwindigkeit  für 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  als  Ursprung  der  Sectoren  constant  und  gleich   dem 

Sector,  welcher  der  Zeiteinheit  entspricht;  sie  ist  also  c  =  —=,-  ,    wenn    T  die 

l'nilaafsceit  bedeutet,  welche  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  to  mit  Hülfe  der 
Formel  mT=^2ii  ausgedrückt  werden  kann.  Da  der  Sector  der  Kreisbewegung, 
welcher  in  einer  endlichen  oder  unendlich  kleinen  Zeit  beschrieben  wird,  dieser 
>^elt  proportional  ist  und  die  Sectoren  der  Ellipse  die  Projectionen  der  Sectoren 
Schell,  Theorie  d.  Bew.  a.  d.  KiäRc.  13 
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des  Kreixos  sind,  so  sind  aneh  diese  der  Zeit  proportional  und' ist  auch  fiir  dit; 
elliptisclie  Bewegung  die  Sectorengeschwindigkeit  constant,  nämlich  f '  =  c  cos  ü. 
Da  die  Umlaufszcit  für  beide  Bewegungen  gleich  g^oss  ist,  so  hat  man  fonii-r 
cT=7tah.  Man  kann  daher  dem  Ausdruck  für  die  Beschleunigung^  auch  n<i<li 
die  Formen  geben : 

Wählt  man  die  Hauptaxenrichtungen  ca  und  ch  der  Ellipse  als  Axen  der 
j\  t/,  so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  m  leicht  als  Functionen  der  Zeit 
zu  erhalten.  Ist  nämlich  M  zur  Zeit  /  =  0  in  i4,  so  wird  AM  =  atot  und  drr 
Inhalt  des  Dreiecks  ACM  gleich  -J«'  sin  co/,  der  seiner  Projection  ist  aber  U^. 
daher  erhält  man   die  Gleichung  y  =  b  sin  (ot,    zu  welcher  man  x=  a  cos  oit  ans 

der  Gleichung  (      )  ~l"  (  i  )    =1   ^^^  Ellipse    findet.      Für    die  Polarcoordinaten 

cm  =  r  und  -^  acm  =  Q'  des  Punktes  m  erhält  man  r'  =^  «•  cos*  cut  -\-  &««n*w/. 

fg  Q'  =1  lg  cot, 

a 
Aus  dem  Vorstehenden  schliesst  man  leicht  umgekehrt,  dass,  wenn  ein  Punkt 
eine  Ellipse  beschreibt  unter  Einiluss  einer  nach  dem  Mittelpunkt  gerichttttu 
Beschleunigung,  diese  dem  Radiusvector  proportional  und  dass  die  SectortU' 
geschwindigkeit  der  Bewegung  constant  sein  muss.  Denn  es  gicbt  immer  einen 
Kreis,  dessen  Projection  die  Ellipse  ist  und  in  ihm  eine  Bewegung,  welche  dtr 
elliptischen  Bewegung  folgt;  für  diese  ist  alsdann  die  Beschleunigung  nach  dou. 
Mittelpunkt  gerichtet  und  dem  Radius  proportional,  folglich  die  Geschwindi;:keit 
der  Kreisbewegung  constant. 

§.  8.  Ist  die  Bewegung  eines  Punktes  aus  zwei  anderen  B«- 
wegungen  zusammengesetzt,  so  kann  die  Beschleunigung  leicht  aus  ii^n 
Beschleunigungen  jener  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes  gebildet  wenleii. 
Nennt  man  die  Beschleunigung  der  zusammengesetzten  Bewegung  dl* 
Resultante  der  Beschleunigungen  der  beiden  Bewegungen,  au3  welclirn 
diese  hervorgeht,  so  heisst  derselbe: 

Die    Resultante    zweier    Beschleunigungen     wird    nach 
Grösse    und   Richtung    durch    die    Diagonale    des    Parallel«» 
gramms    dargestellt,    welches   über   jenen    als    Sei tenlKn^r^n 
und  Seiten  rieh  tun  gen  construirt. werden  kann. 

Sind  nämlich  von  irgend  einem  Punkte  0  aus  constniirend,  '^T, 
und     Vx^'i    zwei    Linien,    welche    nach   Grosse    und   Richtung    die  <•«• 

.,     -„  schwindisrkeiten  darstellen,  weKl«'" 

fr  ^j  der  bewegliche  Punkt  in  Folge  »!« i 

*-  '^/;'  beiden  Bewegungen  zur  Zeit  /  \>'  • 

"         ^j.  sitzt,  so  stellt  (i)\  die  Re«ultant' 

0^  'v,  ^  ^  derselben,    d.  h.  die  absoliite  (<<'- 

'''  *  ^  ^^  Kchwindigkeit  des  Punktes  zucl»r 

selben  Zeit  dar.    Sind  ebenso  <'l  , 
und    / 1  r./    die    (leschwindigkeiten    jener   Bewegungen   zur  Zeit  /  +  •■'. 
so   ist    Ojy   die    absolute  Geschwindigkeit    des  Punktes  zur  Zeit  I  +  «'• 
Zieht   man    nun     \\J   parallel    V(V^  und  JV!    parallel    T,  I',',    so   .vtil* 
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y/y=  ^'i  ^i'  die  Elementarbescbleunigung  der  einon,  V^J  die  der  an- 
deren Bewegung,  V^V^  aber  die  Elementarbescbleunigung  der  zusam- 
mengesetzten Bewegung  dar.  Dieselben  sind  g>jrf/,  9>2^'»  9^^^»  wenn 
7*,,  gE'^'  ^  die  Beschleunigungen  der  drei  Bewegungen  bedeuten,  üind 
also  diesen  letzteren  proportional.  Daher  lässt  sich  aus  q>^^  q>.^  q>  als 
Seiten  ein  Dreieck  constniiren,  welches  dem  unendlich  kleinen  Dreieck 
der  Elementarbeechleunigungen  ähnlich  ist,  mithin  auch  ein  Parallelo- 
graDiin,  dessen  Diagonale  die  Beschleunigung  tp  nach  Grosse  und  Kich- 
tung  darstellt. 

Der  vorstehende  Satz,  welcher  den  Namen  des  Satzes  vom  Paral- 
lelogramm der  Beschleunigungen  führt,  kann  leicht  für  drei  und  mehr 
Beschleunigungen  erweitert  werden  (Parallelepiped  und  Polygon  dfer 
Hescbleunigungen),  ganz  ebenso,  wie  wir  früher  den  Satz  vom  Parallele - 
;;iamm  der  Geschwindigkeiten,  vom  Parallelogramm  der  Translationen, 
<ler  Kotationen  u.  s.  w.  erweitern  konnten. 

Derselbe  Satz  dient  auch  ^ur  Zerlegung  einer  Beschleunigung  in 
zwei  oder  mehrere  andere,  welche  als  die  Beschleunigungen  von  eben- 
soviel Bewegungen  angesehen  werden  können,  in  welche  die  gegebene 
Bewegung  zerfällt  werden  kann. 

§.  9.  Eine  besonders  wichtige  ^Zerlegung  der  Beschleunigung  q> 
ist  die  Zerlegung  derselben  nach  der  Tangente  und  der  Hauptnoimalen 
Jer  Bahn  oder  die  Zerlegung  in  die  Tangential-  und  die  Normal- 
beschlcunigung.  Ist  nämlich  et  der  Neigungswinkel  der  Beschleu- 
nigung (p  gegen  die  Tangente  ,,.^,   ,^ 

9    jr^ 


<ler  Bahn,     so    sind    die   Tan- 
gential-     und      Normalcompo-  -^  "     «? 


I 
i  1 


dt 


ßente,  welche  q>i  und  (pn   heis-         '  ^*        ^^ 

^en  mögen : 

Tr  =  qp  •  cos  of ,     9«  =  9>  •  sin  a, 

i'ftllt  man  nun  in  dem  unend- 
lieh   schmalen    Dreieck    OVl\ 

•iesscn  Seiten  OT,  0V\  VV'  die  Geschwindigkeiten,  entsprechend  den 
Zeiten  t  und  /  +  rf/  und  die  Elementarbeschleunigung  cp-dl  sind,  von 
y  das  Perpendikel  VQ  (unendlich  kleiner  Kreisbogen  aus  0  mit  OV 
^Is  Radius)  auf  die  Seite  0^",  so  hat  dies  die  Kichtung  der  Haupt- 
'"»nnalen  MC  und  zerfällt  die  Elementarbeschleunigung  VV  in  zwei 
''omponenten,  eine  fangentielle  VQ'  =  QV'  und  eine  normale  VQ  und 
Ja  die  verschwindend  kleine  Zerlegungsfigur  im  Verschwinden  der  end- 
lichen Zerlegnngsfigur  von  (p  in  tpt  und  q>„  ähnlich  ist,  so  hat  man 


Q  V  VQ 

13* 


f"  =    dl    '       '^"  =  dt 
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lliebei   ist  nun    QV'  =  OV* —  OV  =  rfp,   nämlich   das   Di£ferential  der 

Geschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinn  und  folglich 

dv 

^'=  rfT' 

und  wenn  der  Contingenzwinkel  VOV*  mit  de  bezeichnet  wird  QVz=zrdf, 

mithin 

de 

Der  Contingenzwinkel  ist  zugleich  der  Winkel  der  beiden  auf  einander 

de 
folgenden  Normalen  MC,  3fC  und  stellt  -—    die    Winkelgeschwindigkeit 

des  beweglichen  Punktes  um  den  Krümmungsmittelpunkt  C  dar.  Dem 
Ausdrucke  für  q>n  kann  man  noch  zwei  andere  Formen  geben,  wenn 
man  die  bekannte  Beziehung  zwischen  Bogen element,  Contingenzwinkel 
und  Krümmungshalbmesser  in  Verbindung  mit  dem  Ausdrucke  für  die 
Geschwindigkeit  heranzieht,  nämlich: 


ds* 

ds 

*  =  *' 

V  — 

dt 

woraus  folgt: 

de  _ 

V 

id 

9 

Dadurch  erhält  man  für  g)«: 

v^ 

(Pm   =    

9 
und  wenn  man  den  vorhin  aufgestellten  Ausdruck  für  tpn  mit  q  dividirt 

und  multiplicirt  und  für  —  die  Winkelgeschwindigkeit  -     einsetzt,  weiter: 


"-  =  ^  •  (jj- 


Man  hat  daher  den  Satz: 

Die  Beschleunigung   eines  Punktes  kann  jeden  Augen 
blick  in  zwei  Componenten  zerfällt  werden,  in  die  Tangen- 
tialbeschleunigung und  die  Normalbeschleunigung,   erster« 
längs    der    Tangente,     letzteTe     längs    der    Hauptnormale 
nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin   gerichtet.     Die  Tau- 
gentialbcschleunigung    ist   die   Dcrivirte   der   Geschwindig- 
keit nach  der  Zeit,   die  Normalbeschleunigung  ist  der  i^n«'* 
tient    aus    dem    Quadrate    der    Geschwindigkeit    durch    dru 
Krümmungshalbmesser,   oder,    was  hiermit  gleichbedenten'l 
ist,    das   Produkt    aus    dem   Krümmungshalbmesser  und  dest 
Quadrate   der   Winkelgeschwindigkeit   um   den   Krümmung«* 
mittclpunkt. 

Die  Normalbeschlcunigung  heisst  auch  die  Centripctalboschica 
nignng,  weil  sie  nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin  gerichtet  i^^ 
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§.  10.  Die  Zerlegung  der  Beschleunigung  in  ihre  tangentielle  und 
normale  Oomponente  ist  vorzugsweise  deswegen  so  wichtig,  weil  sie  den 
Antheil,  welchen  die  Beschleunigung  an  der  Aenderung  der  Richtung 
der  Geschwindigkeit  hat,  von  dem  trennt,  den  sie  an  der  Aenderung 
ihrer  Grösse  nimmt.  Der  Ausdruck  der  Tangentialbeschleunigung  ent- 
halt nichts,  was  sich  ~äuf  die  Krümmung  der  Bahn  und  mithin  nichts, 
was  sich  auf  die  Abweichung  der  Tangente  bezieht,  dagegen  enthält 
die  Normalbeschleunigung  das  die  Krümmung  der  Bahn  bestimmende 
Element.  Die  Tangentialbeschleunigung  beschleunigt  daher  den  Punkt 
in  seiner  Bahn  allein,  d.  h.  verändert  die  Geschwindigkeit  hinsichtlich 
der  Grösse  allein,  die  Normalbeschleunigung  krümmt  die  Bahn,  ohne 
Einfiuss  auf  die  Aenderung  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  zu  haben. 
Ist  daher  eine  Gleichung  gegeben,  welche  q>t  als  Funktion  der  Zeit  oder 
des  Abstandes  ausdrückt,  so  kann  man  die  Bewegung  des  Punktes  in 
der  Bahn  unabhängig  von  der  Kenntniss  der  Bahn  untersuchen  und 
bleibt  dieselbe  unverändert  dieselbe,  wenn  die  Normalbeschleunigung 
sich  so  ändert,  dass  die  Bahn  sich  anders  krümmt.  Andererseits  hängt 
aber  die  Normalbeschleunigung  nicht  blos  von  der  Krümmung  der 
Bahn,  sondern  auch  von  der  Art  der  Bewegung  des  Punktes  in  der 
Bahn  ab,  denn  ihr  Ausdruck  enthält  neben  dem  Krümmungshalbmesser 
auch  die  Geschwindigkeit. 

Ist  die  Bahn   geradlinig,   so   wird   ^  =  cx),   mitbin  q>i  =    -    =  <p, 

<Pj,  =  0,  a  =  0.  Die  Beschleunigung  reducirt  sich  auf  die  Tangential- 
beschleunigung. 

Ist   die  Bewegung  gleichförmig,   also  v  constant,    so  wird  q>t  =  0, 

7«  =  —  =  9>}   ^9^  =  <x>.     Die  Richtung  der  Beschleunigung  ist  normal 
Q 

zur  Bahn  (§.  2.). 

§.11.    Aus  den  Gleichungen  q>„  =  <p  «n  a  =  —  folgt  q>Q  sin  a  =  v'^. 

Es  ist  aber  q  sin  a  die  halbe  Sehne,  welche  die  Richtung  der  Beschleuni- 
gung, durch  den  beweglichen  Punkt  gezogen,  in  dem  Krümmungskreise 
bestimmt,  und  wenn  wir  diese  Sehne  mit  c  bezeichnen,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung:  ^2  _-  ^^^^ 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  die  mittlere  P[roportionale 
zwischen  der  Beschleunigung  und  der  halben  Sehne,  welche 
die  Richtung  derselben  im  Krümmungskreise  der  Bahn  be- 
stimmt. Beschreibt  man  daher  (Fig.  75.)  einen  Kreis,  welcher  die 
Tangeute  MV  in  dem  Endpunkte  V  der  Geschwindigkeit  MV  =  v  be- 
rührt und  durch  die  Mitte  2>  der  Sehne  c  geht,  so  schneidet  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  denselben  in  einem  zweiten  Punkte  jP,  so, 
dass  MF  =  fp  wird.     Beschreibt  man  um  M  mit  v  einen  weiteren  Kreis, 
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6*>   5cLu«:i4tf^t   die>er   die  Kichtung   der  Bes>cb1euuiguDg   iu   zwei  Punkten 

J,   B   bo,    da*»  A^  By  //,  F  vier   Lanii«»uisclic   Punkte   und  A^  B  einer- 

I  .  ;,  «>eiu.     />,     F    andrerseits     zugeordnet    sind 

/  Die  Punkte  />,  F  sind  daher  conjugirte  Pole 

in  Bezug  auf  diesen  Kreis. 

^M^ _r  §.  !-•  Während  der  bewegliche  Punkt  v(»u 

^       ^  ^  \    V  aus,  wo  er  sich  »ur  Zeit  /  befindet,  mit  vcran 

^     ^i  .  derlioher  Geschwindigkeit  seine  Bahn  beschreilt 

,  ^^  und  nach  der  Zeit  /  +  O  in  einem  weiteren 

'*'       Punkte  M'  angelangt  sein  wird  (S.  Fig.  77.:, 

wollen  wir  gleichzeitig  einen  zweiten  Punkt  v.»u 

M  abgehen  lassen ,  welcher  sich  mit  constautpi 

Geschwiadigkeit,  nämlich  mit  der  Geschwiu 

"^  ^. ^  .--'^  digkeit  r,  welche  der  Hauptpunkt  zur  Zeil  / 

in  .V  besitzt,  auf  der  Tangente  bewegt  uud 
zur  Zeit  /  +  ^  die  Lage  .V  erreicht  haben  mag.  Die  Verbindungsliiil«- 
S^t  beider  Punkte,  welclie  nach  Grosse  und  Richtung  mit  O  veräudorlivi. 
ibt,  und  mit  ^  verschwindet,  steht  mit  der  Beschleunigung  <p  in  det 
doppelten  Beziehung,  d;iss  1)  die  Richtung  von  AM/'  bei  ahuel> 
mendcm  O  sich  der  Richtung  der  Beschleunigung  9  aI^ 
ihrer  Greuzlage  nähert  und  2^  der  (Quotient  dos  Abstaulle^ 
-V.V'  durch  das  halbe  Quadrat  von  0^  in  der  Grenze  iu  »li« 
Gröhse  der  Beschleunigung  übergeht.  Die  verschwindend  kleiu»" 
Strecke  A.V,  welche  die  Abweichung  des  beweglichen  Punktes  von  <l'"i 
Taugente  in  der  Richtung  der  Beschleunigung  misst,  wird  die  De 
viation  6  des  beweglichen  Punktes  genannt. 

Zum  Beweise  des  eben  ausgesprochenen  Satzes  genügt  es,   die  l^e- 

wegungen  der  beiden  Punkte   während   zweier   auf  i   folgender  Zcitel»*- 

mentc    dt    zu    verfolgen.      Während    der    ersten    derselben    beschreil'»'n 

beide    Punkte    das   Element    Mm  =^  ds  ---  rdt,    (Fig.  76.),    welches  tÜ» 

^,_.  ;,;  Tangente   mit  dem  KrÜmmungskreisc  gjeiiu  i'i 

jg  y  ,.  hat.     Während  des  zweiten  Zeitelcmente:»  «^ 

durchläuft   der  Hauptpunkt  das  Bahnelcmout 


#•• 


m,}f  =  (r  +  dn   dt^    welches   zugleich  du 

zweiten  Tangente  und  dem  Krümmungs^krclx- 

^f     angehört,  während  der  zweite  Punkt  auf  dct 

ersten  Tangente  das  Element  m  y  =  rc//=^  Vw 

zurücklegt.      In    dem   unendlich   kleinen  Dreiecke    myM'   sind   also  «li«^ 

Seiten  mA'  und  mM'  den  Geschwindigkeiten  v  und  p  +  r/r  proportiou»!. 

welche  der  bewegliche  Punkt  zu  den  Zeiten   t  und  t  +  dl  besitzt  tin»i 

haben   diese  Seiten   zugleich   die   Richtungen    dieser  Geschwindigkeiten. 

Constrnirt  man  daher  das  Dreieck  m  JT',  welches  die  Geschwindigkeit m 

m  y--^  V  und  mV^v-^- rfr,  sowie  die  Elcmeutarbeschleanigung  W  £=  y '/' 
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zu  Seiten  hat  (s.  §.  1.),  so  folgt,  das»  A  mNM'  co  A  wFT'  und  da 
beide  Dreiecke  zwei  Seiten  parallel  haben,  so  folgt,  dass  NM'  parallel 
der  Elementaibeschleunigung  VV  ist,  womit  der  erste  Theil  des  obigen 
Satzes  erwiesen  ist.  —  Die  Linie  NM'  schneidet  nun  den  Krümmuugs- 
kreis  zum  zweitenmale  in  einem  Funkte  F  und  besteht  daher,  weil  mN 
den  Krtimmungskreis  berührt,  die  Kelation 


m 


^■^*  =  d^NF. 


Da  aber  NF  nach  dem  eben  bewiesenen  ersten  Theile  unsere^ 
Satzes  die  Richtung  der  Beschleunigung  hat,  so  geht  es  in  der  6]:enze 
in  die  Sehne  c  über,  welche  diese  Richtung  im  Krümmungskreise  bestimmt 
un^  da  mN  =  vdt  ist,  so  liefert  hiermit  die  vorstehende  Relation 

v'dt^  =  6  'C 

oder  weil  nach  §.  11.   v^  =  ^c(p  ist 

d 

womit  auch  der  zweite  Theil  der  Behauptung  erwiebcn  ist,  weil  die  ab- 
nehmende Zeit  d-  nichts  anderes  als  das  Zeitdifferential  dl  ist. 

Bringen  wir  die  eben  entwickelte  Gleichung  in  die  Form 

ö  =  iipdt\ 

bo  bagt  sie  aus,  dass  die  Deviation  des  beweglichen  Punktes 
flu  unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  ist,  und  erhalten 
wird,  indem  man  die  halbe  Beschleunigung  mit  dem  Qua- 
drate des  Zeitelementes  multiplicirt.  Ein  Punkt,  welcher  in 
der  Richtung  der  Beschleunigung  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  sich  wäh 
rend  des  Zeitelementes  mit  coüstanter  Beschleunigung  g)  bewegen  würdi'., 
würde  in  dieser  Zeit  den  Weg  d  zurücklegen.     Denn  bezeichnet  |  seinen 

Abstand  von    M  zur   Zeit  t,    so   wäre   seine  Beschleunigung       ^   =  9^» 

mitbin  seine  Geschwindigkeit  --   =  gp  •  t   und  sein  Abstand  §  =  ^q>r'^, 

witbin  für  T  =  dt  derselbe  gleich  ^g)dt^^  d.  h.  gleich  ö.  Man  kann 
daber  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  krummlinigen  Bahn  während 
des  Zcitelementes  ansehen  als  aus  zwei  andern  Bewegungen  zusammen- 
gesetzt, nämlich  einer  gleichförmigen  längs  der  Tangente  von  der  Ge- 
scbwiudigkeit  Vj  wie  sie  der  Punkt  zu  Anfang  des  Zeitelementes  besitzt, 
und  einer  gleichförmig  veränderlichen  in  der  Richtung  der  Beschleu- 
^'^^g)  deren  Beschleunigung  mit  der  Beschleunigung  zu  Anfang  des 
Zeitelementes  nach  Grösse  und  Richtung  übereinstimmt.  Hierauf  kann 
iQan  eine  Infinitesimalconstruction  der  Bahn  des  Punktes  gründen  mit 
Hülfe  der  kleinen  Wege,  welche  der  Punkt  in  den  Richtungen  der 
Tangente  und    der   Beschleunigung   beschreiben   würde,    wenn   er  längs 


200  ö»«  Deviatiou.  1.  Cap. 

diesen   die   eben    erlänterten  Bewegungen    während    sehr    kleiner  Zeit- 
räume verfolgen  könnte. 

§.  13.   Um  den  vorstehenden  Satz  analytisch  zu  erweisen,  seien  x^  y,  z 

die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  M  (Fig.  77.)  zur  Zeit  t.    Aus 

Fif^.  77,  ihnen  erhält  man  die  Coordinaten  des  Punktes 

Af  ^    d.  h.  des  Ortes   des  beweglichen  Punktes 


;^  ^t—        zur  Zeit  t  -{-  9^   indem  man  in  x,  y,  z  an  die 


-V      ^         Stelle    von    /    die  Grösse   t  +  9    treten    lasst 

I 

Da  der  Satz  nun  ^  bloss  für  sehr  kleine  Werthe 


j^      in  Anspruch  nimmt,   so   kann  man  die  Coordi- 
naten  des   Punktes  Af   nach   dem  Taylor  sehen 
Satze    in     Reihen     entwickeln,     welche     nach 
ganzen  Potenzen  von  9  fortschreiten,   wodurch  man  erhält 

dx  (Px      «.  d'^x 

^  ^  dt     ^*rf/2      ^*rf/-»  ^+  ••• 

Die  Coordinaten  des  Punktes  N  erhält  man  durch  die  Bomerkunjr, 
dass  die  Differenzen  zwischen  ihnen  und  den  gleichnamigen  Coordinaten 
des  Punktes  M  die  Projectionen  der  Tangentenstrecke  MN  =^  v9  auf 
die  Coordinatenaxen  nnd  demnach  die  Coordinaten  von  N  selbst  gleich 
den  Summen  von  x,  y,  z  und  diesen  Projectionen  sind.  Bildet  nun  die 
Tangente,  im  Sinne  der  Bewegung  genommen,  mit  den  Axen  die  Winkel 
a,  ß,  ^,  so  sind  v9  cosa^  v9  cosß^  v9  cosy  diese  Projectionen;  sie  geben 
aber,   da  vcosa,   vcosß^  v  cosy  die  Componenten  der  Geschwindigkeit 

parallel  den  Axen,  nämlich  die  Grössen  -- ,     .  -  >    t-  darstellen ,  über  in 
^  dt  '    dt  '    dt  * 

y/"»»  y/«*  w*  * 

-^  •  d,    ,;  •  O,    ,*  •  ^  und  demnach  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  A: 
dt  dt  dt 

,    dx     ^  .    rfw     ^  ,    dz     ^ 

Subtraliirt  man  diese  Coordinaten  von  den  obigen  Coordinaten  de» 
Punktes  Af,  so  erhält  man  die  Projectionen  der  Linie  NAt  auf  die 
Axen,  nämlich: 
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deren  Quadratsumme  das  Quadrat  von  NM*  bildet.     Hieraus  folgt  sofort 
beim  Grenzenübergange  für  abnehmende  6*: 


also 


-(i#)=/(^)'+ (&)'+(£)'■ 


Die  Cosinusse  der  Neigung  von  NM*  gegen  die  Axen  sind  propor- 
tional den  Projectionen  von  iVilf  auf  diese  Axen,    also   in   der  Grenze 

proportional  den  Grössen  — j- ,    --y ,    —^   d.  h.  den  Componenten  der 

Beschleunigung  q>  parallel  diesen  Axen.     Daher  bat  NSf  in  der  Grenz- 
läge  die  Kicbtnng  der  Beschleunigung. 

§.  14.  Von  der  Normalbeschlennigung  kann  man  eine  interessante 
Anwendung  aaf  die  Bestimmung  des  Ertlmmungshalbmessers  der  Curvcn 
machen.  Man  betracbtet  zu  diesem  Ende  die  Curve  als  von  einem  be- 
wegliehen Punkte  beschrieben,  dessen  Bewegung  man  öfter  selbst  in 
mehrere  andere  Bewegungen  auflöst,  bestimmt  die  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung  desselben,  sowie  die  Normalcomponente  der  letztem. 
Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  durch  diese  Normalcomponente  divi- 
dirt,  gibt  den  Krümmungshalbmesser.  Vgl.  über  diese  Methode:  Bresse, 
Memoire  sur  un  theoreme  nouveau  concernani  les  mouvements  plans  et  sur 
fapplication  de  la  cinematique  ä  la  determination  des  rayons  de  courhure, 
Joum,  de  Vecole  polytechn.  T.  XX,  p.  104.  {a,  1853.).  —  Kesal,  iraite 
de  cinematique  pure,  p,  55.  Wir  wollen  4iiese  Methode  an  einigen  Bei- 
spielen erläutern. 

1.  Krümmungshalbmesser 
der  archimedischen  Spirale. 
Nach  Cap.  n.  §.  7.  Nr.  1.  im  II.  Theile 
zerfallt  die  Geschwindigkeit  v  des  be- 
schreibenden Punktes  in  zwei  Com- 
ponenten, Vi  =  am  längs  des  Radius- 
vectors  r  and  Pj  =  reo  senkrecht  zu 
üim,  wenn  co  die  constante  Winkel- 

d^ 
^chwindigkeit  —  des  Badiusvectors 

und  a  die  Polarsubnormale  der  Curve 
bedeutet,  deren  Oleichnng  r  =»  a<9-  ist« 
Wir  bestimmen  nun  zonächst  die  jeder 
dieser  Componenten  entprechende  Be- 
schleonigang.  Die  constante  Compo- 
ncnte  »,  =  JVr,  (Fig.  78.)  ändert 
blos  Uire  Richtung,  daher  ist  ihre  Ele- 
mentarbeschleunigung  V^  V^  =  »,  rf-O- 
=^  aod^  SB  anal* dt  und  mithin  ihre  Beschleunigung  tp^  =  aoat*  und  deren  Richtung 
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senkrecht  zum  Rudiusvcctor,  dem  Sinne  nach  übereinstimmend  mit  ».  Die  Com- 
poneute  V2  ist  nach  Grösse  und  Richtung  veränderlich;  daher  besitzt  ihre  Ele- 
mcntarbeschieunigung  '^j  ^2'  zwei  Componenteu,  r^Q  ♦=  ratdO'  =  rto^dl  parallel 
dem  Rftdiusvector  und  nach  dem  Pole  hin  gerichtet  und  QV^  ^^  dr  •  m  ^=  ad9  to 
=  ato^dt  senkrecht  zum  Radiusvector  im  Sinne  von  id.  Daher  hat  auch  die  Be- 
schleunigung 92  von  v^  zwei  Componenten,  nämlich  reo*  parallel  dem  Radiu« 
vector  und  aai^  senkrecht  zu  ihm.  Die  letztere  Componente  verbindet  sich  mit 
qp,  und  zerfällt  daher  die  Gesammtbeschleunigung  9  des  beweglichen  Punktes  in 
die  Componenten  rta^  längs  des  Radiusvectors  und  2a(o^  senkrecht  zu  ihm,  deren 
Verhältniss  demnach  gleich  r:2a  ist.  Construiren  wir  daher  über  MO  ^^  r  and 
OS^  =  2  •  O.V  =  2a  ein  Parallelogramm  und  ziehen  dessen  Diagonale  MS^^  su 
i^i  (p  =^  M N^  -  0*  -und  wenn  wir  die  Diagonale  auf  die  Richtung  der  Normaitu 
MS  projiciren,  so  erhalten  wir  die  Normalbeschlounigung  tpn  aus  der  Projection 
Mn  durch  die  Oleichung  tpn  =  Mn  *  o'.  Nun  ist  aber  allgemein,  wenn  q  c1<-ij 
Krümmungshalbmesser  bedeutet,  qtpn  =^  v^  und  da  aus  der  a.  a.  O.  gegebenen 
Construction  v  =«  MV  -  o'  folgt,  so  erhält  man  für  q  die  Gleichung 

Q    M~n  ^  M  VK 
Um  Q  zu  finden  hat  man  also  blos  über  Mn  als  Durchmesser  einen  Kreis  zu 
beschreiben,  in  diesen  Ml^  als  Sehne  zu  übertragen  und  deren  Projection  auf  den 
Durchmesser  zu  nehmen. 

2.     Nach    derselben    Methode    kann  -  man    den  Krümmungshalbmesser   jedt : 

dr 
Pularcurve  »*  = /'(^)  bestimmen.     Denn  die  Componente  W|  = -r-  der  Geschwiu- 

dt 

digkeit  längs   des   Radiusvectors   besitzt   eine   Beschleunigung,    welche   im  Aüz* 
meinen  in  zwei  Componenten  zerfällt,   nämlich  eine  gleichfalls  längs  des  Radius 

ve'jlors  gleich  -— ^  =  — -  und  eine  andere  senkrecht  zu  ihm  gleich  r.  — —  =  -     - 
'  dt       dt^  dt        dt  iU 

dd" 
Die   Componente   ^2  =  '*  —    der  Geschwindigkeit    aber,    welche   senkrecht    xun» 

Radiusvector^  ist,    hat   eine  lieschlcunigung,    von    deren   Componenteu    die   eiif. 

-— )  ,  die  andere,  senkrecht  zm. 


rf('?) 


Radiusvector,  aber  den  Werth  -        -  -     besitzt.     Die  beiden  liestaudtheile  der  H- 
*  dt 

schleunigung,  welche  in  die  Richtung  des  Radiusvectors  fallen,  haben  eutgcptii 
gesetzten  Sinn,  --;^  abge wandt,  ''(-7-)  dem  Pole  zugewandt;  sie  liefern  dali- 
als  Gesammtbeschleuaiguugscomponente  längs  des  Radiusvectors  die  Difftrrt'i. 
-  j  — ' A7?7/ •      ^^^   beiden   Beschlcunigungsbcstandtlieile ,    deren   Richtung   siuk 

d  y-7~) 

recht  zum  Radiusvector  ist,  nämlich    .   -r-   und     --.--  haben  gleichen  Sinn  w  ' 

'  dt  dt  dt  •* 

lie/crn   als  Gesammtcomponente   der  Besclileuuigung   senkrecht  zum  Radiuftvc^  ^  ' 

die  Summe  2  ,   -; 1  r    .  .    —  —   ,    i  ''  -r  I  •      Indem    man    nun    beide  Be»cl  1-  ■ 

dt  dt    ^      dt*  r  dt   \      dt/ 

nigungscomponeuten,   die   in   der  Richtung  des  Radiusvectors  fallende,  soutt*    *. 
zu   ihm   senkrechte   auf  die   Normale    der   Curve   projicirt,    erhält   man  wie    u^" 
q>Hy  welches  nebst  dem  nach  Cap.  II.  §.7.  Nr.  2.  zu  bestimmenden  Werthe  von  r  in  tl. 
Gleichung  iftpH^=v*  einzuführen  ist,  um  den  Krümmungshalbmesser  9  zu   tiadt  l 

3.     Krümmungshalbmesser    der   Ellipse.     Botracbtea    wir   dis    KlUpx 
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deren  Halbaxen  a,  h  seien,  als  die  Prejection  eines  Kreises  vom  Radius  a,  wie  §.  7. 
dieses  Capitels  und  denken  sie  von  einem  Punkte  beschrieben,  dessen  Bewegung 
die  Projection  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  von  der  Winkelgeschwindigkeit 
0  ist,  so  ist  die  Beschleunigung  der  elliptischen  Bewegung  proportional  dem  Ra- 
diusvGctor  r,  welcher  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  nach  dem  beschreibenden  Punkte 
gezogen  werden  kann  und  nach  dem  Mittelpunkte  hin  gerichtet.  Sie  ist  demnach 
(p— oV.  Zerlegen  wir  sie  in  ihre  Tangential-  und  Normalcomponente  (Fig.  79.). 
so  wird  letztere  gleich  oi'p,  wenn  p  die  Länge 
des  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  ge- 
fällten Perpendikels    ist.      Demnach    besteht 

die  Gleichung    —  =  ©*/?.    Nun  ist  aber,   wie 

§.  7.  bewiesen  wurde ,  für  die  elliptische  Be- 
wegung der  Sector  proportional  der  Zeit  und 
daher  nach    §.  3.  Nr.  2.  die  Geschwindigkeit 

2c 
"  =     - .      Dadurch    geht    unsere    Gleichung 

—  )  =  p'p.    Ferner  ist  aber,  wenn  T 

die  der  Kreisbewegung   und    der    elliptischen   Bewegung    gemeinschaftliche  Um- 
lÄufszeit  bezeichnet,   eör=  2»  und  nab  =  cT^    aus  welchenGleichungen  durch 

2c 

KlimJnatiou  von  T  folgt:   —  =  ab.     Daher  wird  der  Krümmungshalbmesser 

9  =  —   -  . 

Man  kann  diesem  Ausdrucke  eine  für  die  Constructiou  bequemere  Gestalt 
Aben,  indem  man  den  zum  Radiusvector  r  conjugirten  Scmidiameter  ß  einführt. 
Ha  nämlich  das  Parallelogramm  conjug^rter  Semidiameter  constant  ist,  so  ist  der 
Inhalt  des  aus  r  und  ß  gebildeten  Parallelogramms,  nämlich  pß  =  ab.    Hiermit  wird 

d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellipse  ist  die  dritte  Proportio- 
liHle  zum  Abstände  p  der  Tangente  des  Curvenpuuktes  vom  Mittel- 
punkte und  dem  zur  Tangeute  parallelen  Semidiameter  ß. 

Mit  Hülfe  bekannter  Sätze  über  die  Radienvectoren  Tj,  r^,  welche  von  den 
i>rennpunkten  nach  dem  Curvenpunktc  gezogen  werden  können,  die  Normal- 
'«trecke  .Y,  welche  zwischen  dem  Curvenpunktc  und  der  grossen  Axe  enthalten 
i^t,  und  die  Perpendikel  pi,  p^»  welche  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangente 
irefällt  werben  können,  kann  man  diesem  Ausdrucke  noch  weitere  Formen  geben. 
Zitht  man  z.  B.  die  Sätze  r|,  rg  =  ß*,  piV  =»  6'  =  P1P2  berau,   so  nimmt  q  die 

Korm  an  ,..  r. 

Q  =  -^  •  N. 
VxPt 

Nun  sind  aber  —  und  — ^    die    Cosinusse    der    beiden    gleichen    Winkel    ip^ 

(^elcbe  die  Normale  mit  den  Radienvectoren  bildet.     Daher  wird 

_.     Z_ 

Hiemach  wird  die  Normalstrecke  N  durch  zweimalige  Projection  des  Krüm- 
mungshalbmessers 9  =»  MC  auf  den  Radiusvector  und  zurück  auf  die  Normale 
erbalten;  die«  liefert  eine  sehr  einfache  Construction  des  Krümmungshalbmessers, 
welche,  da  keine  Mittelpunktselemente  erforderlich  sind,  auf  alle  drei  Kegel - 
schnitte  gleichmäMige  Anwendung  findet 
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i,  KrümmungshalbmeBser  der  Cycloide.  Zerlegen  wir,  wie  Csp.  II. 
§.  7.  Nr.  5.  im  11.  Theile  die  Geschwindigkeit  des  beschreibenden  Punktes  in  die 
beiden  gleichen  Componenten ,  die  eine  parallel  der  Basis  der  Cycloide,  die 
andere  tangentiell  an  den  rollenden  Kreis ,  und  nehmen  an,  der  Kreis  rolle  mit 

constanter    Winkelgeschwindigkeit    —  =»  o,  so  hat  die  erstere  Componente  gtr 

keine  Beschleunigung,  weil  sie  weder  ihre  Grösse  noch  ihre  Richtung  ändert,  die 
zweite  aber  besitzt,  als  die  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Kreisbewegoog 
eine  Beschleunigung  aco'  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtet,  wenn  a 
dessen  Radius  bezeichnet.  Diese  Grösse  stellt  daher  die  Gesammtbeschleunigang 
der  Bewegung  dar  und  wenn  wir  sie  auf  die  Normale  MC  projiciren,  so  ergibt 

sich    für  die  Normalbeschleunigung:  \MC'tiol^.     Da   femer  die  Geschwindigkeit 

0  =  iHC  ■  fl»  ist,  SO  besteht  die  Gleichung  '-^    =:  IMC  -  lo',    aus    welcbtr 

Q 
folgt,   dass  der  Krümmungshalbmesser  p  =s  2  •  MC^    d.  h.    gleich   der  doppelten 

Normalen  ist. 

5.  Krümmungshalbmesser  der  Schraubenlinie  eines  Cylindcr». 
Die  Schraubenlinie  eines  beliebigen  Cylinders  ist  die  Curve,  deren  TaogeDt<>c 
Constanten  Neig^ungswinkel  a  mit  den  Erzeugungslinien  bilden.  Ein  Punkt  be- 
schreibe diese  Curve  mit  constanter  Geschwindigkeit  a;  wir  zerlegen  dieselbe  in 
zwei  Componenten,  eine  eine,  aeosa  längs  der  Erzeugungslinie  und  eine  andre, 
a  nn  a  senkrecht  zu  ihr.  Beide  sind  constant  und  da  die  erstere  von  ihnen  auch 
ihre  Richtung  nicht  ändert,  so  ist  die  Gesammtbeschleunigung  der  Bewegung  die 
Beschleunigung  der  zweiten  Componente.  Diese  ist  aber  die  Beschleunigung  fdr 
die  Bewegung  eines  Punktes  auf  dem  zu  der  Erzeugungslinie  senkrechten  Cylin- 
derschnitt  und  da  sie  blos  ihre  Richtung,  nicht  aber  ihre  Grösse  ändert,  so  ist 

sie  normal  zu  diesem  Schnitt  und  hat  den  Werth ,    wenn  ^  den   Krüm- 

Qo 
mungshalbmesser  dieses  Schnittes  darstellt.    Da  die  Geschwindigkeit  für  die  Be- 
wegung  auf  der  Schraubenlinie   constant  ist,    so   ist  diese  Grösse  zugleich  die 

Normalbeschleunigung  dieser  Bewegung,  also  gleich  — ,  wenn  q  der  Krümmang-«' 

9 
halbmesser    der  Schraubenlinie    ist.      Durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  er- 
gibt sich  daher 

nrra 

d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  jeder  Cylinderschraubenlinie  wird 
erhalten,  wenn  man  den  Krümmungshalbmesser  des  zu  den  Erzen- 
gungslinien  senkrechten  Cylinderschnitts  durch  das  Quadrat  dt^ 
Sinus  des  constanteu  Winkels  dividirt,  welchen  die  Tangente  du 
Curve  mit  der  Erzeugungslinie  des  Cylinders  bildet.  Es  ist  nbrigt'ti* 
Fig.  80.  sehr  Ieicl|t,  den  Krümmungshalbmesser  der  Schraubenlinie  un«b 

'tft^^  hängig  von  der  Theorie  der  Beschleunigung  zu  bestimmen.     Sin«! 

^  -y         i       nämlich  M,  M*,  M^  und  m,  m\  m*  (Fig.  80.)    drei   aufeinander 
folgende  Punkte  der  Schraubenlinie  und  des  erwähnten  Cylinder 
Schnitts,   welche  paarweise  auf  denselben  Erzengungslinien  h*- 
ir^^^^jr  gen,    so    besteht    zwischen    den    Bogenelementen   MM*  =^  ds 
I       mm^s^  dsQ  die  Besiehung  ds  *  sina  =s  ds^    Ans  dem  sphärisch' i. 
2«.V'^_m.'  ^    Dreieck    aber,    welches   die  Tangenten   in  M  und   M'  mit   da 
'*        durch    M*   gehenden  Erzeugungslinie    an   der   Ecke  M'   bilden, 
erhält  man  den  Contingenzwinkel  de  der  Schraubenlinie,  nämlich:  </f  ««tfro  ^"^* 


^\ 
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indem  m&n  bedenkt,  dass  der  Winkel  derselben,  welcher  äs  gegenüberliegt,  der 
Winkel  zweier  aufeinanderfolgender  Tangentenebenen  des  Cylinders  und  folglich 
auch  der  Contingenzwinkel  dso  des  Cjlinderschnitts  ist  nnd  zwei  Seiten  des 
Dreiecks  gleich  a  sind.    Beide  Gleichungen  geben  combinirt 

d«     .  -  dsn 

de  dso 

oder 

wie  oben. 

§.  15.  Wir  haben  bereits  oben  bemerkt,  dass  die  Tangentialbe- 
schleunigung die  Bewegung  des  Punktes  in  der  Bahn  allein  •  bestimmt. 
Es  war  nämlich  für  sie 

dv 

Ist  nun  q>i  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  folgt  hieraus,  indem 
man  zwischen  den  Grenzen  t  nnd  t^  integrirt,  denen  die  Werthe  v^  nnd 
p  der  Geschwindigkeit  entsprechen  mögen: 


(pi  •  dt 

«Jh.  ^ 

Die  Aendernng,  welche  die  Geschwindigkeit  während 
irgend  eines  Zeitintervalles  erleidet,  ist  gleich  dem  Inte- 
grale der  Tangentialbeschleunigung,  ausgedehnt  über  das- 
selbe Zeitintervall,  d.h.  gleich  der  Summe  aller  tangentiel- 
len  Elementarbeschlennigungen  in  dieser  Zeit. 

Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  tritt  q>  an  die  Stelle  von  9/,  da 
in  diesem  Falle  q>^  =  0  ist. 

§.  16.  Combinirt  man  die  Gleichungen  -  =  q>t  nnd  -  =  r,  in- 
dem man  dt  eliminirt,  so  kommt  r-;-  c=  <p/  =  <r  •  cos  ct.    oder 

ds         ^  ^ 

d'^V^ 

^ =    OP  C05  Of  , 

ds 
oder  auch 

d  '  ^v^  =  (p  cos  cc  •  ds 

and    wenn    man    zwischen    den    Grenzen    ^„,  s    integrirt,    welchen    die 
Werthe  Vq^  v  der  Geschwindigkeit  entsprechen: 


* 
^v^  —  ^Vq^  =     I  q)  cos  a  ds . 


Das  Produkt  aus  der  Tangentialbeschleunigung  9  cos  a  und  dem 
Wege  ds  des  Punktes  im  Zeitelemente;  welches  Produkt  das  Element 
des  Integrales  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  bildet,  wollen 
wir  der  Analogie  mit  späteren  Begriffen  wegen,  die  wir  in  der  Theorie 
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der  Kräfte  finden  werden,  die  Elementararbeit  der  Bescbleoni- 
gung  und  das  Integral  selbst  als  die  Summe  dieser  Elementararbeiten 
die  totale  Arbeit  oder  kurz  die  Arbeit  der  Beschleunigung 
längs  des  Weges  s  —  5„  nennen.  Demnach  enthält  die  Gleichung 
den  Satz: 

Die  Aenderung,  welche  das  halbe  (Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit beim  Ueb ergang  des  Punktes  aus  einer  er- 
sten in  eine  zweite  Lage  erleidet,  ist  gleich  der  Arbeit  der 
Beschleunigung  längs  des  durchlaufenen  Weges. 

Man   kann    die   Definition    der   Arbeit   der   Beschleunigung  tp  aucli 
etwas   anders   fassen.      Da   sie    nämlich   als   das   Produkt   <p  cos  a  ds  er- 
scheint, so  kann  der  Factor  cos  a  zu  ds  gezogen  werden  und  kann  man 
die   Projection  ds  cos  a   des  Elementarweges   auf  die   Richtung   der  Be 
schleunigung   in   die  Definition  aufnehmen  und  sagen:   nL>ie  Elemen- 
tararbeit   der   Beschleunigung   ist   das   Produkt   aas   der  Be- 
schleunigung   und    der   Projection   des   Elementarweges  auf 
die  Richtung   derselben.**      Man    ptiegt   sogar   den  Begriff  der  Ele 
mentararbeit  noch   dahin   zu  erweitern,    dass  an  die  Stelle  des  im  Zett- 
el emente   wirklich   durchlaufenen   Elementes   ds    eine   andere    unendlich 
kloine  Linie  irgend  welcher  Richtung,  um  welche  der  bewegliche  Punkt 
ganz    abgesehen   von    den    wirklichen  Umständen   seiner  Bewegung  vor 
schoben   gedacht   werden  "kann,    tritt.      Eine   solche   gedachte  Verschie 
bung   nennt   man    eine    virtuelle   Verschiebung    und    die    ihr   ent- 
sprechende  Elementararbeit   virtuelle   Elementararbeit.      Man  li»t 
darunter   demnach    zu    verstehen    das   Produkt  aus   der   Beschleunigung 
und  der  Projection  der  virtuellen  Verschiebung   auf  ihre  Richtung  oder. 
was   nach   der   eben   gegebenen   Erläuterung    dasselbe   ist,    das   Produkt 
aus  der  virtuellen  Verschiebung  und   der  Projection  der  Beschleunigung 
auf  ihre  Richtung.     Die  Bezeichnung  „virtuell**  (von  virlus^   die  Fähig- 
keit, Möglichkeit)    soll   ausdrücken,    dass    diese  Verschiebungen    nur  »^ 
möglich  gedacht  werden,  nicht  wirklich  erfolgende  sind.     Statt  „virtuell»- 
Verschiebung**  ist  vielfach  der  weniger  passende  Ausdruck  „virtuelle 
Geschwindigkeit**  üblich. 

Ist    Fig.  81.    My   eine    wirkliche    oder    virtuelle   Verschiebung   de> 

Punktes  M  in    dem   Sinne   MM  und  «  d«'r 
Winkel,    welchen  sie  mit  der  Richtung  di-i 

*/  ,^.Jf    **   /f  *r^x       ►    Q*  Heschlounigung  (p  bildet,  so  ist  die  Eleme« 

tararbeit :  tp- M  A' •  cosa  =r:  tp*  3f(j--  -  M n  •  V  > 
Dieselbe  ist  positiv,    Null  oder  negativ,  y 
nachdem   a  <i  ^n  ^    a=^«   oder   «  >  ^ "» 
ist.     Im  ersten  Falle  haben  die  Verschiehttu^ 

und    die    Oomponente    M(j'    der    Beschleu 


Ki<.  Hl. 
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nig^Qg  gleichen  Sinn  und  erleidet  der  Pankt  eine  Beschleunigung  im 
Sinne  seiner  Verschiebung,  im  letzten  Falle  haben  beide  entgegen- 
gesetzten Sinn  und  wird  M  im  entgegengesetzten  Sinn  der  Verschiebung 
beschleunigt ;  oder  mit  Zugrundelegung  der  Ausdrucksform  q>'MQ:m\ 
ersten  Falle  fallt  die  Projection  des  Wegelementes  MN  auf  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  im  Sinne  dieser  aus,  im  letzteren  im  ent- 
gegengesetzten. 

Bei  der  wirklichen  Bewegung  nennt  man  die  Elementararbeit,  wenn 
sie  positiv  ist,  bewegende  Arbeit,' wenn  sie  negativ  ist,  wider- 
stehende Arbeit;  im  ersten  Falle  wird  der  Punkt  in  seiner  Bahn 
beschleunigt,  d.  h.  wächst  seine  Geschwindigkeit,  im  zweiten  Falle  wird 
pr  verzögert,  nimmt  die  Geschwindigkeit  ab. 

Man  kann  sich  diese  Beziehungen  an  dem  Beispiele  der  jährlichen 
Bewegung  der.  Erde  verdeutlichen.  Abgesehen  von  der  Axendrehung 
lind  den  Dimensionen  der  Erde  beschreibt  der  Mittelpunkt  derselben  im 
Laufe  des  Jahres  eine  Ellipse,  von  deren  Brennpunkten  der  eine  der 
Sonnenmittelpunkt  ist.  Die  Bewegung  in  dieser  Ellipse  befolgt  die 
Gesetze  der  in  §.  3.  erläuterten  elliptischen  Bewegung  und  ist  die  Be- 
^'»chlennigung  fortwährend  nach  jenem  Brennpunkte  gerichtet.  In  den 
Endpunkten  der  grossen  Axe  (Perihelium  und  Aphelium)  ist  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  senkrecht  gegen  die  Kichtung  der  Tangente, 
in  welche  der  Elementarweg  fällt  und  während  die  Erde  vom  Perihelium 
zum  Aphelium  geht,  ist  der  Winkel  beider  Richtungen  stumpf,  während 
^ie  vom  Aphelium  zum  Perihelium  zurückkehrt,  ist  er  spitz.  Im  !peri- 
iielinm  und  Aphelium  ist  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  Null, 
längs  der  Bahn  vom  Perihelium  zum  Aphelium  ist  sie  negativ  .und 
nimmt  folglich  die  Geschwindigkeit  ab,  längs  der  Bahn  vom  Aphelium 
znm  Perihelium  ist  sie  positiv  und  wächst  also  die  Geschwindigkeit. 
I>ies  stimmt  überein  mit  dem  Satze,  nach  welchem  die  Geschwindigkeit 
abgekehrt  proportional  ihrem  Abstände  von  dem  Brennpunkte  ist,  nach 
welchem  die  Beschleunigung  gerichtet  ist. 

§.  17.     Ist  q)  cos  a  constant,    so  ist  die  totale  Arbeit   der  Beschleu- 

nignng  längs  des  Weges  s  —  Sq  gleich  f  <p  cos  a  ds  =  {s  —  s^))  <p  cos  a , 

nämlich  gleich  dem  Produkte  aus  der  constanten  tangentiellen  Be- 
'cblennigungscomponente  und  dem  Wege  des  Punktes. 

Ist  die  Beschleunigung  ihrer  Grösse  nach  constant,  so  ist  die  Arbeit 

^  %OßS(i  ds=q>J  rosa  -  ds  d.  h.  gleich  dem  Produkte  aus  der  constanten 

Beschleunigung  und  der  Projection  des  Weges  auf  die  Richtung  der- 
selben. Es  ist  nämlich  cos  «  •  ds  die  Projection  des  Bogenelementes 
auf  diese  Richtung  und  das  Integral  die  Summe  aller  solcher  Pro- 
jectionen. 


2(18  Arbeit  der  Beschleunif^ung^.  I.  Ctp. 

Indem  man  q>co8a  als  die  Ordinate  einer  Carve  für  s  als  Abscisse 
construirt,  kann  man  die  totale  Arbeit  als  den  über  der  Basis  5  — ; „ 
stehenden  Flächenraum  dieser  Curve  erhalten,  sei  es  durch  directe  In- 
tegration oder  durch  die  mechanische  Quadratur.     Den  mittleren  Wertb 

q)i  der  Beschleunigungscomponente  <p  cos  a  erhält  man  den  Betrachtangen 
in  Till.  II.  Cap.  III.  §.  3.  zufolge  durch  die  Gleichung: 

*     r 

{s  —  Sy)  •  <jp,  =  I  q)  cos  a  ds . 

§.  18.  Besitzt  ein  Punkt  mehrere  Beschleunigungen,  so  ist  die  Re- 
sultante derselben  die  Schlusslinie  eines  Polygonalzuges  der  übrigen. 
Projicirt  man  daher  dies  Polygon  auf  die  Richtung  irgend  einer  wirk- 
lichen oder  virtuellen  Verschiebung,  so  ist  die  Projection  der  Resul- 
tanten gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  und  wenn 
man  die  Gleichung,  welche  dies  ausdrückt,  beiderseits  mit  der  Ver- 
schiebung multiplicirt ,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Elementararbeit  der  Resultanten  mehrerer  Be- 
schleunigung längs  irgend  eines  wirklichen  oder  virtuellen 
Elementarweges  ist  gleich  der  Summe  der  Elementararbei- 
ten  ihrer  Componenten  längs  desselben.  Zerlegt  man  s.  B.  die 
Beschleunigung  q)  eines  Punktes  {scyz)  in  drei  Componenten  g>jr,  Vyt?- 
parallel  dreien  rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  so  sind  die  Projectionen 
des  Bahnelementes  ds  auf  die  Eichtungen  der  Componenten  dx^  dy,  dz 
und  folglich  sind  q)a;  dxj  q>y  dtfy  (p.  dz  die  Elementararbeiten  der  Com 
ponenten;  daher  ist  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  9  gleich 
(far  dx  +  q>y  dy  -{'  q>zdz. 

Als  spezieller  Fall  des  Satzes  ist  hervorzuheben  der  folgende: 

Ist  die  Resultante  mehrerer  Beschleunigungen  Null,  s» 
ist  die  Summe  der  Elementararbeiten  derselben  längs  jedes 
beliebigen  Elementarweges  gleich  Null  und  ist  diese  Summe 
für  jeden  beliebigen  Elementarweg  Null,  so  ist  auch  die 
Resultante  Null. 

Ist  die  Elementarbewegung  eines  Punktes  aus  anderen  zusammen- 
gesetzt, so  ist  sein  Elementai*weg  die  Schlusslinie  eines  unendlich  kleinou 
Polygons,  gebildet  aus  den  Elementarwegen,  welche  der  Punkt  vcrmog«' 
der  einzelnen  Bewegungen  durchlaufen  würde.  Projicirt  man  dies  Po- 
lygon auf  die  Richtung  der  Beschleunigung,  so  ergibt  sich,  wenn  mar. 
die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Projection  der  Resultanten 
gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  ist,  mit  der  Bo- 
schleunigung  multiplicirt: 

Wenn  die  Bewegung  eines  Punktes  aus  mehreren  an- 
deren Bewegungen  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Elomcn- 
tararboit  der  Beschleunigung   längs  dos  Elemoutarwcgs  dor 
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Bewegung  gleich  der  Summe  ihrer  Elementararbeiten  längs 
den  Elementarwegen  der  einzelnen  Bewegungen,  aus  denen 
sie  resnltirt. 

§.  19.  Die  Arbeit  der  Beschleunigung  steht  mit  einem  anderen 
Begriffe  in  sehr  naher  Beziehung,  den  wir  jetzt  erläutern  wollen,  näm- 
lich mit  dem  Momente  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  einen 
Punkt.  Ist  nämlich  (Fig.  82.)  MB=^q)  eine  Beschleunigung  des  Punktes 
M  and   0   irgend   ein  Punkt    des   Kaumes,    so    versteht  ^    ^^ 

man    unter     dem    Momente     derselben     in    Bezug     auf 
diesen  Punkt   das  Produkt  fpp  aus   der  Beschleunigung.  ''^^ 
nnd  dem  Perpendikel  p,   welches  von  0  auf  ihre  Rich- 
tung   geftUt    werden    kann.      Errichtet    man    auf    der 
£bene,    welche    die  Beschleunigung    und   den  Punkt   0 
enthält ,     ein '  Perpendikel ,     aber    nach    der    Seite    der 
£bene  gerichtet,  von  welcher  aus  gesehen  die  Figur  mit 
der  Uhrzeigerbewegung  harmonirt,   so  heisst  dasselbe  die  Axe  des  Mo- 
mentes;  auf  ihr  kann  analog  mit  früherem  Gebrauche  das  Moment  als 
Lange   aufgetragen    werden    nebst  der  Bezeichnung  des   Sinnes   durch 
eine  angefügte  Pfeilspitze.     Kückt  der  Punkt  0  auf  die  Richtung   der 
Beschleunigung  selbst,  so  wird  das  Moment  Null,  tritt  er  auf  die  andere 
Seite  derselben  über,  so  wechselt  das  Moment  den  Sinn  und  damit  das 
Zeichen,  kehrt  die  Beschleunigung  den  Sinn  um,  so  tritt  gleichfalls  ein 
Wechsel  des    Sinnes   des  Momentes   ein,    tritt  beides   zugleich   ein,   so 
behält  das  Moment  den  ursprünglichen  Sinn  bei. 

Es   sei    nun    MN   irgend    eine    unendlichkleine    Verschiebung    des 
Punktes  ilf,  welche  .mit  der  Beschleunigung  tp  den  Winkel  a  bildet  und 

«Iso  9  •  MN  •  cos  a  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung.  Ziehen 
vir  nun  durch  M  in  der  Ebene  des  Winkels  a  eine  Gerade  senkrecht 
auf  die  Richtung  der  Verschiebung  MN  und  nehmen  den  Punkt  0  auf 
dieser  Geraden  irgendwo  an,  so  kann  MN  als  ein  aus  0  mit  dem  Ra- 
dius MO  beschriebener  unendlich  kleiner  Ejreisbogen  angesehen  werden 
und  wenn  der  nnendlichkleine  Winkel  MON,  unter  welchem  MN  von 
0  aus  gesehen,  erscheint,  mit  d9'  bezeichnet  wird,  so  wird  MN=^MO-dd' 

und  damit  die  Elementararbeit  gleich  q> '  MO  cos  a  '  d9.  Je  nachdem 
nun  0  mit  MN  auf  entgegengesetzter  oder  auf  derselben  Seite  you  <p 
l'iegt,  bildet  MO  mit  (p  einen  Winkel  ^n  —  a  oder  ^tc  -}-  a  und   stellt 

demnach  MO  cos  a  das  Perpendikel  p,  welches  von  0  auf  q>  gefällt 
werden  kann,  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  dar.  Daher  wird 
die  Elementararbeit  q>pdd'  im  einen  und  — tppdd^  im  andern  Ealle. 
fm  letzteren  Falle  hat  aber  das  Moment  fpp  der  Beschleunigung  auch 
das  entgegengesetzte  Zeichen,  so  dass  also  mit  Rücksicht  auf  die  Vor- 
zeichen der  Momente,  welche  mit  dem  Sinne  der  Axe  derselben  über- 
sehen, Theorie  d.  Bew.  ii.  d.  Krftfte.  14 


210  Moment  der  Resultanten  mehrerer  Be8chleunig:uiigen.  I.  Cap. 

einkommend  gewählt  werden  sollen,  in  allen  Fällen  q>pd9^  die  Ele- 
mentararbeit darstellt.     Man  kann  daher  den  Satz  aufstellea: 

Die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  eines  Punktes, 
entsprechend  einer  unendlichkleinen  Verschiebung  des- 
selben ist  gleich  dem  Momente  der  Beschleunigung  in  Be- 
zug auf  irgend  einen  Punkt  der  zur  Verschiebung  senk- 
rechten, durch  den  beweglichen  Punkt  in  der  Ebene  des 
Winkels  zwischen  Beschleunigung  und  Verschiebung  geso- 
genen Geraden,  multiplicirt  mit  dem  unendlicbkleinen 
Winkel,  unter  welchem,  von  jenem  Punkte  aus  gesehen,  die 
Verschiebung  erscheint.  Geometrisch  bedeutet  das  Moment  ipp 
der  Beschleunigung  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks,  welches  die  Be- 
schleunigung <p  zur  Basis  und  den  Perpendikel  p  zur  Höhe  hat. 

lieber  die  Momente  mehrerer  Beschleunigungen  beweist  man  leicht 
folgenden  Satz: 

Das  Moment  der  Resultanten  mehrerer  Beschlea- 
nigungen  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  ist  gleich  der 
Summe  der  Momente  der  Componenten  in  Bezug  auf  den- 
selben Punkt,  vorausgesetzt,  dass  die  Beschleunigungen 
sämmtlich  mit  dem  Punkte  in  eine  Ebene  fallen. 

Verbindet  man  nämlich  den  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  die  Mo- 
mente genommen  werden ,  mit  dem  bewegKchen  Punkte  durch  eine  Ge- 
rade und  zieht  senkrecht  zu  ihr  eine  unendlichkleine  Verschiebung  ies 
beweglichen  Punktes,  so  ist  in  Bezug  auf  deren  Richtung  die  Summe 
der  Projectionen  der  Componenten  gleich  der  Projection  der  Besnl- 
tanten  und  wenn  man  die  Gleichung,  welche  dies  ausdrückt,  beider- 
seits mit  der  Verschiebung  multiplicirt,  die  Summe  der  Elementararbeiten 
der  Componenten  gleich  der  Elementararbeit  der  Resultanten.  Diese 
Elementararbeiten  stelle  man  nun  aber  sämmtlich  dar,  indem  man  die 
Projection  der  Verschiebung  auf  die  Richtungen  der  Beschleunigungen 
mit  diesen  multiplicirt.  Diese  Projectionen,  welche  Produkte  aus  der 
Verschiebung  und  den  Cosinussen  ihrer  Richtung  mit  den  Beschleu- 
nigungen sind,  gehen  aber  über  Produkte  aus  den  Perpendikeln,  von 
dem  Punkte*,  in  Bezug  auf  welchen  die  Momente  genommen  werden, 
auf  die  Beschleunigungen  gefällt,  und  dem  unendlichkleinen  Winkel, 
unter  welchem  von  ihm  aus  die  Verschiebung  erscheint.  Da  dieser 
Winkel  als  gemeinschaftlicher  Factor  aus  der  Gleichung  herausfällt,  $'' 
folgt  der  Satz.     Als  Corollar  ergibt  sich  noch: 

Die  Summe  der  Momente  der  Componenten  in  Besog 
auf  irgend  einen  Punkt  der  Resultanten  ist  Null. 

§.  20.  Die  vorstehenden  Sätze  sind  nicht  speiifische  SiUe  fll>v 
Hofichleunigungen,  sie  werden  nur  an  diesen  demonstrirt  des  Zasaniinen> 
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banges  mit  den  früheren  Lehren  wegen.  Sie  sind  rein  geometrische 
SHtze  fSr  Streckenbeziehnngen,  denen  die  Zusammensetzung  mit  Hülfe 
des  Parallelogramms  zu  Grunde  liegt.  Sie  gelten  ebenso  für  Oeschwin- 
digkeiten,  für  Kräfte  u.  s.  w. 

Man  würde  ohne  Mühe  in  die  Mechanik  einen  besondern  Abschnitt 
einfitgen  können,  welcher  alle  diese  Lehren  zu  einer  rein  geometrischen 
Theorie  vereinigte  und  selbständig  ausbildete.  Derselbe  würde  die 
Gnmdsätze  der  geometrischen  Addition,  Subtraction,  des  geometrischen 
Differentiirens  und  Integrirens,  die,  Theorie  der  Momente  und  den 
Zosammenhang  aller  dieser  Lehren  mit  der  Geometrie  des  Imaginären 
entwickeln.  Für  den  Unterricht  scheint  es  heute  noch  zweckmässiger 
m  sein,  diese  Trennung  nur  anzudeuten,  ohne  sie  auszuführen.  Einen 
rein  geometrischen  Beweis  des  vorigen  Satzes  kann  man  folgender- 
massen  föhren. 

Es  sei  (Fig.  83.)  AD  die  Resultante  von  AB  und  AC,  0  der  Punkt, 

in  Bezug  auf  welchen  die  Momente  dieser  drei  Linien  zu  nehmen  sind 

und  zeige  die  Stellung  der  Buchstaben,  welche   die  Länge   der  Linien 

ausdrücken,  z.  B.  AB  zugleich  den  Sinn  (von  A  nach  B)  an,  in  welchem 

die  Linien  gedacht  werden  sollen.     Fällt  man  von  0  p.    ^ 

die  drei  Perpendikel  0/J,  Oy,  06  auf  AB,  AC,  AD, 

80  sind  die  Momente:   AB  -  Oß,  AC  -  Oy,   AD  •  Od 

Qnd  drücken    die    doppelten    Inhalte    der    Dreiecke 

^AB,  OAC,    OAD    aus.     Dabei    ist    auf   den   Sinn 

der  Momente  zu  achten  und  in  Folge  dessen  das  Zei-        /v     ,  , 

eben  eines  Dreieckes  umzukehren,  sobald  die  Folge      ^^<^^ J 

der  Ecken    sich   umkehrt.     Projicirt   man    nun    das 

Dreieck  ABD  auf  eine  zn  AO  senkrechte  Axe,  so  besteht  zwischen  den 

Projectionen    der  Seiten   mit  Bücksicht   auf  Sinn    und  Vorzeichen   der 

Linien  folgende   für   alle   Lagen    der   Projectionen    der   Ecken    gültige 

Delation :  * 

ab  +  bd  +  da  =  0 

und  wenn  man  sie  mit  OA  multipllcirt,  so  geht  sie  über  in: 

L0AB  +  AOAC  +  AODA  =  0  oder  AOAB+  AOAC—AOAD=:0 

weil  abj  bd,  da  die  Höhen  dieser  drei .  Dreiecke  darstellen.  Die  dop- 
pelten Inhalte  dieser  Dreiecke  sind  aber  auch:  AB-Oß,  AC-Oy,  AD- 06 
und  daher  wird 

AB  '  Oß  +  AC'  Oy  =  AD  '  06. 

Die  Ausdehnung  des  Satzes  auf  die  Resultante  von  mehr  alß  zwei  Li- 
nien folgt  von  selbst. 

§.  21.  Wir  wenden  jetzt  diesen  Satz  auf  die  Geschwindigkeit  v 
eines  beweglichen  Punktes  M  zur  Zeit  /,  die  Geschwindigkeit  v  des- 
^Iben  Punktes  zur  Zeit  t  +  di  und  seine  Elementarbeschleunigung  <pdt 

U* 
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ED,  von  welchen  drei  Grössen  die  zweite  die  Resultante  der  ersten  nnd 
dritten  ist.  Constmiren  wir  das  betreffende  Parallelogramm  im  Pnnkte 
M  (Fig.  84.),  so  dass  also  MF  =  v,  MV'=v\  VV  =  MQ  =  fpdi  wird, 
ziehen  aber  in  ^,  der  Lage  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  t  +  dt^ 
die  Tangente,  und  tragen  auf  ihr  M'  V'  =  v  auf.  Von  einem  beliebigen 
Fi; .  84.  Punkte  0  in  der  Schmiegungsebene  der  Bahn,  welche 

zugleich  die  Ebene  des  Parallelogramms  ist,  fUlen 
wir  auf  MV^  M' V  und  MQ  die  Perpendikel 
OP  =  p,  OP'=xp\  on=7lf.  Das  Perpendikel, 
welches  von  0  auf  die  Diagonale  MV  gefüllt 
werden  kann,  weicht  nun  von  p  nur  um  ein 
Unendlichkleines  zweiter  Ordnung  ab,  nämlich  um  den  Abstand  ds  di 
des  Punktes  Jlf  von  der  Diagonale  (wo  MUf  =  ds  und  der  Contingens- 
winkel  Af  MV  =  ds  gesetzt  ist).  Dem  vorigen  Satze  zufolge  ist  daher 
v{p'  +  ds  de)  =  vp  +  q>7Sdt  oder  vp' —  vp  =  «pTSfdt  4-  ds  di^  oder 
weil  vp' — vp  =  d(vp)  ist  und' ds  ds  verschwindet 

d{vp)> 


dt 


=  ytar,        d{vp)  =  fpTSfdt^ 


d.  h.  Das  Moment  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  irgend 
einen  Punkt  in  der  Schmiegungsebene  der  Bahn  ist  die 
Derivirte  und  das  Moment  der  Elementarbeschleunigung 
ist  das  Differential  des  Momentes  der  Geschwindigkeit  fnr 
denselben  Punkt,   nach  der  Zeit  genommen. 

Ist  die  Bahn  eine  ebene  Curve,  so  liegt  der  Punkt  0  in  allen 
Schmiegungsebenen ,  in  diesem  Falle  kann  die  Gleichung  integrirl 
werden  und  erhält  man 


»P  — »oPo 


=/ 


ipVfdtj 


d.  h. 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung  ist  die  Aenderung  des  Mo- 
mentes der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  irgend  einen 
Punkt  der  Ebene  der  Bahn,  welche  dieselbe  ijinerhalb  des 
Zeitintervalles  t — ^q  erleidet,  gleich  dem  Integrale  des  Mo- 
mentes der  Elementarbeschleunigung  ausgedehnt  über 
dasselbe  Zeitintervall. 

Geht  die  Beschleunigung  insbesondere  fortwährend  durch  ein  und 
denselben  Punkt,  so  ist,  wenn  man  diesen  als  Punkt  0  betrachtet, 
tar  =  0  und  folglich 

—  io_?L 
P     ' 
d.  h. 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung,   bei  welcher  die  Beschlen- 


vp  =  v^^pQ,         V  = 
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nignng  fortwährend  nach  einem  festen  Punkte  gerichtet 
ist,  bleibt  das  Moment  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf 
diesen  Punkt  constant  und  ist  mithin  die  Geschwindigkeit 
umgekehrt  proportional  dem  Abstände  der  Tangente  von 
diesem  Punkte.  Ein  Beispiel  hiezu  bot  die  elliptische  Bewegung, 
welche  wir  §.  3*  behandelten,  dar. 

Berührt  die  Richtung  der  Beschleunigung  fortwährend  einen  Kreis, 
80  ist  für  dessen  Mittelpunkt  als  Mittelpunkt  der  Momente  tar  constant 

und  geht  die  obige  Gleichung  über  in  vp  —  VqPq  =,ts J tpdi^ 

§.  22.     Das  Moment  vp  der  Geschwindigkeit  lässt  sich  noch  etwas 

ds 
anders  deuten.     Setzt  man   nämlich   für  v  seinen  Werth   —  ,     so    wird 

dt 

dasselbe    vp  ==  ~-  .     Es  ist  aber   pds  der  doppelte   Inhalt    des   uu- 

dt 

endlich  schmalen  Sectors  OMAf  (Fig.  85.),  welchen  der  Radiusvector  OM 
im  Zeitelemente  durchläuft  und  wenn  Fifg,  $5. 

man  denselben  mit  2  dS  bezeichnet, 
wo  S  den  endlichen,  in  der  Zeit 
'~<Q  durchlaufenen  Sector  bezeich- 
nen soll,  80  erhält  man  nach  §.21. 


^^% 


und  hieraas  durch  Integration 

dt 


-  (f ) = '^  A^*- 


Analog  dem  Begriffe  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes,  als  dem 
(Quotienten  aus  dem  unendlichkleinen,  dem  Zeitelemente  entsprechenden 
Wege,  dividirt  durch  das  Zeitelement,  haben  wir  bereits  Cap.  IV.  §.13. 
im  IX  Theile  den  Quotienten  aus  dem  während  des  Zeitelementes  von 
dem  Radiusvector  des  beweglichen  Punktes  durchlaufenen  Sector  und 
dem  Zeitelemente  die  Sectorengeschwindigkeit  des  Radius- 
vectors  genannt.     Bezeichnen  wir  sie  wie  dort  mit  17,  nämlich 

dS 

60  wird  die  Grösse 

€PS  _  dfj 

dt^    ~  dt  ' 

Wir  wollen  diese  Grösse,  nämlich  die  Derivirte  der  Sectorenge- 
schwindigkeit   nach    der    Zeit   genommen,     die    Sectoren besohle u- 
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nignng   nennen   und    sie   mit    ^    bezeichnen.     Sie    wird   also   definirt 

durch  die  Gleichung: 

dn         d^S 

'^  =  di=W 

Beide  Begriffe,  die  Sectorengeschwindigkeit,  wie  die  Sectorenbe- 
schleunigung,  beziehen  sich  immer  auf  einen  bestimmten  Punkt  O,  den 
wir  das  Centrum  derselben  nennen  wollen.  Demnach  können  wir  den 
Inhalt  der  Gleichung  zu  Anfang  dieses  §.  so  ausdrücken: 

Die  Acnderung  der  Sectorengeschwindigkeit  während 
eines  Zeitintervalls  ist  gleich  dem  Integrale  des  halben 
Momentes  der  Beschleunigung,  ausgedehnt  über  dasselbe 
Zeitintervall. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  ^  =  -— ,   t^  =3  -—   folgt  durch  Eli- 

dl  Mt 

mination  von  dt 

dS  ^ 

und  hieraus  weiter 

sowie  jf 

eine   Gleichung,   welche   der   Gleichung  ^p^  —  ^■^'o'  =7*9^^   ^  Ana 

logon   zur  Seite  steht.      ^dS  dürfte  die  Elementararbeit  der  Sectoren- 
bewegung  genannt  werden. 

Ist  die  Beschleunigung  fortwährojid  nach  einem  festen  Punkte  ^^ 
richtet,  so  ist  für  diesen  als  Centrum,  wegen  «r  =  0, 

dS 

dt 


•=©■ 


d.  h.  bei  jeder  ebenen  Bewegung,  für  welche  die  Beschleo^ 
nigung  fortwährend  nach  einem  festen  Centrnm  gerichtet 
ist,  ist  in  Bezug  auf  dieses  die  Sectorengeschwindigkeit 
constant. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter,  wenn  diese  Constante  mit  c  b«*» 
zeichnet  wird 

S  —  So  =  c(t  —  t^     d.  h. 

Bei  derselben  Bewegung  ist  der  in  irgend  einem  Zeit- 
räume  von  dem  Radiusvector,  welcher  vom  festen« Ce n t rn  ra 
nach  dem  beweglichen  Punkte  gezogen  werden  kann,  darc>i-| 
laufene  Sector  dieser  Zeit  proportional.  Die  constante  Seci  »• 
rengeschwindigkeit  gibt  den  in  der  Zeiteinheit  durchlaufenen  Sector   WLUm 

Der  letztere  Satz  fuhrt  den  Namen  des  Princips  der  Flächen.  K^ 
kann  umgekehrt  werden,  nämlich: 
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Ist  bei  einer  ebenen  Bewegung  der  vom  Radiusvector 
durchlaufene  Sector  der  Zeit  proportional,  so  ist  die  Be- 
schlennignng  nach  dem  Ursprünge  der  Radienvei^toren  ge- 
richtet 

Denn   aus   der  Bedingung  5  —  Sq   =  c{t  —  /q)   folgt   —    =    c, 

fiS 

-Tj^  =  0,    mitbin  ^q-v  =  Ö   d.  h.  ar  =  0. 

Von  den  vorstehenden  Sätzen  werden  wir  später  sehr  nützliche 
Anwendungen  machen;  vorzugsweise  werden  sie  auf  die  Projeetionen 
räamlicher  Bewegungen  auf  Ebenen  Anwendung  finden. 


n.  Capitel. 

Probleme  der  geradlinigen  Bewegung  eines  Punktes. 

§.  1.    Ist  die  Normalbeschleunigung  9„  der  Bewegung  eines  Punktes 

gleich  Null   und   redncirt  sich  folglich  die  totale  Beschleunigung  tp  auf 

dv 
die  Tangentialbeschleunigung  q>f  =  —  ^  so  ist  die  Bewegung  geradlinig 

nnd  der  Hodograph  gleichfalls  eine  gerade  Linie,  parallel  der  Bahn 
des  Punktes.  Für  jede  geradlinige  Bewegung  bestehen  daher  unab- 
hängig Ton  der  individuellen  Natur  der  Bewegung  zwischen  den  vier 
Grossen*^,  r,  9,  ty  nämlich  zwischen  dem  Abstände  des  beweglichen 
Pmüctes   von  irgend  einem  Punkte  seines  Weges,    der  Geschwindigkeit, 

der  Beschleunigung  und  der  Zeit  die  beiden  Gleichungen:  -r=v^  —  =  q}. 

Tritt  Hezu  noch  eine  weitere  Gleichung  0  (s^  v,  q>j  t)  =  0  zwischen 
denselben  Orössen  hinzu,  welche  die  individuelle  Natur  der  Bewegung 
bestimmt,  so  dient  das  System  der  drei  Gleichuugen 

ds 

-dT  =  ' 

dv 

dazu,  um  drei  dieser  Grössen  als  Functionen  der  vierten  zu  finden. 
Durch  dasselbe  kann  also  die  Aufgabe  gelöst  werden:  die  Beschaf- 
fenheit der  durch  die  Gleichung  (Z>  c=:  0  definirten  gerad- 
linigen Bewegung  analytisch  zu  erforschen.  Die  Lösung  dieser 
Aufgabe  kommt  im  Allgemeinen  auf  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung der  zweiten  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  zurück;  eli- 
minirt  man    nämlich  aus   dem  Gleichungssystem   die  Grössen  v  und   q>y 

ds     uS 
80  bleibt  die  Gleichung  ^  (*>  j-»    T2 »  0  ==  ^  ^^^  ^^^  *^  ^0™  heson- 
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deren  Falle,  daas  die  dritte  Gleichung  die  BeBchleonigang  9  nicht 
enthält  9  wird  dieselbe  von  der  ersten  Ordnong  oder  geht  in  eine  al- 
gebraische Gleichung  über,  wenn  in  ihr  ausser  9  auch  die  Geschwin- 
digkeit V  fehlt.  Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  oder  des  Systems  der  drei  Gleichungen  führt  swei  willkähr- 
liehe  Constanten  ein  und  um  diese  zu  bestimmen,  müssen  noch  zwei 
weitere  spezielle  Bedingungen  gegeben  sein.  Diese  findet  man  darin, 
dass  für  irgend  eine  Zeit  ^q,  deren  Werth  in  den  meisten  Fällen  gleich 
Null  angenommen  werden  kann,  die  Werthe  fg,  Vq  von  Sy  v  bekannt 
sind.  Hat  man  nach  Ausfuhrung  der  Integration  mit  ihrer  Hülfe  diese 
Constanten  bestimmt,  so  ist  die  Aufgabe  über  die  Bewegung  des 
Punktes  als  gelöst  zu  betrachten. 

Die  Gleichung  0  =  0  umfasst  11  Spezialfälle,  welche  sich  in  drei 
Gruppen  bringen  lassen,  je  nachdem  nämlich  in  ihr  nur  2,  oder  3  oder 
alle  4  Grössen  5,  t;,  9,  /  vorkommen.  Die  erste  dieser  Gruppen  ent- 
hält 6  Einzelfälle,  da  zwei  der  vier  Grössen  auf  6  Arten  mit  einander 
verbunden  werden  können,  die  zweite  4  solche,  da  vier  Grössen  4  Com- 
binationen  zu  dreien  bilden  können,  die  dritte  Gruppe  enthält  blos 
einen  Fall.     Diese  Gruppen  sind: 

I.  Gruppe:  II.  Gruppe:  III.  Gruppe: 

1.  0{<p,  0=0         1.  0{<p,  5,  /)  =  0        1.  <!>(9,  »,  5,  0  =  0. 

2.  0{q>,  5)  =  0         2.  <P(g>,  v,t)=0 

3.  o\q>,  v)  =  0         3.  a>(9,  5,  r)  =  0 

4.  0{v,  0=0         4.  0{s,  V,  t)  —  0 

5.  0{v,  s)  =  0 

6.  a>(s,  0=0 

Jeder  dieser  11  Spezialfälle  entspricht  einer  bestimmten  Aufgabe« 
über  deren  analytische  Behandlung  wir  folgende  Bemerkungen  snfngen. 

L  Gruppe. 

1.  Fall.  Aus  der  Gleichung  0((p,  t)  =  0  ziehen  wir  9  =  f  '  . 
Das  zu  iutegrirende  Gleichungssystem: 

ds  dv  _ , . 

löst  die  Aufgabe:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  die 
Beschleunigung  <p  als  Function  der  Zeit  gegeben  ist,  di«- 
Geschwindigkeit  v  und  den  Abstand  s  des  beweglicher. 
Punktes  von  einem  beliebigen  festen  Anfangspunkte  det 
Bahn  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden. 

Aus  der  2.  und  3.  Gleichung  erhält  man  -  =  /*(0i  nuthiu 
V  —  f»|,  =  J  F(t)dt^   wenn   Vq^  t^^   ein   Paar  zusammengehörige  Wrrtb» 
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von  p  und  t  sind.     Indem  man   diese   Gleichung  mit  der   ersten   ver- 

ds  / 

bindet,  erhält  man  ~-  =  VQ+jF{t)dt  und  folglich  5  —  äq^^^'o  ('  —  O  + 

r      f 
jfltjF{t)dty  wenn  Sq  der  der  Zeit  (q  entsprechende  Werth  von  s  ist. 

Auch  kann  man  unmittelbar  die  Gleichung   -—^  =  F{t)   behandeln, 

die  dtirch  Elimination  von  v  und  dv  sich  ergibt,  was  auf  dasselbe 
hinanskommt. 

2.  Fall.    Aus  der  pleichung  (P  (9,  $)  =  0  entnehmen  wir  q>  =  F{s)y 
80  dass  das  zu  integrirende  Gleichungssystem: 

ds  dv  „,  V 

d<  = "'     rfi  =  ''•     ''  =  ^^'^ 

die  Aufgabe  zum  Gegenstande  hat:  Wenn  für  eine  geradlinige 
Bewegung  die  Beschleunigung  tp'  als  Function  des  Ab- 
standes  s  des  beweglichen  Punktes  von  einem  Punkte  der 
Bahn  gegeben  ist,  die  Geschwindigkeit,  welche  der  Punkt 
in  dem  Abstände  s  besitzt  und  die  Zeit,  welche  derselbe 
gebraucht,  um  diesen  Abstand  zu  erreichen,  zu  finden. 

Um  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  von  s.  zu  finden,  elimiuiren 

wirr//,  so  dass  —^ —  .=  F(^i)  und  folglich  ^»^  —  ^v^  =  J F  {s)  ds  wird, 

ds  s^ 

wo  Vq  und  Sq  zusammengehörige  Werthe  von  v  und  s  sind.    Diese  Gleichung 

ist  nichts    anderes    als    der  Satz    über  die  Arbeit   der  Beschleunigung 

längs  des  Weges  s  —  Sq,     Aus  derselben  folgt  v  und  mit  dessen  Hülfe 

ds         -9  /  * 

aus  der  ersten,    nflmlich  ;r  =  J/    »0*  +  2fF{s)d$ 

s 

sofort  I  —  /q  =      /    — ^         ,    wenn   t^   und   s^  zusammen- 


»o       j/ V  +  2/1^(5)  ds 


gehörige  Werthe  von  t  und  s  sind. '  Aus  dieser  letzten  Gleichung  folgt 

noch  durch  Umkehrung  s  als  Function  von  t  und  hiermit  auch   v   als 

Function    dieser    Grösse.      Die    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 

€ps 
wäre  in  diesem  Falle  -y  =  F{s).     Man  reducirt  sie  auf  die  erste  Ord- 

Dung  durch  die  Substitution  —  =  v,    wodurch  sie  die  Form    —  =^(5) 

annimmt,    welche   durch   Elimination    von  dt  in   -—  ~-  F(s)  übergeht, 

ds 

was  mit  Obigem  übereinkommt. 

3.  Fall.     Die  Gleichung  (^(9,  »)  =  0  liefert  9?  =  F{v)   und  hier- 
mit das  System 
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ds  dv  _,  . 

di  = "'     di="^^     **  =  ^^''^' 

dessen  Integration  die  Aufgabe  löst:  Wenn  für  eine  geradlinige 
Bewegung  die  Beschleunigung  als  Function  der  Oeschwin- 
digkeit  bekannt  ist,  die  Abhängigkeit  von  Zeit  und  Ab- 
stand von  der  Geschwindigkeit  darzustellen. 

dv 
Man  erhält  zunächst  durch  Elimination  von  <p  die  Gleichung  j-  =^{^) 

und  hieraus  t  —  <o  =  V^t-t  •     Um  s  zu  finden,  eliminirt  man  di^  welches 

gibt  -T—  =  J^(v)  und  mithin  s  —  *a  =  /"-sttt  5  axich  ist  es  leicht,  hicr- 
^        ds  4  ^\P) 

mit  V  und  s  als  Functionen  von  t  zu  finden.  Die  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  des  Problems  wäre:    -r-j-  =  ^(^)« 

4.  Fall.    Die  Gleichung  ^(v,  t)  =  0  liefert  v  =  F{t).     Es  ist  in 
diesem  Falle  das  Gleichungssystem 

^=F(0,         ^(0  =  9.         t>  =  F(0 

und  bleibt  also  blos  s  als  Function  von  t  zu  finden.  Dies  ist :  s  —  s^  =J  F(i)  dl. 

Die  Beschleunigung  ergibt  sich  durch  Differentiation.  —  Das  Gleichungs- 
System  löst  die  Aufgabe:  Wenn  für*  eine  geradlinige  Bewegung 
die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  gegeben  ist, 
den  Abstand  s  und  die  Beschleunigung  q>  gleichfalls  als 
Functionen  der  Zeit  zu  finden. 

ö.  Fall.     Die  Gleichung  <>{v,s)  =  0  gibt  v  =  F{s)  und  hiermit 

ds  „, .  dv 

und  der  Sinn  der  Aufgabe  ist:  Wenn  für  eine  geradlinige  Be> 
wegung  die  Geschwindigkeit  als  Function  des  Abstandes 
gegeben  ist,  die  Beschleunigung  und  Zeit  als  Functionen 
desselben  darzustellen. 

/ds 
.       und  9  =  F' (*)•/'(«). —   Kann  man  au5 
*o    F\B) 

der  Gleichung  <l^(v,  $)  s=  0  leichter  9  =  if'(v)  ziehen,    so  hat  man  da« 

System 

f  .  ds  dv 

s  =  *(.),         ^-^  =  r,         ^^  ==  9 

zu  behandeln.     Hierzu  erhielte  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichnngen 

,,.  dv                   .                         f^'Mdv 
^  iv)  —  =  w,     also  /—  /n  =  / ^'  8.  w. 

dt  m.  V 


e 
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6.  Fall.     Die    Gleichung   0{s,  i)  =  0    gibt  s  =  F{i)    und   das 
Gleichungssystem 

■  s  =  Fit),  -  =  .,  -  =  9 

erfordert  blos  die  Differentiation,   um  v  und  q>  als  Functionen  der  Zeit 

darzastellen. 

n.  Gruppe. 

1.  Fall.     <2^(9,  Sj  t)  =3  0.     Das  zu  integrirende  Gleichungssystem 

Jt~^'  di^^'  <P(9.*iO  =  0 
löst  die  Aufgabe:  Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  eine 
Relation  zwischen  der  Beschleunigung,  dem  Abstände  und 
der  Zeit  gegeben  ist,  die  Natur  der  Bewegung  zu  unter- 
suchen. Indem  man  q>  eliminirt,  gelangt  man  zu  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  ^{-fjy  *'  0=  ö>    durch  deren  einmalig 

Integration  eine  Gleichung  der  Form    F(— ,5,  /)  =  C  gefunden  wird. 

ds 
Die  Constante  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,   dass   <;  =  —  in  Vq 

and  8  in  8q  für  i=^tQ  übergeht,  so  dass  also  F{vq,  5q,  (q)  =  C.  Die 
zweite  Integration  liefert  hierauf  ein  Resultat  von  der  Form  i^  (5,  /,  (7)  =  (7" 
und  wird  der  Werth  von  C  auf  dieselbe  Weise,  wie  der  von  C  bestimmt, 
es  wird  nämlich  ^(«q,  <q,  C)  =  C.  Im  Allgemeinen  gehört  der  vorliegende 
Fall  zu  den  schwierigeren,  da  es  keine  allgemeinen  Reductionsmittel 
gibt,  welche  die  Gleichung  der  zweiten  Ordnung  auf  die  erste  Ordnung 
zurückführen,  wenn  in  derselben  ausser  der  unabhängigen  Variabeln  t  auch 
die  zu  bestimmende  Function  s  selbst  vorkommt. 

2.  Fall.     0{<py  Vj  i)  =  0.    Das  Gleichungssystem 

ds  dv  ^  /  \ 

^=.t^,       dT  ^  ^'     .  <'^(9,  t^,  0  =  0, 

dessen  Sinn  die  Lösung  der  Aufgabe  verlangt:  Wenn  für  eine  ge- 
radlinige Bewegung  eine  Relation  zwischen  der  Beschleu- 
nigung, der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit  gegeben  ist,  die 
Beschaffenheit  der  Bewegung  zu  erforschen,  liefert  durch  Eli- 

(dl^  $     d$      \ 
— y  ,    — ,    n  ==  0 ,    welche 

immer  auf  die  erste  Ordnung  zurückgeführt  wird,  indem  man  den 
niedrigsten  Differentialquotienten  als  neue  Variabele  einführt,  weil 
nämlich  eine  der  Grössen  5,  ^,  hier  s,  fehlt.  Diese  Gleichung  erster 
Ordnung,   die  man  auch  aus  dem  System  erhält,  indem  man   nicht  g> 

and  r,  sondern  nur  q>  elimimirt,  ist:    ^  l;r»  Vj  0   =  0.      Sie    liefert 
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F{vy  t)  =  Cj    wobei  F{Vf^y  Z^)  =  C  und   weiter,   indem  man   p  =  — 

•  dt 

setzt  und  abermals  integrirt:   1^(5,  ^,  C)  =  (f,  wobei  ^(«0,  ^q,  C)  =  C. 

3.  Fall.     <2>(9>,  5,  t;)  =:  0.     Das  Gleichungssystem 

-  =  r,         ^^  =  V'         a>(9,  »,  *)  =  0 

kann  äbnlicb,  wie  beim  vorigen  Falle  bebandelt  werden.     Die  Gleichung 

-rj ,    — ,   sj    =0   sinkt  auf  die  erste    Ordnung 

ds 
herab ,      indem     man     v    =z    -^      als     Variabele     einführt ,      nämlicb 

dl  ' 

(Ps       du       dv     ds  ^^       .  .       T^'  '  j      r.1  •  k 

-iT  =  —  =    -  -     -  =z  V  -     setzt.      Die   so   zu   gewinnende   Gleichung. 
dt^     .  di        ds      dt  ds  *  ^ 

welche  auch  aus  dem  System  erhalten  wird,  indem  man  q>  und  /  eli- 
minirt,  ist:  ^\v~^  v,  s)=0.   Alles  weitere  wie  bei  den  vorigen  Fällen. 

4.  Fall.     0{v,  s,  t)  =  0.     Das  Gleichungssystem 

ds  dv  ^/         N         ^ 

^-  =  r,  -  =  9,         a>(p,  5,  0  =  0 

erfordert  blos   die  Integration   der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

<Z>(      ,  Sj  t)  =  0,    das  in  dem  Gleichungssystem  ausgesprochene  Pro- 

blem  also  auch  nur  die  Bestimmung  einer  Constanten,  welche  mit  Hülfe 
von  ^0,  <o  erfolgt.  Die  Bestimmung  der  Beschleunigung  nimmt  blos  dir 
Differentiation  in  Anspruch. 

in.  Gruppe. 

Der  einzige  hier  vorliegende  Fall  <2>  (9,  t;,  5,  /)  =  0,    welcher  das 
Gleichungssystem 

^^  =  V,         —  =  9,         a)((p,  V,  Ä,  0  =  0 

bestimmt,  behandelt  die  Frage:  Wenn  für  eine  geradlinige  Be- 
wegung zwischen  der  Beschleunigung,  der  Geschwindig- 
keit, dem  Abstände  und  der  Zeit  eine  Relation  gegeben 
ist,  die  Bewegung  zu  untersuchen.  Die  Gleichung  sweitor 
Ordnung ,    nämlich    das    Resultat    der    Elimination    von   v    und  7,    ist 

(d^s     ds  \ 

-  2  ,        ,  5,  /  j  ==  0.     Sie   ist  im  Allgemeinen  nicht  unmittelbar  auf 

die  erste  Ordnung  reducirbar,  doch  gibt  es  grössere  Gruppen  von  Glei- 
chungsformen dieser  Art,  wie  die  linearen  und  die  homogen«»  Glei- 
chungen ,  deren  Integration  nach  bestimmten  Principien  geleistet 
werden  kann.  Die  Bestimmung  der  beiden  Integrationsconstanten  er- 
folgt,  wie  früher. 
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§.  2.  Wir  wenden  uns  jetzt  der  speziellen  Behandlung  einer 
Reihe  einzelner  Probleme  über  die  geradlinige  Bewegung  zu,  welche 
an  sich  zwar  als  sehr  geeignete  Beispiele  zur  !E^rläuterung  der  vor- 
stehenden allgemeinen  Lehren  dienen  können,  welche  aber  vorzugs- 
weise ihrer  Bedeutung  in  den  Anwendungen  der  Mechanik  wegen  hier 
einen  Platz  finden  müssen. 

1.  Die  Beschleunigung  einer  geradlinigen  Bewegung  sei  fort- 
während  Null.  Das  System  — -a=o,  —  »»9,  9)=:0  liefert  o  =  vq, 
f  —  <o  "==  Vo^.    Die  Bewegung  ist  gleichförmig. 

2.  Die  Beschleunigung  sei  constant,  gleich  a  und  habe  mit  der 
Geschwindigkeit  Vq  zur  Zeit  i^  gleichen  Sinn.    Das  Gleichungssystem  ist 

z^  V,    —   sag),    qf  SB  a    und    man    erhält,    indem    man    diesen    Fall    nach 

Grappe  I,  Fall  1.  behandelt,  v  —  »o  =*«('  —  'o)»  «  —  *o  "=  ^o  ('  ~  O  +  i  « ('  ~  'o)*« 
Die  Bewegung  ist  mithin  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Die  Elimination  von  / 
liefert  j»*  —  \vo*  «=  a  («  —  8q);  die  von  et  gibt  s  —  #o  =*"  K^'o  +  »)  ('  —  'o)«  Un- 
beschadet der  AUgemeinheit  kann  man  /q  :=  0  setzen,  d.  h.  die  Zeit  von  dem 
Momente  an  zählen*  wo  v  =  Oq  ^st  oder  unter  vq  die  sogenannte  Anfangs- 
geschwindigkeit verstehen.  Die  Formeln  werden  alsdann  etwas  einfacher,  näm- 
lich, wenn  man  zugleich  auch  noch  die  Abstände  s  von  dem  Punkte  Mq  an  zählt, 
in  welchem  sich  der  bewegliche  Punkt  zur  Zeit  <  »=  0  befindet  (Anfangslage), 
wodurch  #0  SB  0  wird: 

»  =  »ö  +  «'i      *  =  »o<  +  i«'*!     »  =  i(»o  +  »)'i     i»*  —  iV  =  €18. 
Ist  insbesondere  noch  o„  &=  0,  d*  h.  geht  der  Punkt  von  Mq  ohne  Anfangs- 
geschwindigkeit ab,  so  ist 

V  =  atj    8  =  -Ja/*,    *  =  \vt^    ^v*  =«  a*. 

Die  Bewegung  ist  durch  folgende  Umstände  charakterisirt:  Die  Geschwin- 
digkeit wächst  der  Zeit  proportional,  ihre  Zunahme  beträgt  für 
jede  Zeiteinheit  a;  die  Geschwindigkeitscurve  ist  eine  gegen  die 
Aze  der  t  unter  einem  Winkel  arctga  geneigte  Gerade.  Der  Abstand  8 
wird  durch  den  Inhalt  des  Trapezes  gemessen,  welches  von  der  Ge- 
schwindigkeitslinie, der  Axe  der  t  und  den  beiden  Ordinaten  Vq  und 
?  gebildet  wird;  die  Curve  der  Abstände  8  ist  eine  Parabel.  Geht 
<]er  Punkt  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  ab,  so  wachsen  die  Ab- 
stSnde  dem  Quadrate  der  Zeit  proportional  und  die  in  den  aufein- 
anderfolgenden Zeiteinheiten  durchlaufenen  Räume  wie  die  unge- 
rtden  Zahlers,  es   sind  nämlich  die  Räume,  welche  resp.  in  der  1.,  2., 

2f 1 

3.,  ..f^  Zeiteinheit  durchlaufen  werden  |fir,  ^a,  ^a — r — a.  Die  Arbeit 

der  Beschleunigung  längs  des  Weges  8  ist  a«. 

Die  Physik  lehrt,  dass  die  Punkte  der  Körper,  welche  mit  Translations- 
bewegnng  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  im  luftleeren  Räume  aus  massigen  Höhen 
mr  £rde  fallen,  eine  Bewegung  besitzen,  deren  Projection  auf  die  Vertikale  des 
Ortes,  von  dem  sie  ausgehen,  eine  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  ist,  und 
(lasB  die  Beschleunigung  a  derselben  im  Mittel  9,81  Meter  beträgt.  Ein  Punkt, 
welcher  von  dieser  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde  gerichteten  Beschleunigung 
afficirt  wird,  heisst  ein  schwerer  Punkt,  weil  die  Ursache  des  Fallens  zur  Erde 
^e  Schwere   heisst.      Die   Beschleunigung   9,81    heisst    die   Beschleunigung    der 
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Schwere  nnd  ihr  Werth  wird  im  Allgemeinen  mit  g  bezeichnet.  Derselbe  Tariirt 
etwas  mit  der  Erhebung  über  die  Erdoberfläche  oder  vielmehr  mit  der  Entfemung 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  und  in  Folge  dessen  mit  der  geographischen  Breite, 
da  die  Erde  keine  Kugel  ist.  In  der  Theorie  der  Kräfte  wird  hiervon  ausfobr- 
lieber  gehandelt  werden.  Für  den  fallenden  schweren  Punkt  sind  obige  For- 
meln ü  =  üo  +  ^'f  *  =  «'o'  +  i^**!  »*  —  »0*  *=  2^s  oder  spezieller  t  «■  gu 
9  ^=^  \g^^  0*  =a  2ps.  An  diese  Gleichungen,  von  denen  jede  als  eine  Folge  der 
beiden  andern  angesehen  werden  kann,  knüpfen  sich  folgende  leichte  Aufgaben 
zwischen  den  4  Elementen  g,  t,  o,  $  an: 

Gegeben:    ty  g  '•  v. 


Gesucht: 


ü,  i 


<. 


0 

«,   9 

t,     V 

ty     9 

V,     9 

9 

t,     V 

»,  ff 

»1  g 

t.   9 

sowie  die  weiteren  zwischen  den  6  Elementen  ^,  «oi  't  <^t  '• 


Gegeben:    p,  oq»  ^ 
Gesucht:        «,  9 


9i  *^oi  » 


«.  < 


Pi   »Ol  ' 


ü,  t 


9i  '.  » 

»Ol  « 


ffi  <i  « 


©Ol   » 


g,  V,  9 

»Ol    '• 


»Ol  'i  " 


»Ol   'i   * 

9t  » 


»0»   »I  • 


t,    ü,    9 
»Ol   ^ 


3.  Die  Beschleunigung  eines  geradlinig  sich  bewegenden 
Punktes  sei  constant,  aber  von  entgegengesetztem  Sinne  mit  der 
Anfangsgeschwindigkeit  vq.  IJiS  einen  bestimmten  Fall  zu  behandeln,  sei 
der  Punkt  schwer,  also  ci>^  g  und  Vq  vertikal  aufwärts  gerichtet  Für  diese  ver- 
tikal aufsteigende  Bewegung  hat  man  das  Gleichungssystem:    ---  ^  v,    :=-  >*  9* 

dt  a  i 

g)  SB  —  a  und  es  sei  femer  v  =*  Vq  für  /  ==  o,  «  a«  0  für  <  bb  o.     Aus  demselben 

erhält  man:  »  —  üq  =■  —  P'i  »«»«,'  —  i^'*  *=  i(»o  +  »)'i  i»*  —  i»o*  ■"  —  g'*  ^^ 
Bewegung  ist  eine  gleichförmig  verzögerte,  es  nimmt  die  Geschwindigkeit  in 
jeder  Zeiteinheit  um  g  ab  und  wechselt  nach  einer  gewissen  Zeit  den  Sinn;  der 
durchlaufene  Raum  #  wird  erhalten,  wenn  man  von  dem  Baume  «o'i  welchen  der 
Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  Vq  gleichförmig  in  t  Zeiteinheiten  zurücklegen 
würde,  den  Raum  \gi*  abzieht,  den  er  in  derselben  Zeit  vertikal  durchfallen 
würde.  Die  Arbeit  der  Beschleunigung  ist  wahrend  des  Aufsteigens  negativ, 
nnmlich  —  g9.  Hieran  knüpfen  sich  folgende  Fragen:  a)  Wie  lange  steigt  der 
Punkt  auf,  d.  h.  wann  wird  seine  Geschwindigkeit  Null?    Die  Zeit  T  des  Aof- 

steigens  folgt  aus  Vq  —  gT  ^^  0,  nämlich  T  »«  —   wie   sich   von   selbst  verstebi, 

da  die  Geschwindigkeit  in  jeder  Zeiteinheit  um  g  abnimmt,  also  nach  -^  Zettein- 

9 
heiten  erschöpft  ist.    h)  Wie  hoch  steigt  der  Punkt?    Die  Steighöhe  H  folgt  aas 

{v^  —  gH  =-  0,  ist  also  ^  »  ^  -^  »  -looT*,   d.  h.  der  Punkt  steigt  nur  auf  die 

Hälfte  der  Hohe,  welche  er  in  der  Zeit  T  mit  constanter  Geschwindigkeit  v^  er- 
reichen würde.  Nach  der  Zeit  T  fällt  der  Punkt  wieder,  da  ihn  die  Beschleuni- 
gung g  fortwährend  vertikal  abwärts  afficirt,  von  diesem  Momente  an  befoltrt 
also  die  Bewegung  die  in  Nr.  2.  behandelten  Gesetze,  c)  Wenn  der  Punkt,  nach- 
dem er  T  ^  -^  Zeiteinheiten   gestiegen ,    hierauf   T  Zeiteinheiten    gefallen    ist, 

g 

welche  Tiefe  hat  er  erreicht?  Ist  sie  H\  so  folgt  H'  ^  ^gT*  wm  \^T '^  H^ 
Er  ist  mithin  an  dem  Punkte  wieder  angelangt,  von  dem  er  ausging,  d)  Wcbji 
er,  nachdem  er  die  Höhe  H  erstiegen,  um  H  hierauf  gefallen  ist,  welch«  Ztfit 
ist  während  des  Fallens  verflossen?  n.  s.  w.  —    Hieran  läset  sich  ein  äholiclt«'» 
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Schema  für  Aufgaben  über  «ot  9^  '»  Vi  <  und  Vq,  y,  H^  T  anreihen,  wie  oben 
ODter  Nr.  2. 

Die  Formel  i7  =»  •(  -^   gibt   Veranlassang    zu   einer   yielfach   ablieben   Be- 

nennong.  Vermöge  derselben  kann  man  nämlich  zu  jeder  GeBchwindigkeit  die 
Höhe  finden,  welche  ein  Punkt  mit  ihr  als  Anfangsgeschwindigkeit  ersteigen 
kuin,  oder  was  dasselbe  ist,  Ton  welcher  er  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  herab- 
gefallen sein  müsste,  um  jene  Geschwindigkeit  durch  die  Beschleunigung  der 
Schwere  zu  erlangen.  Man  nennt  diese  Höhe  die  Geschwindigkeitshöhe. 
Die  Geschwindigkeitshöhe  ist  demnach  der  Quotient  aus  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit durch  die  doppelte  Beschleunigung  der  Schwere. 

4.  Ein  Punkt  sei  zwei  Beschleunigungen  unterworfen,  welche 
beide  in  die  Richtung  der  Vertikalen  fallen,  die  eine  sei  die  Be- 
lehlennigung  g  der  Schwere,  welche  ihn  abwärts  treibt,  die  andere^ 
sei  vertikal  aufwärts  gerichtet  und  sei  dem  Quadrate  der  Ge- 
lehwindigkeit  des  Punktes  proportional  (Beschleunigung  eines 
Widerstandes).  Wenn  nun  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindig- 
keit besitzt,  welche  Bewegung  wird  er  annehmen? 

Da  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 
proportional  ist,  so  hat  man  ip  s>  «o*.  Um  s  durch  g  auszudrücken,  sei  k  der 
Wertb  von   o,    bei  welchem  ip  ^^  g   werden  wurde,    so  dass  also  g  ^^  Bkß  ist. 

Durch  Elimination  von  s  erhält  man  dann  ^  =■  ^  ^  •    I^ie  Resultante  beider  Be- 

scfalennigaDgen   ist,    wenn  ihr  positiver  Sinn  vertikal  abwärts  gerechnet  wird: 

gl  A*  —  ü* 

fpsMQ  —  ^=^  g  "  g  n^=^  g  '  — 1% —    und   hiermit    ist   also  das  Gleichnngssystem 

des  Problems: 

ds  dv  ik«  —  ü« 

Ans  diesem  suchen  wir:  1.  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  der  Zeit, 
1  den  durchlaufenen  Baum  s'  als  Function  der  Zeit  und  3.  denselben  Raum  als 
Fanction  der  Geschwindigkeit. 

Für  die  Beantwortung  der  ersten  dieser  Fragen  folgt  durch  Elimination  von 

^  ^t  ,^t 

9  die    Gleichung:    -—    =■   ^ — oder  etwas  zweckmässiger  geschrieben: 

dt  nr 

T  3"  =■  -Ti s-  =■ FT-^ — r^ —  =  ; — i r  , nnd  hieraus  mit  Rucksicht 

*<fojfc*  —  o«  Ar*  —  v'  Ä-J-o'A  —  V 

duTAuf,  dass  o  ««  0  für  f  »»  0  ist,  durch  Integration 

2g     k  —  v  . 

Entnimmt  man  hieraus  .  ^^  ek    ,  so  erhält  man  leicht  durch  Addition 

k  — '  t> 

QDd  Subtraktion    von    1,    nachberige    Division    der   Resultate    in    einander   und 
schliessliche  Mnltiplication  mit  e      *    im  Zähler  und  Nenner 

k  k 

-    e       —  e 


T'  k^ 


+  e 
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Hinsichtlich    der  zweiten  Frage  erhält  man  mit  diesem  Werthe  von  v  den 
Raum  8  aus  der  Gleichung     -    =  v.    Die  Formel   für   v   zeigt   aber   die  Eigen- 

thümlichkeit,  dass  ihr  Zähler  bis  auf  den  Faktor  ~   der  Differentialquotient  des 

Nenners  ist;   setzt  man  daher  diesen  Faktor  zu   und  multiplicirt  mit  dem  reci- 

proken  Werthe  -  -  desselben,  so  kann  man  sie  schreiben: 

9 


9 
und  erhält  alsdann  mit  ihrer  Hülfe,  da  «  =  0  für  /  =s  0: 


9 

Um  endlich  die  gesuchte  dritte  Gleichung  zu  erlangen,  würde  man  aus  den 

beiden  eben  gefundenen  /   eliminiren  können,    allein  man  gelangt  diizu  ebenso 

leicht,  wenn  man  aus  dem  gegebenen  Oleichungssystem  dt  eliminirt  und  die  da- 

ds         k^  2  o 

durch  erhaltene  Gleichung   ---  ==  r—  •  — mit   Bücksicht    auf    die    Neben- 

^    dv        2g     k^  —  r* 

bedingung  v  =»  o  für  /  =a  0  integrirt.    Dies  Verfahren  liefert 

*«    ,        k* 

»  =  - —  l 


2g       *«—»«• 
Aus  den  gewonnenen  Gleichungen  zieht  man  nun  nachstehende  Folgerungen: 

Da  die  Exponentialgrösse  e  mit  wachsender  Zeit  sich  der  Null  nähert, 

so  nähert  sich  die  Geschwindigkeit  der  Grösse  k  als  Grenze  und  da  k  constant 
ist,  so  folgt,  dass  die  Bewegung  im  weiteren  Verlaufe  sich  immer  mehr  der 
gleichförmigen  Beschaffenheit  nähert.  Es  wurde  oben  k  als  die  Geschwindigkeit 
eingeführt,  bei  welcher  die  Beschleunigung  ip  des  Widerstandes  gleich  g  werden 
würde.  Soll  dies  eintreten,  so  muss  9>»^  —  ^=»0,  d.  h.  die  Bewegung  gleich- 
förmig werden.  Die  geführte  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Zustand  nicht 
wirklich  erreicht  wird,  sondern  nur  eine  asymptotische  Annäherung  an  iho 
stattfindet. 

Für    sehr   grosse   i   findet   man   einen   Näherungswerth    für  t,    indem   man 

e  der  Null  gleich  setzt.    Dadurch  nimmt  die  Formel  für  $  die  Gestalt  an 

f  «=  */  ~     -  Z2  . 
9 

Ein  Punkt,  welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit  k  gleichzeitig  von  demsel- 
ben Anfangspunkte  aus  wie  der  gegebene  bewegte,  würde  in  der  Zeit  I  den 
Raum  kt  durchlaufen,  dieser  Punkt  wäre  nach  einer  sehr  grossen  Zeit  dem  ge* 

gebeneu  Punkte  um  die  Strecke  —  /2  vorausgeeilt. 

Die  Gleichung  9  =  ^-         —  :»  ^  f  1  —       I  zeigt,    dass  für   4r  »  oc   dir 

hier  vorliegende  Bewegung  in  die  Fallbeweg^ng  eines  schweren  Punktes  über- 
gehen muss,  indem  tp  ^^  g  wird.  Es  ist  daher  nicht  uninteresss^t  zu  sehen,  wie 
die  Formeln  für  v  und  #  in  diesem  Falle  steh  auf  v  *^  gi  und  9  ^^  \gfi  rcUa- 
ciren.     Was  zunächst  0  betrifft,  welches  für  Ar  s»  oo  die  unbestimmte  Form  OD    >* 
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annimmt,  so  hat  man,   da  der  Nenner  sich  der  €hrenze  2  nähert,  blos  zu  suchen: 

lim  Ikle      -~  e  )\  '     ^^^^  '^^  ^^^'  identisch  mit 

k  k  ta — 0» 

0/  •  Hm    =*  gtUm  * ,       /im  co  =  0  . 

Die  Differentiation  von  Zähler  und  Nenner  zeigt,  dass  der  Werth  des  Ans- 
(frackes  ahter  dem  Zeichen  Um.  die  Zahl  2  ist;  daher  ist  der  Werth  des  ganzen 
ADsdrnckes  2^/  und  damit  reducirt  sich  v  auf  gl.    Zu  demselben  Resultate  führt 

»Qch  die  Gleichung  /  =  —  /  vr^J  J  indem  man  sie  nämlich  auf  die  Form  bringt: 

7'=l/  ^ ^ ,-  u.  bedenkt,  dass  für  wachsende  A?  der  Grenz  werth /i«i{l-f-r)=  ff— ''ist. 

Der  Ausdruck  für  $  als  Function  von  /  nimmt  für  Ar  =  CX)  gleichfalls  die 
Form  00  •  0  an,  man  findet  aber  seine  Grenze  leicht  folgendermassen. 

Man  hat  nämlich,  indem  man  mit  gfi  multiplicirt  und  dividirt 

lim  t  =  gl*  .  lim  ^ L  =.  gl*  ■  Hm  -    — i '  ,  Um  m  =  0. 

Der  wahre  Werth  des  Bruches  unter  dem  Zeichen  lim,  ist  aber  \  und   daher  er* 
gibt  sich  schliesslich  s  =  ii^/** 

Auch  die   dritte  Gleichung   kann  leicht  zur  Grenze   für  wachsende  k  über- 
geführt werden.     Schreibt  man  sie  nämlich  so: 

2g8  =   l.     _     _     ^_._ 

('  H-  -/)*• 

(u  X"*  "  1 

1  -p    -I    =  «      ist,     so    erhält    man:    2gs  =  /  •   ^^7^, 

fder  2gs  =sa  »*. 

jt«  -—  r« 
Die  Arbeit   der   Beschleunigung  q^  =  g    — - —    ergibt    sich    aus   der  Glei- 

jt«  k*  k^ »«  __?^*         1 

phnng  g  =  — —  /  - welche  liefert:  -  -  -       ==  c      A^    =        •  ep  als: 

2g      Ä*  —  V*  k*  g     ^ 

Jtpdt  =  gje      *"     ds  =  \k^  (1  —  ^      *'   )  •'    ^^  ^»e  Arbeit  der  Beschleuni- 

o 

?img  der  Schwere  gi  ist,  so  ist  die  des  Widerstandes  ^i^  (l  —  e      ^'    j  —  gs. 

Die  Arbeit  ron  9  nähert  sich  mit  wachsendem  9  der  Grenze  jür*. 

Eis  ist  bekannt,  dass,  wenn  ein  Körper  sich  in  einem  flüssigen  oder  gas- 
n'>nDjgen  Mittel  bewegt,  seine  Bewegung  durch  den  Einflnss  des  Mittels  modi- 
fieirt  wird  und  eine  andere  ist,  als  sie  sein  würde,  wenn  das  Mittel  nicht  vor- 
handen wäre.  Wenn  der  Körper  als  ein  unveränderliches  System  angesehen  wird, 
so  besteht  seine  Bewegung  jeden  Augenblick  ans  einer  Elementarschranben» 
bewegung,' welche  in  die  Translation  eines  seiner  Punkte  und  eine  Rotation  um 
eine  zur  Schraubenaze  parallele,  durch  jenen.  Punkt  gehende  Axe  zerfällt  werd'en 
l^ftnn.    Spätere  Untersuchungen  werden  zeigen,  dass  man  mit  Vortheil  einen  be* 

Srhell,  Theorie  d.  Brw.  n.  d.  Kr&rte.  15 
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stimmten  Punkt  des  Systems  zn  jenem  Punkte  wählt,  den  sogenannten  Schwerpnnkt, 
oder  Mittelpunkt  der  Massen  und  dass  derselbe  sich  so  bewegt,  als  ob  an  ihm  sämmt- 
liehe,  die  verschiedenen  Punkte  des  Systems  afficirenden  Beschleunigungen  vereiniiri 
wären  und  er  die  Masse  des  ganzen  Systems  enthielte.  Wenn  nun  derEinfluss  dei  wi- 
derstehenden Mittels  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche  verschiedene  Te- 
schleunigungen  ertheilt,  so  Hetzen  sich  diese  dennoch  an  jenem  Pnnkte  zu  einer  Re- 
sultanten zusammen  nnd  von  dieser  ist  die  Rede,  wenn  man  von  der  Beschleunifpin^ 
des  Widerstandes  redet.  Uebrigens  gelten  diese  Betrachtungen  auch  noch,  wenn  clor 
Körper  immer  kleiner  und  kleiner  angenommen  und  schliesslich  zn  einem  Pnnkte  wird. 
Diese  Beschleunigung  ist  stets  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  entgegengesetzt 
und  wirkt  also  verzögernd.  Sorgfältige  Experimente  haben  gezeigt,  dass  dieselbe 
der  Dichtigkeit  q  des  Mittels ,  d.  h.  der  in  der  Yolnmeneinheit  enthaltenen  Men;re 
Materie  und  einer  Function  Sl  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  welche  für 
nicht  sehr  langsame  und  sehr  rasche  Bewegungen  v*  ist,  so  dass  die  Beschleuni- 
gung ip  des  Widerstandes  durch  il;  =a  oqSI  ausgedruckt  wird,  worin  der  Corf- 
ficient  a  den  Werth  von  ip  für  q  ssa  l  und  i2  =»  1  ausdrückt.  Newton  fAod. 
dass  für  Kugeln  dieser  Coefficient  der  Oberfläche  proportional  ist  und  da  die^e 
selbst  dem  Quadrate  ihres  Radius  r  proportional  ist,  durch  a  =a  br*  dargestellt 
werden  kann,  wodurch  ^  «=  br^QSl  wird.  Der  Coefficient  b  hängt  übrigens  von 
der  physischen  Beschaffenheit  der  Kugel  ab  und  ist  umgekehrt  proportional  «It-r 
Masse  derselben,   d.  h.   der  Menge  Materie,   welche   sie   enthält.     Ist  daher  d  di'' 

Menge  Materie  einer  Volumeneinheit,  so  wäre  6  =  - .  -  |, — v-  ,     oder  wenn  m.u. 

f-wr*  •  o 

Sl 
noch  mit  g  multiplicirt  und  dtvidirt  und  ßg  ^^  l  setzt,    6  = 1  ,      Hiermit 

X        p  y  0  X  Si 

wird   ifr  =■  3        •     ;.  -  •  Ä  :=  — i  -  Sl ,    wenn  y  =  J  —  und  endlich  <6  =■        , 
^         *  n      yor  gor  '         *  n  ^  il  r 

a  /  'dr~  ^  ^^ 

oder  '^  *=  . 2  *  ^^^^  k  =^  y  g         .    Die  letzte  Gleichung  gibt  den  Ausdruck  für 

Ar,  welcher  in  der  obigen  Untersuchung  eine  Rolle  spielt;  die  Annahme  ib  s  X. 
welche  die  Fallbcwegung  im  widerstehenden  Mittel  in  die  freie  Fallbewegnng  im 
luftleeren  Räume  überführte,  entspricht,  wie  man  hieraus  sieht,  dem  Wcrtl«- 
^  ssB  0,  d.  h.  der  Annahme,  dass  in  jeder  Yolnmeneinheit  des  Mediums  keir.'> 
Materie  enthülten  sei. 

5.  Ein  schwerer  Punkt  steige  mit  der  Anfangsgeschwindifrkf it 
Vq  im  widerstehenden  Mittel  vertikal  auf;  die  Beschleunigung  d*>^ 
Widerstandes  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional, 
welche  Bewegung  wird  der  Punkt  annehmen? 

In  diesem  Falle  haben  die  Beschleunigungen  der  Schwere  nnd  des  Wi<i<  r- 
Standes  gleichen,   aber  mit  der  Geschwindigkeit   entgegengesetzten   Sinn.     Wir 

also  der  positive  Sinn  vertikal  aufwärts  gerechnet,  so  ist  q>s»—g — g  _  =» — g      .^ 
und  hiermit  das  zu  intogrirende  Gleichungssystem: 

ds  dv  ifc»+n» 

Wir  behandeln  zunächst  wieder  die  drei  Fragen  der  vorigen  Aofgabe.    1* ' 

j  ij  i,  ,• 

die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  hat  man  aus  -    =» — g 

die  Gleichung    ^    t  ^  k  i/']^    ,  d.  1».  |- '  =  ^relg  ^^    -  An^  tg  *  nndhi<»r»u- 
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Are  tg  -   =  Are  ^9^  —  -ri  nnd  folglich  wenn  man  von  beiden  Seiten  Tangenten 

nimmt:  —  =  ig  <  Are  tg  -^ — 'i-t  >  = und  hiermit,   indem  man  die 


tg  J-/  in  iin^-  t  und  cos^t  auflöst: 


VqCOS  ^  t  —  k  sin  -    t 
,                k                    k 
ö  =  Ar  • . 

Vostn^i-{'  k  eos^-  t 

ITm  8  als  Function  von  t  zu  finden,  bemerke  man,  dass  der  eben  gefundene 
Ansdrnck  für  v  auch  geschrieben  werden  kann: 


ff     dt     \  k  k    / 


ds 
Mit  WaUe  dieser  Bemerkung  liefert  die  Gleichung  t"  =*  »  sofort: 


=  ^%4(t;,««|/+*ro,f  ^). 


g        k   V^-  '  k        '    k 

Den  Ausdruck  für  #    als  Function  von  v    erhält  man  durch  die  Gleichung 


ih 


=  -  9    ^  *-  ;  ^nämlich  2gs  ^  Ä«  jl%ZL^t  ^'  '*• 

r 
*»,*«  +  0..» 

An  diese  Formeln  lässt  sich  die  Beantwortung  folgender  Fragen  anknüpfen: 
a)  Wie  lange  steigt  der  Punkt?    Für  die  Zeit  T  des  Aiifsteigens  ist  in  der  ersten  Glei- 

O  V  V 

ehaD^,  welche  v  als  Function  von  /  liefert,  nämlich  in  -^-  /  =  Are  tg-z-  — Arctg-j- 

k  V 

•He  Geschwindigkeit  ü  =  0  zu  setzen;   dies  liefert  l'  = Arcig-  .      b)    Bis 

zn   welcher   Höhe    H    steigt    der   Punkt    auf?     Man    findet    aus    der    Gleichung 

'  =  i  -  '  •  -L n--i-    für   ü  =  0    die    Höhe  Ä  =  ^  -  /  ■  ^4v^  •    ^)  Wenn 

«1er  Punkt,  auf  der  Höhe  H  angelangt,  wieder  zu  fallen  beginnt,  mit  wel- 
cher Geschwindigkeit  v,    langt   er   am  Fusse   der  Höhe  H  an   und    welches    ist 

V  k^  k* 

das    Verhältniss    —^  ?      Der  Formel  s  =    — ^  l .  --z r-     in    Nr.    4.     cremäss 

V  2  g        k*  —  tr*  ^ 

k*             k* 
Hat   man  hierfür    Ä"  =    —  /  •    g — ^  ,    woraus   Vi    folgt.      Durch  Vergleichung 

dieses   und   des   vorigen  Ausdruckes    für  ff  ergibt   sich    für  das  Verhältniss  der 

tf  k 

Geschwindigkeiten :    —  *=     .  ,    es    ist   mithin   t,   <  Vq   und   kommt   also 

der  Punkt,  nachdem  er  zur  Höhe  ff  aufgestiegen,  am  Fusse  derselben  mit  einer 
kleineren  Geschwindigkeit  an,  als  die  ist,  mit  welcher  er  von  dort  aufstieg. 
n   Welche  Zeit  T  braucht  der  Punkt,   um  die  Höhe  ff  zu  durchfallen?    Setzt 

man  in  der  Formel  /  =    ~  /  •  \^-^   in  Nr.  4.   für  v  den  Werth   »,   —        ^^ 


15* 
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I 
I 


ein,  80  ergiebt  sich  ana  derselben  T'  =        /•   ^   '        "     ' —  ,     Hiernach  ist  die 
ganze  Zeit  %y  nach  welcher  der  Punkt  za  seinem  Aasgangs  punkte  znrtickgekekrt 

sein  wird:    Z  ^^  T  '\-  T  =  -[Are  ig^  +  l-^'"'^     ,"*  '^  **  }.    d)  Welche  Arbeit 

leistet  die  Beschleunigung  9  längs  des  Weges  s7  u.  s.  w. 

Die  Ycrgleichung  der  Formeln  für  die  Beschleunigung  9  bei  der  vorliegen 
den  und  der  vorigen  Aufgabe,  nämlich 

k*  +  »•  *«  —  tr« 

zeigt,   dass  man  die  eine  Untersuchung  in  die  Form  der  andern  einkleiden  kann. 

wenn  man  kY — 1  für  Ar  setzt  und  den  Sinn  der  Beschleunigung  umkehrt,  wel 
ches  letztere  erreicht  wird,  indem  man  — g  an  die  Stelle  von  g  treten  lässt  Di*- 
Exponentialfnnctionen  setzen  sich  dann  in  goniometrische,  und  diese  in  jene  am, 
die  Logarithmen  in  Kreisfunctionen  und  umgekehrt.  Durch  Einführung  der 
Qudermann'schen  hyperbolischen  Functionen  kann  dieses  Umschlagen  der  Fonctio 
nen  in  einander  präciser  ausgedrückt  werden. 

•6.    Ein  beweglicher  Punkt  wird  von  einer  Beschleuirignng  affi 
cirt,  welche   fortwährend  nach   einem   festen  Centram  gerichtet  nnJ 
dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  diesem  umgekehrt  proportiona! 
ist.      Der    Punkt    hat    keine    Anfangsgeschwindigkeit,    welches    i<t 
seine  Bewegung? 

Ist  M^^C  =^  a  (Fig.  86.)  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Ccntnun ' 
zur  Zeit  /  und  ^1^,^f  =  s  der  in  der  Zeit  /  durchlaufene  Weg,  m  i^>rl 

cp  =  ,r  .     Die  Constante  s  kann  durch  den  Werth   von  o,  wil- 

eher  einer  gegebenen  Entfernung  entspricht,    ausgedrückt  werden.    1^* 


Fiy.  86. 


f 

< 


e 


tp  in  der  Entfernung  AC  =  r  gleich  </,  so  dass  //  =    •  t  so  folgt  dtm) 


r» 


r« 


L 


^.#    A      Elimination  von  s  mit  Hülfe  der  Division:  <»  = /7  •  .  ,- .    Dalur  i*' 

\  ^  (« —  5)' 

das  Gleichungssystom  des  Problems: 

ds  dv  r* 

«/<  =  '•     <«  =  ''•     "  = » •  (7- .)•  • 

Durch  Elimination  vorn//,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  Anwendung  des  Sat:  • 

v<»n  der  Arbeit  der  Beschleunigung  erhält  man  d  -  \v^  -=  gr*      ^       und  folglici«.  «t» 

s 

v  ^  i)   für   »  =  0   i«t :    i  ü'  =  r/r«  i         *    -   d.  h. 

J  ^"  ""  *^ 
0 

(t       a  —  Ä 

Hieraus   folgt   z.  H.   für  die   (iCRcliwindigkeit,    mit  welcher  der  Punkt  in   A  ^n 
kommt,   indem  man  *  =  «  —  r  =  M^^A  =  h  setzt: 

Ist    daher    die    Entfernung  /i   nicht  botrüchtlich,    so  ist  a  nur   wenig  von  r  im 
/'  nur  wenig  von  der  Kinheit  verschieden,  es  ist  dann  die  Oeschwindijrk«'«* 
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nahezu  gleich  Y^gh^  also  ebenso  gross,  als  wenn  die  Beschleunigung  tp  constant 
gleich  g  wäre. 

Um  die  Belation  zwischen  8  und  t  zu  finden,  hat  man  mit  Hülfe  der  Glei- 

ds 
cnuog  -t—  =  » : 


fyif.di=^dsj/^-^'-^ 


ds 


a  —  s 


(^  a  -—  s)  '^     1^    i  "  ds 

JL  ti  —  g 

=dya8—s*  +  \<^'  d'  Are  cos     ^  ^^      und  folglich,  da  *  =  0  für  /  =*  0  ist: 


i« 


/ 


^  .  I  =  1  a  Are  cos  ^~.- h  K«  «  —  *'*  . 

a  '  i« 


Diese  Gleichung  ist  nicht  auflösbar  nach  «,  doch  kann  man  durch  folgende 
geometrische  Construction  zu  jedem  /  das  zugehörige  s  finden.  Boschreibt  man 
tidmlich  über  dem  Anfangsabstando 
M^C  ^=  a  (Fig.  87.)  als  Durchmesser 
einen  Kreis  und  errichtet  im  End- 
punkte M  von  MqM  =  s  auf  M^C  das 
Perpendikel  Afm,  so  ist  dessen  Länge: 

.Wm  =B    Y  s  (a  —  s)    und    der    Bogen 

' ,    so  dass 


.>/^n  =s  ^a  •  Are  cos 


4« 


\ 


also,  wenn  der  Kreis  senkrecht  zu  Mq  C 
Qm  die  Strecke  M^^  ^=^  Bog.  ^nt  pa- 
rallel mit  steh  verschoben  wird,  wo- 
durch der  Punkt  m  nach  N  gelangt,  MN  ^=  \  a  Are  cos  L 1-  K««  —  «*  wird. 

Führt  man  diese  Construction  für  alle  s  aus,  so  erhält  man  eine  Curve  Ay^ 
welche  offenbar  von  dem  Punkte  m  beschrieben  wird,  wenn  dep  Kreis  sich  um 
seinen  Mittelpunkt  dreht  und  parallel  mit  sich  fortschreitet,  oder  was  dasselbe 
ist,  taf  dem  in  C  auf  Chfo  errichteten  Perpendikel  rollt.  Die  Curve  ist  demnach 
eine  Cjclo'ide   and  wenn  die  zur  Abcisse  MqM  =  s  gehörige  Ordinate  MN  mit  y 


bezeichnet  wird,   so  ist  1/  -^—  .  /  ==  y  die  Länge,    welche  in  die  Figur  ei 
tragen  ist,  am  die  der  Zeit  i  entsprechende  Strecke  s  zu  bestimmen. 


einzu 


Die  Newton'sche  Theorie  der  Anziehung  und  die  Beobachtung  haben  über- 
einstimmend gezeigt,  dass  die  Beschleunigung  'der  Schwere  bei  der  Erhebung 
über  die  Oberfläche  der  Erde  mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
derselben  abnimmt.  Unsere  Aufgabe  behandelt  daher  den  Fall  eines  schweren 
Punktes  im  leeren  Räume  von  beträchtlichen  Höhen.  Für  den  Fall  des  Punktes 
ins  Innere  der  Erde  gilt  jedoch  diese  Entwickelung  nicht,  denn  hierfür  ist  die 
Besehleunigang  des  fallenden  Punktes  nicht  mehr  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  sondern  vielmehr  direkt  proportional 
der  ersten  Potenz  dieser  Entfernung,  wie  später  gezeigt  werden  wird. 

7.  Die  Beschleunigung  eines  Punktes  sei  fortwährend  nach 
^inem  festen  Centrum  gerichtet  und  der  Entfernung  des  Punktes 
^on  demselben  proportional;  wenn  nun  der  Punkt  zur  Zeit  t  =  0  diu 
^ieichwindigkeit  v  =>  0  und  den  Abstand  a  von  dem  Centrum  besitzt. 


*»»• 
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welches  wird  seine  Bewegung  sein?     Ist  x  (Fig.  88.)    der  Abstand  rom 

Centrum  zur  Zeit  /,  so  ist,  wenn  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  in  der 

Fig.bS.     Richtung  MqC  nach  dem  Centrum  hin  von  der  Anfangslage  aus  aU  po- 

*••  ^     sitiv  gerechnet  werden:    qp'  =  Äf'o:,    wobei  k    gegeben    ist,    und  leicht 

durch  die  Beschleunigung  g  der  Schwere  ausgedruckt    werden    köuott;. 

c    Das  Qleichungssystem  der  Aufgabe  ist  daher,  wenn  MqH  ^  s: 

..  =  ^»  "T-^Vf        q?  =  Ä'jt,   wobei  «  +  A'^a. 

dl  dt 

d*8 
Eliminirt  mau  <p  und  o,   so  kommt  zunächst  --y  =  kx,    oder  da 

d**   .   d^x 

äi^  + 10  =''•"■■ 

Wir  wollen  die  Integration  dieser  Gleichung  auf  doppelte  Weise  ausfahren. 
Da  sie  linear  ist  und  constante  Coefficienten  besitzt,  so  genügt  ihr  als  Particalär- 

lösung  X  =s  e"',  wenn  a  eine  Wurzel  der  quadratischen  Gleichung  a*  -|-  i  =  <• 
ist,  welche  Gleichung  sich  durch  Einsetzen  der  Ezponentialfunction  in  die  ge- 
gebene Differentialgleichung    ergibt.     Hieraus  folgt  a  =  +  ki   und   mithin  sind 

e^    und  e~^*^  Partikulärlösungen.     Aus  beiden  bildet  sich  daher  das  allgemeine 

Integral  x  =  Ce^^  +  Cf e~       mit  den  beiden  Integrationsconstanten  C,  (f.     1>äs 
selbe  kann,    indem  man  die  Exponentialfunctionen  durch   die    gleichbedeutenden 
Verbindungen  der  geometrischen  Functionen  ersetzt,  unter  der  Form 
X  =  Acoskt  -\-  B  sin  ki  dargestellt  werden.    Daher  erhält, man 

«  =*  a  —  {Acos  kt  '\'  B  sin  ki) 
V  =         Ak  sin  ki  —  Bkcoski 

und  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Constanten  sind,  weil  0^=0  und  «  ^^  o 

für  /  =  0; 

0  =  a  —  ^ 

0  =  Bk, 

Daher  ist  endlich: 

«  :=  a  —  a  cos  kt^        x  =^  a  cos  ki,        v  ^  ak  sinkt. 

Die  Bewegung  ist  die  bereits  im  JI.  Tbl.  Cap.  I.  §.  9  erläuterte  oscillireude  Bt- 
wegung,  welche  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist.  Ihren 
Gesetzen  würde  ein  Punkt  folgen,  welcher  etwa  durch  eine  enge  Oeffnung  '\u\ 
Innern  der  Erde  eindringen  könnte. 

tl^x 
Man  kann  die  Gleichung  ^  ,'  +  ^^  ^=^  0  auch  auf  folgende  Art  integrireu. 

Multiplicirt  man  sie  mit  2 -^-     und    bedenkt,    dass    2    -         *-  =   dt\dt/      ^^^ 

2x  -r—    =        ^        ist,     80  kommt    -^ +  *«  —,:—    =    0    und    folglub 

dt  dt  ^  dt         ^  dt  ^ 

(^^)    +  k^a*  =  C  oder  (-»)«  +  k^a^  =  C.    Für  a:  =  a  ist  aber  »  =-  0,    mit 

bin  C  ^=^  (^f^  und  daher 

0  =  kj  a*  —  X«  . 

Hiermit  crh&lt  man  weiter,    wegen  »  =   ,    =*~  ..    ä**»  —  j     =*  J  ö*  —  x* 

dt  di  at 
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k  t  =     /      — y-  -  —      —  =  ^4rc  cos  ■ 


d.h. 


X  =  a  cos  k  t, 

§.  3.  Unter  den  Aufgaben,  welche  hierher  gehören  und  deren 
man  eine  reiche  Auswahl  in  dem  vortrefflichen  Werke  von  Jullien: 
Problemes  de  mecanique  rationelle^  p.  222  —  248  findet,  sind  von  beson- 
(leiem  Interesse  die,  welche  dem  Falle  <2>  (5,  r,  tp)  =  0  der  zweiten 
Gruppe  angehören.  In  diese  Kategorie  gehören  viele  Probleme  über  die 
geradlinige  Bewegung  eines  Punktes  im  widerstehenden  Mittel,  für  welches 
die  Beschleunigung  des  Widerstandes  eine  bekannte  Function  der  Ge- 
schwindigkeit ist.  Für  den  besonderen  Fall,  dass  <p  =  f{s)  +  ^(5)«^^ 
ist,  wo  f[s)  und  Sl  {s)  beliebige  Functionen  des  Abstandes  sind,  ist  die 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  des  Problems,   nämlich 

immer  auf  eine   lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  reducirbar 
und  folglich  integrabel.      Für  (  ~l    =  r^  =  m  wird  sie  nämlich 

''"^251(5).«  — /•  (5)  =  0. 
ds 

^Um  dieselbe  unmittelbar  zu  integriren,  genügt  es  zu  bedenken,  dass 
man  eine  Function  t|;(5)  sa  wählen  kann,  dass,  nachdem  man  mit  ihr 
die  Gleichung  multiplicirt  hat,    die  beiden  ersten  Terme 

ViOj'  +  "•( — 2  Ä  («)  •  if;  (5))    die  Form  des  Differentialquotienten  eines 

T>    j,  ,.  1..     .  .     ..    ^'^,d{ÜV)  „du    ,     ,rfF       ^^. 

i  rodukts  annehmen.     Jl.8  ist  nambch  — ^-^ —  =s   y    -   +   ü  -      .    Nimmt 

ds  ds  ds 

man  also  ü=u^    ^='4^(^)i    so  ist  iif{s)  so  zu  bestimmen,    dass 

d'  i'UfS 
t'(«)  =  -  2Ä  (j)  .  ^{s)  d.  h.        J     =  -  2Sl{s), 

also  ^(5)  =  Ce~^^f^^'^^  wird.     Dann  ist  die  Differentialgleichung 

— -^—' =/^W  •'/'(■'). 

mithin 

S 

'^-  *«•  ue  -'ä/aWrf'—MjC  -20  =  {'/-(s)  ds  e  -a/"®«*  =  0, 
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oder  also 


2/aWrf.  ,  -.2jSl(s)äs 


(«0+    /    ns)dsc  \ 


»0 
und  hiennit  v\  bestimmt  u.  s.  w. 

§.  4.  Man  kann  noch  weit  allgemeinere  Probleme  bezeiclmen, 
deren  Behandlung  heutzutage  keinen  Schwierigkeiten  unterliegt.  So 
kann  die  Gleichung 

nach  einer  Bemerkung  von  Liouvillc  {Journal  des  Mathem.  1,  Serie ^  T,  Vlly 
p.  134)  mit  Hülfe  der  Variation  der  Constanten  immer  integrirt  werden. 

Man  suche  nämlich  zunächst  ein  erstes  Integral  der  Gleichung  ohne 
das  Glied  F{s)  \-f.)  1  nämlich  ein  erstes  Integral  von 

d^s    ,     ^,  ^ds 

Ä^  +  m-j,  =  0. 

Ein  solches  ist,  da  die  Gleichung  linear  ist, 

di 
Nun    bestimme  man   C  als  Function  von   s  so,    dass    der    allgemeineu 
Gleichung  genügt  wird.     Indem  man 

~C~d's\dt)        '^^^dt 
einsetzt,  erhält  man  zur  Bestimmung  von  C  die  Differentialgleichung 

aus  welcher  folgt:  -«/%  . 

LIiermit  erhält  man  also  weiter 

dt 
und  folglich  als  allgemeines  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 

jer^  ds  =  A  je    "^  dt  +  B. 

Eine  weitere  Bemerkung  von  Jacobi  ist  von  hoher  Wichtigkoit. 

Wenn    nämlich    das    erste    Integral    einer    Gleichung    von    der    Form 

iPs 
.^  =  f(j,  t)   gefunden  ist,   so  kann   für  die   zweite  Integration   stetb 

CI» 

ein  integrirender  Factor  angegeben  werden.     Es  ist  dies  nämlich  der 
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einfachste  Fall,  welcher  unter  das  von  Jacobi  entdeckte  Princlp  des 
leisten  Multiplicators  fällt. 

Unabhängig  von  der  allgemeinen  Theorie  des  letzten  Multiplicators 

ds 
kann  man  diesen  Satz,  wie  folgt,  beweisen.     Es  sei^  ~  =  <p{SjtfC)  das 

bekannte    erste   Integral    der    genannten    Gleichung    und    also    dieses, 
welches  wir  unter  der  Form 

ds  —  q>dl  =  0 
darstellen  wollen,   wenn  q>  statt  g)  (5,  /,  C)   gesetzt  ist,   nochmals  zu  in- 

tegriren.     Man  kann  zeigen,  dass  «jr;    ein    integrirender    Factor    dieser 

Gleichung,  also  ^ 

^  [ds  -  q>dt) 

ein  vollständiges  Differential  und  in  Folge  dessen 


/: 


^^  {ds  —  tpdi)  =  C 

das    gesuchte    vollständige   zweite  Integral  ist.     Die  Bedingung  dafür, 

titn 

dass    ~  integrirender  Factor  wird ,   ist  nämlich 

jPfp       ,    dq>d^  d^(p     _ 

dtdC    "^  dCds    '^  ^   dsdC 

d's 
Dieselbe  ist  aber  identisch  erfüllt,  denn  aus  der  Gleichung  —   =  9  folgt 

dPs  dq>  dq>  ds  ^^  dcp  dq> 

di^    ~  dJ   '^  dsdi   ~  dl    ■*"  ^ds 

ff2g 

und  indem  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung  —j  =  /'  (&-,  /)   einsetzt, 
erhält  man  dq>      ■     dw         ^ ,      , 

und  weiter  durch  eine  nochmalige  Differentiation  nach  C 

d^(p  d(pd(p         _  d'^<p 

+  :j?,^Z  +  9>-7— i77  =  0» 


dt  dC     *    dCds     *     ^  ds  dC 
welches  genau  die  obige  Bedingung  für  den  intcgrircuden  Factor  ist.  — 
Der  hier  gegebene  Beweis  rührt  von  Liouvillc  her. 


Die  Gesetze  der  geradlinigen,  wie  der  krummlinigen  Bewegung 
eines  Punktes  wurden  bereits  1686  von  Newton  in  seinem  Werke 
j^PHncipia  phüosophiae  naturalis^^  mit  Hülfe  einer  geometrischen  Methode 

entwickelt.     Das   Gleichungssystem  —  =  t;,      --   =  9,     welches   Auf- 
gaben  über  die  geradlinige  Bewegung  zu   lösen  geeignet  ist,   mit  den 

dPs  d'Xv^ 

gleichbedeutenden  Formeln  — j  =  9),    — -^ —  =  tp  findet  sich  zuerst  bei 
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Varignon  (Metn,  de  VAcad,  des  sciences  de  Paris,  annee  1700  p.  20).  Die 
letztgenannte  Formel,  nach  welcher  die  Beschleunigung  der  Derivirteu 
des  halben  Quadrates  der  Geschwindigkeit  gleich  ist,  wurd^  von  Da- 
niel Bernoulli  angezweifelt,  welcher  annahm,  dass  die  Beschleuni- 
gung der  Derivirten  einer  anderen  Potenz  der  Geschwindigkeit^  als  der 
zweiten  proportional  sein  könne  {Commentarii  Academ.  Pelropoi.  a,  1727, 
p.  136).  Euler  widerlegte  in  seiner  Mechanica,  T.  I,  p.  62  seqq.  diese 
irrige  Ansicht. 


lU.  Capitel. 

Probleme  der  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes. 

§.  1.   Für  die  Projectionen  einer  beliebigen  Bewegung  eines  Punkicj» 

dx 
auf  drei  rechtwinklige  Coordinatcnaxen  bestehen  die  Kclaticuen         =  r;r> 

dt 

dt/  dz  dVjc  dvy  dvz 

dt  '-=  '''  dt  =  '-  dl  =  ^-  dt  ^  "^'^  dt'  =  '^^"  ^'"^"^  ^"^  ^'"^"^ 
noch  drei  Gleichungen  hinzu,  durch  welche  die  Grössen  a*,  y,  :,  /, 
Vjcj  Vy,  t'c,  (fje,  <Pyi  (Pz  den  individuellen  Bedingungen  der  Bewegung 
gemäss  beschränkt  werden,  so  dient  das  System  von  Differential- 
gleichungen : 

dx  dy  dz 

dt  =  "-      dt  =  "-'      di  =  "' 

dVr  dVy  '  dV: 

dt  =  ^-     dt  ^  ^^^     dt  ^  ''-' 

<^i  (-^S  y»  h  ^  «'.t  >  ry,  Vi,  g).c,  fpy,  <ps)  =  0 

^2  0^»  y»   *»  '»  «'.r,   t'y,  r,,  tp.ry  fPy,  fPz)  =  0 
^6  i^'y  y>  *»  ^   ''.r,  Vyy  l'i,  (p^,  <py,  (p,)  =  0 

dazu,  die  Beschaffenheit  der  durch  die  Gleichungen  <2>|  =  0,  (P^  =  (K 
tp.^  =:  0  näher  bestimmten  Bewegung  analytisch  zu  untersuchen.  Indem 
mau  die  Grössen  p.r,  Vy,  r.,  (p^,  q>y^  g>z  eliminirt,  erhält  man  drei 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

d'x 

d('    " 

^  -    Y 

dt'    ~ 

d^z  _ 
dt'    ~  ^ 

vorausgesetzt,    dass  die   Gleichungen   <2>^  =-  0,   ...   nach   den   CoinjMt 
ucnten  der  Beschleunigung  auflösbar  sind.     In  diesen  sind  X,  }\  Z  aI» 
drei  aus   den  Bedingungen  der  Bewegung  abzuleitende  ]functioneu  \oij 
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or,  y,  2,  /,  ~  ,    —  ,    —  anzusehen.     Man  nennt  diese  drei  Gleichungen 

die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Punktes  und  gelangt  durch  ihre 
Integration  zu  den  Componenten  der  Geschwindigkeit  und  den  Coor- 
dinaten  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen  der  Zeit,  während  sie 
selbst  die  Componenten  der  Beschleunigung  bestimmen.  Die  Integration 
dieser  Gleichungen  führt  aber  6  willkührliche  Constanten  ein  und  wenn 
die  Lösung  der  Aufgabe  vollkommen  allgemein  sein  soll,  so  muss  sie 
dieselben  nothwendig  enthalten.  Für  die  Bestimmung  dieser  Con- 
stanten  müssen  daher  noch  6  numerische  Bedingungen  gegeben .  sein ; 
dieselben  findet  man,  sobald  für  irgend  eine  Zeit  t^^  die  Werthe  der 
Coordinaten  oTq,  ^q,  Zq  des  beweglichen  Punktes,  also  sein  Ort  und  die 

Componenten  seiner  Geschwindigkeit  v\J  ^  vj   ,   v^     bekannt  sind.      Ge- 

wohnlich  ist  (q^^  0  und  sind  also  Xq  y«  Zq  ,  r^ ,   v^^\  v^^^    die    Elemente, 

welche  den  sogenannten  Anfangszustand  der  Bewegung  bestimmen.  Es 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  die  Functionen  JT,  F,  Z  selbst  noch  un- 
bekannte Bestandtheile  enthalten;  in  diesen  Fällen  müssen  noch  weitere 
Bestimmungen  vorhanden  sein;  derartige  Fälle,  zu  welchen  die  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn-  oder  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  gehören,  schliessen  wir  hier  vorläufig  aus,  'Veil  wir 
wenigstens  die  beiden  eben  bezeichneten  von  ihnen  in  zwei  besonderen 
Capiteln  behandeln  werden. 

§.  2.  Um  die  Nothwendigkeit  der  6  lutegrationsconstantcn  dar- 
zuthun,  wollen  wir  das  System  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung    bilden,     welchem    durch    3    Gleichungen    mit    6    Constanten 

^n  ^2  >  ^3 »  -^1  >  -^2 »  -^3  ^^^  ^®^  Form : 

^i  (a:,  y,  z,  /,   Ci,  C,,  C3,  />,,/>,,  D.,)  =  0 
^2  (^'>  y>  ^.  ^  ^11  ^2)  ^3»  ^1»  ^2>  ^3)  =  0 

^3  (^>  y»  ^»  '>  ^1»  ^V  ^3»  -^1'  ^2»  ^3)  =  0 

genügt  wird.  Denkt  man  diese  Gleichungen  nach  Xy  y,  z  aufgelöst,  wo- 
durch sie  die  Form  annehmen 

X  =  fi  (ty  C^y  C^^  C^,  2>i,  />.,,  D.^ 

y    =/*2(^    ^1>^2»^'3»    ^n   ^2>^3) 
^    =   /i  ('»    ^1»  ^2»   ^31    -^H   ^2»   -^3)» 

SO  liefert  eine  zweimalige  Differentiation  derselben 

—  =  /"j    (/,  C|,  Cj,  C3,  2>j,  />2,  Z>3) 

~vr  =  /2    ('>  ^1»  ^2»  ^3»  -^n  -^2»  -^3) 

dz 

~w.    =  /a    ('>  ^i>  ^2>  ^3»  -^1»  ^2>  -^3) 
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^y^i    =    f\      .Vi    ^l>    ^\l   ^3>    -^JJ  -^2»  ^3) 

~^'i  =  f'i    v>  ^i>  ^2»  ^3>  -^n  -^2»  -^3) 

j/i   =  /i      v>    ^l>  ^2>  ^3»    -^l»  -^2»  ^3)  • 

Aus  diesen  6  und  den  drei  ursprünglichen  Gleichungen  kann  man 
nun  aber  die  6  Constanten  C, ,  C^,  C3,  i>j,  Dj,  D^  eliminiren  und  es 
bleiben  alsdann  drei  Gleichungen  von  der  Form: 

dPx  nt    (  dx      dy      dz\ 

jti  —  *i  \^,y,'>  <.  äT'  dr  dt) 

^  -  W  (x  u  z  t  ~    ^    -^ 

dl-'  —  *^  V'^.y.'. '.  at'  rf/'  dl) 

d^z  tu    {  dx     dy     dt\ 

-^2  —  '*'3  \f^y^ «. '.  rf, .  äi'  dt)' 

welche  jene  Grössen  nicht  mehr  enthalten  und  die  Differentialglcichungeu 
zweiter  Ordnung  sind,  welchen  die  gegebenen  Gleichungen  als  Integrale 
entsprechen.  Hieraus  erhellt  also  zunächst,  dass  die  Integrale  eines 
Systems  dreier  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  sechs  will- 
kührlich»  Constanten  enthalten  können.  Mehr  als  sechs  können  «io 
nicht  enthalten,  weil  man  aus  9  Gleichungen  nur  6  Grössen  eliminireu 
kann,  wenn  drei  Gleichungen  übrig  bleiben  sollen,  welche  frei  von  die- 
sen sind  und  weil  die  Differentialgleichungen,  welche  durch  die  Com- 
binntion  der  9  Gleichungen  wieder  erhalten  werden  müssen,  von  ihnen 
frei  sind.  Weniger  können  sie  auch  nicht  enthalten,  weil  sie  bOD>t 
nicht  die  allgemeinen  Lösungen  darstellen  würden,  da  eben  bewiesen 
wurde,  dass  die  Integrale  6  solche  Constante  enthalten  können.  Da 
die  ursprünglichen  Functionen  Fj,  i^j»  ^3  willkührlich  waren,  so  sind  Ci» 
folglich  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Fiinctioncn  'F^,  y^^,  ^3  und  i^t 
der  Beweis  allgemein,  da  die  Existenz  der  Integrale  der  Differential- 
gloichungen  anderweitig  feststeht. 

§.  3.     Um  nun  das  System  der  Bewegungsgloichungen 

(Px 
dl^ 

dp  "" 

dt* 

zu    iutogrircn,    sucht   mau    aus   ihnen    solche   Combinationen   zu   bildt*u, 

d '  'üf 
welche  die  Form  haben        .      =  0,    d.  h.    deren   eine   Seite   Null    l^U 

dl  ' 

während   die  andere  ein   vollständiges  Differential  einer  Fanctioo  von 
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•^1  Vf  *, /»  T- 1     ,   >    -,     enthält.      Gesetzt,   man'  habe   drei  solche  Com- 
'^'    '    '  rf/  '    dl      dt  ' 

binationen  ^, ,  ^3^ 'V^s  gefunden,  füir  welche  also 

80  können  sie  die  gegebenen  Bewegangsgleichungen  vertreten  nnd  liefern 
dnrch  ihre  Integration' die  sogenannten  drei  ersten 'Tntegrale  derselben, 
nämlich:  ^        a  ^  ^ 

tl    =    ^1»       *     V2    =    ^21  *3    =    ^3- 

Ans  ihnen  würde  man  ziehen  können : 

die 

^f  =  ^t  («,  y,  «,  '.  />i,/>j-  »») 
'^  ""  "Kf  (-^.y.s.  '.  Di,  0-1,0,) 

dz' 

^  ^^  =  ^3  (^>  y>  2,  i,  />,,  />2, 7)3) 

Diese  Gleichungen  enthalten  bereits  3  der  willkührlichen  Constanten. 
Bildet  man  nun  aus  ihnen  drei  neue  Cofnbinationen  Sx^  £'21  1^3  von  der- 
selben Beschaffenheit,  wie  vorher,  nämlich  so,  dass 

dl         '       dl       ^'       dl       "' 

80  können  sie  diese  drei  ersten  Integrale  ersetzen  und  liefern  durch 
ihre  Integration   die   drei   zweiten  Integrale   der  Bewegungsgleichungen, 

nämlich:  w    —  r  «*—  r  w    —  r 

weiche  jetzt  die  G  willkührlichen  Constanten  enthalten.  Für  die  Be- 
stimmung der  Constanten  hat  man  die  Oleichungen : 

V\  (^0»  yo»  ^0»  ^r>   '^^»   «^yi   ^^z)  =  J>i 

1      /  .  0         0         Ov  r% 

.       /      '  .  0  0         On  rt 

%  (^0»  yO»   ^0>   '0»    »X,    »y,    »z)    =    ^3 

S|  (ar,,,  y„i  ^0»  '0»  ^1»  -^21  ^3)  =  ^1 

-3^2  (^0»  ^0.   ^0»  ^)>    -^1»  -^2»   ^3)    =    ^2 
-^3  (^0>  y«)»  ^Ü»  '0»    -^1  >   -^2»  ^3)    =    ^3  • 

Die  Hauptschwierigkeit  der  Integration  der  Bewegungsgleichungen  be- 
ruht in  der  Auffindung  der  Functionen  t/;, ,  t/;^ ,  % ,  ff, ,  Sj ,  S^-  Hierfür  die- 
nen in  vielen  Fällen  einige  Sätze,  welche  den  Namen  der  „Principe 
der  Bewegung*'  führen.  Diese  Principe  sind:  1)  das  Princip  der 
Flächen,  2)  das  Princip  der  lebendigen  Kraft,  3)  das  Prin- 
cip des  letzten  Multiplicators.  Die  beiden  ersten  sind  nichts 
anderes  als  analytische  Einkleidungen  spezieller  Fälle  der  Sätze  über 
die  Flächen  ^nd  die  Arbeit  der  Beschleunigung,   welche  wir  im  I.  Cap. 
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entwickelt  haben,  das  dritte  ist  weit  allgemeinerer  Natar  and  von  Ja- 
cob i  gefunden  worden.  Diesen  Principen  kann  man  ein  weiteres  an- 
reihen, welches  aber  kein  Integral  der  Bewegungsgleichungen,  sondern 
nur  einen  anderen  Ausdruck  derselben  gibt,  das  von  Maupertni;! 
bemerkte,  mit  dem  nicht  zu  rechtfertigenden  Namen  belegte  „Princip 
der  kleinsten  Wirkung". 

Es  braucht  kaum  erinnert  zu  werden,  dass  man  die  drei  Bewcgnngs 
gleichungen  auch  ersetzen  kann  durch  die  andern 

ds  dv  v^ 

7/  =  "'       d/  =  ''"      p   =''"' 

welchen   man    die  Ausdrücke   für   q  und   die   Richtungen   der  Tan^eut«* 

und   Hauptnormale   zuzufügen   hat.     Auf  diese   Weise   behandelte  nun 

früher  die  Bewegungsprobleme,    bevor  Maclaurin  die  oben  gegebenen 

dPx  * 

Gleichungen    -^    =  A',  u.  s.  w.  aufstellte  {Treaiise  of  Fluxions^  1742.). 

Endlich  bemerken  wir  noch,  dass  für  .den  Fall  einer  ebenen  Be- 
wegung, wenn  man  die  Ebene  derselben  zu  einer  Coordinatenebeup 
wählt,  die  drei  Gleichungen  der  Bewegung  sich  auf  zwei  redncir^n. 
Wählt  man  z.  B.  die  Ebene  der  Bewegung  zur  xy- Ebene,  so  ist  dif 
dritte  Bewegungsgleichung  von  selbst  erfüllt,  indem  die  Beschlennignn^ 
in  der  Richtung  der  z-Axe  keine  Componente  besitzt  und  z  zu  jeder 
Zeit  Null  ist. . 

§.  4.  Um  zu  dem  Princip  der  Flächen  zu  gelangen,  combinirt 
man  die  Bewegungsgleichungen 

dl^  ~  '^ 

J/»    —   ^ 

8o  mit  einander,  dass  man  die  zweite  mit  z  und  die  dritte  mit  y  mnltipliciit 
und  die  Resultate  snbtrahirt,  ebenso  die  dritte  mit  x  und  die  erste  mit : 
mnltiplicirt  und  hierauf  von  einander  snbtrahirt  und  endlich  mit  der  ersten 
und  zweiten  nach  der  Multiplication  mit  y  und  x  ebenso  verfHhrt.  S«^ 
erhält  man 

^     (PX  d'^Z      _      ^y  y 

dfi  di^ 

f7*y  ^x 

In  diesen  Gleichungen,  welche  rechts  und  links  des  Gleichheit^ 
Zeichens  die  Determinantenbildungen 
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y    2 

dl'  di^ 


•» 


(Pz  (Px 
'  JP  dp 


•'^     y 

y 

z 

»0        X 

X      y 

d^x  dPy 

m 

Y 

Z 

) 

Z     X 

» 

X     Y 

dp   dp 

•• 

zeigen,    sind    die  linken   Seiten   vollständige   Differentialquotienten,    so 
dass  sich  die  Gleichungen  auch  so  schreiben  lassen: 

rf 

di 


(   dz  dy\ 

V  dt  dl  J         -^ 

d  (  dx  dz\            „           - 

rit  \  dt  dij 

d  (  dii  dx\ 

7   («^  ,    —  y  ,    )   =xY—yX. 

dt  \  dl  ''dtj                    ^ 


dt 

Ist  nun  die'  Beschleunigung  q>'  so  beschaffen,   dass  zwischen   den  Coor- 

dinaten  x,  y,  r  und  ihren  Componenten  X,   F,  Z  eine   oder   zwei  odet 

drei  der  Gleichungen 

yZ  -  tF=  0 

zX  —  xZ  =  0 

xY  —  yX  —  0 

erfüllt  sind,  so  liefert  die  Integration  jener  Gleichungscombinationen 
unmittelbar  ein  oder  zwei  oder  drei  erste  Integrale  der  Bewegungs- 
gleicbungen,    nämlich 

^  dt  dt  ' 

dx  dz 

z-, x-r  =  B.y  » 

dl  di  ^ 

dy  dx 

X- y  r   =  ^1  • 

dt         ^  dt  ^ 

Jene  drei  Bedingungs'gleichungen   sind  nicht  von  einander  unabhängig, 

vielmehr  ist  jede  eine  Folge  der  beiden  andern;  so  ist  z.B.  die- dritte 

pine  Folge  der  beiden  ersten,   wie  man  sieht,   wenn  man  die  erste  mit 

X,  die  zweite  mit  y  multiplicirt  und  sie  hierauf  von  einander  subtrahirt. 

Daher   erhält    man    durch    die    fragliche   Combination    der   Bewegungs* 

^leichnngen    entweder   ein   oder  zwei   erste   Integrale.      Die   Bedeutung 

der  Bedingungsgleichungen  liegt  am  Tage.     Die  dritte  z.  B.  ist  identisch 

»nit  der  Proportion: 

X  _  x^ 

^~  y       . 

und  spricht  eine  Eigenschaft  der  Projection  .der  Bewegung  auf  die 
J*y-Ebene  aus.  Die  Projection  ^.ry  der  Beschleunigung  9,  deren  Com- 
ponenten Xj  F,  Z  sind,  auf  diese  Ebene  ist  nämlich  die  Diagonale 
f-ines  Parallelogramms  von  den  Seiten  X,  F;  ebenso  ist  die  Projection 
dp-s  RadiuBvectors  vom  Ursprung  der  Coordinaten  auf  die  a:y-Ebene  die 
Diagonale  des  über  den  Coordinaten  x,  y  construirten  Parallelogramms. 
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Die  vorlif^gende  Bedingung  drückt  daher  aus,  dass  beide  Ldnien  zu- 
sammenfallen, d.  h.  dass  die  Projection  der  Beschleunigung  auf  die 
a:^-Ebene  durch  den  Coordinatenursprung  hindurchlaufe  und  also  die 
Ricbtuug  der  Beschleunigung  q>  fortwährend  die  z-Axe  schneide.  Aebn- 
liebes  bedeutet  jene  der  beiden  anderen  Bedingungsgleicbungen  und 
sieht  man  ein,  wie  es  kommt,  dass,  wenn  zwei  von  ihnen  erfiillt  sind, 
die  dritte  gleichfalls  erfüllt  ist.  Denn  wenn  die  Projection  der  Be- 
schleunigung auf  zwei  Coordinatenebenen  durch  den  Ursprung  geht,  so 
geht  auch  ihre  Projection  auf  die  dritte  Coordinatenebene  durch  den- 
selben Punkt.  Sind  zwei,  also  alle  drei  der  Bedingungen  erfüllt,  so  geht 
die  liichtung  der  Beschleunigung  selbst  durch  den  Ursprung,  d.  b.  also 
überhaupt  durch  einen  festen  Punkt  und  ist  die  Bewegung  eine  soge- 
nannte Centralbewegung.  In  diesem  Fallb  ist  die  Bahn  des  beweg- 
lichen Punktes  immer  eine  ebene  Curve,  deren  Ebene  durch  das  Centmm 
hindurchgeht.  Dies  erhellt,  wenn  man  die  drei  ersten  Integrale  der  Be- 
wegungsgleichungen mit  Xy  y^  z  der  Reihe  nach  multiplicirt  und  addirt, 
wodurch  man  erhält 

I>xx  +  D^y  +  D^z  =  0, 
welches  die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  welche  von  den  Coordinaten  x,  tfy : 
des  beweglichen  Punktes  unabhängig  von  der  Zeit  erfüllt  wird,  in 
welcher  Ebene  sich  mithin  dieser  Punkt  bewegen  muss.  Hieraus  erhellt 
zugleich  die  Bedeutung  der  drei  Constanten  Z>],  />2,  Dj,  welche  in  den 
ersten  Integralen  der  Bewegungsgleichungen  vorkommen.  Sie  sind  pro- 
portional den  Cosinussen  der  Winkel,  welche  die  Normale  auf  die  Ebene 
der  Bewegung  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Es  ist  leicht,  die  Bedeutung  der  ersten  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  in  unserem  Falle  vollständig  zu  erkennen. 
Das  dritte  dieser  Integrale  z.B.  lässt  sich  so  schreiben:  xdy —  yrf.r  =  f^jH 
und  wenn  (Fig.  89.)  die  Punkte  m,  tn   die  Projectionen  des  beweglichen 

Punktes  M  auf  die  xy-lSbene  zu  den  Zeiten  / 
und  t  +  dl  darstellen,  also  Op  =  Xj  pm  =  |f. 
0//  =  .T  '\'  dXy  pm  ■=  y  ^  dy  ist,  so  ergänze 
man  den  unendlichkleinen  dreieckigen  Sektor 
omm\  welcher  von  den  Projectionen  der  Ka- 
dienvectoren  OM^  Olif  und  der  Projection  de< 
Bogcnelementes  MH/f  gebildet  wird,  zu  dero 
^  Parallelogramm   0mm  m"  und  ziehe  m'p'*  V^' 

rallel  der  y-Axe.  Dann  stellt  xdy  z^  Op  »  qm'  =  pp"  -  gm'  den  In- 
halt des  Parallelogramms  m'p'qm  dar ;  in  ähnlicher  Weise  bedeutot 
ydx  =  mp  •  pp'  =  m;>  •  Op'  den  Inhalt  des  Parallelogramms  Op^'^m, 
das  an  Grosse  mit  dem  Parallelogramme  sp^qr  übereinkommt.  Daher  ist 
xdy  —  yd.v  :=  m"p'ipn   —  sp'qr  =  m"srm*  =  0mm' m'\  d.  h.  es  ist 

,vdy  —  ydx  =  2  '  l\  0  mm' 
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nnd  stellt  also  diese  Grösse  den  doppelten  Sector  dar,  welchen  die  Pro- 
jection  des  Kadiusvectors  auf  die  a:y-Ebene  in  dem  Zeitelemente  durch- 
streift. Ist  daher  S  —  S^,  der  in  der  Zeit  i  —  iQ  von  dem  Hadiusvector 
selbst  durchlaufene  Sector,  ist  dS  das  Differential  desselben  und  be- 
deuten dSxy   dSxj   dSjf   die  Projectionen  von  dS  auf  die  icy-,   yz-  und 

rx-Ebene,  welche  selbst  Differentialien  der  Projectionen  Sz — Sg\  Sa: — »^xK 

iSj,  — S^  von  S  —  Sq  sind,  so  kann  man  die  drei  ersten  Integrale  der 
Bewegnngsgjeichui^gen  so  schreiben: 

dt  ^    ^ 

^^y  —  LI) 
7  —  k^'i 


dt 
dSz 


=  i^3. 


dl 

Sie  drücken  also  aus,   dass,  wenn  für  die  Projection  der  Bewegung  auf 

eine  Ebene   die   Beschleunigung   durch    einen   festen   Punkt   geht,    die 

Sectorengeschwindigkeit     der     Projectionsbewegung     (Vgl. 

Cap.  rv,  §.  13  im  11.  Thle.)  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  constant 

ist    Findet  dies  für  die  Projectionen  auf  zwei  Coordinaten ebenen  stktt, 

80  folgt  es  von  selbst  für  die  dritte  und  da  dS^  =  dS^:^  +  dS^^  +  dS^^ 

ist,  80  gilt  dasselbe  für  die  Hauptbewegung  selbst,  so  dass 

^c  • 

^  =  i/V  +  V  +  i)3^  . 

Die  Grössen  />£,  B^,  D^  bedeuten  ansserdem  die  doppelten  in  der  Zeit- 
,  etnlieit  von  den  Projectionen  des  Kadiusvectors  durchlaufenen  Sectoren. 

Ans  den  so  interpretirten  Gleichungen  erhält  man  nun  auch  zweite 
Integrale  der  Bevegnngsgleichungen ,  nämlich: 

Sy    =    Cj     +    iD^l 

S,  =  C3  +  ^Djt, 
deren  Constanten   C, ,  Cj,  Cj  für   <  =  t^   mit  Hülfe  der  Sectorenwerthe 
•V  I  ^  ,  Sl    bestimmt  werden ,  so  dass  also  schliesslich 

S,  -  Sj?'  ==  ^D^  (/  -  <o) 

Sy   -  <'   =   i^2  ('  -   '0) 


S  -  S„   =  iVJ>i'  +  D^  +  h''  •  ('  -  '«) 
wird.    Die  zweiten  Integrale  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
bedeuten  also   in   dem   vorliegenden  Falle,   dass   der   von   der  Pro- 
jection   des    Kadiusvectors    durchlaufene    Sector    der    Zeit 
proportional  ist,  in  welcher  er  beschrieben  wird. 

stehen,  Tlieorie  d.  Bcw.  u.  d.  Kräfte.  16 
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Aus  diesen  Entwickelnngen  geht  hervor,  dass  der  Satz: 
„Wenn  für  die  Bewegung  eines  Punktes  zwischen  den 
Coniponenten  X^  F,  Z  seiner  Beschleunigung  parallel  drei 
rechtwinkligen  Axen  und  den  Coordinaten  x^  y^  z  desselben 
eine  oder  zwei  der  drei  Helationen  yZ — .2F=0,  zX— jrZx=0, 
xY  —  yX  =  0  bestehen,  so  können  ebensoviel  Integrale  der 
Bewegungsgleichungen  gefunden  werden^^ 
mit  Recht  den  Namen  des  „Princips  der  Flächen**  fühft. 

Umgekehrt  kann  man  zeigen,  dass,  wenn  für  die  Projection  der 
Bewegung  auf  eine  Ebene  das  Princip  der  Flächen  gilt,  die  Projection 
der  Beschleunigung    auf   diese   Ebene    durch    den    CoordinatenurspruDg 

geht.    Denn  ist  z.  B.  S,  —  S,    =  a{i  —  /^),  so  fojgt  durch  Differentiation 

d^x 

dt/  drX  dt^  sc 

xdy  —  ydx  =  adl  und  a:  ~  —  y  — .^   =  0,    d.  h.  -  ^-     =    -   ,     oder 


~  =  —  ,  woraus  das  Behauptete  hervorgeht. 


di^ 


§.  5.     Um  zu  dem  Princip   der   lebendigen   Kraft   zu  geUn- 

gen,  combiniren  wir  die  Differentialgleichungen  .der  Bewegung      .y  =  -V. 

^y  d'^z  dx    dy    </- 

:rT  =  K  -->  =  ^  dadurch,  dass  wir  sie  der  Reihe  nach  mit    ,   ,   7  ,   . 
dr  dt^  dt     dt    at 

multipliciren  und  addiren;  dies  liefert  uns 

dt  dl'    ■*■  dl  dt^    ■*■  dl  dt'  ~      dt    '^       dt   '^      dt  ' 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Differentialquotient  nach/  voi. 

daher  kann  man  die  Gleichung  so  {schreiben: 

d  •  ^v^         (      dx  du  dz  1 

— -^ I  ^y    +  Y^  +  Z~\  =0. 

dt  y      dt  dt  dt  ^ 

Ist  nun  U  irgend  eine  Function  von  x^  y^  z  und  sind  dieae  Variabeli. 
selbst  wieder  Functionen  von  /,  während  U  die  Grösse  /  selbst  nicht 
explicit  enthält,,  so  liefert  die  Differentiation  von   U  nach  t 

dU  _  dUdx        dUdy        tUdz 

dt    ~  cxdt         dy  dt    "*"  dz  dt  ' 

Diese  Form  hat  der  in  unserer  Gleichung  enthaltene  Ausdmck 

'^  dt    ^  ^  dt    ^  ^dt  ' 
enthalten  also  die  Componenten  A',   F,  Z  blos  die  Coordinaten  x,  .v,  :• 
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nicht  aber  die  Zeit  explicit  und  sind  X^  F,  Z  die  Differentialquotienten 
ein  und  derselben  Function   {/,  partiell  genommen  nach  x^  y,  Zj  so  dass 

dl    ^       dt    ^      dl         dt 
nnd  mithiu  geht  unsere  Combination  der  Bewegungsgleichungen  Über  in 

Sie  liefert  daher  ein  Integral  derselben,  nämlich 

worin  die  Constante  h  durch  die  Werthe  Vq,  1/q  bestimmt  wird,  welche 
die  Geschwindigkeit  v  und  die  Function  V  für  die  Coordinaten  oTq,  ^q,  Zq 
ii^end  einer  Stelle  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes  annehmen.  Hier- 
nach ist  l  .,  2  77     u 

nnd  folglich  das  gefundene  Integral  mit  bestimmter  Constante 

k^''  —  W  =   ?^—  ^0- 

Wir  haben  daher  den  überaus  wichtigen  Satz: 

Wenn    die  Componenten  Jf,   y,  Z  die  Zeit   nicht   explicit 
enthalten    und    eine   Function    U   existirt,    von    welcher    sie 
die  partiellen   Differentialquotienten   resp.  nach   den  Coor- 
dinaten   or,   ^,    z    genommen    sind,     so    stellt    die    Gleichung. 
^e?- =  U  -{-  h  ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen  dar. 

Die  Bedingungen  der  Existenz  der  Function   U  sind  bekanntlich 

dX  _dY        dY  _  dZ      dZ  _  dX 

dy  dx  ^      dz  dy^     dx         dz 

nnd  sie   selbst   wird   gefunden  als  das  Integral  des  vollständigen  Diffe- 
reotiales  Xdx  -f  Tdy  +  Zdz. 

Die  Bedeutung  des  gewonnenen  Integrales  liegt  auf  der  Hand.  Es 
sind  dx^  dy^  dz  die  Projectionen  des  Elementarweges  ds  des  beweglichen 
pQnktes  auf  die  Richtungen  der  Beschleunigungscomponenten  Xy  F,  Z, 
daher  sind  Xdx^  Ydy^  Zdz  die  Elementararbeiten  derselben  und  mithin 
ist  Xdx  -f-  Ydy  +  Zdz  die  Elementararbeit  ihrer  Resultanten,  d.  h.  die 
Clementararbeit  der  Beschleunigung  q>.  Es  ist  aber  Xdx  -f-  Ydy  +  Zdz  =  dU^ 
daher  ist  IJ  die  Function,  deren  totales  Differential  in  Bezug  auf  die 
Coordinaten  x,  y^  z  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  darstellt, 
folglich  ist  ü —  Üq  selbst  die  totale  Arbeit  der  Beschleunigung  längs 
des  Weges,  auf  welchem  der  Punkt  von  der  Stelle  {xq  y^  Zq)  zu  der 
»Stelle  (or,  y,  z)  gelangt.  Demnach  drückt  das  Integral  in  der  Form 
\t^  —  i*'©^  =  ^  —  ^0  nichts  anderes  aus,  als  den  in  Cap.  I.  §.  15. 
entwickelten  Satz  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung. 

16* 
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Die  Fnnctioa  €  wird  mit  Rücksicht  aaf  ihre  Bedeutung  för  die 
Theorie  der  E^äfte  die  Kraft efanetion  genannt.  In  Folge  einer 
nicht  gerade  sehr  glückKch  gewählten  Bezeichnung  Ton  Leibnitz,  deren 
Sinn  gleichfalls  erst  in  der  Theorie  der  Kräfte  erläutert  werden  wird, 
tührt  der  obi^ie  Satz  den  Namen  des  Princips  der  lebendigen 
Kraft;  zweckmiLsi^iger  dürfte  er  das  «^Princip  der  Arbeit"  heissen. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  JCdx  +  Ydy  +  Z/fr  =  0  ist,  welcher 
eintritt,  wenn  entweder  die  Beschleani^ng  Null,- also  X=  F=Z  =  0 
oder  normal  znr  Bahn  des  Punktes  iät,  redacirt  sich  U  anf  eine  C<'n- 
stante  and  bleibt  in  Folge  dessen  die  Geschwindigkeit  constant;  in 
diesem  Falle  nennt  man  das  Princip  Tielfach  „Princip  der  Erhäl- 
tun«;  der  lebendigen  Kraft." 

§.  6.  Die  Kraft  efanetion  U  ist  eine  Function  der  Coordinaten  a:,  y,  r; 
denkt  man  sich  die  Coordinaten  aller  Punkte  des  Raumes  in  sie  ein- 
gesetzt, so  nimmt  sie  rerschiedene  Werthe  an;  der  Werth  derselben, 
welcher  den  Coordinaten  eines  bestimmten  Punktes  entspricht,  heisst 
der  Werth  der  Elräftefunction  in  jenem  Punkte.  Im  Allgemeinen  ändert 
dieselbe  ihren  Werth  von  Punkt  zu  Punkt.  Alle  Punkte  des  Raumes, 
in  welchen  die  Kraftefunction  C  denselben  Werth  c  besitzt,  liegen  auf 
einer  Flache  T  =  c,  welche  eine  Niveau  flache  heisst.  Lüsst  man 
die  Constante  c  nach  und  nach  alle  Werthe  von  — oo  bis  +cx>  durch- 
laufen, so  erhält  man  die  ganze  Schaar  der  Niveanflächen  des  Problems. 
Die  Flächen  dieser  Schaar  schneiden  sich  im  Allgemeinen  nicht,  weil  son^t 
für  die  gemeinschaftlichen  Punkte  zweier  solcher  Flächen  U  zwei  ver- 
schiedene Werthe  annehmen  müsste,  nämlich  den  Werth  c,  welcher  der 
ersten  und  den  Werth  c  +  Jc^  welcher  der  zweiten  entspricht.  Du» 
»System  der  Xiveauriächen  erzeugt  daher  keine  Enveloppe  und  sind  zwei 
unmittelbare  Flächen  desselben  als  parallele  Flächen  anzusehen.  Durcli 
jeden  Punkt  des  Raumes  geht  im  Allgemeinen  eine  solche  Niveauflächc 
und  durch  sie  wird  die  Beschleunigung  eines  beweglicheii  Punktes  an 
jenem  Orte  bestimmt;  denn  die  Componenten  derselben  sind  die  Werth<\ 
welche  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Kraftefunction  U  in  jenem 
Orte  annehmen.  Sind  also  a*,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punktes,  so  i^t 
die  Beschleunigung 


^=/cf) +©'+©' 


und  ihre  Richtung  (Imn)  wird  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

cos  l  cos  m  cos  n  1 

iU  ~     ('U~  ~     vb     ^  ^(p   ' 
r'.>*  (1/  dz 

Wich    hinil    aber   die    Gleichungen    fiir    die   Richtung   der   Normalen    do 
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Niveanfläche  ü  =  c^  welche   durch  den  Punkt  x^  y^  z  geht.     Daher  be- 
steht der  Satz! 

Bei  jeder  Bewegung  eines  Punktes,  für  welche  eine 
Kräftefunction  existirt,  Jst  ^ie  Beschleunigung  des  beweg- 
lichen Punktes  in  jedem  Punkte  der  Bahn  normal  zu  der 
Niveaufäche,  welche  durch  denselben  hindurchgeht. 

Während  der^ bewegliche  Punkt  seine  Bahn  beschreibt,  geht  er  con- 
tiimirlich  von  einer  Niveaufläche  zur  anderen  über,  die  Richtung  seiner 
Geschwindigkeit  trifft  dabei  die  Niveaufläclie  im  Allgemeinen  unter  ver- 
änderlichem Winkel,  aber  die  Richtung  der  Beschleunigung  ist  immer 
senkrecht  zu  der  jedesmaligen  Niveaufläche.  Es  sei  (Fig.  90.)  MM'=(ls 
das  Bogenelement   der  Bahn    zwischen   zwei   unendlich  pj^.,  qq 

nahen  Niveauflächen,  MF  die  Richtung  der  Normalen 
in  31  und  iV  deren  Schnittpunkt  mit  der  zweiten  Ni- 
veaufläche  und  stelle  die  Länge  MF  die  Beschleunigung  " 
<p  dar.  Das  unendlichkleine  Dreieck  MNM'  ist  bei  N 
rechtwinklig,  mithin  ist  MN  die  l^rojection  des  Bogen- 
elementes  MM'  auf  die  Richtung  der  Beschleunigung  und 
folglich  MF  •  M  N  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung.    Daher  ist 

rf.^p^  =  q>^  MN  =  du, 

d.  h.  Beim  Uebergange  des  Punktes  von  einer  Niveaufläche 
zur  unmittelbar  folgenden  ist  die  Aenderung  des  halben 
Quadrates  der  Geschwindigkeit  proportional  der  Dicke  der 
Schicht  zwischen  beiden  Niveauflächen,  gemessen  in  der 
Richtung  der  Normalen  des  Punktes,  von  welchem  aus  der 
Uebergang  erfolgt;  diese  Aenderung  ist  von  der  Richtung, 
in  welcher  der  Punkt  die  Schicht  durchdringt,  unabhängig. 
Die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  'ist  der  Dicke  der 
Schiebt  direct,  die  Beschleunigung  ihr  umgekehrt  pro- 
portional. 

Die  Gleichung         ^„^  -  ^v,-^  =  u  -  U, 

zeigt,  dass  die  Geschwindigkeit  v  jedesmal  denselben  Werth  annimmt, 
sobald  dies  mit  der  Kräftefunction  der  Fäll  ist.  So  oft  daher  der 
bewegliche  Punkt  im  Laufe  seiner  Bewegung  dieselbe  Ni- 
veaufläC'he  erreicht,  hat  er  auch  immer  dieselbe  Geschwin- 
digkeit. Wenn  also  der  Punkt  von  einer  Stelle  3Iq  zu  einer 
Stelle  M  gelangt,  so  ist  die  erlangte  Geschwindigkeit  von 
der  Länge  und  der  Form  des  Weges,  auf  welchem  er  dahin 
gelangt,  unabhängig. 

§.  7.  Man  kann  eine  Reihe  von  Fällen  von  vornherein  bezeichnen, 
in  welchen  eine  Kräftefunction  existirt,  also  Xdx  +  Ydy  +  ^^^  ein 
vollständiges  Differential  ist.     Sie  sind  folgende: 
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1)  Wenn  die  Richtung  der  Beschleunigung  zu  einer  festen  Ebene 
senkrecht  und  ihre  Grösse  eine  Function  der  Entfernung  des  beweg- 
lichen Punktes  von  dieser  Ebene  ist.  Sind  nämlich  er,  ß^  y  die 
Winkel,  welche  die  Beschleunigungsrichtung  mit  den  Axen  bildet 
und  ist  Q  der  Abstand  des  Punktes  Xy  y^  z  von  der  gegebenen  Ebene 
X  cos  a  +  y  ^ö5  /J  +  r  cos  y  —  p  =  0  so  hat  man  X  =  f{fi)  cos  er, 
Y  =  f  {fi)  cos  ßy  Z  =  f{Q)  cos  y,  mithin  ^ 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  f{Q){cosa  •  dx  +  cosß  •  dy  +  cosy  •  dz\  . 

Es  ist  aber  —  g  =  x  cos  a  +  y  cos  ß  +  z  cos  y  —  p,  mitbin 
cos  tt  '  dx  '\'  cos  ß  -  dy  +  cos  y  •  dz  =  —  dg  und  daher  weiter 
Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  -^  f  (g)  dg  ein  vollständiges  Differential  von 
ü=  — ff{Q)dQ  =  0{^)  +  h.  Die  Niveauflächen  sind  in  dem  vorliegenden 
Falle  Ebenen,  parallel  der  gegebenen  Ebene.  Denn  aus  ^  (p)  +  ä  =  Coust. 
folgt  Q  =  C  d,h,  X  cos.cc  +  y  cos  ß  +  z  cos  y  —  p  =.  C. 

2)  Ein  spezieller  Fall  des  vorigen  allgemeineren  verdient  besondere 
Erwähnung,  nämlich  der  Fall,  das»  die  Beschleunigung  constant  it»t 
nach  Richtung  und  Grösse,  wie  dies  bei  der  Beschleunigung  der  Schwere 
eintritt.  Wählt  man  die  Richtung  der  Beschleunigung  zur  Richtung  der 
positiven  z-Axe  und  bezeichnet  ihre  Grösse  mit  <;,  so  wird  -Y  =  ^\ 
r  ==  0,  Z  =  g,  du  =  gdz,  ü  =  gz  +  h,  U  —  U^  =  g{z  --  r  , 
^v^  —  •J'^ü^  =  Ö'C^  —  *ü)'     ^^®  Niveauflächen  sind  Ebenen  z  =  c, 

3)  Die  Beschleunigung  ist  fortwährend  nach  einem  festen  Centmm 
gerichtet  und  eine  Function  der  Entfernung  des  beweglichen  Punkto 
von  diesem.  Sind  die  Coordinaten  jenes  Centrums  a,  fr,  c,  die  des  be- 
weglichen Punktes  x,  y,  z  und  ist  r  die  Entfernung  beider,  so  dasa 
r'^  =  (x—  aY  +  {y  —  by  +  {z  —  c)\   so   wird  Xdx  +    Ydy  +  Zdz 

=  —  -F(r)  i  -   dx  H dy  +  "         rfzl,  oder  da  rdr=  (jr— «  fix 

+  (y  —  b)  dy  +   {z  —  c)  dz   ist,     Xdx  +    Y  dy  +  Z  dz   =   F  {^r^  dr^ 
r  =  —f  F{r)dr  =  0{r)  +  h.     Die  Niveauflächen  sind  Kugeln  r  =  t\ 
beschrieben  um  das  Centrum,  durch  welches  die  Richtung  der  Besohlen- 
Fif?.  91.  uigung  hindurchgeht.    Ist  die  Beschleunigung  nicht  nacb 

jgf  dem  Centrum  hin,  sondern  von  diesem  ab  gerichtet, 
so  genügt  eine  Aenderung  des  Zeichens  vor  F(r).  Miin 
erhält  dieselben  Resultate  direct  aus  Fig.  91.,  in  welcher 
0  das  feste  Centrum,  MAf  =  ds  das  Bogenelement  der 
Bahn  ist.  Die  Projection  M  N  desselben  auf  die  Bescbleu- 
nignngsrichtung  ist  MN  =  dr  und  folglich  die  Elementsr- 
arbeit  bei  wachsendem  r  gleich  —  F{r)dr.  Diese  wird  aber  nach  dem 
Früheren  durch  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  dargestellt. 

4)  Die  Beschleunigung  ist  die  Resultante  mehrerer  anderer  Be- 
schleunigungen,   welche   nach    festen  Centris   gerichtet  sind.     In  diesem 
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Falle  bildet  sich  Xdx  +    Ydy  +  Zdz  aus    einer   Summe   +  F  {r)  dr 

+  F^  (r^)  rfr,  4:  ...  =  1^  +  -^W  ^^  >  8-  ^• 

Bevor  wir  zur  Entwickelung  der  übrigen   Principe   der  Bewegung 

fortschreiten,  wollen  wir  zunächst  eine  Reihe  von  Problemen  der  krumm- 
linigen Bewegung  behandeln  und  an  ihnen  die  Anwebdung  der  Principe 
der  Flächen  und  der  lebendigen  Kraft  erläutern. 

§.  8.  Die  parabolische  Bewegung  eines  Punktes.  Ein  Punkt  ist  einer  Be- 
schleunigung von  constanter  Grösse  und  Richtung  unterworfen; 
seine  Anfangslage,  sowie  seine  Anfangsgeschwindigkeit  und  deren 
Richtung  sind  bekannt;  welches  wird  die  Beschaffenheit  seiner  Be- 
wegung sein? 

Dieser  Bewegung  folgt  ein  Punkt,  welcher  unter  gegebener  Neigung  gegen 
den  Uorixont  im  leeren  Räume  geschleudert  wird.     Da  die  Allgemeinheit  der  Un- 
tersQchung  nicht  dadurch  beeinträchtigt  wird,  so  wollen  wir  die  spezielle  Voraus- 
setzung eines  schweren  Punktes  dem  Folgenden  zu  Grunde  PI     gg. 
legen.    Es  sei  also  die  Beschleunigung  9  gleich  der  vertikal         y 
abwärts  gerichteten  Beschleunigung  g  der  Schwere  und  bilde           1 
ferner  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  ™^^  dem  Horizonte  den 
Winkel  a.     Die  Anfangslagd  M^^  des  beweglichen  Punktes 
sei  der  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems  der 
X,  y,  z  und  zwar  sei  die  or^-Ebene  die  Yertikalebene,  welche      j| 
die  Richtung  von  Vq  enthält,  die  y-Axe  vertikal  und  positiv      y 
nach  oben  gerichtet,  die  x-Axe  sei  der  horizontale  Sehen-    7< 
kel  des  Winkels  a  und  die  z-Axe  also  gleichfalls  horizontal  (Fig.  92.).    Die  Com- 
ponenten  der  Beschleunigung  (p   sind  demnach  X  =  0,   V  =s  —  g^   Z  =  0  und 
die  Gleichungen  der  Bewegung: 

d^x  tPy rf*z    

rf7»~"""'  dl^~  ^'  Si«"  ■"  "• 

Die  Integration  derselben  ergibt  unmittelbar 

dx  w^  dy  ^  dz 

X  =  c,  +  /),/,         y  =-  c^  +  D^t-  yt*,        =  =  ^3  +  />3'. 

Sind  nun  a,  b,  0  die  Componenten  VQCosce^  v^gince^  0  der  Anfangsgeschwindigkeit, 
so  liefern  die  Bedingungen 

a?  =  y  =  z  =  0,    r*=sfl,    üy  =  ft,     üs=Ofür/==0 

zar  Bestimmung  der  6  Constanten  C^,  C,,  Cg,   /),,  />{,  D^  die  Gleichungen 

und  damit  als  Lösung  des  Problems  das  Gleichungssystem: 

X  ^^  at  vx  =  a 

y^bt  —  ^gt^  vy^b  —  gt 

'z  =  0  i»r  =  0  . 

Ans  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  nachstehende  Folgerongen: 
1.  Die  Bewegung  erfolgt  in  der  durch  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindig- 
keit geführten  Yertikalebene.  Denn  es  ist  für  jeden  Werth  von  t  die  Coordi- 
n%Xe  2  =  0.  Die  Horizontalprojection  der  Bewegung  ist  eine  gleichförmige  gerad- 
linige Bewegung  von  der  Geschwindigkeit  a  =  Vq  cos  a;  die  Projection  der  Be- 
legung auf  die  Vertikale  ist  gleichförmig  veränderlich. 
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2.  Die  Gleichung  der  Bahn,   welche   man  durch  Elimination  von  /  zwischen 
den  Ausdrücken  für  x  und  y  erhält,  ist 


Fiff.  93. 


X 


t 


—  j?4-2-y  =  0. 
9  9 


Die  Bahn  ist  daher  eine  Parabel  (Fig.  93.\ 
welche  die  Horizontale  der  Anfangslage,  näm- 
lich  die  x-Axe,    in    den  Punkten  o;  =»  0  und 

o:  =  —  -  schneidet.     Die   .\xe   der   Parabel  ist 

9 
vertikal  und  ihr  Scheitel  hat  dio  Coordiuatcn 


_  ab 
9 


^0=  . 


h^ 


^9 


wie  man  erkennt,  wenn  man  die  Gieichun)^  auf 
die  Form 

bringt.     Verlegt  mau  daher  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  den  Scbeiul 
und  kehrt  den  positiven  Sinn  der  y-Axe  um,  d.  h.  setzt  man  x  -f- 


und 


9 


(.'-D 


29 


an  die  Stelle  von  x  und  ^,  so  erhält  man  als  Scheitelglcichuug  der  Parabel: 

,        2«« 
ar*  = y , 

9 

2  a* 
Der  Parameter  der  Parabel  ist  demnach und  da  die  Directriz  um  den  viertln 

9 
Theil  des  Parameters  vom  Scheitel   absteht,   so  läuft  sie  in  der  Höhe  y«  -f 

n^  4-  A*       ü  • 
=  =  J    mit  der  Tlozizontalen  parallel.     Da  diese  Höhe  blos  von  r«,  nuht 

2g  2y 

über  von  der  Neigung  a  von  »^  gegen  den  Horizont  abhängt,  so  folgt,  dass  allf 

Parabeln,  welche   von   demselben  Anfangspunkte   aus  mit  derselben 

Anfangsgeschwindigkeit  unter  den  verschiedenen  Wurfwinkeln  v«» 

einem  schweren  Punkte   beschrieben  werden   können,  die   Directrii 

crcmein  haben.    Die  Höhe  ^     der   Diroctrix    über    dem    Horizonte   i»t 

die  Höhe,   zu  welcher  der    bewegliche   Punkt  vermöge   der  Anfangs- 
geschwindigkeit Vq  vertikal  aufsteigen  könnte. 


Setzt  man  Ä  =  ^  -  .      /*    = 


h  =  ;"   ,     wo   //,  V,   A    die   drei  Hölt^  n 
"9 


2.9  '  8ff  ' 

bezeichnen,  zu  welchen  der  Punkt  vertikal  aufsteigen  könnte  mit  den  Gci»cli«Mii- 

digkeitcn  //,  h  und  t'o,   so  erhält  man  für  die  Entfernung,  in  welcher  der  PoiAt 

die   Horizontale  der  Anfangslage  trifft,    oder  die  Wurfweite  m*,    für  die  H«h< 

^u  =  //'  des  Scheitels    über    dem  Horizonte,    oder    die   Wurf  höhe,    den    V^rx- 

metcr  2p  der  Parabel  und  die  Höhe  A  der  Directrix  die  Formeln: 

1»  =  =  2  /  /<  /<  ,     h    =  T-  1     »  =  -  =  2«  ,       Ä  =  A  -4"  A  . 

9  '^9  9 

4.  Qnadrirt  und  addirt  man  die  Ausdrücke  Vx  =^  a,    v^  =3  6  —  gi^    so  erhui 

man  für  die  Geschwindigkeit  v  mit  Rücksicht  auf  Vq^  =  a'^ -\- b*  und  y^bi —  l*;'^- 

Je*  — 4"o'=  -  ^y- 
Diese  Gleichung  spricht  das  Priucip  der  lebendigen  Kraft  ans;  nach  §.  7.  exi^tin 
nämlich  eine  KrUftefunction.     Sie  ist  U  =  —  gy  -\-  C,  da  wegen  .\'  sa«  0,   i'=»  -    . 
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2=0,  du  =  —  gdy  wird.  —  gdy  drückt  die  Rlementararbeit  iind  —  gy  dio 
totale  Arbeit  der  Schwere  längs  des  Weges  von  der  Ordinate  Null  bis  zur  Ordi- 
nate y  aus.  Die  Elementararbeit  — gdy  ist  negativ,  so  lange  der  Punkt  steigt, 
positiv,  während  er  fällt,  denn  im  ersteren  Falle  ist  dy  positiv,  im  letzteren  ne- 
gativ. Die  Niveauflächen  des  Problems  sind  Horizontalebenen  und  in  den  beiden 
Schnittpunkten  einer  jeden  derselben  mit  der  Bahn  besitzt  die  Geschwindigkeit 
gleichen  Werth,  wenn  "Stuch  verschiedene  Richtung.    Schreibt  man  die  Gleichung 

der  lebendigen  Kraft  in  der  Form:  ü'  =  2^(^  —  y)  =  2^  (Ä  —  y),   so  erkennt 

man,  dass  die  Geschwindigkeit  in  den  einzelnen  Pu'nkten  der  Bahn 
dieselbe  ist,  als  ob  der  Punkt  von  derDirectrix  bis  zu  der  betreffen- 
den Stelle  der  Bahn  gefallen  wäre. 

4.  Die  Flugzeit,  d.  h.  die  Zeit,  während  welcher  die  Ilorizontalprojection 

des  beweglichen  Punktes  die  Wurfweite  tu  =■  zurücklegt  und  zu  deren  Ende 

der  Pankt  auf  die  liorizontalebene  der  Anfangslage  auffällt,  wird  erhalten,  indem 
man  w  durch    die   Geschwindigkeit  a  der  Horizontalprojection  dividirt.      Sie   ist 

demnach  /;,  =»  —  s=  — -  sin  a^     also    dem    Sinus    des    Elevationswinkels 
9  9 

proportional. 

Um  die  Flugzeit  bis  zum  Auffallen  des  Punktes  auf  eine  durch  die  Anfan^r"- 
lage  senkrecht  zur  Bahnebene  und  gegen  den  Horizont  unter  einem  Winkel  ß 
gefäbrten  Ebene  zu  finden,  hat  man  zu  combiniren  die  Gleichungen: 

y  =  a:tgß,        x==^at,        y=^bt  —  \gi^^ 

woraus  die  gesuchte  Zeit  /j  folgt,    nämlich  /j  = ,  welche  mit  Hülfe  vou 

a  =  v^costty  h  =  UQüina  auf  die  Form 

*         g         cosß 
gebracht  werden  kann. 

5.  Für  die  Wurfweite  w  erhielten  wir 

2aA        Wo'     .   « 
to  =  =  -     8m2a. 

ü  0 

Bei  constantem  Vq  wird  dieselbe  ein  Maximum   für  2a  =  ^xr,    d.  h.  für  a  =»  |^. 

Kür  zwei  Winkel  a' und  a",  welche  sich  zu    -  ergänzen,  ergeben  sich  gleich  grosso 

Worfweiten.     Denn  wenn  a  +  a"  =  ^w,  so  wird  sinia  =  sin 2{\n  —  a")  =  sin2a'. 

Für  die  Wurfweite  w^  auf  einer  unter  dem  Winkel  ß  gegen  den  Horizont  ge- 
neigten Ebene  y=^xtgß,  erhält  man,  wenn  .r|  die  Abscisse  des  Punktes  ist,  in 
welchem  diese  Ebene  von  der  Flugbahn  getroffen  wird: 

wi  =  - — Tf  ; 
cos  p 

J*j  ergibt  sich   aber  durch  Elimination  von  t  ans  den  Gleichungen  unter  Nr.  4.; 

"^°^*^^  2V  cosasin(a-ß) 

(j  cosß 

nud  hiermit  wird  2»««   cosecsin(a  -  ß) 

H).  =  —       •  — — 

g  cos*  ß 

Diese  Grösse  wird  bei  constantem  Vq  ein  Maximum  für 
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Die  Richtung  dieses  Wurfes  bildet  mithin  mit  der  Vertikalen  den  Winkel 
^n  —  a  =s  -^Hn  —  ß)  nnd  halbirt  also  den  Winkel,  welchen  die  geneigte  Ebene 
mit  der  Vertikalen  bildet 

Für  zwei  Winkel  a  nnd  a\  welche  sich  an  -^x  -f-  ß  ergänzen,  werden  die 
entsprechenden  Wurfweiten  gleich  gross.  Denn  ans  a  -{-  a"  sst  ^n  -}-  ß  fol^rt 
cosa"  =»  cotUn  +  ß  —  «')  =  sin (a  —  ß)  und  sin  (a"  —  ß)  =»  sin {\n  —  a)  =  eosa\ 
mithin  cosa"  sin{a'  —  ß)  ==  cosa  sin  {a  —  ß)  u.  s.  w.  Von  beiden  Winkeln  Hegt 
der  eine  um  ebensoviel  über  jenem  Maximalwerthe  ^ir  -f"  \ßt  *1*  ^^^  andere 
unter  demselben ;    denn    aus  a'  +  a"  =  -J  jt  +  /J    folgt  auch  a*  —  (J *  +  i  P ' 

=  (i»  +  -ift  -  «'. 

6.  Um  den  Elevationswinkel  a  zu  finden,  unter  welchem  der  Wurf  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  Oj  erfolgen  muss,  damit  ein  bestimmter  gegebener 
Punkt  erreicht  werde,  dienen  folgende  Bemerkungen.  Liegt  znn&chst  der  ge- 
gebene Punkt  in  derselben  Horizontalen  mit  der  Anfangslag'e  in  der  Entfemong  a 
Yon  ihr,  so  folgt  a  aus  der  Gleichung 


Po 


t 

"  sin  2  a  =»  a. 

0 


Dieselbe  lasst  die  beiden  Lösungen  zu  a  =^  \a^  und  \{n  —  ap),  wo  Oq  «=  Aresin  ^  ^ 


n. 


Die  beiden  Richtungen,  die   eine  steil,  die   andre  flach,  unter  welchen  der  be 
wegliche   Punkt  den  gegebenen  trifft,  sind  gleich    geneigt    gegen    die   Richton;: 
a  s=  \n  der  grössten  Wurfweite. 

Liegt  der  zu  treffende  Punkt  nicht  im  Horizonte,  sondern  irgendwo  ander«, 
so  lege  man  durch  ihn  und  die  Anfangslage  eine  Gerade,  welche  gegen  die  Ho- 
rizontale unter  dem  Winkel  ß  geneigt  sein  möge,  dann  folgt  a  aus  der  Gleichnn; 

2t;„*   cosasin{a  —  ß)  - 

g  cos^  ß 

wenn  a  wieder  die  Entfernung  von  der  Anfangslage  bedeutet.  Auch  diese  Glei- 
chung lässt  zwei  Lösungen  a\  a"  zu,  für  welche 

'  .  /   *       o\  »*.,»*       Q^        ag  cos^ß 

cosa  stn{a   —  p)  =*  cosa  sin  («    —  p)  «*  -^ — r~ 

und  welche  die  unter  5.  erwähnte  Eigenschaft  besitzen.  Um  sie  wirklich  dar- 
zustellen, wollen  wir  aber  lieber  die  Coordinaten  des  zu  treffenden  Punktes  ein- 
führen.  Sind  diese  x,  y,  so  wird  dieser  Punkt  erreicht,  sobald  x^  y  der  Gleichanj: 
der  Flugbahn  genügen.  Stellen  wir  daher  die  Gleichung  unter  Nr.  2.  so  dsr, 
dasR  wir  a,  b  und  Vg  durch  a  und  h  ausdrücken,  wodurch  sie  die  Form  annimmt 
sec*  «  •  »r*  —  4Ä  /^  a  •  X  +  4Ay  =sr  0/  und  lösen  sie  nach  tang  a  auf,  so  kommt 


tga  ^  ^  (^h±  y4h{h—y)-x*)  . 


Für  4Ä  (Ä  —//)  —  x^  <^0  ist  der  Punkt  nicht  mehr  zu  erreichen ;  die  änsserstcc 
Lagen,  für  welche  er  noch  erreichbar  ist,  sind  die  Punkte  der  Parabel 

4Ä(A  —  y)_ar«=»0. 
Für  Punkte  dieser  Grenzcurvc  fallen  die   beiden  Wurfrichtungen  in  eine  zusam 
roen.    Durch  Verlegung  des  Coordinatenursprungs  um  die  Grösse  h  in  der  Richtnnc 
der  y  um  Umkehrung  des  Sinnes  der  y-Axe  nimmt  diese  Gleichung  die  Form 

an.      Man   erkennt  daraus,   dass  der  Scheitel  der  Grenzparabel,  welche   die  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  erreichbaren  Punkte  (x,  y)  von  den  nieht  erreich 
baren  scheidet,  in  der  Höhe  h  vertikal  über  der  Anfangslage,  also  in  der  gemein 
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f^amen  Directrix  aller  Flugbahnen  nnd  der  Brennpunkt  in  der  Anfangslage  selbst 
jiich  befindet.    Ihr^ Parameter  ist  4A. 

7.  Die  sämmtlichen,  den  verschiedenen  Elevationswinkeln  a  entsprechenden 
P«rabeln  bilden  eine  Enveloppe,  welche  nichts  anderes  ist,  als  die  eben  er- 
wähnte Grenzparabel.  Nach  der  Theorie  der  Enveloppen  findet  man  die  Gleichung 
dieser  Curve,  indem  man  die  Gleichung  der  Parabel 

see^a  •  «•  —  4ä  /^ra  •  a:  -}-  ^^y  =  0 

nach  dem  individualisirenden  Parameter  fga  differentiirt  nnd  aus  ihr  und  der  da- 
durch zu  gewinnenden  Gleichung  a  eliminirt.    Diese  Differentiation  liefert 

iga  —  2Äa?  =  0 
imd  die  Elimination  von  iga  führt  zu   derselben  Gleichung  4A(/i  —  y)  —  x*  =  0, 
wie  oben  unter  Nr.  6.     Der  eben  benutzte  Satz   über  die  Bil-  Fi^.  .u4. 

dang;  der  Gleichung  der  Enveloppe  einer  gegebenen  Curven- 
schaar  ergibt  sich,  wie  folgt.  Es  sei  f(ß:,f/fC)  =»  0  die  Glei- 
cbaog  einer  Cnrve  C  (Fig.  94.),  deren  Lage  und  Gestalt  von 
einer  Constanten  c  (Parameter  im  weitem  Sinne  genannt) 
abhängt;  man  erhlllt  hieraus  die  Gleichungen  aller  einzelnen 
Carren  der  ganzen  Curverschaar  (C),  indem  man  c  conti- 
Quirlich  alle  Werthe  durchlaufen  lässt.  Die  Gleichung  einer 
dem  Werthe  c  +  -^  c  entsprechenden    Curve  C  ist  demnach 

fi^i  y,  e  -\-  ^c)  =  0  und  das  System  {/(a:,  y ,  0  =  0,        f{x,  y,  c  -f  Je)  =  o} 

kann  dazu  dienen,  die  Coordinaten  x^  y  der  ^urchschnittspunkte  der  Curven  C^  C 
als  Functionen  von  a  und  z/a  darzustellen.  Lässt  man  nun  ^c  ohne  Ende  ab- 
nehmen, so  geht  C  \Vi  C  über  und  dabei  nehmen  die  Schnittpunkte  eine  bestimmte 
Grenzlage  auf  C  an.  Die  dieser  entsprechenden  Qrenzwerthe  der  Coordinaten 
erbalt  man,  indem  man  in  dem  Systeme  die  zweite  Gleichung  durch  die  äquiva- 
lente Combination  i^^y '  .^h_L:Y.  J^ß  ST^^J^^^l^A  =  o  ersetzt  und  ^r  verschwin- 

den  lässt.    Demnach  stellt  das  System 

f{x,y,c)  :=  0 

^/"ja?.  .V, /-J  ^  Q 
de 

diese  Coordinaten  als  Functionen  von  a  dar.  Eliminirt  man  also  r,  so  erhält 
nian  die  Gleichung  des  geometrischen  Orts  der  continuirlich  aufeinanderfolgenden 
>choittpunkte  der  einzelnen  Curven  der  ganzen  Schaar  oder  die  Gleichung  der 
soj^enannten  Enveloppe  der  Schaar.  Die  Enveloppe  berührt  sämmtliche  Curven 
Charakteristiken)  der  Schaar.  Denn  zwei  aufeinanderfolgende  Punkte  sind  die 
^'chnittpnnkte  der  Charakteristik  mit  der  nächstvorhergchenden  und  nächstfolgen- 
den Charakteristik  und  ihre  Verbindungslinie  ist  Tangente  der  Charakteristik, 
▼eil  sie  anf  dieser,  und  zugleich  Tangente  der  Enveloppe,  weil  sie  auf  jener 
(ebenfalls  liegen.  Die  Tangente  ist  also  der  Enveloppe  und  der  Charakteristik 
{gemeinschaftlich  oder' beide.  Curven  berühren  sich. 

8.  Die  Anfangslage  Mq  des  beweglichen  Punktes,  welche  allen  den  ver- 
s^'hiedenen  Elevationswinkeln  a  entsprechenden  Parabeln  gemein  ist,  steht  von 
allen  Brennpunkten  derselben  ebensoweit  ab,  als  von  ihrer  gemeinsamen  Directrix, 
ndmlich  um  die  Strecke  h.  Daher  ist  der  Ort  aller  Brennpunkte  ein  um  die  An- 
fangslage mit  h  als  Radius  beschriebener  Kreis  (8.  Fig.  93.). 

9.  Die  Coordinaten  des  Scheitels  einer  beliebigen,   dem  Winkel  a  entspre» 

'Kunden  Parabel  sind  nach  Nr.  2. :  j:  =  — ,     y  =  4  -     oder,    wenn  man  n  und 

9        '  9 
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b  durch  h  and  a  ansdrückt:  x  =  2Am2a,  y  =^  h  sh^a.  Mit  Zuhülfenahme  der 
Relation  \{\  —  cos  2  a)  =  sini^  a  erhält  man  hieraus,  indem  ^an  die  Quadrat- 
summe von  sin  2  a  und  cos  2  a  gleich  Eins  setzt,  d.h.  a  eliminirt,  die  Gleichuiij 
des  Ortes  der  Scheitel  sämmtlicher  Parabeln»  nämlich 

VA/   ^      (I/O*  ' 

derselbe  ist  mithin  eine   Ellipse,   deren   Mittelpunkt    in    der  IIi>he    \h  über  der 

Anfangslage  Mq  liegt  und   welche   eine  horizontale   Ilauptaxe  von  der  Län^e  'Ih 

und  eine  vertikale  Hauptaxe   gleich  /i  besitzt.    Diu  Schejtel   an  den   Enden  der 

n  3« 

horizontalen  Hauptaxe  entsprechen  den  Würfen  a  =  —   und    a  =» 

4  4 

10.  Denkt  man  sich  von  0  aus  in  einer  Vertikalebene  unter  allen  möglich*  u 
Winkeln  a  continuirlich  hintereinander  Punkte  mit  der  Geschwindigkeit  p^  an> 
geworfen,  so  erhält  man  alle  Parabeln  der  ganzen  Schaar  zugleich,  wie  eiii- 
Stralengarbe ,  welche  von  einer  grösseren  Grenzparabel  umhüllt  wird.  Erfolirt 
dies  zugleich  in  allen  Vertikalebenen  des  Punktes  0,  so  entsteht  das  PhänomtD 
einer  idealen  Fontaine.  Die  äussere  Figur  derselben  ist  das  Paraboloid,  weicht» 
durch  Rotation  der  Grenzparabel  üra  die  Vertikale  gebildet  wird  und  die  Scheit i-l 
aller  Parabeln  liegen  auf  einem  Rotationsellipsoid  um  dieselbe  Axe,  des^^i* 
Acquator  die  ITöhe  der  Fontaine  halbirt. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Vertikalebene,  welcher  unter  dem  Wiu- 
kel  a  ausgeworfen  wurden,  haben  nach  der  Zeit  I  die  Werthe  x  s=s  p^  cos  a  i, 
y  =s  VfiSina'  t —  \gi^\  eliminirt  man  hieraus  a,  so  erhält  man  für  den  Ort  aÜT 
unter  den  verschiedenen  Winkeln  a  in  der  Vertikalebene  gleichzeitig  abgetan 
gonen  Punkte  zur  Zeit  t 

^'  +  (*  +  {üC?  =  KO'; 

der  Ort  dieser  Punkte  ist  mithin  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  vertikal  unter  >/ 
im  Abstände  ^gl"^  liegt  und  einen  Radius  Oq  /  besitzt.  Reide  Gri'issen  sind  T«n< 
der  Zeit  abhängig,  der  Mittelpunkt  sinkt  von  Mq  aus,  wie  ein  schwerer  riniU 
und  der  Radius  wächst  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  Vg.  Da  diesdt' 
Betrachtung  für  alle  Vertikalebenen  gilt,  so  folgt,  dass  alle  Punkte,  welclu  k> 
gleicher  Zeit  von  0  ausgeworfen  werden,  fortwährend  auf  einer  veränderlich" 
Kugelfläche  liegen,  deren  Mittelpunkt  wie  ein  schwerer  Punkt  sinkt,  während  ihr 
Radius  gleichförmig  wächst. 

11.  Lässt  man  den  Elevationswinkel  a  constant,  aber  die  AnfangsgescbvMii 
digkeit  Vq  variireu,  so  kann  eine  der  vorstehenden  Untersuchung  coordinirw 
Untersuchung  geführt  worden.  Von  dieser  heben  wir  nur  einige  GesichUpanki^ 
heraus. 

Eliroiuirt  man  aus  den  Gleichungen  für  die  Coordinaten  des  ScheitcN  ii<r 
Flugbahn,  nämlich 

j7  =  2  A  SIR  2  a ,        y  ^^  h  siu^  a 

die  Grösse  h  und  damit  also  die  Anfangsgeschwindigkeit  Oq,  so  ergibt  sich 

y  =  ^Iga.x, 

d.  h.  der  Ort  der  Scheitel  aller  Bahnen,  welche  der  bewegliche  Punkt' unter  cot. 
stantem  Elevationswinkel  mit  den  verschiedenen  Anfangsgesohwindigkeiten  ^•- 
schreiben  kann,  ist  eine  durch  die  Anfangslage  gehende  Gerade,  welche  die^eiti- 
kalen  Strecken  zwischen  der  Horizontalen  der  Anfangslage  und  der  Richtung  d»  r 
Anfangsgeschwindigkeit  halbirt,  so  dass  also  die  Uorizontalü  und  die  Wurfriclitim:. 
die  Sclicitelgerado  und  die  Vertikale  vier  harmonische  Stralen  sind. 
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Die  Coordinaten  eines  Brennpunktes  sind 

y  =  h  sin^a  —  hcos^a  =  —  hcos  2  a. 

Die  Elimination  von  h  liefert  hier 

y  =x  coig  2a  •  x, 

(1.  h.  der  Ort  aller  Brennpunkte  ist  gleichfalls  eine  durch  die  Anfungsla^  gehende 
Gerade. 

12.    Viele   von    den   bisher    analytisch    entwickelten    Resultaten    kann    man 

liicht  auf  geometrischem  Wege  gewinnen ,  wie  folgt. 

■ 

Es  sei  Mq  (Fig.  95.)  die  Anfangslage,  HD  die  gemeinschaftliche  Directrix  aller 

Parabeln,  welche    derselben  Anfangsgeschwindigkeit  »o   =  J^2  g  •  Mq  H    cntspre- 
eben,  ond  F  der  Brennpunkt  ir- 
gend einer  dieser  Cnrven,  der  also  ,  »ff-   *>• 
wegen  M^  F  =*  Mq  H  auf  dem  um 
\  mK  M^H  ^=^  h  beschriebenen 
Kreise  sich  befindet.   Die  Parabel, 
d<:rc'n  Brennpunkt  /*  ist,  schneidet 
dne  Gerade  M^G  in  einem  Punkte 
.V,  dessen  Abstände  vom  Brenn- 
pankte  and  der  Directrix  gleich 
«md,»odassilf^'=AfA'.  Der  Punkt   * 
.V  ist  daher  der  Mittelpunkt  eines 
Kreises,  welcher  die  Directrix  be- 
rührt and  durch  F  geht,  während 
V  selbst  in    der    Geraden    M^  G 
Hegt.    Da  ein  solcher  Kreis  den 
Ort  der  Brennpankte   im   Allge-  ^*'' 
meinen  in   xwei    Punkten   F^   F* 

schneidet,  so  gibt  es  noch  einen  zweiten  Brennpunkt  F*  und  also  auch  noch  eine 
zweite  Parabel ,  welche  Mq  G  in  demselben  Punkte  M  schneidet.  Rückt  der 
Pookt  M  anf  der  Geraden  Mq  G  weiter  von  Mq  weg,  so  nimmt  MN  ab ;  der  äusserste 
Paukt  i)f|  der  Geraden  MqG.,  welcher  also  von  einer  Parabel  noch  erreicht  werden 
kann,  mnsB  die  kürzeste  Entfernting  von  dem  Ortskreise  der  Brennpunkte  haben. 
Dieser  kürzeste  Abstand  fällt  aber  in  die  Gerade  Mq  G  selbst.  Daher  ist  der 
•"Schnittpunkt  Fq  von  Mq  G  mit  dem  Orte  der  Brennpankte  der  Brennpunkt  derjenigen 
Parabel,  welche  auf  MqG  die  gr'össte  Wurfweite  MqMi  bestimmt.  Hierfür  fallen 
die  Pankte  /',  F'  in  Fq  zusammen  und  geht  der  Kreis  NFF'  in  den  Berührungs- 
kreis  der  Directrix  und  des  Ortes  der  Brennpunkte  über,  dessen  Mittelpunkt  auf 
l/o(r  liegt.  Da  die  Tangente  MqTq  dieser  Parabel  den  Winkel  zwischen  dem 
BAdiosvector  Mq  Fq  des  Berührungspunktes  und  dem  durch  diesen  gezogenen  Dia- 
meter  HMq  halbirt,  so  ergibt  sich,  dass  die  Richtung  des  Wurfes,  welchem  die 
.Trisste  Wurfweite  auf  MqG  entspricht,  den  Winkel  halbiren  muss,  den  MqG  mit 
'ler  Vertikalen  MqH  bildet.  Ebenso  halbiren  die  Richtungen  MqT^  MqT*  je  zweier 
Würfe,  welche  in  demselben  Punkte  M  die  Gerade  MqG  treffen,  die  Winkel  I/MqF 
QDd  HMqF'\  hieraus  folgt,  dass  sie  gleichgeneigt  sind  gegen  die  Richtung  MqTq 
des  weitesten  Wurfes. 

Denkt  man  sich  jetzt  durch  Mq  alle  Geraden  MqG  gezogen  und  bestimmt 
anf  jeder  von  ihnen  den  Punkt  M^  der  grössten  Wurfweite,  so  bilden  die  Punkte 
•Vj  den  Ort  der  äussersten,  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  noch  erreich- 
baren Pankte.     Die  Punkte   M^   sind   aber  die  Mittelpunkte  aller  Kreise,   welche 


T^-= 
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die  Directrix  und  den  Ort  der  Brennpunkte  berühren.  Zieht  man  daher  in  dem 
Abstände  HJ  =»  HM^  die  Gerade  JE  parallel  mit  der  Directrix  HDy  so  stehen  die 
Punkte  M^  von  M^  und  dieser  Geraden  gleichweit  ab.  Daher  ist  der  Ort  (.V, 
eine  Parabel,  welche  die  Vertikale  My^J  zur  Hauptaxe,  HD  zur  ScheiteltangeDt« 
und  Mq  zum  Breifnpunkte  hat.  Diese  Parabel  berührt  die  einzelnen  darch  die 
Punkte  M\^  gehenden  Parabeln,  denn  ihre  Tangenten,  sowie  die  Tangente  jener 
in  M^  halbiren  den  Winkel   M^M^S^  oder  FqM^N^, 

Mit  Hülfe  ähnlicher  Betrachtungen  kann  man  leicht  eine  Reihe  anderer  in- 
teressanter Wurfproblcme  lösen.     Um  die  Stelle   zu  finden,   wo  die   Ebene  M,^i 

unter  rechtem  Winkel  getroffen  wird,  sei  M  die  Sttlle 
des  Aufschlages  des  gCHchleuderten  Punktes  (Fig.  96.  . 
Man  construire  den  Kreis  um  M,  welcher  HG  in  .V 
berührt;  seine  Durchschnitte  /\  t^,  mit  dem  Orte  dtr 
Brennpunkte  sind  die  Brennpunkte  der  beiden  Pftra- 
beln,  welche  M  erreichen.  Nun  halbtrt  M^G  den 
Winkel  FMF'  und  die  Tangente  in  M  an  die  Parabt-l. 
deren  Brennpunkt  /'  ist,  den  Winkel  FMN^  sollen  %ho 
beide  zu  einander  senkrecht  sein,  so  muss  Winkel 
NMF'  =B  n  werden.  Zieht  man  also  vom  Schnittpookt*- 
G  der  Geraden  M^G  mit  HG  nach  dem  Endpunkte  // 
des  Durchmessers  ////  den  Stral  GH\  so  liefert  «eis 
Schnittpunkt  mit  dem  Orte  der  Brennpunkte  den  Punkt 
/^,  von  welchem  man  blos  das  Perpendikel  F^S  a"' 
HG  zu  fällen  braucht,  um  auf  M^G  den  gesnchti-n 
Punkt  M  zu  bestimmen,  welcher  unter  rechtem  Winkel  getroffen  wird.  D.-' 
Richtung  des  Wurfes  ergibt  sich  hierzu  leicht  aus  dem  Vorigen.  Von  dt.i 
beiden  Parabeln,  deren  Brennpunkte  F^F^  sind,  löst  nur  die  erstere  das  Probitixi. 
für  die  andere,  deren  Brennpunkt  F'  ist,  ist  M.  der  Scheitel,  indem  der  Radluv 
vector  MF*  mit  dem  Diameter  NF'  zusammenfallt,  und  ist  also  die  Tangente  i.'i 
M  horizontal. 

Soll  die  grösste  Wurfweite  für  eine  nicht  durch  die  Anfangslage  M^  gehen  !< 
Ebene  G^G  (Fig.  97.)  gefunden  werden,  so  erwäge  man,  dass  für  irgend  ein^r 
Punkt  M  in  G^G ^  wenn  er  auf  einer  zum  Brennpunkte  F  gehörigen  Parabel  er 

reichbar- sein  soll,  FM  :»  MS  und  da  MS  n .: 
dem  Fortrücken  des  Pnnktes  M  in  der  Kichtm.j 
GqG  abnimmt,  für  die  äusserste  Lage  J/|  ic* 
Punktes  3/,  MF  der  kürzeste  Abstand  des  PuLk 
tes  M  vom  Ortskreise  der  Brennpunkte  wer«*  i 
muss.  Es  ist  daher  Mi  der  Mittelpunkt  tu.-« 
Kreises,  welcher  die  gemeinsame  Directrix  //' 
und  den  Ort  der  Brennpunkte  berührt. 

Im   Allgemeinen    kommt  die  geometrisi:-« 
Lösung   derartiger  Aufgaben  auf   das  Problti 
der  Berührungskreise  einer  Geraden  und  eir-'* 
Kreises   zurück,    deren  Mittelpunkte    auf  k\\ 
gegebene    Curve    beschrankt    sind.      Die    Aufgaben  über    die    grösste    Wnrfwcit- 
können  auch  alle  mit  Hülfe  der  Grenzparabel   gelöst  werden,  welche  die  Kou 
loppe  aller  Flugbahnen  für  dieselbe  Anfangsgeschwindigkeit  ist. 

13.  Nach  Nr.  3.  ist  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  M  (Fir*.*^ 
der  parabolischen  Bahn  gleich  der  Geschwindigkeit,   welche  ein  Punkt  darch  '•«: 
Fall  von  der  Directrix  HD  aus  erlangt,  d.  h.  es  ist  »«  =—  2/7  •  MM,     Nun  ist  sl*' 
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Temo^  der  Eigenschaften  der  Parabel  MS  =  MF  und  DS*  ^  2Fß  •  AP;   also 

iDdem  man  FJ^  beiderseits  addirt:  /W*  ^2FD'  AP+  FD^  =-2FD'  [AP  +  \  FD) 

FS* 
=  IFD'MN.    Hieraus  folgt  MS  =  —  ,,_  .    Daher  wird  jetzt 

»  li  •  r  u 

Es  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  proportional  der  Länge  FN,  Diese  Linie 
steht  aber  senkrecht  auf  der  Tangente  des  Punktes  M 
and  es  bilden  daher  alle  Linien  FN  unter  einander 
dieselben  Winkel  wie  die  Richtungen  der  Geschwin- 
digkeit. Daher  liegen  die  Punkte  N  in  einer  dem 
Hodographen  der  parabolischen  Bewegung  ähnlichen 
Linie  und  ist  folglich  dieser  selbst  eine  Gerade.  Die 
Strecken  FD^  DN  sind  proportional  der  Horizontal- 
and  der  Vertikalcomponente  von  0  in  demselben  Ter- 
hältniss,  mit  melchem  FN  dem  v  selbst  proportional  ist. 

§.  9.    Das  baUiitisohe  Froblem  (Wnrfbewegnng  im 
«idsntehenden  Mittel).    Ein  schwerer  Punkt  wird 

mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  v^  unter  einem  Winkel  a  gegen  den 
Horizont  in  einem  homogenen,  Widerstand  leistenden  Mittel  gewor- 
fen, welche  Bewegung  wird  derselbe  annehmen,  wenn  die  Besclileu- 
nigong  des  Widerstandes  gleich  derFunction  a  -|-  Av**  der  Geschwin- 
digkeit ist,  worin  a  und  b  Constante  bedeuten? 

1.  Wir  legen  der.  Untersuchung  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  wie 
das  der  vorigen  Untersuchung  zu  Grunde  und  nehmen  die  x-Axe  horizontal,  die 
y-Axe  vertikal  und  positiv  aufwärts  gerichtet  an.  Die  Componenten  der  Be- 
ichleuDigung  sind  alsdann,  da  der  Widerstand  ih  der  Richtung  der  Tangente  dem 
Sinne  der  Bewegung  entgegen  gerichtet  ist: 


(tH 


i'=-(«  +  Äi;«)g-^, 


Z=«0 


and  mithin  die  Gleichungen  der.  Bewegung 


dl* 

dl* 

d*z 

dt* 


—  (fl  4-  *»") 


dx 
d~8 


—  (a  -f  bv^)  ^  —  </  —  — 


0 


a  -f-  Ai»»    dx 
V         '  df 

V 

äy 

dt 

—  9 


und  wenn  die  vertikale  a;y-£bene  dul'ch  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit 
gelegt  und  die  Anfangslage  M^^  als  Coordinatenursprung  angenommen  wird,  so 
lehrt  die  dritte  dieser  Gleichungen,  dass  die  Bewegung  in  der  or^-Ebene  erfolgt, 
sodass  die  Untersuchung  sich-  von  vornherein  auf  die  beiden  ersten  Gleichungen 
beschränken  kann.  Um  zu  einem  Integrale  derselben  zu  gelangen,  combinire 
man  sie  in  derselben  Weise,  wie  es  bei  der  Entwickelung  des  Princips  der  Flächen 
§•  4.  geschab.     Mau  erhält  zunächst 

dx  d^y  d//  fPx  dx 

dt  dt*    ~  dl  dl* 


-^^  dt 


dx 


nnd  wenn  man  för  3-  seinen  Werth  aus  der  ersten  Gleichung  einsetzt 

dt 


( 


_i    A    H\f^'^*^ff       df/d*x\ 

'"^'''^Kndl*^dtdir)-f^" 


d^x 
dl^ 
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Nan  führe  nuui  dea  Winkel  17  als  neue  YariAbele  ein,  welchen  die  Tangente 
der  Bahn  mit  der  x-Äxe  bildet,    d.  h.  man  setze    —  =»  veosii,         -J^  =»  vnmrij 

wodurch  man  erhält:  9  (a-^-  be*)  dji=^  g  {cos  i^  do  —  «  «tn  1}  dri)y     oder 

/7  cot  11  o~^*^*^  dv  —  {a  -^  g  tinri)  b"~*   rfiy  =»  ftrfij . 

Nan  snche  man  einen  integrirenden  Factor  K  dieser  Gleichnng,  so  dass  durch 
Mnltiplication  derselben  mit  ihm  die  linke  Seite  ein  vollständiges  Differential 
werde.     Da  die  rechte  Seite  v  nicht  enthält,  so  kann  derselbe  blos  eine  Function 

Ton  11  sein.    Da  femer  die  linke  Seite  in  dem  einen  Gliede  o~~"i  im  andern  da« 

Differential  9~^*~^'^  <fv  dieser  Grösse  enthält,  so  erkennt  man  leicht,  dass  der  in- 
teorirende  Factor  die    linke  Seite    su    einem  vollständigen  Differentiale  von  der 

Form  d  •  M9~''  machen  wird.  Soll  dies  eintreten,  so  sind  die  beiden  Bedingang^'-n 
ZQ  erfüllen: 

dM^  =  Ä  AT  (ä  +  /7  «"'])  ^^ 
M  =^  —  nKg  cottij 

ans  denen  man  zunächst  erhält: 

dM       n(ix  +  gnnri)    .  *»"  *?  j      .   na    drj  ,,  1  »*»  j    ,.    ,  1        11 

M  g  cos  ij  '  cos  rj  g  cos  ij  9  <•        •    t  < 

nnd  mithin 


ma 


Af  =  cos-^fiig^dn  +  ifi), 
sowie  den  Mnltiplicator  K  selbst,  nämlich 

gcosri 
Dies  liefert  ans  daher  das  Integral  der  Differenttalgleichnng: 


gj     cos  ri 


Diese   Formel  gilt  auch  noch,   wenn  b  eine  Function  von  ij   ist;    anch   für   den 
Fall,  dass  a  Function  von  17  ist,  tritt  nur  die  A^nderung  ein,  dass 


9_  r^f^n 

^"J  COS7J 


M  ^  cos    "  ri 
wird. 

Für  die  weitere  Behandlung  des  Problems  setze  man  tg{lfi-\-  3i7)=»r,    w«> 

2  7*  r  ^~~  I  dti  dt* 

durch  rot  12=  —  ,    ginn^^  i~i"~»»      -    -  =  -      wird,    sowie   zur   Abkürziinj 

1  -|-  r*  1  -f-  r*       cosri  r 

a  ,    - 

^=  r;    so  erhält  man 

y 


Ist  H  eine  gnnzc  positive  Zahl,  so  erhält  man  dies  Integral  in  geschlossener 

a         fi  -4-  2 
Form.     Besonders  einfach  fällt  derselbe  aus  für  c  »=  ~    =  — -^— ' ,    nämlich 

9  « 

wohri  die  Constante  durch  die  Anfjdigslngc  nnd  Anfangsgeschwindigkeit  bestimr.  t 
worden  muss;  wofür  r  =  ///»J  w  -|"  1«K  «^  =  *o  wird. 
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I>as  g^efandene .  Integral  bestimmt  v  als  Function  von  r;  nachdem  dies  er- 
reicht isty  ist  es  leicht,  auch  t,  Xy  y  als  Functionen  vom  r  durch  blosse  Qua- 
draturen danustellen.  Bezeichnen  wir  nämlich  abkürzend  die  Beschleunigung 
des  Widerstandes  mit  o,  so  liefern  die  obigen  Gleichungen 

d^x  (o  dx  d^  (o  dy 


/dx  d*y      dy  d^a\ 


d^x 


d^x  - 

leicht  das   folgende  System  von  Gleicbangen: 

d^x 

.         ^_     dt* vdrj  V  dr 

dx  gcosri  g    r 

^di 

,  dx  -  ü*  _  2  0*  rfr 

da?  =        ---di= —      ^dti=^  — 


dt  J7       '    '  gr(^  +  r») 

Sobald  man  in  diesen  Formeln  v  durch  tj  oder  r  ausgedrückt  einsetzt,  er- 
geben sieh  ij  Xy  y  durch  blosse  Quadraturen.  Die  Reduction  auf  Quadraturen  ist 
auch    dann    noch  möglich,  wenn  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  a  -\-  h  -  Iv 

ist;    ein   Fall,  der  aus  dem  eben  behandelten  hervorgeht,  wenn  a und —  an 

n  n 

die  Stelle  von  a  und  b  treten  und  man  hierauf  einen  Grenzübergang  für  r  =  0 

macht,   dabei  aber  berücksichtigt,  dass 


im  ( l  =  /»  für  n  =»  0. 


lim 

I>ie  hier  gegebene  Entwickeinng  verdankt  man  Jacobi  (De  motu  puncti  sin- 
gularis»  Crelle*8  Joum»  B.  XXIV.  S.  25.).  Bereits  Job.  Bernoulli  hat  in  den  Actis 
erudiiar^tm,  Li]^.  1719.  p.  216.  das  ballistische  Problem  behandelt;  von  seinem 
Keffen  ^icol.  Bernoulli  enthält  derselbe  Band  eine  Abhandlung  über  denselben 
Gegenstand.  Spftter  hat  Legendre  {Sur  la  question  de  balUtique;  Mem,  de  tAcad. 
de  BerHnt  1782,  p.  69)  die  Behandlung  des  Gegenstandes  dahin  erweitert,  dass  er 
den  Widerstand  in  der  oben  angenommenen  Form  voraussetzte. 

2.  Für  den  speziellen  Fall  a  =  0,  n  =  2  wird  der  Widerstand  dem  Quadrate 
(ler' Geschwindigkeit  proportional.  Wir  wollen  diesen  einfachen  Fall  direct  und 
anabbän^i^  von  der  vorstehenden  allgemeinen  Theorie  behandeln,  zu  diesem  Behufe 
aber  die  Bewegungsgleichungen  etwas  umgestalten.  Ist  allgemein  R  die  Wider- 
standsbeschlenniguDg,  so  lassen  sich  dieselben  schreiben: 

„    .  ^  rfy  ,      dy  dx    dPy  dfx    ,    dx  dp  . .  .. 

Beut   man  nnn  ^  =  P,  also  -  =  p-,  ^  =  p_  +  _  Jf,  so  geht  d>e 

zweite   dieser  Gleichungen  über  in 

and  indem  man  dieselbe  mit  Hülfe  der  ersten  reducirt,  kann  man  das  System  der 
3^<^e^ong8gleiehungen  durch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  darstellen: 

Schill»  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Kräfte.  ^7 
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dxdp. 
dt  dt  "*"^ 


0. 


Setzen  wir  jetzt  unserer  Yoraussetzung^  ^mäss 
diese  Gleicbongen  über  in 


R^^A^^^ÄC^y^ 


k* 


k^ 


so  gehen 


d*a:   .    g^  ds^  dx 

di^"^  k*di  dl   ^ 

Aus  der  ersten  you  diesen  Gleichungen  folgt 

•   d^x    dx  g  ds 


dt*  '  dl 
und  mithin  weiter  durch  Integration 


k^di 


Um  die  Constante  zu  bestimmen,   dient  die  Bemerkung,  dass  für  #  =»  0  die 

horizontale  Qeschwindigkeitscomponente  -j-  gleich    Videos  a  wird.      Dies    liefert: 

1{vq  cos  a)  s^  C  und  mithin  bleiben  für  die  weitere  Behandlung  des  Problems  die 
Gleichungen : 

dp  ^  *  ** 

dx 

t 


9  ^ 

dx 

k-' 

dt 

— 

»0 

cosa  e 

2  h  cas*a 


wenn  h 


V 
2^ 


gesetzt  wird.    Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen   erkennt 


Flur.  99. 


man,  dass  die  Horiiontalcompo&ente  der  Ge- 
schwindigkeit immer  mehr  abnimmt,  dass  mithin 
die  absteigende  Bahn  imm&r  mehr  der  Tertikalen 
Richtung  sich  annähert  und  mithüi  die  Bewegung 
immer  mehr  gleichförmig  wird  (vgl.  Cap.  11,  $»  2, 
Nr.  4.  S.  224).  IJor  absteigende  Correaast  hat 
daher  eine  vertikale  Asymptote  (Fig.  99).  Um  die 
zweite  Gleichung  zu  integriren,  multipliciren  wir 

sie  mit  der  Identitüt  dxVl  -}-  j»*  "-  ds,  wodurch 
sie  übergeht  in 


^ 


ftp  Vi  +  P*  =  — 


Ä» 


2Aco«»a*' 


deren  Integral  ist 

'^  Agh  cos^a 

wobei  die  Constante  dadurch  bestimmt  wird,  dass  für  «  ■■  0,  p  ^^tg«  wird.  Setsen 
wir  zur  Vereinfachung  P  =  p  J^l  +  p«  +  i(jp  ^  Yi  ^  pi)^  so  nimoit  die*« 
Gleichung  die  Form  an 

/-^^(C~P)rM««. 
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Indem  man  mit  ihrer  Hülfe  ans  der  ersten  der  drei  folgenden  Gleichungen: 

dp  _^  g^*        ^«„      ^4-«/'^Y      0 

dx  2h  eos'a '    dx        ^  '    dx  '^  ^\dx/  ^ 

$  elimirt,  erhält  man  dxj  indem  man  hierauf  den  so  gewonnenen  Werth  von  dx 

in  die  zweite  einsetzt,  ergibt  sich  dy  und  in  ähnlicher  Weise  aus  der  dritten  dt 

durch  p  und  dp  dargestellt.     Denmach  wird  das  ganze  Problem  durch  die  drei 

Oleichnngen : 

dx^-\^  dp  {C-.P)~^ 

auf  Quadraturen  zurückgeführt.     Um  die  Constante  C  durch  die  Anfangselemente 

auszudrücken,   sei  po  ^^^  Werth  von  p  ss  -^  für  f  =  0,  d.  h.  po  "^  ^9^\  ebenso 

dx 

/*«  der  Werth  von  P  für  ^  »  0.    Dann  liefert  die  Gleichung 

den  Werth  Ton  C,  nämlich 

Die   Or<5sse  p  =b  -Jl^  welche  die  Tangente  der  Neigung  der  Bahn  gegen  die 

ox 

Horizontale  darstellt,  beginnt  mit  dem  Werthe  po  und  nimmt  fortwährend  ab,  im 
höchsten  Punkte  der  Bahn  verschwindet  sie,  geht  hierauf  ins  Negative  über 
and  nähert  sich  mehr  und  mehr  dem  Werthe  —  OO. 

Die  drei  zuletzt  dargestellten  Gleichungen  für  dx,  dy^  dl  liefern  durch  Integra- 
tion die  Coordinaten  x,  y  und  die  Zeit  /  als  Fanctionen  von  p,  nämlich 

1*0  Po         •  J'b 

x^^-j  f(c-pr'dp,  y=^^ ßc-pr^pdp,  i^Vi'jUc^pr^dp. 

F  P  P 

Die   Coordinaten  des  Scheitels  erhält  man  insbesondere  für  p  «=  0,  nämlich 

Po 

i^/(C-/>)-idp 


"f. 

y^ijßc'-P)-' 


pdp. 


Die  Wurfweite  v>  ergibt  sich,   wenn  man  zunächst  den  Werth  —  pi  von  p  sucht, 
für  welchen  y  zum  zweitenmale  verschwindet,  d.  h.  die  Gleichung  auflöst 


ß 


V—    1 


(C  —  P)".'^  pdp  =»  0 

und  den  g^efundenen  Werth  hierauf  als  Integrationsgrenze  bei  der  Bestimmung  von 
X  benotsty  n&mlich 


I^ßc-Fr^äp. 


17 
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Die  Absciflse  der  vertikalen  Asymptote  der  Flugbahn  ist  der  Werth  von  jr, 
welcher  p  =  —  OO  entspricht,  nämlich 

X 


\jj(C-P)-Up 


00 


Man  kann  leicht  zeigen,  dass  der  aufsteigende  Ast  der  Curre  über  den  Coordl- 
natenursprung  rückwärts  verlängert,  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Aejmptote 
besitzt  (s.  Fig.  99). 

3.   Für  den  Fall,  dass  p^  und  in  Folge  dessen  auch  p  sehr  klein  ist,  so  dass 
die  Flugbahn  immer  nahe  am  Horizonte  bleibt,  kann  man   approximativ  setzen 

—  =  1 ,  ff  =s  o;  und  folglich 

dp  ef^"" 


dx  2hco8^a^ 

woraus  sich  ergibt 

^  igh  cos^a\  ^g  U ' 

Die    Coordinaten   des    Scheitels   erhält   man,    indem   man   p  s=a  o,    die   A>i 
scisse  der  Wurfweite,  indem  man   y  =  0  setzt.     Hierzu    liefert   die  GlcichuD^ 

g\r)  ~f"  7  ;  =  0  mit  Hülfe  des  vorherigen  Werthes  für  —  : 

e  dx 

dt  ^ 


Vq  cosa 
und  folglich  die  der  Abscisse  x  entsprechende  Zeit: 

-^x 

g      Vq  con  a 

§.  10.    Die  Centralbewegong.     Ein  Punkt  bewege  sich  unter  dem  Ein- 
flüsse einer  Beschleunigung,  deren  Richtung  fortwährend  durch  ein 
festes  Centrum  hindurchgeht  und  deren  Grösse  blos  eine   Fnnctiox 
der  Entfernung   von    demselben    ist.     Die   Anfangslage    und    die    An 
fangsgcschwindigkeit  sind  bekannt;  man  soll  die  Natur  dieser    lie- 
wegnng  erforschen. 

Wählt  man  das  Centrum  0  zum  Ursprünge  rechtwinkliger  Coordinaten  f ,  j^,  : 

des  beweglichen  Punktos  M  und  bezeichnet  dessen  Entfernung  von  jenem    mit  /. 

X  ii  z 

so  stellen ,  —  — ,  —  —  die  Richtungscosinusse   der   Beschlennigang  ^   dar 

X       t/        ' 

für  den  Fall,  dass  ihr  8inn  dem  Centrum  zugewandt  und  — ,  — ,  —    für   den    Fali. 

r     r     T 

dass  ihr  Sinn  vom  Centrum  abgewandt  ist.     Demnach  sind  die  Compooenten  d<:r 

Beschleunigung  X  =  -^ qp,    >''=Ip— «p,   ^  =  -|.~<p    in    dem    einen     uit  r 

r  r  f* 

im  anderen  Falle.    Man  sieht,  dass  eine  Aenderung  von  9  in  —  9  genfi^,  oa  d.  1 

zweiten  Fall  auf  den  ersten   zurückzuführen  und  wir  wollen  deshalb   den    f  r»t'  . 

formell  hier  zu  Grunde  legen.     Daher  sind  die  Gleichungen  der  Bewegong: 


III.  C«p. 
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(Px 


—  -qp, 
r 


fPy  y  ePz 

—  =  —  —  <p,    — 

.   r 


=  —  -qp 
r 


d(^  r^'di^.r^'     dt* 

Nach  Cap.  III,  §.  4.  gilt  für  das  vorliegende  Problem  das  Princip  der 
Flachen;  die  Bewegung  erfolgt  daher  in  einer  Ebene,  nämlich  in  der  durch  das 
Centmm  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmten  Ebene.  Wenn  wir  diese 
£bene  zu  einer  der  Coordinatenebenen,  z.  B.  zur  xy-EhenQ  wählen,  so  ist  die 
dritte  Coordinate  z  zu  jeder  Zeit  Null  und  die  dritte  Bewegungsgleichung  von 
selbst  erfüllt,  so  dass  wir  unter  dieser  Voraussetzung  blos  die  beiden  Gleichungen 


d*x 
dF 


X 


dt* 


r 


zu  iutegriren  haben.    Das  integral,  welches  das'Flächenprincip  liefert,  ist  dann 

X  —  —  V  —  ^=  o 
di        ^  dt 

und  nimmt  durch  Einführung  der  Polarcoordinaten  r,  9^  die  Form 


2^5 


dO^ 


=  C 


dt  dt 

an,  indem  xdy  —  ydx  =  r*d^  ==  2dS  den  doppelten,  von  dem  Radusrector  r 
im  Zeitelemente  beschriebenen  Elementarsector  dS  darstellt.  Fällt  man  vom  Ccn- 
trum  Odas  Perpendikel  p  auf  die  Tangente  der  Bahn,  so  stellt  pds  ebenfalls  diesen 
doppelten  Elementarsector  dar  und  geht  das  Integral  über  in 

no  SS  C  oder  t;  =  — . 

P 

Dasselbe  sagt  also  ans,  dass  für  jede  Centralbewegung  das  Moment 
der  Qeschwindigkeit  in  Bezug  auf  das  Centrum  oder  die  Sectoren- 
Geschwindigkeit  des  Radiusvectors,  welcher  vom  Centrum  nach  dem 
beweglichen  Punkte  hinführt,  constant  ist.  Die  Geschwindigkeit 
selbst  ist  demnach  dem  Abstände  ihrer  Richtung  vom  Centrum  um- 
irekehrt  proportional.  (Vgl.  Cap.  I,  §§.  21  und  22).  Die  Constante  C  kann 
darch  die  Anfangselemente  der  Bewegung  ausgedrückt  werden.  Bildet  nämlich 
der  anfangliche  Radiusvector  r„  mit  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq 
den  Winkel  a,  so  ist  der  anfängliche  Abstand  p^  des  Centrums  von  Vq  gleich  rQsin  a 
und  mithin,  wenn  man  die  Gleichung  auf  den  Anfangszustand  der  Bewegung  be- 
zieht, p^Vq  =>  rgVosina  =^  C.  Integrirt  man  die  Gleichung  des  Flächenprincips 
nochmals  y  so  folgt 

•S  -  Äo  =  —  (/  -  <o) 

d.h. für  jede  Centralbewegung  ist  der  von  dem  Radiusvector  beschrie- 
bene Seetor  der  Zeit  proportional,  in  welcher 
er  beschrieben  wird.  (Vgl.  Cap.  I,  §.  22.  zu  ^ude.) 
Wir  wollen  mit  Hülfe  des  Flächenprincips  einen 
Aosdrack  für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  suchen, 
durch  welchen  dieses  als  Function  des  reciproken  Wer- 
thes  Tom  Radiusvector  erscheint.  Hierzu  gestalten  wir  p 
r 


um.    Nun  ist 


die   Cosecante   des  Winkels  zwischen 

ds 


r  und  p  und  da   dieselbe  Grösse  auch  durch 


rd^ 


dar- 


gestellt wird  (Fig.  100.),  so  besteht  die  Gleichung 


r 


ds 
rdO" 
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und  wenn   man   sie   qnadrirt   und   dt*  =  r^d9*  -|-  dr*   eineeist,   so   erh&lt   man 


1  1,1  fär\  ,        ,  r  1  *•   .  . 


p»         r«  ^  V        d»  /   ' 


»' 


Für  —  =s  u  nimmt  diese  Formel  die  Q estalt 

an  nnd  mit  ihrer  Hülfe  erhält  man  aas  der  Gleichung  vp  ^^  C  des  Flichenprin- 
cips  den  gesuchten  Ausdruck  , 

Um  die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  von  der  Beschleunigung  dentUch 

zu  erkennen,  berücksichtigen  wir  den  Cap.  I,  §.  10  entwickelten  Satz,  wonach  die 

Geschwindigkeit  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Beschleunigung  und  der 

halben  Sehne  ist,  welche  ihre  Richtung  im  Krümmungskreise  der  Bahn  bestimmt 

(Krümmungssehne).     Ist  c  diese  Sehne,  und  schreiben  wir  die  Gleichung»   welche 

diesen  Satz  ausspricht,  so: 

0«  SS  2tp  «Je, 

so  erhellt,  dass  ein  Punkt,  welcher  mit  constanter  Beschleunigung 
gleich  (p  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  sich  durch  den  vierten  Theil 
der  Krümmungssehne  hindurch  bewegte,  die  Geschwindigkeit  v  ver- 
langen würde,  j-c  ist  gewissermassen  die  Geschwindigkeitahöhe 
von  V. 

Nach  Cap.  III,  §.  7,  gilt  für  unser  Problem  auch  das  Princip  der  lebendigen 

Kraft.  Für  die  Kräftefunction  C/  erhält  man  du  ^  ^  ^  {xdx  +  ydy)  oder,  da 
«*  +  y*  =  r*  und  folglich  xdx  +  ydy  =  rdr  ist 

dU  =  —  (pdr 

r 

U  -  U^^  ^  jtpdr, 
und  folglich  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

r 

\v'  -  W  «  i/  -  £/ü  -  -  /Wr, 

»0 

oder  indem  man  die  Constante  <|V(,*  --  l/\i  s»  h  setzt 

Combinirt  man  diese  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  mit  der  oben  gefnadenen 
9*  SS  C*  »t  _|_  i —  M  I  gQ  erhält  man  darch  Elimination  von  v  eine  Differen- 
tialgleichung zwischen  ii,  r  und  9',  oder  da  u  »»  —  ist,  iwisehen  ■  und  ^;  ne  tat 
die  Differentialgleichung  der  Bahn,  nämlioh: 

und  aus  ihr  folgt ,  da  sich  die  Variabelen  trennen  lassen,  die  endHohe  Oleicbm^ 
der  Bahn: 
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-  *•  'h 


—  Cdu 


9>  -     -,3 


Vk{JÜ  +  h)  —  Cm«' 

wobei    in   £^  überall  —  für  r  geschrieben  gedacht  wird  und   u^  ^=l  -    dem  Werthe 

^  =s  ^o  entspricht. 

Ist  die  Bahn  bekannt,  welche  der  bewegliche  Pankt  beschreibt,  nicht  aber 
die  Ahhänfi^igkeit,  in  welcher  die  nach  dem  festen  Centnim  gerichtete  Beschlea- 
nignng^  qp  von  dem  Radiusvector  r  steht,  so  dient  die  eben  entwickelte  Gleichung 
dasn,  diese  Abhängigkeit  aufzufinden.  Differentiirt  man  nämlich  dieselbe,  indem 
man    9'    als    unabhängige  Variabele    ansieht,    so    ergibt   sich   mit   Rücksicht   auf 

du  =»    ^^dr  und  r  s=  — 

Umgekehrt  ist  wiederum  diese  Gleichung  die  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung^ für  die  Bahn,  falls  9  als  Function  von  u  oder  yon  r  gegeben  ist. 

Man     kann   die    Beschleunigung  <p    noch    unter   einigen   andern   bemerkens- 

C 
werthen   Formen  darstellen.    Combinirt  man  nämlich  die  Gleichungen  v  »>  —  und 

r*  =B  2(£/  -4~  ^)  behufs  Elimination  von  v^  und  differentiirt  die  entstehende  Gleichung 

SO  erh&lt  man,  dA  du  =  —  ipdr  ist,  die  weitere  Formel  für  qp: 

C^   dp 
p^   dr 

Nach    einem   bekannten  Satze  besteht. aber  nun   zwischen  r,  p,  dr,  dp  and  dem 
Krümmongvhalbmesser  q  die  Proportion 

dp  7" 

dr  Q 

Mit  Hülfe   derselben  kann  man  (p  auch  die  Gestalt  geben: 

Ch- 
Qp" 
Der  er^vähnte  Satz  aber  kann  einfach  folgendermassen  erwiesen  werden.    Es  seien 
(Fi^.    101.)    MT,  M'  T'  die  Tangenten    einer  Curve  in  den   beiden  aufeinander- 
folgenden  Punkten  Jf  und  M\  OP^  OP^  die  vom  Ur- 
sprünge O  der  Radien vectoren  auf  sie  gefällten  Perpen- 
dikel   Pv   P  '\'  ^P*  während  OM  und  OM'  gleich  r  und 
r  -)-  dr  sind.    Fällt  man  nun  von  M  auf  OM'  das  Perpen- 
dikel M  Q  und  bezeichnet  den  Schnittpunkt  von  0  P*  und 
4ler    TJtngente  MT  mit  ^R,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
die    beiden  verschwindend  kleinen  bei  (?  und  R  recht- 
winkligen Dreiecke  PAP' und  .VjQ ill' ähnlich  sind.    Da 
najnlicb  die  beiden  Perpendikel  OP^  OP  mit  einander 
denselben  Winkel  bilden,  wie  die  Tangenten  MTy  M'T, 
so    liegten    die   vier  Punkte  P,  P^,  0,  M'  (und   in   der     ^ 

Qrense  M)  in  einem  KreUe.  Daher  sind  weiter  die  Winkel  OP^P  und  OAtM  als 
Peiipberiewinkel  desselben  Bogens  OP  gleich,  woraus  die  erwähnte  Aehnlichkeit 
der  Oreiecke  folgt.    Daher  ist 

RP"  PP'      ,    »,    dp         PP' 

—  a.  n.   -r—  — 


OJf'       Mld"  dr        Mir' 
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Der  Durchmesser  des  erwähnten  Kreises  ist  wegen  des  rechten  Winkels  OFM 
gleich  dem  Radiusvector  0  J/s»  r;  in  demselben  Kreise  liegt  PP^  als  Element  and  äb<^r 
ihm  steht  als  Peripherie winkel  POP\  welcher  gleich  dem  Contingenzwinkel  ist 
Beschreibt  man  nun  um  M  M'  einen  weiteren  Kreis,  welcher  durch  den  Krummonp 
mittelpnnkt  geht,  so  steht  über  ihm  als  Peripheriewinkel  gleichfalls  der  Contin- 
genzwinkel. Da  sich  nnn  zwei  Bogen  in  verschiedenen  Kreisen,  über  welchen 
gleiche  Peripheriewinkel  stehen,  verhalten,  wie  die  Durchmesser,  so  wird 

PP^         _r 

und  folglich  —E.  «-s  —  . 

dr         (f 

Eine  letzte  Form  für  die  Beschleunigung  ist 

Sie  wurde  bereits  Cap.  I,  §.  14,  Nr.  2  gegeben.  Da  nämlich  beim  vorliegenden 
Problem  blos  längs  des  Radiusvectors  Beschleunigung  stattfindet  und  die  Beschleu- 
nigungscomponente  senkrecht  zu  ihm  Null  ist,  so  muss  q>  mit  der  zum  RadiasTecU>r 
parallelen  Componente  daselbst  zusammenfallen.  Es  findet  in  der  That  diese  Ueber 
einstimmung  bis  auf  das  Vorzeichen  statt,  indem  wir  hier  q>  positiv  angenommen 
haben,  wenn  sein  Sinn  dem  Centrum  zugewandt  ist,  während  bei  der  dortigen 
Entwickelung  die  umgekehrte  Voraussetzung  zu  Grunde  gelegt  ist. 

Wir  führen  jetzt  die  Integration  der  Differentialgleichungen  unsere«  Problem« 
weiter  und  suchen  die  Polarcoordinaten  r,  ^  und  die  rechtwinkeligen  Coordini- 
ten  X,  y  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen.  Di( 
beiden  ersten  Integrale,  nämlich  die  durch  das  Fiächenprincip  und  das  Princip 
der  lebendigen  Kraft  gegebenen,  waren 

und  enthalten  die  beiden  Integrationsconstanten  C  und  A.    Nnn  ist  nach  Tbl.  II. 
Cap.  II,    §,  5.    ü«  =  {^J  +  r»(~)*nnd  daher 

— )  =*  C,  so  ergibt  sich 

rdr 

dt  =  - . ^  -  -^-=^^ 

K2r«  (t^  +  A)  —  C« 
und  hierzu  dem  Früheren  gemäss 


so  dass,  wenn  t^  der  Anfangslage  Ti,,  ^q  entspricht,  zunächst  erhalten  wird: 


~''jr^^ 


rdr 


(£/-(-  A)  —   C« 

—  Cdr 


KäH  (u  +  h)  —  c^' 

Hierdurch  sind  zwei  Relationen  zwischen  t^  r,  9^  gegeben,  wodurch  r  nad  #  «1* 
Functionen   der  Zeit  bekannt  werden.     Die    beiden  Integrale,    welche   hier  aaf 
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treten,    stammen,  obgleich  sie  scheinbar  sehr  verschieden  sind,  doch  aas  einer 
geoieinsamen  Quelle.    Führt  man  nämlich  das  neue  Integral 


« 'ßn 


r^((/  +  h)  —  C* 


ro 


ein,   so  fiberzengt  man  sich  leicht,  dass  jene  durch  partielle  Differentiation  nach 
den  Constanten  h  und  C  aus  diesem  gebildet  werden,  so  dass 

wird.  '-'«-W     *-*»--  äC 

Nachdem  die  Polarcoordinaten  r,  9"  als  Functionen  der  Zeit  gefunden,  sind 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  x^  y  des  beweglichen  Punktes  unmittelbar  gleich- 
falls als  Functionen  der  Zeit  darstellbar.  Nicht  uninteressant  ist  es  indessen,  zu 
sehen,    wie  man  die  ursprünglichen  Bewegungsgleichungen  so  umgestalten  kann, 

OS        t/ 

dass  sie    in  Bezug  auf  — ,  ~  und  9  linear  werden  und  die  beiden  erste ren  Grössen 

r       r 

als  Functionen  von  «O*  liefern  durch  die  Formeln 

sc  y 

—  =  «1  cos  -0"  -f-  6.  «n  «^ ,     -2-  =s  flj  cos  -0'  +  6,  *fn  ^ . 

r  r 

Es  ergrab   sich   nämlich  oben  ^(^)  =  2r»(^'  -f  ä)  —  C«  oder 

Ct)"- «<-  +  *-?• 

Differentiiren  wir  diese  Gleichung,  so  folgt 

dt*   "■   dr  "*"  r» 

und  indem  wir  hieraus  den  Werth  -r-  =*  —  <P  =  j^- r  entnehmen  und  in  die 

dr  di*        r^ 

Gleichung^   jTj-  = <p  einsetzen,  nimmt  diese  die  Form  an: 

^x  (Pr  C     X 

dP  dP  r«       r  ' 

die  sich   anch  so  schreiben  lässt: 


{^'4) 


dt 

C* 
oder   indem   man  mit  -^  dividirt: 


r'  r 


C  dt  '     r 

'  Oa  aber  nach   dem  Flächenprincip  77  ="  3ö;  ^^^i  ^^^  ^'^^ 

r*       r  A  r  r 

'C     dt    ™  5d  *    dt    "^    d» 
und   ebenso  wandelt  sich  die  weitere  Differentiation  in  eine  solche  in  Bezug  auf  9 
am ,  no  dass  die  Gleichung  jetzt  sich  so  gestaltet: 

rfi.  _ 

r     .     X 

+  -  =  0, 


rf-^      '     r 
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welches  die  erwähnte  lineare  Form  ist.    Ebenso  erhält  man  die  zweite  Gleichung 

für  -^-      Die   vier  Constanten   a|,  Of,  6|,  b^   können  leicht  durch   die  Anfangt- 
r 

elemente  der  Bewegung  ausgedrückt  werden. 

§.  11.    Die  Centralbewegung,  für  welche  die  Beschleunigung  der 

ersten  Potens  der  Entfernung  vom  Centrum  proportional  ist.    Indiesem 

Falle  ist  (p  SM  %*r,  wo  der  Factor  x*  gefunden  werden  kann  durch  die  Bemerkung. 

dass  für  eine  gewisse  Entfernung  r  =^  e^  ip  =  g  wird,  so  dass  also  g  a*  x*(,  alv) 

x'  as  —  ist.    Wenn  die  x^-Ebene  wieder  die  Ebene  der  Bewegung  ist  und  jt«,  y. 

a,  b  die  Coordinaten  der  Anfangslage  und  die  Componenten  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit sind,  so  hat  man  das  Gleichungssystem 

und  V  für  f  »  0 

^y  \    t       f^     ^y 

^^  +  hV  =  0         ^  =-  »y  .'/  =  Vo        yy 

Die  allgemeinen  Integrale  desselben  sind: 

a?  as  ^1  cof  x/  4"  ^t  "'S  3^'         vx  =  —  Ai%  sin  %t  -)-  Bx%  cot  %i 
y  s^  A^  cos  %i  +  B^  sin  %t         i>^  =*  —  A^k  «in  x/  -f-  ÄfX  cot  nt 

und  die  Anfangsbedingungen  liefern  die  Constantenbestimmung: 

Xq  =^/^i  ä   =    i?|X 

yj  =3  .<4j         &  =■  KfH  . 
Hiermit  erhält  man: 

«  s»  A^o  CO»  x/  -1 sin  %l  »jc  s™  —  «ü«  «««  X'  +  —  fos  %t 

X  '        K 

—  «tn  x/  üy  =  —  i/q%  stn  %t  sam  — 

Weiter  hat  man  dü^  —  x'rrfr,  ^  —  ^/^  =   -  ^»t  (^  _  ^^^  »t  _  „^i «  »i{^^2  _  ^ 
Die  Gleichung  der  Bahn  folgt  durch  Elimination  von  /  zwischen  den  Ausdruck»' 
für  X  und  y,  nämlich: 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  um  das  feste  Centrum  als  Mittelpunkt  bescii.. 
benen  Ellipse;  denn  es  sind  die  Coefßcientcn  von  xy,  j^,  y*  resp.  —  2(a6  -t-  ^^%  '• 
6*  4"  x'yo',  a*  -|-  x*Xo*  und  damit  wird  die  Differenz  zwischen  dem  Quadrat«  de^ 
ersten  und   dem  vierfachen  Produkte   der    beiden  letzten  Coefficienten   negsüv 
nämlich  —  4x'(ftcco  —  «yo)*» 

§.  12.     Die  Centralbewegung,    deren    Beschleunigung    dem   rtc. 
proken  Quadrate  der  Entfernung  proportional   ist.     (Newton^sches  <»t 

setz.)      Es   sei   <p  =^  ^i  wobei  ^  die  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Kr* 

fernung  ausdrückt;  die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  alsdann 

Für  die  Kräftcfunction  hat  man 


y  ^   y^  COS  X/    +    —   «t«   X/  Üy   =    —    y^X   8\n   X/   s«    —    COt   «i  . 


und  demnach  sind  die  beiden  Integrale,  welche  das  Fläohenprincip  and  daa  Pribctj 
der  lebendigen  Kraft  li^em: 
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dt  'a  ^la«  ^^  ^«a» 

wenn    H  ^  v^  —  — ^  gesetzt  wird.    Daher  wird  die  Gleichnng  der  Bahn  erhalten 
durch    Integration  der  Oleichong 

^^[«•  +  (-S)l  =  f  +  *^. 

ans  welcher  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeatang  von  u  =3  —  folgt 

rfd  =-  —  ~- 

/'+'-? -w 

welchem     Ausdruck    man    wegen    B  -^ — ^  —  y—f  —  /f  +  (^/  ~"  |7  ~"  Cl 

leicht  die  Form  gibt: 


^"  -  ®''  -  [  -  (/^)  I  '•' 


—  d 


r        C 


y« + ©■ 


so  das«  man  als  unbestimmtes  Integral  erhält 

C        II 
9"  =  Are  cos  I  — 7-  I  +  Coiw<. 

V« + ©'i 

Zar  Bestimmung  der  Constanten  dient  folgende  Bemerkang.    Der  Ausdruck  unter 
dem    Zeichen  Are  com  ist  ein  Cosinus   und   ist   mithin   sein  grösster  Werth  die 

Q 

Einheit:    variabel  ist  an  ihm  aber  nur  der  Bestandtheil  —  in  seinem  Zähler  und 

r 

In  Folfl^  dessen  wächst  er  also  mit  abnehmendem  r  und  erreicht  sein  Maximum  1 
for    den   kleinsten  Werth  r^  von  r.     Nennen  wir  ^1 
den   Polarwinkel,  welcher  dem  r,  zugehört,  so  erhal- 
ten   'vrir   cur  Bestimmung  von  Const,  die   Gleichung 
^1  SM  j4re  cos  1  -|-  Comi.  &>  0  -|-  Corut.  und  hiermit  y^  W 

i^ls  Polarf^leicbnng  der  Bahn 

?-a  /  /"     / 

♦  —  V|  =■  -4rc  ro* 


A+© 


oder  wenn  wir  die  Richtung  des   kleinsten    Radiusvectors   sur   Polaraxe  wählen 
109),  d.  h.  ^  —  ^j  3B  ^  setzen  und  die  Gleichung  nach  r  auflösen: 
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/' + &« 


Diese  Gleichanef  hat  die  Form  r  =  - — ; — und   stellt    mithin   einen  Keeel- 

^  1  +  s  cos  Iff  ^ 

schnitt  dar,  bezogen  auf  den  Brennpunkt  als  Pol  und  die  Richtung  der  dorch  di« 

Brennpunkte  gehenden  Hauptaxe  nach  dem  dem  Pole  benachbarten  Scheitel  hio 

als  Polaraxe.     Die  numerische  Excentricität  c  und  der  halbe   Parameter  p  dieses 

Kegelschnittes  sind  daher 


-/•  +  C-)'«'      '-7 


und   folgt   AUS   der  ersteren  dieser  Formeln,   dass  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse, 

Parabel  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  Ä  <  0,  //  =  0  oder  Ä  >  0  ist,  d.  h.  je 

2u  2a  2a 

nachdem  Oy*  <  — ^,  oq*  =  — ^  oder  üq*  >  — ^  ist.     Man  erkennt  daraus,  d»ss  die 

Art  des  Kegelschnittes  von  der  Grösse  des  Anfangsradiusyectors,  d.  h.  der  anfang- 
lichen Entfernung  vom  Centrum  und  der  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit,  nicht 
aber  von  der  Neigung  der  letzteren  gegen  jenen  abhängt.  Der  Punkt  kann  also 
mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  seine  Anfangslage  nach  einer  beliebicen 
Richtung  hin  verlassen,  immer  bleibt  die  Bahn  von  derselben  Art;  damit  sie  ih/e 
Art  ändere,  muss  Vq  oder  Tq  oder  müssen  beide  sich  so  ändern,  dass  die  dem  H 
gesteckten  Grenzen  tiberschritten  werden. 

Das  Resultat   der   bisherigen  Untersuchung    lässt   sich  folgendermassen  n 
sammenfassen: 

Wird  ein  Punkt  von  einer  Beschleunigung  afficirt,  deren  Rich- 
tung fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  hinläuft  und  deren 
Grösse  dem  reciproken  Quadrate  der  Entfernung  des  Punktes  T<>!r 
Centrum  proportional  ist,  so  ist  die  Bahn  desselben  ein  Kejre^ 
schnitt,  fürweichen  ein  Brennpunkt  Ynit  dem  festen  Centrum  zaiao- 
menfällt;  dieser  Kegelschnitt  kann  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Ht 
perbel  sein;  welcher  von  diesen  Gattungen  er  angehört,  hängt  tud 
der  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  seines  anfänglichen  Ab- 
standes  vom  Centrum,   nicht  aber  von  der  Richtung  der  ersteren  ab. 

Ist  die  Bahn  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  besteht  zwischen  dem  halhoL 
Parameter  p,  der  halben  Hauptaxe  n,  welche  durch  die  Brennpunkte  geht,  Qii'i 
der  numerischen  Excentrität  s  die  Relation  p  s=  a  (l  —  f»)  oder  p  =*  ö  (f*  —  1» 

und   hieraus    erhält  man  im   Falle  der  Ellipse:    a  == 7/  =^  :; —  *>"**  *" 

Falle  der  Hyperbel  a  =  ^--  = ^     .     Ferner  ist  für  die  zweite  Haibase  ' 

//  .2a 

»0«  —    — 

bei  der  Ellipse  6»  =  a«  (1  — •  f»)  und  bei  der  Hyperbel  b*  =—  ö«  (e*  —  1),  mithin 

in  unserem  Falle  &  =  ~  K—   //  =  V^^  ^^^  *^*®  Ellipse  und  h  =  y=7i  für  «li- 

Hyperbel. 

Es  ist   leicht,   die  geometrische   Bedeutung  des  Criteriums  für   die  Art  do 
Kegelschnittes  zu  erkennen.    Es  sei  Mq  (Fig.  103.)  die  Anfangslage  des  bewe«* 
liehen  Punktes,  F  das  feste  Centrum,  nach  welchem  die  Beschleunigung  gerichivi 
ist,  also  FMf^  ^  ro  der  Anfangsabstand  und  MqT  die  Richtung  der  Geschwindic 
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Figr.  103. 


keit  0g,  also  die  Tangente  des  Kegelschnitts  in  A/q.  Zieht  man  nun  dorch  Mq 
eine  weitere  Gerade  Mof  so,  dass  sie  mit  der  Tangente  denselben  Winkel  bildet 
wie  fifo,  so  mnss  sie  nach  einem  bekannten 
Satze  den  zweiten  Brennpunkt  /^^des  Kegelschnit- 
tes enthalten.  Die  Halbimngslinie  des  Win- 
kels FM^F*  ist  die  Normale  in  M^  und  auf  ihr 
liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  für  Mq\  um  ihn 

ZQ  finden,    genügt  es,  die   Beschleunigung  -^ 

in  der  Richtung  M^F  aufzutragen  und  auf  die 
Normale  zu  projiciren;  diese  Projection  ist  die 
Normalbeschleunigung,  hat  die  Richtung  des 
KninuDungshalbmessers  und  ist  gleich  dem  Qua- 
drate von  00  dividirt  durch  den  Krümmungshalb- 
messer. Ist  letzterer  Mß  und  Winkel  FM^C  =  ß^ 
so  besteht  folglich  die  Gleichung 


V 


0  ^0^  ' 

Nach  einer  bekannten  Construction  für  den  Krümmungshalbmesser  der  Kegel- 
schnitte erhärt  man  durch  die  Projection  H  des  Krümmungsmittelpnnktes  C 
anf  den  Radiusvector  und  durch  abermalige  Projection  des  Punktes  ff  zurück 
auf  die  Normale,  einen  Punkt  Q  der  Hauptaxe,  auf  welcher  die  Bre'nnpunkte 
liegen,  so  dass  also  die  Gerade  FQ  den  zweiten  Brennpunkt  F^  unseres  Kegel- 
schnittes bestimmt.  Je  nachdem  nun  FQ  die  Gerade  MqF^  in  F^  auf  derselben 
i^eite  der  Tangente  schneidet,  auf  welcher  F  liegt  oder  auf  der  entgegengesetzten, 
ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  denn  bei  der  Ellipse  trifft  die 
Tangente  niemals  die  Verbindungsstrecke  der  Brennpunkte,  bei  der  Hyperbel  aber 
stets;  ist  aber  FQ  parallel  Afo-F',  so  liegt  der  Brennpunkt  F*  im  Unendlichen  und 
ist  folglich  die  Curve  eine  Parabel.  Um  dies  Criterium  durch  Längenverhältnisse 
aoszndrücken,  ziehen  wir  F'S  parallel  MqF^,  Fällt  alsdann  der  Punkt  0  zwischen 
'tf«  und  Sy  so  ist  die  Gurve  eine  Ellipse,  fällt  Q  mit  S  zusammen,  eine  Parabel 
ond  filU  Q  über  S  hinaus,  eine  Hyperbel.  Diese  Fälle  finden  statt,  je  nachdem 
'M  <  MoS,  MoQ  =  MqS  oder  MoQ  >  MqS  ist. 

Nun  ist  nach  der  obigen  Bemerkung  über  die  Projectionen  von  C: 

oder,  wenn  man  die  vorhin  entwickelte  Gleichung  behufs  Elimination  von  J\1qC 
ZQ  Hülfe  ruft 


^oO  = 


Üü'  Tq*   Cu8  ß 


und  da  ans  dem  gleichschenkligen  Dreieck  Mf^SF  folgt; 

MqS  =  2ro  cos  ßt 


so  erhält  man  weiter: 


V 


MoQ 


und  ist  demnach  das  gesuchte  Criterium: 


fo*    < 


lÜL    > 


0 


\,   d.  h. 


<2ji 


Wir  wollen  jetzt  die  Coordination  r,  ip  als  Functionen  der  Zeit  suchen,  uns 
^Ubei  aber  auf  den  Fall  der  elliptischen  Bewegung  beschranken.     Die  zu  diesem 
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Zwecke  zu  integrirende  Differentialgleichung  erhalten  wir  auj  §.  10. ,  indem  wir 

^+A  =  -^  +  ii5r  setzen,  nftmlich: 

dr 
dt  ^ 


A+¥-6)" 

Die  Integration  würde  zunächst  r  als  Function  von  t  liefern,  wozu  aUdann  mit 
Hülfe  der  bereits  bekannten  Gleichung  der  Bahn  ^  als  Function  von  I  gesacht 
werden  müsste.  Für  die  bequemere  Handhabung  dieser  Gleichung  ist  es  nicht 
unzweckmässig,  die  ebenfalls  bereits  entwickelten  Bahnelemente  a  und  c,  nimlieh 
die  grosse  Halbaze  und  numerische  Excentritftt  statt  H  und  c  einzuführen.  Wir 
fanden  im  vorigen  §.  für  die  elliptische  Bahn: 


H 
woraus,  wir  ziehen 

5* 


f"  a(l-.s«)--^ 


Ä  ==   —    "   ,  C«  =-  f*fl  (1  —  t*) . 

a 


Dadurch  wird  zunächst 

di 


rdr 


Btatt  hieraus  r  als  Function  von  t  zu  suchen  und  nachher  in  die  Gleiehosf  der 
Bahn  einzusetzen,  führt  man  lieber  eine  neue  Yariabele  11  ein,  die  sogeasnate 
ezcentrische  Anomalie,  stellt  r  und  ^  als  Functionen  derselben  dar,  m 
selbst  aber  als  Function  der  Zeit.  Hierdurch  ist  die  vorliegende  Aufgabe  eha- 
falls  gelöst.    Beschreibt  man  nftmlich  über  der  grossen  Aze  der  ElHpee  als  Doreh- 

messer  einen  Kreis,  verlängert  die  Ordinate  MP  d« 

Fir   104. 

beweglichen  Punktes  M  bis  zum  Durchschnitt  5  Bit 

diesem  und  zieht   den   Radius  Clf  des  Kreises,  m 
bildet  letzterer   mit   der  Richtung  CF  der  grosws 
Aze  vom  Mittelpunkt  nach  dem  Brennpunkt,  w«l* 
eher  Centrum  der  Beschleunigung  ist,  den  Winkel 
NCFj  welcher  die  excentrische  Anomalie  des  Punk- 
tes A§,  heisst  und  gewöhnlieh  mit  u  bezeichnet  witi. 
Im  Gegensatze  dazu  heisst  der  Polarwinkel  ^,  dessen 
Scheitel  im  Centrum  der  Beschleunigung  liegt,  die  wahre  Anomalie.    Um  nos 
zunächst  r  und  ift  durch  u  darzustellen,  hat  man  aus  der  Polargleichung  der  Ellip*« 
r  -{-  ir  cosfp  =—  a  (1  —  e*)  und  da  r  cos '^  =^  FF  ^^aco9u  —  CF^*aeo$u  —  «fiit 

r  «•  fl  (1  —  t  eo9  u) 
und   indem    man   diesen  Ausdruck   für  r  in   die  Gleichung  der  Ellipse   einseut. 

1  —   f  • 

\^-^  B  cos  u  ^  ' — ; und  hieraus 

1  4"  *  <^os  ip 

1  —  coÄ  «  —  2  #iV  1 "  —  (1  —  «)  !  7  ^^*  ^  .  ttnd 

1  +  cof  II  —  2ro**  4«  —  (l  +  e)  -J-+/??-^- 

'  \  -f-  i  cos  tp 

entwickelt,  durch  Division  dieser  Resultate  in  einander 

Hiermit  sind  r  und  tp  durch  ti  dargestellt.    Um  nun  aber  u  als  Fnnotioo  der  Zeit 
zu  erhalten,  müssen  wir  die  Werthe  ftlr  r  uftd  rfr,  nämlich  r  ■■  « (l  —  f  «m  »\ 
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dr  :^  ai  sinudu  in  die  obig^e  Differentialgleichung  zwischen  r  und  t  einführen. 
Diese  Snbstitation  liefert 


-/?<■- 


dl  =  [/  —  (1  —  f  cos  u)  du 

und  hieran«  erhält  man,  wenn  die  Zeit  von  dem  Momente  an  gezählt  wird,  in 
welchem  der  bewegliche  Punkt  durch  den  dem  Beschleunignngscentrum  zunächst 
^legenen  Scheitel  der  Ellipse  (das  Perihel)  hindurchgeht,  so  dass  also  1  =  0 
für  tt  =3  0  ist, 

71/  =s  II  —  6  sinu  ,        n  =»  X^  -^  • 

Aas  dieser  Gleichung  folgt  für  u  =  29r,  ^n,  G^r,  . . .  .  n/  =  29r,  4»,  69k,  . . . 

so  dass  der  bewegliche  Punkt  zu  1, 2, 3  . . .  Umläufen  die  Zeiten  — ,  2 ,  3 , . . . , 

nun 

aUo  zu  jedem   einzelnen  Umlauf  immer  die  nämliche  Zeit  braucht.     Bezeichnen 

wir  diese  Umlauf szeit  mit  T,  so  ist 

«y  =  2w 

and  indem  wir  für  n  seinen  Werth  einführen,  ergibt  sich  noch 

4«»      , 

d.  h.  die  Beschleunigung  fi  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Centrum  ist  dem 
Cobcu  der  grossen  Halbaze  der  Bahn  direct  und  dem  Quadrate  der  Umlaufszeit 
umgekehrt  proportional. 

Zu  der  Gleichung  n/  =»  u  —  £  m  «  -kann  man  aber  auch  auf  folgendem 
^^  gelangen.  Nach  dem  Flächenprincipe  ist  der  Sector  MFA  s=^c/;  anderer- 
seits aber  stehen  die  Ordinaten  MP,  NP,  sowie  die  Räume  MAP,  N AP  der 
£llipse  und  des  Kreises  in  dem  Verbältniss  b :  a  der  kleinen  und  grossen  Hiilbaze 
OBd  da  die  Dreiecke  MFP,  NFP  sich  wie  MPi  N P,  also  ebenfalls  wie  bi  a  ver- 
balten, so  stehen  auch  die  Summen  MAP  +  MFP  und  NAP  +  NFP  d.  h.  die 
Sectoren  MFA  und  NFA  der  Ellipse  und  des  Kreises  in  demselben  Verhältnisse. 
Xan  ist  aber  UFA  =  NCA  —  NCF  d.  h.  gleich  ^fl*M  —  ^a«    ö  sin  u.     Daher 

wird  MFA  sa \ti^  (m  —  i  sin  \i)  und   indem   man  diesen  Ausdruck  dem  Aus- 

drucke  -Jd  gleichsetzt,  kommt 

C^  BS  o^  (tt  —  £  9in  u) , 

wekhe  GieichoBg  in  die  obige  Form  übergeht,  sobald  man  mit  Hülfe  der  Formeln 


Vl^ 


fifl(l  —  £«),        6«  =  a«(l  —  £«) 


die  Orosse  —r  elimiairt. 
ab 

Die  Gleichung  nt  ^^  u  -^  h  Hnu  liefert  u  als  Function  von  /,  wenn  man  sie 
mit  HQIfe  der  Lag  rang  ersehen  Umkehrungsformel  behandelt  oder  u  in  eine 
^'uiaireihe  auflöst,  worüber  wir  hier  nichts  mittheilen  werden;  für  kleine  Werthe 
d«r  Exeentricität  c,  bei  welchen  das  Quadrat  und  die  höheren  Potenzen  keinen 
Einfloas  mehr  über  die  Fehlergrenze  hinaus  üben,  kann  man  ni  als  Näherungs- 
wrrth  Ton  u  anwenden.     Indem  man  die  Gleichung  so  schreibt: 

M  =s  n<  +  £  ««  M, 
«rhilt  man,  wenn  man  rechts  unter  dem  Sinuszeichen  für  u  wieder  n/  -|-  £  sin  u 
«tU:  u  ^^  nl  -\-  £  «in  (nf  4~  <  'i»  ")  ""^  indem  man  abkürzt 

u  ^  ni  •\-  t  sin  nt. 
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Hierzu    gibt   die  Gleichung  r  =  a  (1  —  e  cos  u)   mit  derselben  Grenze  der  Ge- 
nauigkeit 

r  =  fl  (1  —  s  cos  nt). 

Um  unter  derselben  Voraussetzung  auch  ip  durch  t  auszudrücken,  benutzt  man,  statt 
den   eben  gefundenen  Werth  für  r  in   die   Gleichung  der  Bahn  einzuführen  und 

abzukürzen,  lieber  direct  die  Gleichung  des  Flächenprincips ,  nämlich  r*  —  =  C, 

welche  wegen  ^  —  ^^  ss  tp  auch  unter  der  Form  r*~  =  C  geschrieben  werden 

^kann  und  vermöge  C*  =  ^a  (1  —  «•)  übergeht  in  r^dip  =  Viia  (1  —  «')  rf/,  worin 

nun  noch  für  r  sein  Werth  zu  setzen  ist.    Nun  erhält  man  für  r  ans  r  =  z — : 

1  -|-  «  cos  p 

=  fl  (1  —  s*)  ii  -\-  B  cos  'tfff     ^  bis    zu   Gliedern    der    Ordnung   von  ä*   genau: 
r  s=  fl  (1  —  s  cos  ^)  und  hiermit  ebenso  r'  =  a*  (1  —  2  B  cos  ip)  und    folglich 

weiter:   (1  —  2  s  cos  "ip)  dtp  ^  y  ^  dt  ^^  nt.     Die  Integration  dieser  Gleichung 

liefert,  wegen  /  =»  0  für  -^  =  0:     nt  =s  ip   —  2  b  sin  ip,  oder  '^  =  nt  -{-  2  t  sim  ^, 
mithin  nach  derseljiien  Methode,  wie  oben 

iff  ^ss  ni  -{-  2  s  sin  nt. 

Beschreibt  man  um  F  mit  der  Einheit  als  Radius  einen  Krei^  und  lasst  aof 
ihm  einen  Punkt  sich  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  n  bewegen,  so  IhX 
'fp  SS  nt  die  Gleichung  seiner  Bewegung.  Der  Radiusvector,  welcher  nach  ihm 
hinführt,  bildet  mit  dem  Radiusvector  der  elliptischen  Bewegung  den  Winkel 
2s  sin  nt,.  Man  nennt  denselben  die  Mittelpunktsgleichung  der  elliptischen 
Bewegung.  Während  der  Punkt  der  elliptischen  Bewegung  die  erste  Hälfte  »einer 
Bahn  beschreibt,  ist  dieser  Winkel  positiv,  also  ist  der  Radiusvector  der  ellip- 
tischen Bewegung  dem  Radiusvector  der  gleichförmigen  Bewegung  voraas,  in  der 
zweiten  Hälfte  der  Bahn  ist  es  umgekehrt,    nt  heisst  die  mittlere  Anomalie 

Die  Gesetze  der  Planetenbewegung  sind  von  Kepler  entdeckt  worden;  sie 
sind  die  drei  folgenden  und  beziehen  sich  auf  einen  bestimmten  Punkt ,  den 
Schwerpunkt  der  Planeten. 

1.  Die  Planetenbahnen  sind  ebene  Curven  und  die  Radienvectu> 
ren  derselben  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  als  Pol  ausgehend,  be- 
schreiben Sectoren,  welche  der  Zeit  proportional  sind. 

2.  Die  Planetenbahnen  sind  Ellipsen  und  haben  den  Sonnen- 
mittelpunkt zu  einem  ihrer  Brennpunkte. 

3.  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  Planeten  sind  den  Cn~ 
ben  der  grossen  Halbazen  ihrer  Bahnen  proportional. 

Kepler  fand  diese  Sätze  durch  lange,  mit  der  grössten  Ausdauer  fortgesetstr 
und  mit  wunderbarem  Scharfsinn  upter  einander  verglichene  Beobachtungen;  wir 
können  heutzutage  kaum  mehr  ermessen,  welche  gewaltige  Entdeckung  es  wax,  an* 
den  scheinbar  so  verwickelten  Bahnen  der  Himmelskörper  die  Linien  hernns    z-u 
lesen,   auf  deren  Erforschung  das  Alterthum  allen  Fleiss  verwandt  hatte,    ohnr 
nur  im  Entferntesten  die  Bedeutung  zu  ahnen,  welche  sie   für  die  Mechanik  «Ks 
Himmels  erlangen  sollten.    Newton  hat  aus  den  Kepler^schen  Gesetzen  die  Fol 
gerungen  gezogen,  welche  die  Basis  der  ganzen  Astronomie,  der  Physik  aod  der 
Mechanik  geworden  sind.   Das  erste  Kepler^scho  Gesetz  spricht  das  Flächenprincii« 
aus  und  es  folgt  aus  ihm,  dass  die  Beschleunigung  des  Planeten  nach  den  Mttu*I- 
punkte  der  Sonne  gerichtet  ist.    Aus  dem  zweiten  Gesetze  ergibt  sich,   dmam    «ti«- 
Beschleunigung  dem  Quadrate  dos  Abstandes  vom  Sonnenmittelpnnkte   nm^ekcliT* 
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proportional  sein  mnss.  Diese  Folgerung  wurde  bereits  in  dem  2.  Beispiele  des 
Cmp.  I,  §.  3  gezogen,  kann  aber  auch  auf  folgende  Weise  erhalten  werden.  Wir 
haben  oben  für  die  Beschleunigung  der  Centralb^wegung  die  Formel  gegeben 


''  =  r«\r  +    rf>«/' 


_  1  1  Jt 

ist  nun   r  =  — r ^   oder    -  s=  -     4-  -     cos  ^  die  Gleichung  einer  Planeteu- 

l+seofÖ"  '  r         P         P 

bahn,  bezogen  auf  den  Sonnenmittelpnnkt  als  Pol  und  die  grosse  Axe  als  Polaraxe, 

d  •  -  d*-  — 

so  wird  -  ^o.  = sin  9  y      — -      =» cos  ^,  mithin 

dO"  p  äO'*  p 

Ans  diesen  beiden  ersten  Gesetzen  ergibt  sich  also  die  vollkommeiTe  Ueberein- 
stimmuDg  der  Plnnetenbewegnng  mit  der  in  den  vorigen  §§.  entwickelten  ellip- 
tischen   Bewegung.     Das  dritte  Gesetz  in  bestimmte  Form  gefnsst,  sagt,  dass 

«■     fl,'  /7t'   

T*  ""  7',*  "^  TV  ■"  ■  " 
sei.  wenn  2a,  2^1,  2/7«,  .  .  .  die   grossen  Axen  der  Bahnen  verschiedener  Planeten, 

T,    7*1,    7*2 T    ••  •   ^^^^  ^^^®  Umlaufszeiten  sind,  d.  h.  dass  für  alle  Planeten  -=■ 

constant  sei.  Nun  war  bei  der  elliptischen  Bewegung  die  Beschleunigung  fi  in 
d<*r   Einheit  der  Entfernung  vom  Centram 

j*  «=  4«».  y^, 

«lAher  sagt  das  dritte  Kepler^sche  Gesetz,  dass  fiir  alle  Planeten  die  Beschleu- 
tiigimgf  in  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  sei,  so  dass  also,  wenn  sie  sämmt- 
lieh  in  den  Abstand  gleich  Eins  vom  Sonnenmittelpunkte  gebracht  werden  könn- 
ten, sie  anf  dieselbe  Weise  beschleunigt  würden.  In  der  Theorie  der  Kriifte  wird 
erläutert  werden,  dass  der  Grund  der  Beschleunigung  in  der  Anziehung  der  Massen 
fresneht  wird.  Dort  wird  der  hier  besprochene  Satz  die  Bedeutung  gewinnen,  dass 
die  Sonne  die  Masseneinheit  der  verschiedenen  Planeten  anf  dieselbe  Weise  an- 
zieht und  also  kein  spezifischer  Unterschied  der  Anziehung  nach  Massgabe  der 
Sitbstaux  existirt,  aus  welcher  der  Planet  gebildet  ist. 

Newton  hat  die  Kepler'schen  Gesetze  auch  auf  die  Bewegung  der  Cometen 
um  die  Sonne  und  der  Trabanten  um  die  üauptplaneten  ausgedehnt  und  indem 
vT  atofenweise  seine  Betrachtungen  verallgemeinerte,  gelangte  er  dazu,  zum 
erstenmale  die  Idee  der  allgemeinen  Gravitation  zu  fassen  und  den  Satz  auszu- 
sprechen,  dass  zwischen  allen  materiellen  Körpern  eine  Wechselwirkung  bestehe, 
dass  sie  einander  anziehen  im  directen  Verhältnisse  ihrer  Massen  und  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung.  Wird  diese  Auffassung  zu  Grunde 
srele^tr  ^^  geniigen  unsere  bisherigen  Untersuchungen  nicht  mehr,  um  die  Planeten- 
b« wegzog  vollständig  zu  erklären.  Denn  erstens  ist  das  ganze  Problem  alsdann 
ein  Problem  der  relativen  und  nicht  mehr  der  absoluten  Bewegung,  so  dass  die 
Kepler*schen  Bahnen  also  nur  die  relativen  Bahnen  sind  und  zweitens  ist  die  in 
unseren  Untersuchungen  vorkommende  Grösse  (i  von  den  sämmtlichen  Körpern 
abhängig,  welche  eineu  Planeten  beschleunigen.  Wir  werden  daher  Weiteres  anf 
die  Capitel  über  die  relative  Beschleunigung  und  die  Theorie  der  Attractionskräfte 
verspüren  müssen. 

Schell,  Theorie  d.  Ikw.  n.  d.  KiäHe.  18 
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§.  13.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Jacob i'bchen  Princip  des 
letzten  Multiplicators,  werden  uns  «aber  wegen  des  grossen  Um- 
fanges  dieses  Gegenstandes  auf  eine  kurze  Darstellung  der  Grundzüge 
desselben  beschränken  müssen.  Das  Princip  lautet:  „Wenn  ein 
System  von  Differentialgleichungen  soweit  integrirt  ist, 
dass  man  alle  Integrale  desselben,  bis  auf  eines,  kennt,  so 
kann  das  letzte  fehlende  Integral  gefunden  werden,  indem 
man  den  Multiplicator  oder  intcgrirend^n  Factor  der  letz- 
ten, noch  zu  integrirenden  Gleichung  in  allen  Fällen  an- 
zugeben  im  Stande  ist. 

Bei  Eutwickelung  dieses  Princips  setzen  wir  voraus,  dass  die  Diffe- 
rentialgleichungen nach  dem  höchsten  der  in  ihnen  vorkommenden  Diffe- 
rentialquotienteu  aufgelöst  sind  und  reduciren  das  System  derselben  auf 
die  erste  Ordnung,  indem  wir  die  Differentialquotienten  der  niederen 
Ordnungen  als  neue  Variabele  einführen.  Hiernach  würde  das  System 
der  Bewegungsgleichungen 

(J^x  _  dhj  _  ^-  _  y 

dl'   ~~      '    dt'  ~      '    dt'  ~ 

zu  ersetzen  sein  durch  das  gleichbedeutende: 

X   =^  X 

z  =  Z 

dl 

oder  auch  durch  die  Proportion: 

dl:dx:  dx  :  dy  :  dy  :  dz  :  dz  =^  i\x  \  X\y  :  Y:  z  :Z. 

Für  die  allgemeine  Untersuchung  wollen  wir  die  Variabelen  des  Systens> 
mit  or,  aTj,  0:2»  ^3)  .  •  .  ^ni  bezeichnen  und  dasselbe  unter  der  Form 

dx^  dx.,  dxi  dx^ 

djc'  =  '*"  dx   =  -^="  •    •  •  «/x  =  •^"  •  •  •   ,/x   ==  -*-• 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  unter  der  Form 

dx  :  dx^  :  dx.y : :  dx„  ==  1  :  .Y,  :  -Vj :  -V« 

voraussetzen,  welche    durch  Einführung   eines   beliebigen  Factors  X  au:' 
der  rechten  Seite  auch  so  dargestellt  werden  kann: 

dx  :  dx^  :  dx.,  ;••••:  dx»  =  A' ;  X^  :  Xj  :  •  •  •  •  :  .V„ , 

wobei  die  jetzigen   Grössen  .Yj,  -Y, ,  X^,   .  .  .  X„  soviel  sind  als  die  fux- 
hereu  gleichnamigen  Grossen  multiplicirt  mit  X. 

Wir     beginnen    mit    der    speziellen     Betrachtung    einer    einaigt- 1. 
Differentialgleichung,   um  von   da    aus   durch  Erweiterung  zum   Sjstexu 


dx 
X  —    . 
dl 

dx 

^"      dt 

dy 

y"    -"'■' 

•'         dt 

,        dz 

dz 

^         dt 

dt 
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von  2,  3,  ...  n  Gleichungen  successive  aufzusteigen.  Sind,  wie  allge- 
mein üblich,  ar,  y  die  Variabelen,  -T,  Y  Functionen  derselben,  so  sei 
die  Gleichung  unter  der  Form 

dx  :  dy'  =  X:  ¥ 

gegeben,  welche  soviel  bedeutet,  als 

Xdy  ~  rdx==0. 

ht  nun  F=  Consl,  das  Integral  d[eser  Gleichung,  nach  der  Constanten 
aufgelöst  gedacht,  so  liefert  die  Differentiation  desselben  die  Gleichung 

^^dy+-äx^O, 

welche  mit  Xdy  —  Ydx  =  0  identisch  sein  muss,  sich  von  ihr  also  nur 
dorch  einen  Factor  M  unterscheiden  kann,  für  welchen  die  Bedingungen 


MX  = 


dF 


MY  = 


dF 


dy^  dx 

bestehen    müssen,    welcher    daher    der    partiellen    Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

dx  dy 

genügen  muss.    Dieser  Multiplicator  M  macht  den  Ausdruck  Xdy  —  Ydx 

unmittelbar    zu    einem  vollständigen   Differentiale    MXdy  —   MYdx  = 

fF  dF 

rfy  -j-  ö~  ^^  ^^^  mithin  die  vorgelegte  Differentialgleichung  integrabel. 

'  j  ex 

£r  beisst  bekanntlich  der  integrirende  Factor  derselben  und  ward  bereits 

von  Euler  gefunden. 

Es  seien  jetzt  zwei  Gleichungen  gegeben  durch  die  Proportion 

dx:dy:dz  =  X:  Y:Z 

und  seien  f  =  cc,   g>  =  /3  ihre  beiden  Integrale,  nach  den  Constanten 
aufgelöst.     Die  Differentiation  derselben  führt  zu  den  Gleichungen: 

df  df  df 

ausweichen  man  für  die  Verhältnisse  der  Differentialien  dx^  dy,  dz  findet: 

dx:dy:dz  =  A:B:Cf 

wenn  A,  B,  C  die  Bedeutung  haben: 

df       df 

dz      dx 

dq)       d(p 

dz       dx 


Ä=z 


df 

df 

1 

»y 

i)z 

dq> 

dip 

,     S  — 

dy 

dz 

■,    0  = 


df 

?f 

dx 

<>y 

dq) 

dq) 

dx 

dy 

1 

o* 
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Da  diese  Proportion  mit  der  gegebenen  identisch  sein  muss,  so  gibt  es 
nothwendig  einen  Multiplicator  M  von  der  Beschaffenheit,  dass 

MX=A,  MY=B,  MZ=C 

^ird.     Zwischen   den  Grössen  A^  B^  C  besteht  aber,    wie  die  nnmilti»!- 

bare  Differentiation  nach  o:,  y,  z  zeigt,  die  Relation: 

dA    ,    dB        dC        ^ 

ox        dy        dz 

Der  Multiplicator  mnss  daher    der   partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  geniigen:  , 

dx  dy  dz 

Während  nun  bei  dem  vorigen  Falle  mit.  Hülfe  des  Multiplicators  da? 
Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  sich  ergab,  ist  es  hier  im 
Falle  des  Systems  zweier  Differentialgleichungen  nicht  unmittelbar  mrij 
lieh,  durch  denselben  ein  Integral  zu  erhalten ;  vielmehr  liefert  er  durcli 
Multiplication  mit  den  Grössen  -Y,  F,  Z  nur  die  Werthe  von  -4,  B^  i\ 
nämlich 

dy  dz  dz  dy  ' 

rz  ox         vx  ('z 

C  =  MZ  =  f  f  -  '^  f 

dx  dy         dy   ex 

und    erst   mit   ihrer  Hülfe    gelangt   man  zu  einem   der  beiden  Inte^r»!*' 
z.  B.  zu  /*  =  a,  wenn  das  andere  q>  ■=  ß  bereits  bekannt  ist. 

Führt  man  nämlich  an  die  Stelle  einer  der  Variabelen,  z.  B.  :,  «'• 
neue  Varibele  (p  ein,  so  wird  f  eine  Function  von  x,  y,  <p  und  wenn  d- 

Differentiationen  von  /"nach  diesen  Variabelen  durch  ( ^/  )i    (       )»   ( 
bezeichnet  werden,  so  wird 

df^  (df\  /df\    'iq>  ^    ^Y_  (^A     ,     /_^A   dq>      i  f  ^^   /<  A   -* 

öx         \dx/  \dq)/   ex*    vy         \dy/  \d<p/   dy  ^    dz*         \tq^  <i 

und  hiermit  worden 

woraus  man  erhält 

\dy/  d(p  '      \dx/  dq> 

dz  ( z 

und   da   das   Differential  von  /*,   als  Function   von  x,  y,  ^    dargestr*.  * 
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nämlicli  df  =  yj.)^^  +   i^j^y  +   \^     )^^  ^^^^  vermöge  des  bereits 
bekannten  Integrales  (p  =^  ß  hi  Folge  von  dg)  =  0  auf 

zusammenzieht,  so  wird  dasselbe  nacb  Substitntion  der  eben  dargestell- 
ten beiden  Differentialquotienten  mit  Rücksiebt  auf ^  =  MXy  B  =  MY 

überquellen  in 

M 

df  =  -—  {Xdfj  -    Ydx) 

und  also   die  Gleichung 

M 

{Xdy  —   Tdx)  —  f  =  tt 


d(p 


das  gesuchte  zweite  Integral  der  beiden  Differentialgleichungen  dar- 
stellen ,  sobald  Xy  Y  mit  Hülfe  von  q>  =  ß  durch  x  und  y  allein  dar- 
gestellt   sind.     Man  sieht,   dass  also  -^ —   der    integrirende    Factor    der 

Gleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  ist.     Daher  also  der  Satz: 

^W enn  (p  =  ß  ein  Integral  des  Systems  zweier  Differen- 
tialgleichungen dx  :dy  :dz  =  X:  F:Zist  und  die  Grösse  ilf  der 

-     ,1        T^.i-i.  ..,1.1.  d{MX)    ,    d{MY)    ,    d(MZ)       ^ 

partiellen  Differentialgleichung-^^ — -4-  -\ — -  +  -'^■— ^  =  0 
*^  dx  oy  dz 

cenügt,   80  ist    -  -  der  integrirende  Factor  der  Differential- 

^  c<p 

:dz 

«»'leichung  Xdy  —  Ydx  =  0^  wenn  aus  Xy  F,  M  die  Variabele  z 
mit  Hülfe  des  Integrales  q>  =  ß  eliminirt  wird. 

Man  kann  zwei  Fälle  bezeichnen,  in  welchen  man  den  Multiplicator 
M  leicht  angeben  kann.  Bringt  man  nämlich  die  partielle  Differential- 
gleichung, welcher  er  gentigen  muss,  auf  die  Form 

t»o  sieht  man,  dass  3/=  Consi.  =  1  gentigt,  wenn  ^ — 1- f-  ^  ^  ==  0 

ex        oy        dz 

ist.     Der  integrirende  Factor  der  Gleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  ist  in  die- 
sem   Falle  --—  .     Gibt  man  andererseits  dieser  Gleichung   die  Form: 

ctp 

dz 
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I 

1    (dM    ,YdMZ  dM\         j.    pjr"       dY        dZ\_ 
M  \dx  ^  X  dy^  X  dz)  ^  X  \dx^  dy  ^  cz)  ' 

welclie  mit  Hülfe  des  gegebenen  Systems  der   zwei  Differentialgleichan- 

.    ,.  ^    F'       dy      Z        dz  dM   ,    dM  dy    ,    dM  dz        dM 

gen,  nämlich  -=-,   _  =  _  ^egen  -  +  ^^  5^  +  ^,  ^^  =  ^  | 

,     .     d'lM    ,     1    (dX  ,    dY  ,    dZ\        ^ 

Übergent  in  — ; — ^tIt^ — f-7; f-  ;r-)=0,  so  erkennt  man,  das<. 

"  dx  X   \dx        dy         dz/ 

wenn  "ttI-t-  +  ^p  "J"^)  ^^^  vollständige  DifTerentialqnotient  nach  j 

von  einer  Function  J  ist,  der  Multip}icator  M  =>  C-  c~»  wird. 

Als  Beispiel  für  den  ersten   dieser  beiden  Fälle  dient  die  Integn 

tion  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung       ^  =  /*(^i  y)  [«•  Cap.  IL 

§.  4],   welche   identisch  ist  mit  dem  Systeme  der  beiden   Gleichnngf'D 

erster  Ordnung   3-  =  y,    -  -  ==/'(a:,  y)  oder  also  auch  mit  der  Propor- 

dx  dx 

tion  dx  :  dy  :  dy  =^  1  :  y' :  /*(x,  y).    Hier  ist  A!'  =  1,    Y  =3  y\  Z  =^  f\x,  > 

und   die  Bedinsunc:  -r {- h  ^-  =  0  erfüllt.     Kennt  man  also  <'b 

^     ^    dx^  dy     ^   dz 

Integral  <p  {x^  y,  y)  =  ß  dieses  Systems,  so  ist    ^       der   integrireD<U 


^y 


Factor    der    Gleichung   dy  —  ydx  =  0,    nachdem   y    mit    Hülfe   r*\ 
9  f^>  y>  y)  =  ß  eliminirt  ist. 

§.14.    Es  sei  jetzt  gegeben  das  System  von  n  Differentialgleichnn 

gen :  dx  :  dx^  :  dx2  :••••:  dx^  =  X :  A'j  :  Xj  : :  X^  mit  den  11  -r  ^ 

Variabelen  o;,  oT] ,  Xj,  •  •  •  Xn  und  seien  f^  =  a^y  A  *^  *2» /•-=•■ 

die  n  Integrale   desselben,   aufgelöst  nach   den  n  willkürlichen  Conat-. 
ten  cTj,  o^y  ' ' ' '  a^.    Die  Differentiation  derselben  liefert  das  Gleichmi^* 
System  : 

^dx+  ^^'  dx.  +  ""^J-  (/o;,  ^ h  ^'^'  dx   =  0 

dx      ^  dx^     '  ^  f^oTj     2  -r         -r  ^^^  «-^1. 

•  •  •  ■ 

•  «  •  • 

.  •  •  • 

^-dx  +  :^"rfx,  +  f^^"  dx, +  ....  +  l^'dT.  =  0 
CX  CX^        *  ^^  CXj        '  CXf, 

I 

und  aus  diesem  erhält  man  die  Proportion 

€LX  I  uXt  *  uXn  l  ••••••  i  dXff   •       A  l  ^t  X  ^A  *  ••••••  *  ^»a  I 

worin  die  Grössen  A  der  Reihe  nach  die  Werthe  der  Detcrminaoteo 
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cx^  8x2           dx^ 

Mx    df, 
dx2  dx.^ 

•  •  •        ■ 
dx 

1 

dx    dx. 

aa        -_- 

dXn-\ 

-    -        ■  •  •  •     

cx^  dx^           dXn 

• 

1 

df,  dfj 

dx2  dx^ 

m 

df, 

•   •   •         — - 

dx 

- 

df^  df^ 

•  • 

dx    dx^ 

• 

df.,. 

•    •                      

dXn-i\ 

• 

i.  ^A  . . . .  ^A 

dh     dfn    . 

dx^  dx^ 

df„ 

■      •      •                         - 

dx 

» 

df,    df. 

—      •   • 

dx    dxy 

dXn  _  1 

besitzen,  wenn  man  dieselben  für  eine  gerade  Anzahl  der  ;<  -|-  1  Varia- 
belo  aufeinanderfolgend  mit  abwechselnden,  bei  einer  ungeraden  Anzahl 
derselben  aber  mit  demselben  Zeichen  nimmt. 


Daher  besteht  weiter  die  Proportion 


A    ■   ■A*    m  ^2   * 


•  !  Aft  — —  ^  I  At  !  ''*2  * 


I  -/Tu 


und  folglich  gibt  es  einen  Factor  M  von  der  Beschaffenheit,  dass 
wird.    Nan  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Grössen  A  der  Gleichung 


dA    .     dA^     .     dA^    , 


dx 


dx.i 


dx„ 


CX^  c/^2 

noterworfen  sind;   ist  dies  erwiesen,  so  besteht  für  den  Multiplicator  M 
die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 


dJ^MX)        d  i,MX;)        d_{MX2) 
dx  dxt  dx^ 


,HMX^^^ 

dXn 


Der  Beweis  hierfür  ergibt  sich,  wenn  man  bedenkt,  dass  A,  Ai-,  ^3, 
l  nterdeterminanten  sind  von  der  Determinante 


B=     —' 


^f 

df 

df     ■ 

<^r 

dx 

dx. 

dx^ 

dxn 

dx 

dxi 

^. . . . 

dX2 

'   '    dXn 

df, 

dx 

• 

dfj 

dXy 

df^ 

dx^ 

df2 

'  '  '   ?r 
CXn 

,  df„ 

dfn 

dfn 

.          dfn 

<   dx 

dx. 

dx2 

'  '  '  dx 

vorin  die  Function  f  willkürlich  wählbar  ist.  Ordnet. man  R  nach  den 
Elementen  der  ersten  Eeihe,  nämlich  nach  den  Derivirten  dieser  Func- 
tion, 80  erhält  man  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Bildung  der 
Determinanten : 


R-  A^f  A.A     ^^    4-  ^     ^f    ^ 


•     •     •     • 


dx 


dxi 


dx. 


+  A„ 


df 


dXn 
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Differentiirt    man    diese   Gleichung    nach    denselben  Derivirten  partiell, 
so  erhält  man 

dR         ,  dR  j  ^R    ^    j  ?Ä  ^  ?R 

dx  dxi  dxi  dxk  cjc^ 

Da  nun  in  A  keine  Differentiationen  nach  x^  in  A^  keine  nach  Xp  •- 
in  An  keine  nach  Xn  vorkommen,  so  können  in 

dA    ,    dA^    ,  ,     dAn 

dx  dx^  CXn 

nicht    zweite   Differentialqnotienten   von    der    Form     -    7] ,    sondern  nur 

vX^ 

solche,  wie  r — ^   vorkommen,   wo  1  und  k  verschiedene  Indices  «iod. 

CXiCX/c 

Daher  hat  der  vorstehende  Ausdruck  die  Form 

dx        dx^  dxn  •'*    dxif^xk 

Um  die  hierin  vorkommenden  CoefBcienten  F^/\  entwickeln  zu  können, 
stellen  wir  die  Determinanten  Ai^  Ak  nach  den  Derivirten  der  Functionen 
A*  /*2  '  *  *  /»»   resp.  genommen   nach  Xk  und  Xi  geordnet  dar,   nämlicb. 

_     g^    Ifx     ,    _dAi     df,  JA,    dfs    ,  .      ^A.    rf. 

'       ^JfJ^c'k'^  ^'^^^k'^ a.¥'.^^^       %'.  ^(-^-^• 

dxk  dx/e  dxk  dxk 

^^  J^k    dfx    ,       dAk    df.,    ,  _i    _?^*     ^f'    I  I     ^-'^*    '/• 

dXi  dXi  dxi  dxi 

Hieraus  erhalten  wir  die  beiden  mit  . — -'—  multiplicirten  Glieder, 'das  ein«* 

CXiOXk  ' 

aus  -^,  nämlich: 

^^«  dAi         d'^fs 


dfg    dxtdxk 

dxk 

und   das   andre  aus    .—  : 

dxk 

dAk         d^fs 

—  •  --  -  • 

,.      rf    dxidxk 
Die  Coefficienten  beider  geben  zusammen   FV],,  nämlich: 

ra\  ^jTi  r.r,       dxk  dxk        <*j-, 

Diese  Summe  ist  aber  Null,  weil  in  jeder  Determinante 
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Ä  =  i?  +  ^11^22 ^»*  d^®  Grössen  - — - —  und       -  -    -  entgegen- 

gesetzt  gleich  sind.    (Vgl.  Baltzer,  Theorie  nnd  Anwendung  der  Deter- 
minanten.   2.  Aufl.    S.  21.) 

Um  jetzt  die  Bedeutung  des  MuUiplicators  M  fiir  die  Integration 
unseres  Systems  von  Differentialgleichungen  zu  zeigen,  müssen  wir  dem* 
selben  zunächst  eine  etwas  passendere  Form  geb'en.  Hierzu  dient  ein 
Satz  über  die  Differentiation  einer  Determinante.  Sind  nämlich  sämmt- 
Uche  Elemente  der  Determinante 


R  = 


flj    ftj  •  •  •  •  Pj 

«  • 

m  • 

m  • 

«  • 

««&«•••:  Ph 


dR 
dx 


von  ein  und  derselben  Grösse  x  abhängig,  so  ist  zunächst 

\dai  dx    '     dbi  dx  dpi  dx) ' 

Non  kann   man   aber  folgende   n  Systeme  von  Gleichungen   bilden   mit 

bekannten : 


J, ,  x,',  •  •  •  x/i   Xi'\  Xo\   •  •  •  Xm":  •  •  •  •  x^^K  xJ"^  "  ' '  xJ"^  als   Un- 


'I  »   Jj,    •  •  •    o,;,   ^     •*'J    9    •«'2   '     '''•«'«    j    '■'  '    *^l'  '>    •*'2 


«1  Xj'  +  6,  0:2'  + 


+  Pi  Xn    = 


«2  ^1'  +  *i  ^2'  +  •  •  •  •  +  ;>2  ^«'  = 


•    •    •    • 


+    Pa  Xn 


da^ 
dx 
da  2 
dx 
d(t„ 
dx 


a^Xi"  +  b^x,/'  + +  p^x^"  = 

a^x"  +  ^2^2"  + +  Pi^h"  = 

.  a  . 


rtjar/")  +  b^x./"^  + 


r/6, 
(3f62 

dx 

dhn 
dx 


+  ..r,w=r. 


«..^/"^  +  6«  ■>  ./">  H h  /i/i^//"^  = 


n«d  ans  ihnen  erhält  man   durch  Auflösung  nach  den  Unbekannten  für 
^ie  Werthe  von  o:/,  x^'y  x{\  .  .  .  xj")-. 


D     / dR  da^         dR  da^    ^^ 

*  da^  dx         da^  dx 


dR  dft„  _       dR  da 


van  dx 


dttidx  ' 
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obidx  ^  ccidx  dpidx 

und  indem  man  die  Summe  alier  dieser  Gleicbnngen  bildet: 

g=  Ä(a:,'+  x,"+  0:3"-+  ....  +ar,<->) 

oder,  indem  man  mit  R  dividirt: 

d'lR 


=  OTj'  +  0*2'  +  ^3"  +••'•  +  ^1 


(*) 


Nehmen  wir  nun,   wie  zu   Anfang   dieses  §.  an,   das   Gleichungssjstem 

dx  :  dxj :  rfa^j  :  . . .  •   :  dxn  =  X :  X^*:  -Yj : :  A'« ,    welches   wir  auch  so 

schreiben  können: 

dxi        X^      dx^        Xi^  dXn        X^ 


•H 

•     •     •     • 


dx        X  '     dx         X  '  dx         X 

sei  integrirt  und  die  n  Integrale  auf  die  Form  x^  ^=-  f^  (o-,  a|,  otj,  ••*  o.  , 

^2  =  /i  G^)  ^1  >  «2»  •  •  •  ^^w) ^n  =  fnipo^  «j ,  «j,  . . .  of^)   gebmcbt, 

so  werden  durch  diese  Werthe  von  ^^,0:2,  . , .  x^  und  ihre  Differential- 
quotienten  die  Gleicbupgen  des  Systems  identisch  erfüllt  fiir  jedes  / 
und  jeden  Werth  von  ctj,  ctj«  •  •  •  •  '^i*  Differentiirt  man  sie  daher 
nach    den   a,    so    erhält    man    n  Systeme    von    Gleichungen    der   Fom 

d'     '       d-  a-    •  a-    ' 

dtck  X  dx^  X  dx^    ,  ,  A     r.r^ 

—  5=    —     — ^  -     —   -4—    •  •  •  •   —4—  -    •  , 

nämlich:  Y  X  X  rj- 

a.-t  d-   '  ,    a-—      d-     * 

dxf       X     .    dxj      X     .  ,    oxn      X  f«, 

^a,    dx^  ^«j     dx^  da^     dXn  dx 

dXi        X     .     dxo       X     .  ,     dXn       X  ca^ 

.  *     — — —  —      J^  -     -  ■  j  •    •    ^  •      — X_      .  -       —  -  -     _L-S 

^ßfj     ^Xj  (:^ßf2     ^^2  ^Cf2      ^•^''«  ^«"^ 

•  •  • 

c).T,        A'    j^   ?.r2        -^   _i  _|     ^•^'»        -^'   ^^^1» 

da^    dx^  dcc„    e/a*2  ^«1,    <:^.r„  e/x 

^j:,        A'     ,     dx^       X     ,  ,     dXn       X  r'a^ 

c^cfj    ^x,  ^cf,    ^^2  ra,     dXn  dx 

rar,       A'     ,     Pxj       -*'     1  I     ^'^       -^    *'*'? 

^«2    <^»rj  t'Cf2    ^«^'2  ^'^i     ^'^*'«  ''•"^ 

?ir,        A'  ?.r2       X     ,  ,     ^Xi,       A'  <a^ 

— l—  —    «4—      .    •   »    •     — ^  -     ss; 

u.  8.  w. 
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Xn 


X, 


„      Xn 


+ 


+ 


dXn 


da^     dx, 


Xn 


dx 


X  ^.     dx*i 

"r 


Öflfj   dx^ 

An 


+ 


^»2      dXy^ 

^Xy        X    j^   dx^       X    j^ 
dun    dx^  dctn    dx^ 


+ 


dx, 


•  •  •  • 


+ 


^Ofj       dXn 
dXn  X 

dcc. 


dx. 


d' 

dx 

d    -^-^ 

dx    ' 

_      dXn 

d'-  - 

OCCn 

dx 


Dies   GleicbaDgss78tem   hat   die   Form  des   vorigen  und  zwar  sind 
die  dortigen  Grössen  a^^  Oj»  •  •  •  ^n\  ^u  ^21  '  *  *  ^19  • .  •  •  Pd  P2  *  *  *  •  P'« 


dxn      dx^     dx^ 


, .     dx^      dx^ 

die  Grössen  .r/,  X2j  ....  ar^'j  a:/',  äTj") 
aber  hier 


....  — 


dx2 
da'' 


.  X 


«  5 


dXn        dXn  dXn 

-  —       — ^—      •  •  • .  —  • 

da^ '    dvL.^  dccn 

^  (n)     ^  (ft)  ^  («) 


g.^i   a.^   d'^^ 

X  X  X 


^xj  '    dx2  '  aa:^  '     a^i  '     dx2  ' 

Daher  ergibt  sich  der  Satz: 


a .  ^i      a .  ^2 


aar, 


ax. 


+ 


^ 

"aar.  ' 


dXn   ' 

ax,  • 

aa:,    dx^ 

a<»j  aofj 

aoTj  aoTj 

Ä    — 

• 
• 

• 
• 

a^i  aa?2 

.     .    .    t 


aof«    dan 


r^      Xn 

*» 

dXn 


dx„  , 

dXn 

dXn 
dein 


Fuhrt  man   die   Differentiationen   aus,    so   geht  die   rechte   Seite   dieser 
Gleichang  über  in 


X  \dx^  "^  dx^'^         ^  dXn)        X^  \^  dx^  "^  ^2  ^^^ 

vobei  man   dem  Subtrahenden  mit  Hülfe  der    gegebenen   Gleichungen 


X, 


dXt         Xn 


dXe 


dx  '   X         dx' 


Xn 

X 


dXn 

dx 


die  Form 


iL  \dx^  dx  "^ 


dX  dx^    »^ 
dx2  dx 


dX_  dx^  \  UX  _  dX\ 

"^  dXn  dx  )  X  \dx        dx ) 


geben  kann,  wodurch  die  Gleichung  übergeht  in 

d'l{XR) 


dx 


^  j_  /az     ax,  a^\ 

X  \dx  "^   äar^  "*  ''  dxj 
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In  allen  Fällen  also,  in  welchen  die  rechte  Seite  ein  vollständiger 
Differontialausdrnck  nach  x  ist  {eine  Constante  und  insbesondere  Nail 
mit  inbegriffen),  kann  man  R  dnrch  eine  Quadratur  finden. 

Vergleicht  man  die  vorliegende  Gleichung  mit  der  oben  fiir  den 
Multiplicator  M  entwickelten,  nämlich  mit 

d{M.Y)        d{MX,)    d(MÄ,)  _  ^ 

('X  dx^  dXn  ' 

welche  man  durch  Ausführung  der  Differentiationen  und  Division  mit  MX 
auf  die  Form 

\  fcM        Xj  dM        X^dM  XndM\ 

M  \dx  '^  X  dx^'^  X  dx^"^  ^  -V  öxj 

'     X  \dx         dXi         ex 2  öxj 

oder  wegen  -—=-—*,    *_;?  =    .  -  ,  ....  auch  auf  die  Form 

X  dx       X  ax 

ii^ä  +  }.  py.  +  ^/''i  _u  ?£i  + L  ^-^A  =  0 

dx  X  \dx         ?x,         djr.^  cxj 

bringen  kann,  so  folgt,  dass  IM  =  Const.  =  —  i{XB),  d.  h. 

Const, 
'"=     AR 

ist.  Dies  ist  die  Form  des  Multiplicators ,  unter  welcher  seine  Bedec 
tung  für  die  Integration  des  Systems  unserer  Differentialgleichangrn 
leicht  erkannt  wird.  Nehmen  wir  an,  von  den  n  Integralgleichongt-n 
des  Systems  dx  :  dx^ :  dx^  :....:  dx„  =  A' :  X,  :  -Y,  :  . . .  .  :  .V^  seien  n  -  \ 
bereits  gefunden,  nämlich 

.r.,  =  92  (.r,  o*,,  «2,  «^3» *''•)> 

•^3   =   9^3  (^»    ''*^J  »    ^2»    ''3>  •  •  •  •  "'•)5 

Xn  =  ^>H  («t',  a*,,  «2,  »3, a„). 

Dagegen  bleibe  noch  die  einzige  Differentialgleichung  dx^  :  dx  =  .V,  :  \ 
oder  Xdx^  —  X^dx  =  0  zu  integriren  übrig  und  sei  x^  =  9,  (x,  er,,  ir,, . . . » 
das  gesuchte  Integral  derselben.  Die  Functionen  tp  haben  dieselbe  B^ 
dentung,  wie  die  früheren  f  und  gehen  auch  der  Form  nach  in  diese  über 
sobald  oTj  =  qpj  (a;,  cfj,  «2,  ...  a«)  in  sie  eingesetzt  wird.  Different'r.T* 
man  behufs  der  Bildung  von  R  die  bekannten  Integralgleichungen  nar' 
den  willkürlichen  Constanten  und  bezeichnet  die  Differentiationen  ^  • 
x^y  0*3, ....  Xm,  insofern  diese  Grössen  als  Functionen  von  .r,  .rj,  cr^,  ctj  —  ^ 
auftreten,  durch  Klammern,  so  ist 

Demnach  erhält  man  zunächst 
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R 


dx^ 


I 


(dx. 


\oct,^       \dx^/  ccf^ 


\da^/       V^a:,/  ^«3     V^aj/    '    \dxi/  da^  xdce^J       \c'x^J  da.^  1 


\dx 


(^?:^3\  I  A-*:3)  ^*i        i^-'»\  I  i^'^H\^^] 


dx^\  ^ar,         pa:»\   ,   /dx„\  ^x^ 
.dxj  dein         \dccj   '    \dxj  da 

mnltiplicirt   man   abes»  die  Elemente    der  ersten    Cblonne  successiv  mit 

(S!)'(l:;)-(l^)"'"^  »"»«•*"• 

gen  den   Colonnen ,  so  erhält  man  einfacher 

dx^ 


sie  von  den  Elementen  der  föl- 


Ä  = 


dxi 
dx^ 


daj      \daj   ""    \daj 

/dxA     /dx.\  r^x„\ 

\daj      \dccj        '      \(^aj 


( 


dx^\ 

daj 


/dx 
\da 


;)■••■  (t:) 


•  •  •  • 


oder   da   die  Elemente  der  ersten  Reihe  sämmtlich  bis  auf  das  Anfangs- 
element  verschwinden 


dxt 
B=  — ^ 


wenn  Q 


/dxA    /dx^A /^x„\ 

\da,J  \^a.J  \cct.J 

/c)x,\  rcxA  rcxA    _  ^ 

•  •  • 

■  •  • 

\daj  \daj          '  \daj 

/a.r.,\  /dx.\  /a.rA 

I    P^2^    (^^\ p'-^'A 

=  i     \  aofo/  \  daJ  \  (a.J 


da. 


0, 


;  /axA  /%A  ...  V8xA 

\daj    \dttj  \daj 

In  allen  Fällen  nun,  in  welchen  der  Ausdruck 
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ein  vollständiger  Differentialqaotient  nach  x  ist,  kann  R  vermöge  der 
oben  entwickelten  Gleichung  von  vornherein  bestimmt  werden  und  da  (^ 
durch  die  n  —  1  bekannten  Integrale  gefunden  wird ,  so  liefert  die  vor- 

liegende  Gleichung    -  -'  =  —    und  damit  den   iutegrirenden  Factor  der 

noch  übrigen  Differentialgleichung  Xdx^  —  X^dx  =  0,  worin  -V,  X^  Func- 
tionen von  Xy  0?!  sind.  Ist  nämlich  F  {x^  x^)  =  a^  das  Integral  die]>er 
Differentialgleichung,  aus  welchem  x^  -=  tp^  {x^  a^^  a.^  .  . . ,  a,)  folgen 
^'ürde,  so  macht  die  Rücksubstitution  dieses  Ausdruckes  für  x^  dieselbe 
identisch    und    wenn    man    sie    also    nach    a^    differentiirt,    so    kommt 

cF  dxx        ^     T^       ,  •!      in,,  .  ,  «        ^««^i     ^  ..  ,     ^Jr,        R 

r.  -  r      =*  1.    Da  aber  aus  der  Gleichung  R  =  -    *  -  Q  folgt  ,      ==     .  fc«» 

dF         0 
crliält    man    weiter    ^  ■   =  C,*      Ist    nun     A^    der    iutegrirende    Factor 

cx^         R 

von    Xdxy^  —   X^dx   =    0,    so    muss    derselbe    den    Bedingungen  gc- 

dF  dF 

nügen :    NX  =  ~ — ,  —  NX^  =        .     Aus  der  ersten  von  diesen  fol^t 

cx%  ex 

1  dF  0 

N  =  -„%.-=  Vö  =  ^Qi  wobei  die  willkürliche  Constanto   der  Glei- 
X  ox^^         Ali 

Cofisl 
chung  M  =  '  gleich  Eins  gesetzt  ist.    Man  eihält  daher  den  Satz- 

Sind   von    dem    Systeme    der  n  Differentialgleichungen 
zwischen  n  -f-  1  Yariabelen 

OX  l  (IXi  l  uXtt  l  •  ■  •  .  «  (*Xfi    ~  ■    ^x  !  «1 1  *  A4f  !•,..!  Äff 

n  —  1  Integrale  bekannt,  vermöge  welcher  x^,  x^,  ....  x,  al« 
Functionen  von   or,  Xi  und  den  n  —  1  Integrationsconstantc n 

«2,  a^..,.a,t  durch  die  Gleichungen  x.,  =  g>.,  (ar,  x^,  a^^ <-.  . 

^3  =  93  (^»  ^j  9  ^2^  "  "  *''•)»  •  •  •  •  ^ü  =  9^n  (x,  x,,  cfj,  . .  . .  c)  dar- 
gestellt werden  können,  so  ist  der  integrirende  Factor  > 
der  noch  Übrigen  Differentialgleichung 

XdXi  —  Xdx  =  0 
durch  die  Gleichung 

zu  finden,  wo  3i  der  partiellen  Differentialgleichung 

d'MX    ,     C'MX,     ,  ,     '('3IX„ 

+  *  + +  =0 

(X  iXi  i'Xn 

genügt  undO^io   Determinante   -S+l"    *)    (~    ^)*'*(' 

2  3 

bedeutet. 

Die  Determinante   Q  ist  verschiedener  Darstellungen    fiiliig.     Mi- 

erhält  für  sie  sehr  einfach: 

<-        />  /- 

(.  •<  •>  i>  %i  •»  t  •*! 


m 
•  .  • 
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In  derselben  Weise  liämlich,   wie  wir  die  Determinante  R  als  das  Pro- 

dx 
dnkt  von  -^  und   Q   darstellten,    kann   man  Q  selbst   als   das  Produkt 

ex 
Ton  -—-  und  eine  Determinante  niedrigerer   Ordnung   erhalten.     Setzt 

mau  diesen  Scbluss  fort,  so  ergibt  sieb  die  erwäbnte  Form  des  Produk- 
tes für  Q.    Die  Determinante  E  ist  demnacb 


R  = 


dx^  dx^    dx^  dxn 


da^    da^    da^  dcc^ 

* 

Um  für  Q  eine  andere  Form  zu  entwickeln,  wollen  wir  eine  Eigen- 
scBaft  des  Multiplicators  M  beranzieben.  Es  wurde  oben  gezeigt,  dass 
M  der  partiellen  Differentialgleicbung 

genügen  muss.     Da  diese  Gleichung  verschiedene  Lösungen  hat,  so  sei 
.Y  eine  andere  derselben,  so  dass  auch 

'^t    Multiplicirt   man  nun   diese   letztere  Gleicbung  mit  — ,   die  vorige 

V 
niit  —  und  subtrabirt  beide  von  einander,   so  erlangt  man  in  den  ein- 

N 
zelnen  Gliedern  des  Eesultates  die  Differentialquotienten  von  — ,  so  dass 

«lieselbe  gescbrieben  werden  kann: 

Es  ist  daber  —  eine  Lösung  der  Gleicbung 


I)ie  allgemeine  Lösung  dieser  Gleicbung  setzt  sieb  aber  aus  n  von  einander 
iinabbäDgigen  Lösungen  fi,  f^i  ••.•/"«  zusammen  und  ist  JF"  (/*j ,  /j ,  ....  fn)- 
I^aher  wird 

N=  M'Fif,,  r,  ....  A), 

oder  wenn  man  mit  Mq  einen  bestimmten  Wertb  des  Multiplicators, 
niit  M  aber  den  allgemeinen  und  mit  —  die  Function  F  (f^y  /i  •  •  •  •  A) 
bezeicbnet,  welcbe  mit  Mq  multiplicirt  M  gibt,  so  ist 
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Die  früher  entwickelten  Bedingnngen 

MX  =  Aj    MX^  =  -4|  .  .  .  M Xh  ==  A^ 
nehmen  daher  jetzt  die  Gestalt  an 

M^^X  =  AUf^     ^ti^i  =  ^i'ST,  .  .  .  M^^XM  =  A„lSf. 

?r 

Die  n  Lösungen    der  partiellen    DifTerentialgleichnng   X  ^     -j_  . . .  =  i>, 

ex 

Constanten  gleichgesetzt,  sind  nun  aher  bekanntlich  zugleich  die  IntegruV 

des  Systems 

dx  :  <te,  :  dx^  :....:  dx^  =  -X' :  -V,  :  A'2  :....:  -ir„ . 

Diese  letzteren  werden  also: 

und  wenn  von  ihnen  n  —  1  z.  B.  f.^y  /"j,  . . , .  fn  bekannt  sind,  ein* 
aber,  /*| ,  noch  zu  finden  übrig  bleibt,  so  kann  mit  Hülfe  des  Muhipli* 
cators  der  integrirende  Factor  der  letzten,  noch  zu  integrirenden  Glei- 
chung des  Systems  gefunden  werden.     Nun  war  die  Determinante  A 


A  =  Z  -\- 


—  -    ÖXi    dx2  dXft 

und  wenn  wir  sie  nach  den  Differentialquotienten  von  /*|  ordnen 

<^a',        '     ^  dx.^     ^    '  '6'a:«     "  ^  t*x.^dXj  /-', 

Durch  Vertauschung  zweier  Indices  der  Functionen  f  in  A^  wodurch  a'.i»* 
Determinante  verschwindet,  erhält  man  aber  hierzu  das  System: 


0=  f»5,  +  f^  ff,  +  ....  +  Y^-B 
dxi     *  cx.^  <^Xn 


m 


m 


0  =  f'  ff,  +   '^^''  »,  +  ....+   'f'  B.. 
c\i\  CX2     "  cx^ 

Führt  man   nun  statt  Xj,  x^  «...  a*«  die  Grössen  f^i  fs  •  -  •  •  A  ^1^  <>*  ' 
Vaiiabele  ein,  so  dass  /*,  =  0  (.r,  .r, ,  /"j,  f^....  f^)  wird   nnd  b<»*eu' 
net   durch   Klammern    die    unter    dieser   Voraussetzung    aaszufilhreD<l*'r> 
Differentiationen,  so  dass 

:i = C'^ + i"^)  :f; + 0)  :^ +■■■■+ c^y/: 


\rfj  iV,  ^   \<?/-j/  fx,  ^  ^  V«/.  '  <u. 
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wird,  so  liefert   die  Bildung  von  Ä  mit  Kücksiclit   anf   das  vorstehende 
Gleichungssjstem  einfach : 


=  (D '. 


nod  wenn  man  dies  in  M^X  =^  Ä7S  einführt: 


M^X  =  \4^\    B.-VS. 


'0 


--(t)- 


Nqd  ist  aber  /^  das  Integral  der  noch  übrig  bleibenden  Differential - 
gleicbang 

Xdx^  —  ^jrfa:  =  0, 

iQS  welcher  man  durch  die  n  —  1  bekannten  Integrale  f^  =  a.^, 
A  =  ö^si  •  •  - .  fn  =  f^H  die  Grössen  arg»  oc^  ....  ocn  eliminirt  hat.  Es 
muss  diese  Gleichung  daher  durch  den  integrirenden  Factor  in  df^  =  0 

öder  io 

übergehen.    Daher  muss  --  {-/~)  oder  also  vermöge  MqX ^=::  (-— j-^'Sy 

dpr  integrirende  Factor  sein.    Derselbe  war  aber  nach  dem  Früheren  MQi 

mithin  ist 


»elelies  die  gewünschte  weitere  Form  fiir  0  ist- 

§.  15.  Das  System  der  Bewegungsgleichungen  eines  Punktes  war 
fian  dl:dx:  dx  :  dy  :  dy  idzidz  ^s=  \\x  \X\y  \  Y  \z  \Z.  Die  Gleichung 
^ir  die  Bestimmung  des  Multiplicators  M  ist  daher,  indem  /,  x,  o:',  y,  y",  z,  2' 
resp.  mit  x,  x„  Xj,  0:3,  ...  x^\  1,  o:',  JT,  y\  F,  z',  Z  resp.  mit  X^X^^X^  ...  -«^6 
2^  ideotificiren  sind, 

dt    "^  dx  +  a/  "^  a/  ~ 

^nd  wenn  X^   T^  Z  also  nicht  von  den  Componenten  der  Geschwindig- 
keit x\  y\  z    abhängen,  so  wird 

— -—  =  0,  d.  h.  iJf  =  ComU 

dl  ' 

Kothalten  X,  F,  Z  die  Zeit  nicht,  so  reducirt  sich  das  Gleichungssystem 
der  Bewegung  auf  die  näthst  niedrigere  Ordnung 

dx  :  dx'  \dy\dy  \dz\dz   =  x  \  X\y  \Y\z  \Z 

St  hell,  Theorie  d.  Bew.  ru  d.  KritU.  19 
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und  nachdem  man  dasselbe  integrirt  und  alles  dnrch  eine  Yariabele,  s.  6. 
X  dargestellt  hat,  erhält  man  die  Zeit  durch  die  Gleichung 

dt  \dx  =  \  \  X 
d.  h.  es  wird 

7 + '• 

also  mit  Hülfe  einer  blossen  Quadratur  gefunden. 

§.  16.     Als  Beispiel   für  die  Bestimmung   des  Multiplicators    fiibr^u 

wir    die   Newton'sche  Centralbewegung   an.     Für  sie  ist  -ü'  =  —  ^, 
F  =  —   ~  und  das  Gleichungssystem  also: 

dx  :  dx  :  dy  :  dy   =  x  :  —     -^  '  V  '  —  -^' 

Zwei  Integrale  liefern  die  Principe  der  Flächen  und  der  lebendigen 

Kraft  und  wenn  diese  f^  =  a,  /"^  =  j5  sind,  wo  /", ,  f^  von  x,  y,  3c\   y 

abhängen,    so  wird   der  letzte  Multiplicator  fUr   die   noch  übrige  zu  in- 

tegrirende  Gleichung 

_  M__ 

ex     dy  cy    ex 

d.  h.  wenn  in  ihm  und  der  noch  übrfgen  Gleichung  x'dy  —  y'Ar  5=  0 
.r'  und  y  durch  x  und  y  mit  Hülfe  von  /*,=«,  f^s=ß  ausgedrückt 
werden,  so  ist  er  der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung. 

Es  ist  aber  nach   dem  vorigen  §.  3f  =  Consi»  ein  spocieller  Werth 
des  MuUiplicators,  daher  kann  man  als  allgemeinen  Multiplicator  wählen 

1  

cx      cy  cy      ex 

indem  man  Consi,  =  1  annimmt.     Nun  ist  aber  nach   §.   12,  S.  2G7 : 

A  =  i(^'^  +  y^)  —  V  =«>  f2  =  ^y  —  ^'y  =  ?y 

r 

wenn  wir  für  v^  seinen  Werth  x^  +  y'^  einsetzen.    Hierdurch  ergibt  »icL 

v-  =  a:,         *    =«:  —  y;       •  L   =  y  ;    =  X    Und   es    wird     dab«^r 

(X  dx  dy  cy 

der  Multiplicator 


1 


und  der  Ausdruck 


XX  -f-  yy 


xdy  —  ydx 

^^*  +  yy 

ein  vollständiges  Differential.    Dass  letzteres  wirklich  der  Fall  bt,  ereilt t 
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sich  folge ndermassen.    Wir  schreiben  die  Gleichungen,  welche  die  Prin- 

cipe  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen  liefern,  indem  wir  —  -j-  «  =  i 

r 

setzen,  so: 

^'2  _|_  y'2  ^=,  2A,     xy  —  ary  =  ß- 

Um  aus  ihnen  x\  y  zu  ^tnehmen,  ersetzen  wir  die  erste  durch  eine 
andere,  welche  in  Bezug  auf  diese  Grössen  linear  ist,  wie  die  zweite. 
Dies  gelingt,  wenn  man  bedenkt,  dass  allgemein;  «was  immer  ;r,  y,  x  ^  y 
sein  mögen: 

(x'2  +  y'2)     (a;2  _[_  yT^  =  (^^'  .^  yy'^1  _p   (^y'  __  ^'y)2^ 

Setzt  man  hierin  für  «^  +  ^ ^  ^^^  ^V —  ^V  ^^'^  Werthe  2  A  und  /?,  so  folgt 

und   erhält  man  also  jetzt  die  beiden  linearen  Gleichungen 

yy  +  XX  =«=  yil/^—  ß^ 
xy  —  ya:'=  j5, 
um  aas  ihnen  x   und  y'  darzustellen.     Sie  liefern 

rV  =  /3a:  +  y  /2X;^-=~^ 

rV  =  —  j5y  +  a:  j/2Ar2  —  /3^. 

Stellen  wir  jetzt  den  Ausdruck,  welcher  ein  vollständiges  Differential 
sein  soll,   durch  x  und  y  allein  dar.    Man  erhält  durch  Division  der  Glei- 

ehnngen    für  ry   und  rx'  mit  r^  {yy   +  xx*)  =  r^  j/2  Ar'''  —  ^^ 

y'_ ^        j  <^^ ,   _y 

XX  +  yy  r2  ^2lr^  —  "^'2  "^    r'-' ' 

a:' ^^ |5y ^    X 

XX  -{-  yy\  r^  ^  2Är^  — ~^2  '^   r^ 

and   hiermit 

ar'flfy  —  ydx  ß  (xdx  -j-  ydy)     ^^  xdy  —  ydx 

xx'  +  yy     ~  ~  r2  y2lr^^~^^f^  ^^ 

r>a  aber  xdx  -\-  ydy  ^=  rdr  ist,  so  wird,  wenn  wir  zugleich  für  A  seinen 
Werth  restituiren: 

xdy  —  ydx  ß  dr  ^.    xdy  —  ydx 

~xx~+~yy'  j/2a7"^  2fir  —  ß'^      r  7^ 

Beide  Th^ile  dieses  Ausdrucks  sind  vollständige  Differentialien ,  mithin 
er  selbst.  Der  erste  ist  es,  weil  er  blos  r  enthält,  der  zweite  aber  ist 
soviel  als 

19* 
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Die  in  den  vier  letzten  §§.  gegebene  Darstellung  der  Theorie  des 
letzten  Multiplicators  schliesst  sich  aufs  Engste  an  die  Darstellnng 
Jacobi^s  selbst  an,  deren  er  sich  insbesondere  in  seinen  Yorle san- 
gen über  Dynamik  (herausgegeben  von  Clebsch,  Berlin  1866)  be- 
diente. 

§.  17.  Das  bereits  §.  3  erwähnte  Princip  der  kleinsten  Wir- 
kung, zu  dessen  Entwickelnng  wir  jetzt  übergehen,  unterscheidet  sich 
von  den  bisher  aufgestellten  Principen  dadurch,  dass  es  nicht  ein  Inte- 
gral der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  liefert,  dass  sein  Werth 
vielmehr  darin  besteht,  dass  es  eine  Function  angibt,  welche,  wenn  diese 
Differentialgleichungen  erfüllt  sind,  für  die  Bahn  des  Punktes  ein  Mini- 
mum wird  und  dass  man  aus  ihm  die  Differentialgleichungen  der  Bewe- 
gung erhalten  kann.  Eine  etwas  unklare  Auffassung  des  wahren  Ge- 
haltes dieses  Principes  bei  Euler  und  weit  mehr  noch  bei  Maupertois 
haben  demselben  den  Namen  verschafft,  den  es  führt.  Man  glaubte 
nämlich,  dieser  Satz  sei  identisch  damit,  dass  die  Natur  ihre  Wirkungen 
mit  dem  kleinstmöglichen  Aufwände  von  Kraft  oder  Beschleunigung  zu 
erreichen  suche.  Abgesehen  von  der  in  dieser  Ansicht  enthaltenen 
unhaltbaren  Teleologie  beging  man  dabei  das  Versehen,  das  Produkt 
vds  aus  der  Geschwindigkeit  und  dem  Wegelementc  als  den  Aufwand 
an  Arbeit  anzusehen. 

Es  handelt  sich  bei  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  um  du 
Integral 

V=Jvds, 

ausgedehnt  über   eine  im  Allgemeinen   beliebige  Strecke  der  Bahn  des 
beweglichen   Punktes   zwischen    zwei   festen   Grenzpnnkten.      Setzt  man 

hierin  v  c=:  -r-i  so  erhält  man 

*  ,.    ras"- 

Wenn   nun   das  Princip    der  lebendigen   Kraf^    für  die  Bewegung  de^ 
Punktes  gilt,  also 

^v^  =  ü  +  h  oder  also  (~^^  =  2  {ü  +  h) 
ist  und  man  eliminirt  aus  dem  Integrale  die  Zeit,  indem  man  den  Wertli 

dt  ds 

in  dasselbe  einführt,  so  ist 

r=jy2\ü+'h)   ds 

ein  Minimum,  d.  h.  es  ist  dies  Integral  längs  der  wirklich  beschrieben^T 
Bahn  kleiner  als  längs  jedes  andern  zwischen  denselben  Grenzpunkt^;. 
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möglieben,  jener  unendlich  nahen  nnd  mit  den  sonstigen  Bedingungen 
des  Problems  vereinbaren  Weges. 

In  dieser  prScisen,  aller  metaphysischen  Speculation  entkleideten 
Form  unter  bestimmter  Angabe  der  wesentlichen  Bedingung,  dass  die 
Zeit  mit  Hülfe  des  Principes  der  lebendigen  Kraft  vorher  eliminirt  ist, 
wurde  der  Satz  zuerst  von  Jacobi  ausgesprochen  (Vorlesungen  über 
Dynamik,  S.  45).  Der  Beweis  desselben  zerfällt  in  zwei  Theile.  Zu- 
nächst ist  zu  zeigen,  dass  das  Integral  die  gemeinsame  Bedingung  des 
Minimums  und  Maximums  erfüllt,  nämlich  dass  die  unendlich  kleine 
Aenderung,  welche  dasselbe  erleiden  würde,  wenn  an  die  Stelle  der 
wirklichen  Bahn  irgend  eine  andere  von  ihr  unendlich  wenig  abweichende 
Bahn  tritt,  verschwindet;  sodann  aber  weiter,  dass  ein  Maximum  dessel- 
ben überhaupt  nicht  stattfinden  kann. 

Wenn  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  integrirt  sind,  so 
sind  die  Coordinaten  x^  y^  z  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  bekannt  und  wenn  man  daher  zwischen  ihnen  die  Zeit  elimi- 
nirt, so  erscheinen  zwei  derselben  als  Functionen  der  dritten,  so  z.  B. 
y  und  z  als  Functionen  von  x.  Man  kann  daher  in  V  alles  durch  eine 
Coordinate,  z.  B.  durch  x  ausdrücken. 

Man  erhält  dadurch,  wenn  er,  ß  die  Werthe  von  x  sind,  welche 
dem  Anfangs-  und  Endpunkte  des  Weges  entsprechen,  über  welchen 
(lad  Integral  erstreckt  wird: 


oder,  indena  man 
ds 


=/ 


/2TF+Ä).^dx, 


-  /•  +  C^f  +  m-  y^~- 


einsetzt,  worin  y\  z    die  Bedeutung  von  — ,    —   haben: 

OJJ         QX 

/, 

K  =  /  K  2  (ü  +  A)  -yi  +  y"'  +  z*  •  dx, 

a 

sowie  endlich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

2{U  +  h)  =  A,       1   +  y  2  ^  z'2^  ß^'     f/Ä'j/'B  =  P 
setzt : 


^  I  Pdx. 


Es  ist  nun  zunächst  zu  erweisen,  dass 


eJF 


=  d  /  Pdx  =  0 


a 

ist.    Das  Zeichen  d  bezieht  sich  hierbei  auf  die  unendlich  kleine  Aen- 
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derang,  welche  V  erleidet,  wenn  bei  denselben  Werthen  der  nnabhftngigeo 
Variabelo  x  an  die  Stelle  der  Functionen  y,  z,  y\  z\  von  o;,  welche  für 
die  wirkliche  Bahn  gelten,  beliebige  andere  von  ihnen  anendlich  wenig 
abweichende  Functionen  von  x  treten,  welche  einer  unmittelbar  nächst- 
anliegenden Bahn  zukommen.  Es  erleidet  hierbei  also  x  keine  Ver- 
änderung, ebenso  auch  nicht  die  Grenzen  er,  /3,  da  der  Anfangs-  aml 
Endpunkt  als  fest  angenommen  worden  sind.     Man  hat  daher 

a 

oder  da  P  von  y,  z,  y,  z   abhängt  und  in  Folge  dessen 
ist :  ß 

a 

um  dies  Integral  zweckmässig  umzugestalten,  bemerken  wir,  dass 
die  Bestandtheile,  welche  mit  dy\  öz'  multiplicirt  sind,  mit  Hülfe  der 
partiellen  Integration  folgend ermassen  sich  darstellen.     Es  ist 

ß  ß  ß 

dSy 


dx 

dx 


ß 

dP 


ViA-f-^'''-^ 


a         a 

oder,  weil  dy  an  den  Grenzen  er,  ß  verschwindet 

ß  ß 


ß  "■—/-¥ 


dP 

iydx  *) 


♦)  Der  Satz 

dx  dx 

oder  kürzer,  weil  dx  keine  Aenderung  erleidet: 

Sdy  s—  rfdy, 

▼on  welchem  wir  bei  dieser  Entwickelnng  Oebranoh  machten,  erweist  sich  Icicbt 
in  folgender  Art.  Es  sei  (Fig.  105.)  AMM'ß  die  Projection  der  wirklidien  Bah 
auf  die  xy-£bene,  Ami'B  die  irgend  einer  Nachbarcnrve  derselben  nad  PM'^y 


III.  Cap. 


Princip  der  kleinsten  Wirkung. 


295 


und  ebenso  ist 


J   dz    ^  ~     J     dx 


Szdx . 


Durch  ^  Einführung    dieser  Werthe    in    den    Ausdruck    für    6V   erhalten 

wir  Jetzt 

ß. 

dP\  /  ^  dP 

dP 


äV 


-Jk-'^)- 


+ 


Jdz 


Nun   ist  aber  vermöge  der  abgekürzten  Bezeichnungen 

P  =  j/l'fB,       A  =  2{ü  +  h),       J9  =  1  +  y'2  +  2-3 

dP  _  -j/I    du   .        ^  _  7 /^      . 

dy  ~  r     a'  dy'     -     dy   ~  t     b'^ 
und   folglich 


dP 

dy 


dP^ 
dy 


dx 


i/i ') 


dx 


Weiter  aber  hat  man  nan 


i/-  =  7/L±-yl±_i!  =  i.  ^  _ 

y    A         r        2(U  -\-  h)  V   dx~ 


dx 


and  hiermit  wird 


dP 


dP 


dy  _  t/^ 

dx  V    A 


fdü 

\d!f 


dPy 

dt^ 


). 


sowie  auf  ganz  ähnliche  Weise 


dP 

dz 


d'' 


dx  r     A  \dz  dt^J' 


aUo  PyL  SB  y  -^  Sy.    Für  eine  unendlichkleine  Aonderung  des  Xf  nämlich  PP* 
irird  man  dann  einerseits  haben: 

andererseits  aber  auch 

P'f,'^  P(i  +  dPii  =  (y  +  dy)  +  d{y  +  9y). 

Da  nun  allgemein  die  Aenderung  einer  Summe  gleich 
der  Summe  der  Aendernngen  *  der  einzelnen  Summanden 
sein  mnss,  so  ergibt  sich  durch  Vergleichung  beider  Aus- 
drücke 

y  +  dy  -\-  dy  '\-  Sdy  =^  y  +  9y  +  dy  +  d9y, 

ddy  =  ddy. 


=  dx 


P  P' 


d.  b. 
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Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  zuletzt  gegebenen  Ausdruck  f^  6  T, 
so  nimmt  er  die  Gestalt  an 


iV 


=//!{C-^-S) '»  +  (!' -$)'■}• 


du    du 


Es    sind    aber   hierin     --,    --    die    Componenten    der    Beschleunigung 

parallel  den   Axen   der  y  und   z   vermöge   der  Bedeutung    der  Kräfte- 
function  und  also 

^  —  ^?--0     —  —  —  —  n 
d?         dy  ~         dl'  dz    ~     ' 

folglich  äV=  0. 

Hiermit  ist  der  erste  Theif  des  Beweises  geführt,  es  handelt  sich 
jetzt  darum,  zu  zeigen,  dass  ein  Maximum  nicht  stattfinden  kann.  Zn 
dem  Ende  wollen  wir  dusch  den  Anfangs*  und  den  Endpunkt  des  Bogeo> 
elementes  äs  die  Niveauflächen  legen,  welche  den  Werthen  der  Kräfte- 
function  U  in  diesen  Punkten  entsprechen.  Zwischen  diesen  beiden 
Flächen  lassen  sich  auf  unzählige  Arten  ausser  dem  Bogenelemente  d$  der 
wirklich  von  dem  beweglichen  Punkte  beschriebenen  Bahn  andere  Bogen- 
elemente ziehen,  welche  mit  ds  verglichen,  beliebige  Grösse  haben  können. 
Bezieht  man  also  das  Integral  V  einmal  auf  die  wirkliche  Bahn,  das  andere- 
mal  auf  irgend  eine  andere,  so  sieht  man,  dass  in  beiden  Fällen  der 
Factor  v  des  Elementes  vds  derselbe  ist,  weil  v  ftir  alle  Punkte  der 
durch  den  Anfangspunkt  von  ds  gelegten  Niveaufläche  dasselbe  bleibt, 
während  die  ds  verschieden  sind  und  man  dem  ds  der  zweiten  Carte 
eine  beliebige  Grösse  geben,  also  es  jedenfalls  grösser  als  das  der  er^teu 
Curve  annehmen  kann.  Diese  Betrachtung  gilt  für  alle  Elemente  des  Inte- 
grales r,  mithin  für  dieses  selbst.  Es  kann  also  V  für  andere  benachbarte 
Curven  als  die  wirkliche  Bahn  grösser  gemacht  werden  als  der  Werth  von  T. 
für  diese,  mithin  ist  ein  Maximum  nicht  möglich.  Dass  ein  wirkliches  Mini- 
mum nun  wirklich  eintritt,  kann  hieraus  noch  nicht  gefolgert  werden^  denn 
dieses  setzt  voraus,  dass  für  alle  Nachbarcurven  V  grösser  wird  und  e> 
ist  wohl  denkbar,  dass  der  Fall  eintreten  könnte,  dass  es  für  gevis^«* 
Curven  grösser,  für  andere  kleiner  ausfallen  könnte ,  als  wie  för  dW 
wirkliche  Bahn  und  dann  würde  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimnm 
eintreten  können.  In  der  That  hat  Jacob i  auch  gezeigt,  dass  in  ^e 
wissen  Fällen  V  nur  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  die  £igenscbi!'( 
des  Minimums  zukommt,  Über  denselben  hinaus  sie  aber  verliert.  So  s.  B^ 
wenn  der  Punkt  bei  constanter  Geschwindigkeit  eine  kürzeste  Lioi«* 
auf  einer  Fläche  beschreibt.  Wenn  nämlich  alle  von  dem  Anfangspunkte 
auf  der  Fläche  nach  den  verschiedenen  Richtungen  auslaufenden  kflne- 
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sten  Linien  eine  Enveloppe  bilden,  so  besteht  die  Eigenschaft  des  Mini- 
mums von  V  und  von  jenem  Anfangspunkte  bis  zu  dem  Berührungs- 
punkte seiner  Bahn  mit  der  Enveloppe,  (Vgl.  Jacobi,  Vorlesungen 
über  Dynamik,  S.  46.) 

Es  wurde  oben  angegeben ,  dass  man  mit  Hülfe,  des  Principes  der 
lebendigen  Kraft  aus  dem  Integrale  V  die  Zeit  zu  eliminiren  habe. 
\>m  hindert  jedoch  nicht,  dieselbe  als  die  Grundvariabele  anzusehen, 
von  welcher  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  abhängen,  sie 
(iarf  nar  nicht  explicit  in  v  und  ds  auftreten;  vielmehr  ist  die  Wahl 
der  Gnindvariabeln  an  sich  willkürlich  bei  jeder  Curve  und  ist  es  an 
sich  gleichgültig,  ob  x  oder  y  oder  z  oder  i  oder  irgend  eine  andere 
Grösse  hierzu  gewählt  wird.  Behält  man  i  bei,  so  kann  man  den  ersten 
Theil  des  Beweises  etwas  abkürzen,  wie  folgt. 

Man  hat  zunächst 

ÖV=ld{vds)  =i{6v'ds  +  vöds), 

Nun  transformiren  wir  jeden  der  Bestandtheile  dv  •  ds  und  v  •  8ds,     Für 
dea  ersten   derselben   erhalten  wir  mit  Hülfe   der  Gleichung  ds  =  vdi: 

6v'ds  =  dt'6  (^»^)  =  dt'ifJJ  +  /)  =  dt  •  du, 
^'^  iü'ds  =  dt{xdx  +    Ydy  +  Zöz), 

^  ATT  ^^A       ^    ^^A       ^     ^^A 

°"^  X  =  ^~      y  =  ^-      z  —  — 

dx  ^  dy  ^  dz 

ist.    Vermöge  der  Bewegungsgleichungen 

(Px  _  dü_        fy  _^       äh  _  du 
dt'^   ~  dx  •      dl^   ~  dy  '      di^  ~  dz 

^eht  aber  der  Ausdruck  iv  •  ds  über  in 

^Vas  die  andere  Parthie  des  Elementes  von  dr,  nämlich  v  •  dds  betrifft, 
50  erhält  man  aus 

ds^  =  dx'^  +  5y2  +  dz\ 

indem  man  Aenderungen  S  nimmt: 

ds  •  Sds  =  dx  '  ddx  +  dy  •  Sdy  +  ^^  '  ^dzy 

i^Jer  wegen   Sdx  =  d'öx,  Sdy  =  d-  dy,  6dz  =  d-iz,  wenn  man  zu- 
gleich mit  dl  dividirt: 

V  '  dds  =    —dix  +    yddy  +     -döz. 
dl  dl  dl 

Addirt  man  jetzt  beide  Bestandtheile  Sv  •  ds  und  v  •  Sds,  so  kommt 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  das  Differential  von 


daher  wird 


und  folglich,  indem  man  diesen  Ausdruck  vom  Anfangspunkte   des  Bo* 
gens  bb  zu  dessen  Endpunkte  integrirt 

weil  die  Grenzpunkte  fest  sind,  also  für  sie  dx  =  Sy  =^  öz  =^  0  sind. 

§.  18.  Wir  haben  bereits  mehrfach  Veranlassung  gehabt,  darauf 
hinzudeuten,  dass  die  Theorie  des  Imaginären  und  seine  geometrische 
Bedeutung  von  grossem  Nutzen  für  die  Mechanik  sein  könne;  wir 
wollen  jetzt  zeigen,  welchen  Gebrauch  man  von  ihr  machen  kann,  wenn 
es  sich  um  die  Behandlung  eines  Bewegungsproblems  handelt.  Um  hier- 
bei sorgfältig  zu  Werke  zu  gehen,  beginnen  wir  mit  der  Darstellans: 
der  Punkte  durch  complexe  Grössen. 

Da  eine  Strecke,  welche  vom  Coordinatenursprung  aus  im  positiven 
Sinne  der  or-Aze  mit  dem  Coefficienten  -|-  1  behaftet  in  die  Rechnung 
eingeführt  wird  und  da  dieser  Coefficient  sich  in  —  1  verwandelt,  sobal-i 

dieselbe   Strecke    auf    der  a:-Axe   im    negativen 
Sinne  aufgetragen  wird,  so  liegt  die  Frage  nahe, 
mit  welchem  Coefßcienten    eine  unter   dem  Win- 
kel -^  gegen  die  positive  ar-Axe  geneigte  Strecke 
-^     behaftet  werden  müsse,  damit  sie  nicht  nur  nach 
Grösse,   sondern    auch    nach   Richtung   bestimmt 
sei.    Es  sei  a  (Fig.  106.)  die  absolute  Länge  dieser  Strecke,  z  aber  bt*- 
zeichne  sie  nach  Grösse  und  Richtung;  dann  muss  also 

z  =  f{9)  .  a 
sein,  indem  der  fragliche  Coefficient  offenbar  nur  von  ^  abhängen  kanr 
Um  f{^)  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  wenn  ^  sich  um  h  ändert, 
der  Ausdruck  z  gleichfalls  ein  an'derer,  etwa  /  wird,  sodass 

z=f{&  +  h)'a. 

Zu  derselben  Strecke  z'  gelangen  wir  aber  auch,   indem  wir  von   z  aus- 
gehen und  dieses   durch  Multiplicatiou   mit  dem  Coefiicienten  f(h)  iu  : 
überführen.     Denn  es  ist  f{^)  überhaupt  die  Function,    durch  MulüpI. 
cation  mit  welcher  eine   Strecke  aus  einer  ersten  Lage  in  eine    zweit" 
sich  dreht. 

Demnach  ist  auch 


ni.  Cap.  Methode  des  Imaginären.  299 

oder  mit  Benntznng  des  früheren  Ausdruckes  für  z: 

Die  Vergleichang  beider  Formen  für  z'  führt  zu  der  Bedingung 

welche  von  der  unbekannten  Function  d^  zu  erfüllen  ist.  Um  mit  Hülfe 
dieser  Bedingungsgleicbung,  welche  eine  Differenzengleichung  ist,  fffi) 
za  bestimmen,  verwandeln  wir  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung. 
Zu  diesem  Zwecke  schreiben  wir  sie  zunächst  so: 

f{»  +  h)—  f{9)  _              f{h)  -  1 
h ^^^^ Ä 

Lässt  man  nun  h  ohne  Ende  abnehmen,  so  geht  die  linke  Seite  in  /^(^) 
über,  während  auf  der  rechten  Seite  neben  f{^)  die  Grösse 

h 

erscheint.  Dadurch  geht  die  Gleichung,  wenn  wir  die  noch  unbekannte 
Constante  f(0)  niit  A  bezeichnen,  in  die  folgende  Differentialgleichung 

iiher,  deren  Integral 

ist.  Hiermit  wäre  die  Function  f{ßf)  im  Allgemeinen  gefunden  und  es 
handelt  sich  blos  noch  um  die  Bestimmung  der  Constanten  B  und  C 
Hierzu  dient  aber  die  Bemerkung,  dass  für  0  =  0  und  d  =  tc  der 
Coefficient  f{p^)  in  -|-  1  und  —  1  übergehen  muss,  weil  in  diesen  Fäl- 
len die  Strecke  a  in  die  positive  oder  negative  Richtung  der  a:-Axe 
^Ut.   Dies  liefert  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Constanten,  nämlich 

+   1  —  B  '  C^ 
—  1  =  B'  (f, 

aus  welchen  B  =  1 ,  C  =  (—   1)^  hervorgehen.     Dadurch  wird  aber 
und  also  schliesslich 

(—  1)^  ist  also  der  Coefficient,  mit  welchem  eine  Strecke  a  in  der 
Rechnung  auftreten  muss,  sobald  sie  aus  der  positiven  a:-Axe  um  den 
Winkel  O  im  positiven  Drehungssinne  herausgedreht  ist.     Für  d'  =^  ^it 

z.  B.  wird  er  ( —  1)2  =  i;  es  drückt  daher  die  Multiplication  einer 
^^trecke  mit  t  eine  Drehung  derselben  um  ^n  aus.  Man  kann  diesem 
roefficienten ,   welcher  den  Namen  des  Richtungscoefficienten  der 
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Strecke  a  führt,  verschiedene  andere,   für  viele  Untersachnngen  sweek- 
massigere  Formen  gehen.     Es  ist  nämlich 

—  !  =  • —  l-j-0'i  =  cos  Tt  '\'  i  sin  Jty 

folglich  nach  dem  Satze  von  Moivre 

( —   1)^  =  {^cos  «  +  '  *"*  ^)^  =  C05  ^  +  I  sin  9. 
Femer  ist 

cos  ^  +  i  sin  ^  ^=  e  \ 

Daher  haben  wir  fär  den  Richtungscoefficienten  jetzt  die  drei  Formen 

(—  1)^,     cos  ^  +  I  sin  ^,     e^' 
und  kann  also  z  durch  die  Formen 

z  =  ( —  l)*a,     z  =  a  (cos  d-  -{-  i  sin  ^),      z  =  ae 

dargestellt  werden.  Die  zweite  von  diesen  können  wir  weiter  amge* 
stalten,  indem  wir  die  Multiplication  mit  a  in  den  beiden  SommaDdeo 
der  Klammer  ausfuhren  und  bedenken,  dass  a  cos  d-  =  x^  a  sin  9  =  y 
die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Strecke  sind.     Hiemach  wird 

z  :=^  X  -{-  yi 

und  ist  die  Bedeutung  der  complexen  Grösse  x  -}-  yi  klar.  Sie  stellt 
den  vom  Ursprang  der  Coordinaten  nach  dem  Punkte  (or,  y)  gezogen^^n 
Kadiusvector  nach  Grösse  und  Richtung  dar.  Da  Übrigens  bierdarcli 
auch  der  Endpunkt  dieses  Radiusvectors  bestimmt  ist,  so  betrachtet  man 
oft  auch  z  als  Coordinate  dieses  Punktes  und  spricht  von  einem  „Punkte  :". 
wie  man  in  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie  von  einem  „Punkte 
{xyY*'  redet.  Die  in  der  Formel  enthaltene  Addition  von  x  und  yi  Um- 
deutet die  Constmction  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  und  die  Multipli- 
cation von  y  mit  t  drückt  aus,  dass  yi  die  Länge  y  parallel  zur  y-A\" 
aufgetragen  darstellt.  Indem  man  x  und  y  variiren  lässt,  kann  z  jed<*n 
Punkt  der  Ebene  darstellen.  Für  ^  =  0  stellt  diese  Grösse  alle  Punkte 
der  reellen  Axe  der  o:  dar;  für  .r  =  0  erhält  man  die  Punkte  i^t 
imaginären  Axe  der  y.  Sind  x  und  y  von  einander  abhängig  oti^r 
beide  Functionen  einer  dritten  Grösse  /,  so  stellt  s  ss  x  -|-  yi  eine  ebei'' 
Curve  dar  und  wenn  t  die  Zeit  ist  zugleich  die  Bewegung  des  Panktt-v 

der  sie  beschreibt,  mit  allen  ihren  Eigenthüin 
lichkeiten.     Für  y  =  0  ist   diese    Bewegung 
geradlinig  und  erfolgt  in  der  or-Axe. 
^/ /  Wird  z  aus  zwei  complexen  Ausdrücken 


%:.£>  z  =  a;  +  yt  und  2  ==  ar   -^  y  i 


durch  Addition  gebildet,  ist  nämlich 
z  =  z   +  z"  =  {x  +  x')  +  {y  +  y")i, 
so  sind   x'  -\-  x'\  y  -\-  y"  die   Projectionen   der  Länge  voa  z  auf 
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Axen  und  ergibt  sich  mithin  (Fig.  107.)  z  als  die  Diagonale  eines  Paralle- 
logramm«, welches  ans  z  und  z'  constrnirt  werden  kann.    Die  Verlegung 
des  Coordinatennrspmngs  kommt  auf  die  Addi 
fion  complexer  Ausdrücke  zurück.     Ist   näm- 
lich 0  der  Ursprung   der  z,  0'  der  der  z    für 
dieselbe  Bichtung  der  x-  und  y-Axen,  sind  für 
einen  beliebigen  Punkt  M  (Fig.  108.)  die  ihn 
repräaentirenden  Ausdrücke 

0M=  z  =  X  -j-  yi*,    O'M  =  z'=  ar'-f-  yi 

and  ist  00'  ^^^  a  =  a  -j-  |5f ,  so  wird 

2  =  «  +  /=(«+  x-)  +  (^  +  y)i. 

Die  Drehung  des  Coordinatensystems  wird  durch  eine  Multiplication 
erreicht.    Wählen  wir  für  die  Darstellung  von  z  die 
letzte  der  drei  obigen  Formen,  so  ist,  wenn  der  Radius-  ^***  ^^• 

vector  eines  Punktes  M  (Fig.  109.)    die  Länge  q  be-  ^  ^^^ 

«CM 

welche  mit  jener   den  Winkel  «  bildet,    geneigt  ist,  ~ 

und  mithin 

z  =  qe^  ^  '    z=  Q  '  e     •  e     =  z  '  e    , 

d.  b.  es  genügt   die   Multiplication   mit   e^^   um   die   alten  z  durch    die 
neuen  darzustellen. 

Das  Differential  dz  gibt  eine  unendlich  kleine  Aendprimg  der  Lage 
des  beweglichen  Punktes  an  und   bestimmt   diese  auch  hinsichtlich  ihrer 

Richtung,    —  gibt  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  am  Ende  der  Zeit  t 

dPz 
Dach  Grösse  und  Richtung,  — y  ebenso  die  Beschleunigung  und  ist  hier 

Vollkommen    allgemein   die   Beschleunigung    nach   Grösse    und   Richtung 

gleich  ~~ .     Berücksichtigt  man ,  dass 

dz  dx  ^.     .  dy 

dt   ~  dt    ^  ^  di 

dPz  df^x  ^^   .  d'^-y 

d?  ~  df^    '^  'W 

^0  erkennt  man  sofort,  dass  ein  grosser  Vortheil  der  Bebandlung  der 
Mechanik  mit  Hülfe  der  complexen  Grössen  darin  besteht,  dass  an  die 
Stelle  zweier  Bewegungsgleichungen  zwischen  reellen  Coordinaten, 
nämlich 

dy  _  ^  _   TT 

di'    ~      '     rf/^    ~   ^ 
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eine  einzige  rf^z  

tritt,  indess  man  dieselbe  allein  für  sich  zu  untersuchen  braucht,  sie 
übrigens  auch  jeden  Augenblick  in  die  zwei  Differentialgleichungen  der 
gewöhnlichen  Form  auflösen  kann.  Wir  wollen  dies  in  einigen  Bei- 
spielen erläutern. 

1.  Esseidie  Beschleunigung  des  Punktes  zgleich  Nall,  d.h.  --  =0, 

-j    =0,   also  -ffi^  -^  +  '^  =  ^*    ^i®  Integration  dieser  Gleichung  liefert: 

dz 

~  zss  b,    z  =  ö  +  6/,  worin  die  willkürlichen  Constanten  compleze  Werthe  haben 

fit 

werden.  Für  /  &=  0  wird  z  =a  a;  es  hezeichnet  also  a  den  Anfangspunkt  der  Be- 
wegung; b  ist  die  constante  Geschwindigkeit;  sie  ist  constant  nach  Grosse  Qod 
Richtung.  Es  ist  daher  die  Bewegung  gleichförmig  und  erfolgt  in  gerader  Lifiie; 
diese  Gerade  geht  durch  den  Punkt  :  s»  a  und  ist  parallel  der  Richtang  def 
nach  dem  Punkte  z  =  6  führenden  Radiusvectors. 

2.  Die  Beschleunigung  sei   constant  nach  Grösse  und  Richtung, 

ah  er  von  Null  verschieden,  nämlich  -t-|  =>  c,  wo  c  eine  compleze  Constante 

dz 
bedeutet.     Man  erhält  hier     "-  =  i  +  c/,  z  =»  «  +  W  +  i^'.     Um  die  Bedeatan; 

der  complezen  Constanten  a  und  b  zu  ermitteln,  setzen  wir  weiter  /  ss  0  nnl 
erfahren  dadurch,  das  z  =»  a  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  markirt,  sowie 
dass  der  Radiusvector  von  z  =  6  nach  Grösse  und  Richtung  die  Anfaugsgeschnin- 
digkeit  angibt.  Um  die  Gestalt  der  Bahn  zn  erkennen,  genügt  eine  Coordioaten- 
transformation.  Verlegen  wir  zunächst  den  Ursprung  in  den  Punkt  a,  indem  wir 
z  -f-  a  an  die  Stelle  von  z  setzen,  so  wird  die  Gleichung  der  Bahn  z  =s  bi  -{-  \'i^ 
Nun  stellen  wir  die  constante  Beschleunigung  c  nach  Grösse  und  Richtung  dul- 
den Ausdruck  c  *»  ae      dar,   worin  a  und  C  reell  sind,   sodass  z  «=»  6/  -|-  \at"i^ 

wird.  Indem  wir  nun  das  Coordinatensystem  so  drehen,  dass  ze  an  die  Stelle 
von  z  tritt,   kommt  in  Bezug  auf  das  gedrehte   System   als  Gleichung  der  Bahn 

z  as  ^0  ^*i  -^  ^ccl'^.  Die  Drehung  ist  um  den  Richtungswinkel  der  Beschlconi- 
gung  c  vorgenommen  worden  und  es  ist  daher  die  reelle  Axe  jetzt  zugleich  li:« 

Richtung  der   Beschleunigung.     Für  be"      =  b'  geht  die  Gleichnng  über  in  dit 

Form  z  ■=  6'/  -f-  \al^  und  wenn  man  jetzt     -  =«  6' -|-  al  bildet,  so  erkennt  mto. 

dt 

dass  b'  die  Anfangsgeschwindigkeit  darstellt.  Setzen  wir  b'  ^»  ß  -{-  ^i,  so  kr»Dner 
wir  ^*=  ?  4"  P*  "I"  "'  *^*f  ^*6  Form  bringen:     y  =—  «(-     +  ' )  +  P«  oder,  in 

dem  wir  den  Anfang  der  Zeit  um     -  verlegen,  d.  h.  /  +   '^    «=•  /*  einführen,  n-! 

OL  OL 

dz 
die    Form    --  =    «/'  +  p'i.       Der    Werth    von    z    nimmt    dabei    die    Form    " 

=  -  (P  +  P'O  if  -  1^)  +  Ja(<'  -  f)*-  -  f  (iP  +  <}'0  +  ß-t'i  +  !«<•«  u:, 
wenn    man    jetzt    nochmals    den    Coordinatenursprung   und    zwar    in    den    Puck* 
-  (4P  +  ?'0  verlegt,  d.  h.  z  +  ^  (ß  +  (5'i)  für  :  setzt,  so  kommt  t  —  jT/V  +  ^a»'. 
Jetzt  wird  für  /'  «»  0  auch  z  »»  0.     Aus  dieser  letzten  Gleichung  erkennt  maj 
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deatlicb  die  Projectionen  der  Bewegung  anf  die  reelle  und  die  imaginäre  Axe. 

Man  hat,  wenn  z  =  x  -{-  iy  gesetzt  wird,  wobei   also  x,  y  die  Coordinaten   des 

beweglichen  Punktes   bedeuten,   x  oi  \(tt*y    y  =  ßV.     Aus  beiden   Gleichungen 

folgt  die  Gleichung  der  Bahn,  auf  die  gewöhnliche  Weise  dargestellt,  nämlich  die 

2fl'* 
Parabelgleichnng  y*  =  — *— -  a^. 

3.  Die  Beschleunigung  sei  nach  Grösse  constant  gleich  €,  ihre 
Riehtnngslinie  drehe  sich  aber  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit CD  um.  Nehmen  wir  die  reelle  Axe  senkrecht  zu  der  Anfangsrichtung  der 
Beschleunigung  und  den  positiven  Sinn  der  imaginären  Axe  übereinstimmend  mit 
dem  Sinne  der  Beschleunigung  an.  Die  Beschleunigung  ist  dann  anfangs  si  und 
wenn  ihre  Drehung  im  negativen  Drehungssinne  erfolgt,  so  ist  sie  zur  Zeit  t  durch 

die  Gleichung  --^  =  «e""*"'*  =  si  {cos  mi  —  i  sin  c^t)  nach  Grösse  und  Richtung 

dz         si  s 

bestimmt.    Aus  ihr  ergibt  sich  —   =  —  (sin  cot  +  t  cos  tot)  -] ,  wenn  der  Punkt 

dt         at  CO 

mr   Zeit    /    =s    0    die     Geschwindigkeit    Null    besitzt.       Hieraus     folgt    weiter 

ft  st  fl 

:  =  -i  f —  cos  cot  +  t  «in  cot)  -A 1 r ,  wenn  für  /  ==  0  der  bewegliche  Punkt 

cd'  '         aj        (o*  ° 

sich    im    Coordinatenursprunge     befindet.       Schreibt    man    diese    Gleichung    so: 

i  (i  8 

:  =  -=  (a>/  —  sin  CO/)  +  ~»  (^  —  cos  ©/),  so  erkennt  man,  dass  x  =  — 5(0»/  —  sin  cot), 
cor  Cr  CO* 

y  =  -|(1  —  cos  cot)  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit /sind  und 
da«s  seine  Bahn  eine  Cycloide  ist.    Der  Radius  r  des  rollenden  Kreises  ist  r  =»     - 

CO* 

und  die  Grösse  der  Beschleunigung  ist  f  =  reo*,  also  nichts  anderes,  als  die  ceutri- 
pettle  Beschleunigung  der  gleichförmigen  Kreisbewegung. 

4.   Es  sei  die  Beschleunigung  proportional  dem  Radiusvector  z, 

QHmlich  -r^  =  —  ^'2:.  Die  Integration  dieser  Gleichung  ergibt  z=b  A cos %t  -{- B  sinnt. 

Diese  Gleichung  bedeutet  die  elliptische  Bahn  des  Punktes.    Um  dies  deutlicher 
za  sehen,  setze  man  A  ^^  q  sin  X,  B  =^  q  cos  Z,  wo  q  und  X  complez  sein  werden; 

n»w  erhält  dann  z  =>  q  sin  (i  -f-  x/)  =  ^  sin  (if  —  +  /^ )  +  vi) ,   wenn  il  =  jLt  -f~  «'*• 
Setzt  man  weiter  ^  -f-  '  =  ''»  so  nimmt  z  die  Form  an 

X 

'    i   s*   i       ■\  (         .    ....  sin  vi  \ 

z  =*=  (f  sm  (x/  -|-  vi)  s=  9  Iro*  vi  stn  nt  -f-  i  -    .—  cos  nt  J 

Qnd,  da  cos  vi  =  ^{e*  +  c"*),  — : —  ==  ^Cc"  —  e""")  reell  sind,  da  man  ferner 

9  immer  reell   machen  kann,   indem  man  die  x-Axe  dreht,  so  erhellt,  dass  diese 
Gleichung  sich  in  die  beiden  spaltet: 

.     .       .  sin  vi 

X  =^  Q  cos  VI  simitj      y  =z  Q  — ;-  -  cos  x/, 

»öS  welchen  «  « 

(q  cos  vi)*        /Qsm  viV 

&Ia  die  Gleichung  der  elliptischen  Bahn  folgt,   in  gewöhnlicher  Weise  dargestellt. 
I>ie   Bahn    wird    ein    Kreis,    sobald    cos  vi  «=  i    — ,—  ;    in    diesem    Falle    wird 
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oder 


A  =  Q  istn  V  C09  v%  +  i  cos  v  — : — I  und  B  =  q  icos  v  cos  vt  —  t  stn  v  — .-—U 

also  A  =  Q  {sin  r  i  i  cos  v)  cos  w ,  B  =  q  {cos  v^i  sin  v)  cos  vi,  d.  h.  Ä  s«  4^  iA. 
Die  Gleichung  der  Bahn  ist  in  diesem  Falle  z=^  A  (cos  nt  4^  t  sin  %()  und  dt  man 
A  durch  Drehung  der  reellen  Axe  reell  machen  kann,  so  zerfölU  dieselbe  in  die 
beiden  Gleichungen  x  =s  A  cos  %t  und  y  z=  If.  A  sin  Ht,  ans  welchen  die  Glei- 
chung des  Kreises 

a;f  +  y«  =  A* 
hervorgeht.  ' 

Für  ein  complexes  ^  =  r  +  fr',  aber  reelles  l  wird  die  Bahngleichan^ 
r  =  (r  +  iV')  sin  {l  +  %l)  und  spaltet  sich  in  a;  =  r  sin  {l  +  *0i  y  =  '*'  ««*  (^  +  «^  • 

so  dass -/  =  0.     Die  Bahn  ist  mithin  geradlinig  und  die  Bewegung  erfo'^t 

in  der  Richtung  von  q. 

Wir  begnügen  uns  vorläufig  mit  diesen  Beispielen  ebener  Bewegun- 
gen. Die  allgemeine  Theorie,  welche  eine  Anwendung  des  ImagiDären 
auf  den  Baum  gestattet,  rührt  von  Hamilton  her  und  wnrde  insbeson- 
dere in  seinen  Elements  of  Quaternious  entwickelt.  Für  die  uns  hier 
angebenden  spezielleren  Fragen  verweisen  wir  auf  zwei  Quellen,  näm- 
lich Sieb  eck:  lieber  die  graphische  Darstellung  imaginärer  Fanctioneo 
(Grell e^s  Journal  Bd.  55,  S.  221),  und  Dur^ge:  Ueber  die  Anwen- 
dung der  imaginären  Grössen  in  der  Mechanik  (Grunert^s  Archir, 
Tbeil  40,  S.  1).  Der  letzteren  Abhandlung  sind  die  oben  gegebenen 
Beispiele  entlehnt. 

§.  19.    Zum  Schlüsse  des  vorliegenden,  den  Problemen  der  krumm* 
linigen   Bewegung    und    den    Metboden    ihrer   Behandlung    gewidmeten 
Capitels  wollen  wir  noch  auf  einige  Untersuchungen  hindeuten,  welche 
durch    den  Hamil tonischen   Hodographen  veranlasst  werden.     6ema«s 
Cap.  I,  §.  2    dieses  Theiles  stellt  der  Radinsvector  dieser  Carve  die  Ge- 
schwindigkeit, das  Bogenelement  derselben  die  Elementarbeschleunignng 
und  folglich,  wenn  man  gleichzeitig  mit  dem  beweglichen  Punkte  einen 
zweiten  Punkt  den  Hodographen  so  durchlaufen  lässt.  wie  sie  vermöge  der 
Construction  des  Hodographen  zusammengehören,  so  stellt  die  Geschwin- 
digkeit des  Hodographenpunktes  die  Beschleunigung  der  Bewegung  dar. 
Von  besonderem  Interesse  ist  der  Hodograph  der  Centralbewegnn^:. 
Es  sei   (Fig.    110.)   F  das   Centrum,    M  der  bewegliche 
Fisr.  110.       Punkt,  FP  =  p  das  Perpendikel  auf  die  Tangente  in  .V. 
/   von  F  aus  gefällt.    Für  die  Geschwindigkeit  der  Cential- 
^        bewegung   gilt  nun   der  Satz   vp  =  C.     Beschreibt  man 

y  ;  daher  um  F  mit  dem  Radius  l/C  einen  Kreis  und  sacht 

^.,      '  in  Bezug   auf  ihn   zur  Tangente  in  M  den  Pol  0  oder. 

^  '     _/*!         was  dasselbe  sagt,  den  zu  P  conjugirten  Pol  Qy  so  stellt 

i        l^  PQ   die   Geschwindigkeit  v  des   Punktes  M  nach  Grosse, 

der   Richtung    nach   aber    um    ^  n  gedreht,    dar.    Wah- 
rend   also   die  Tangente   des  Punktes  M  im  Laufe  der  Bewegung  die 
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Bahn  als  Enveloppe  erzeugt,  beschreibt  ibr  Pol  Q  den  um  ^it  gedrehten 
Hodographen.  Beide  Curven  sind  also  in  Bezug  auf  den  Kreis  Polaren 
von  einander.  Die  Tangente  des  Hodographen  hat  die  Kichtung  der 
Beschleunigung  für  die  richtige  Lage  dieser  Curve;  in  unserem  Falle 
steht  sie  also  senkrecht  auf  der  Kichtung  der  Beschleunigung  und  da 
diese  die  Kichtung  nach  dem  Centrum  F  hat,  senkrecht  auf  MF.  Ist 
also  P^  der  Schnittpunkt  der  Tangente  des  Hodographen  mit  MF  und 
FM  =  r,  FP  =  p\  FQ  c=  /,  so  hat  man  vermöge  der  antiparallelen 
Lage  der  Tangenten  beider  Curven  gegen  die  Geraden  FM^  FP  die 
Gleichung  pr   =:  p'r. 

Da  die  Tangente  QP^  des  Hodographen  auf  dem  Kadiusvector  FM 
des  beschreibenden  Punktes  senkrecht  steht,  so  bildet  sie  mit  der  fol- 
genden Tangente  denselben  unendlichkleinen  Winkel,  welchen  FM  mit 
dem  folgenden  Kadiusvector  bildet,  nämlich  das  Differential  dd"  des 
Polarwinkels.  Es  ist  also  d^  der  Contingenzwinkel  des  Hodographen 
und  also,  wenn  q'  den  Krümmungshalbmesser  und  ds'  das  Bogenelement 
dieser  Curve  bezeichnet,  Q'dd"  =  ds\  Während  nun  FM  =  r  sich  um 
d^  umdreht,  dreht  sich  der  Kadiusvector  FQ  =3  r  um  einen  gewissen 
Qnendlichkleinen  Winkel  dd"'  um,  welcher  das  Differential  des  zu  /  ge- 
hörigen Polarwinkels  O'  ist.  Daher  ist  ^r'^rf-^'  der  unendlichkleine  von 
r  durchfltrichene   Sector;    derselbe  ist  aber   offenbar  auch  -^pds'.     Aus 

beiden  Ausdrücken  erhält  man  also  ds'  =  -7-  dd'\  d.  h.  — -  =  ~  -—  , 

p        '  dt  r  2   dt   ' 

de  .       d^'  ob 

3-  =  C  ist,  —  =  C'Y 
dt  dt  r*r 

Relation  pr  =  p'r  die  Geschwindigkeit  des  Hodographenpunktes  Q  wird, 

dt  r*  r^ 

Wenn  die  Centralbeschleunigung  das  Newton' sehe  Gesetz  befolgt, 

1  ft  ,        11  ti  -  d^ 

also  ©  =  ^  ist.  so  wird  ds  =  --^  dt  s=s  ^  d^  wegen  r^  -—  =  C.    Es  war 
r^  r*  C  dt 

aber  ds'  =  g'dd^ ;  daher  wird  9'  =  ^ .     Für   diese   Centralbewegung   ist 

also  der  Krümmungshalbmesser    des   Hodographen    constant  und   diese 
Cnrve  daher  ein  Kreis. 

Das  Problem  des  Hodographen  hat  eine  Umkehrung.  Sie  besteht 
in  der  Aufgabe:  Wenn  der  Hodograph  und  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  er  beschrieben  wird,  bekannt  sind,  die  Bahn  und  Geschwindig- 
keit des  beweglichen  Punktes  zu  finden,  zu  dessen  Bewegung  der  Hodo-* 
graph  gehört. 


oder,  da  r*  ^;^  =  C  ist,  -^  «=  C  •  j2~^^    ®°    ^*®^    °^^^  Benutzung    der 
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IV.  Capitel. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

§.  1.  Durch  die  Anfangslage,  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  das 
Gesetz,  welches  die  Beschleunigung  befolgt,  ist  die  Bewegung  eines  Pimk- 
tes  vollkommen  bestimmt;  er  beschreibt  eine  bestimmte  Bahn  und  zwar  nach 
einem  Gesetze,  welches  eine  nothwendige  Folge  jener  Bestimmungsstficke 
ist.  Wird  daher  ausser  der  Anfangslage,  der  Anfangsgeschwindigkeit  und 
der  Beschleunigung  noch  die  Bahn  vorgeschrieben,  welche  der  Punkt  dnith- 
laufen  soll,  so  ist  dies  nur  dann  möglich,  wenn  noch  ein  Zwang  hinzutritt, 
der  den  Punkt  nöthigt,  sich  in  der  vorgeschriebenen  Bahn,  statt  in  jener 
zu  bewegen,  welche  in  Folge  der  übrigen  Bestimmungsstücke  frei  zu 
Stande  kommen  würde.  Dieser  Zwang  kann  auf  mannigfache  Art  herbei- 
geführt werden  und  wir  werden  zeigen,  dass  man  einen  Punkt  nöthigen 
kann,  jede  beliebige  Curve  einfacher  oder  doppelter  Krümmung  zu  be- 
schreiben. Welcher  Art  er  aber  auch  immer  sei,  so  kann  er,  weil  er 
nur  einen  modificirenden  Einfluss  auf  die  Geschwindigkeit  ausübt,  stets 
durch  eine  Beschleunigung  ersetzt  werden,  welche  die  Geschwindigkeit 
der  freien  Bewegung  so  abändert,  dass  ihre  Richtung  in  die  Tangente  der 
vorgeschriebenen  Bahn  fällt.  Das  Gesetz,  welches  diese  hinzuzufügeDde 
Beschleunigung  befolgen  muss,  hängt  von  der  gegebenen  Beschleunigang 
und  der  Beschaffenheit  der  Bahn  ab,  welche  der  Punkt  zu  beschreiben 
gezwungen  wiid^  dasselbe  zu  finden  ist  eine  der  wichtigsten  Forderon- 
gen  bei  Problemen  der  gezwungenen  Bewegung.  Jenen  Zwang  nennt 
man  je  nach  den  Umständen,  unter  welchen  er  ausgeübt  wird,  Wider- 
stand der  Bahn  oder  Spannung  und  die  ihm  äquivalente  Zwangsbeschlen* 
nigung  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  oder  der  Spannung.  Od 
ist  die  Bahn  als  eine  Kinne  oder  als  eine  Röhre  aus  einem  festen 
Material  gearbeitet  gegeben,  welche  durch  ihre  Festigkeit  den  Punkt 
hindert,  sie  zu  verlassen,  oft  wird  sie  dadurch  bestimmt,  dass  der  Ponkt 
durch  einen  oder  mehrere  Fäden  mit  anderen  Punkten  verbunden  ist. 
In  allen  Fällen  erfolgt  aber  die  Bewegung  wie  eine  freie,  wenn  die 
FifT  111  Zwangsbeschleunigung  eingeführt  wird  und  kann  die 

aus  einem  Material  gearbeitete  Bahn  entfernt  und  die 

Fadenverbindung  gelöst  gedacht  werden,   denn  alles. 

was  sie  leisten,  wird  durch  die  Zwangsbeschleunignnp 

dargestellt. 

Soll  ein.  schwerer  Punkt  M  (Fig.  111.)  s.  B.  gtnothitTt 
werden,  mit  constanter  Geschwindigkeit  mr  einen  verlikAl«r 
Kreis  zu  beschreiben,  so  muss  su  der  Besohlennigiuif;^  ff  ^«^ 
Schwöre  noch  eine  solche  Beschleunigung  X  hinsulreten,  d*>* 
ans  beiden  susammen  jeden  Augenblick  die  Normalbeschleunigung  fp  ^  a^  re«-- 
tirt,  indem  der  Punkt  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  eine  Tangentialbascblt^u 
nignog  gleich  Null  besitzt.    Da  g  nach  Grösse  und  Richtnng  constant  ist,  9  eb<B 
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falls  nach  Grösse  unveränderlich,  so  folgt,  dass  die  Richtung  von  X  den  vertikalen 

Durchmesser  in  einem  Punkte  S  so  schneidet,  dass  CS :  g  =sr:  co'r,  d.  h.  C^S  =  -^  , 

tlso  gleichfalls  constant  ist.  Die  Grösse  von  X  ist  veränderlich  mit  dem  Winkel  9", 
den  CM  mit  der  Vertikalen  bildet,  nämlich  es  ist  X>  =  ^*  +  m*r*  +  2gto^r  cos  &. 
Zerlegt  man  X  in  eine  tangentielle  und  normale  Componente,  so  tilgt  die  erstere 
die  Tangentialbeschleunigung  g  cos  9  der  Schwere,  während  die  letztere  einer- 
leite deren  Normalcomponente  vernichtet,  andererseits  tp  =>  (o'r  bildet. 

Es  befinde    sich    der    bewegliche  Punkt  zur  Zeit  i  im  Punkte  M 
(Fig.  112.)  der  gegebenen  Bahn,   v  sei   seine   Geschwindigkeit  und  ^ 
die  gegebene  Beschleunigung.    Diese  letztere  verlegen  wir  in  zwei  Com- 
ponenten,  eine  tangentielle  tf;^  und  eine  normale  t(;„,  deren  Richtung  in 
der  Normalebene  des   Punktes  M  durch   die  Schnittlinie   derselben  mit 
der  Ebene  bestimmt  wird,  welche  die  Tangente  und  die  Beschleunigung  if; 
enthält    Die  Beschleunigung  des  Zwanges,  welche  so  bestimmt  werden 
mms,  dass  durch  sie  in  Verbindung  mit  ip  der  Punkt  die  vorgeschriebene 
Bahn  beschreibt,  sei  v  und  werde  gleichfalls  in  zwei  Component^n,  eine 
tangentielle  Vg  und   eine  normale,   also   gleichfalls  in  die   Normalebene 
fallende  Componente  v^  zerlegt.    Die  Tangential componente  v^  ist  Null, 
wenn  die  Beschaffenheit  der  Curve  der  Be- 
wegung kein   Hindemiss  darbietet,    so   dass 
die  Bewegung  in  ^er  Bahn   durch  t///  allein 
bestimmt  wird,  im  Gegenfalle  ist  sie  die  so- 
genannte Beschleunigung  der  Reibung,   ver- 
zögert  die    durch    tf;/  bestimmte    Bewegung, 
indem  sie  ihr   entgegengesetzt  ist  und  wird 
v^eranlasst  durch  die  nicht  glatte  Beschaffen- 
heit der  Bahn.    Sie  ist  nur  vorhanden,  wenn 
die  Bahn    aus    einem    mehr    oder    weniger 
rauhen  Material  gearbeitet  vorausgesetzt  wird.     Die  Resultante  von  t^< 
ond  Vf  ist  ^fi  —  Vg  und   fällt  in   die  Richtung  der  Tangente;   tf;«  und 
^t  geben    eine  Resultante,    welche    in   die   Normalebene    f&llt.      Beide 
Resultanten  stellen  die  gesammte  Tangential  -  und  Normalbeschleunigung 
des  Punktes  dar  und  wenn  wir  diese  wie  früher  mit  g)i  und  g)n  bezeich- 
nen, so  haben  wir  zunächst  die  Gleichungen 

=s   Res.  {(fn,    V«). 


Fig.  112. 


9>/  =  '*/  —  v/j 


9>* 


i  2 

Non  stellen  aber  ~  und  —  bei  jeder  Bewegung  die  Tangential-  und 
Normalbeschleunigung  dar;   daher  liefern  diese  Gleichungen  schliesslich 


dv 

^  =  V,  _  V, 


V 


—  =  Res.  (t/;«  ,   Vn) . 
9 


Die  Componente  t///  —  v<  bestimmt  die  Grösse  der  Geschwindigkeit  v, 
Die  Richtung  und  Grösse  von  v^  bestimmt  sich  dadurch,  dass  i^n  mit  v„ 

20* 
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ein  Parallelogramm  bilden  muss,  dessen  Diagonale  —  ist,  von  welchem 

also  eine  Seite  tf;«  nacH  Grösse  und  Kichtung  und  die  Diagonale  eben- 
falls nach  Grösse  und  Richtang  (Ricbtnng  des  Krümmungshalbmessers 
der  bekannten  Bahn)  gegeben  sind  nnd  welches  somit  vollständig  be- 
stimmt ist.  Die  Reibungsbescbleunignng  kann,  da  sie  von  der  physi- 
schen Beschaffenheit  der  Bahn  und  des  materiellen  Punktes  abhingt, 
nicht  wohl  theoretisch  bestimmt  werden,  sorgfiKltige  Experimente  haben 
aber  gelehrt,  dass  sie  der  Normalcomponente  v«,  proportional  ist  und 
also  durch  fvn  ausgedrückt  werden  kann,  wo  f  ein  von  der  Natur  der 
sich  reibenden  Substanzen  der  Bahn  und  des  Punktes  abhängiger  nume- 
rischer Coefficient  ist,  den  man  aus  besonderen  Reibungstafeln  su  ent- 
nehmen hat. 

§.  2.  Wir  wollen  annehmen,  die  Beschleunigung  Vg  der  Reibung 
sei  Null:  also  —  ==  il;^,    —  =  Res.  (ti;«,  v«);  ^>r  wollen  weiter  voraui- 

dt  Q  \X      7  /I  , 

setzen,  es  sei  t/;  =  0,  d.  h.  es  habe  der  Punkt  eine  Anfangsgeschwin- 
digkeit und  diese  werde  von  keiner  Beschleunigung  afficirt,  als  Ton  der 
des  Normfilwiderstandes  der  Bahn.  Es  sind  dann^/  <»  0,  ^,  =  vi 
und  reducirt  sich  die  Resultante  von  tf;«  und  v^  auf  v«,  dessen  Rich- 
tung also    in   den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn   ftllt.      Die  beiden 

Gleichungen  -—  =  0,    —  =  v„,    aus  deren   erster  v  =  ConMt,  =  r 

folgt,  liefiern  den  Satz:  i 

Wird  ein  Punkt,  welcher  gezwungen  ist,  eine  vorge- 
schriebene Bahn  zu  beschreiben,  von  keiner  Beschleuni- 
gung als  der  des  Normalwiderstandes  der  Bahn  afficirt. 
so  bewegt  er  sich  gleichförmig  auf  der  vorgeschriebenen 
Bahil  und  ist  die  Normalbeschleunigung  des  Widerstandes 
gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  dividirt  durch 
den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn.  Damit  also  deT  Punkt 
die  vorgeschriebene  Bahn  nicht  verlässt,  muss  v^  sich  so  nach  d«*r 
Krümmung  der  Bahn  richten,  dass  es  immer  umgekehrt  proportionft 
dem  Krümmungshalbmesser  ist;  an  stark  gekrümmten  Stellen  der  Bahn, 
d.  h.  ftlr  kleine  q  ist  also  Vn  verhältnissmässig  gross,  an  flachen  Stellen 
wird  nur  ein  kleines  v«  erfordert,  um  den  Punkt  auf  der  Bahn  sn  erbalter. 

Ist  ^  normal  zur  Bahn,  also  t///  =  0,  ^m  ?=  ^,  .  =  <'- 
—  =  Res,  (^,  Vm),  so  bewegt  sich  der  Punkt  ebenfalls  gleich* 

förmig,  aber  v^  fällt  im  Allgemeinen  nicht  in  die  Richtnr; 
des  Krümmungshalbmessers. 

Ist  die  Bahn  eben  und  fällt  die  Beschleunigung  ^  in  di« 
Ebene  derselben,   so  fällt  ^n  in   die  Richtung  der  Normaleo 
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oder  des  Kiümmungslialbmessers   der   ebenen   Cnrve   und  v^ 

ebenfalls,  so  dass  die  Resultante  9«  =  —  beider  durch  ihre 

Q 
Summe  oder  Differenz  dargestellt  wird. 

Ist  ^  tangential,    also   t/;,  =  if;,  t/;«  =  0,    so  wird   die   Ge- 

ücbwiudigkeit  zwar  nicht  constant,   aber  die  Normalcompo- 

nente  der  Widerstandsbeschleunigung  wird  v„  =  —  und  fällt 

9 
in  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers. 

In  allen  diesen  Fällen  hängt  der  Sinn,  in  welchem  v  oder  v^  den 
bewegUchen  Punkt  afficiren  muss,  damit  dieser  auf  der  Bahn  bleibt, 
von  der  besonderen  Art  ab,  wie  der  Zwang  ausgeübt  wird.  So  macht 
es  einen  Unterschied,  ob  die  Bahn  als  eine  unendlich  dünne  Röhre 
gedacht  wird,  in  welcher  der  Punkt  läuft,  oder  als  eine  unendlich  dünne 
Rinne  (halbdurchschnittene  Röhre),  oder  ob  er  durch  Fäden,  an  die  er 
geknüpft  ist,  auf  die  Bahn  gezwungen  werden  soll. 

§.  3.  Man  kann  die  Art  und  Weise,  wie  die  Bewegung  eines 
Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn  zu  Stande  kommt,  auch  auf  eine 
etwas  andere  Art  auffassen,  als  bisher  geschehen.  Dieselbe  ist  nicht 
im  Wesen,  sondern  nur  im  Wortausdrucke  von  der  bisherigen  verschie- 
den, bietet  aber  kleine  Yortheile  gerade  deswegen  dar.  Die  Normal- 
beschlennigung  ^^m  ist  äquivalent  den  beiden  Normalcomponenten  ^„ 
und  v^  der  gegebenen  Beschleunigung  und  der  Beschleunigung  des 
Widerstandes.  Trägt  man  daher  g)n  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  als 
(p^n,  Fig.  112,  so  tilgt  9>.M  jene  beiden  Componenten  tf/n  und  Vn.  Da  nun 
die  Bewegung  eines  Punktes  überhaupt  durch  9/  und  g)n  als  zustandekom- 
mend  gedacht  werden  kann,  so  kann  man  sagen:  Die  Bewegung 
eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn  unter  Einfluss 
einer  gegebenen   Beschleunigung  if;   erfolgt,    wie    die    freie 

Bewegung,   indem  zu  der  Tangentialbeschleunigung  —  und 

der  Normalbeschleunigung   —  noch   eine  weitere  Beschleu- 

nigang  9>— n  hinzutritt,  welche  in  jedem  Augenblicke  die 
Normalcomponente  t/;„  und  die  Normalcomponente  v^  des 
Widerstandes  tilgt.  Diese  Beschleunigung  9-.^  heisst  im  Gegen- 
iiatze  zu  der  Centripetalbeschleunigung  9«  die  Centrifugalbeschleu- 
nigung  und  ist  jener  gleich,  aber  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt. 
Da  femer  die  Beschleunigung  Vn  des  Widerstandes  nichts  anderes  lei- 
stet, als  den  Punkt  zu  hindern,  die  vorgeschriebene  Bahn  zu  durch- 
dringen und  dieselbe  zu  verlassen,  so  ist  die  entgegengesetzt  genom- 
mene Beschleunigung  v.«  die  Beschleunigung,  mit  welcher  der  Punkt 
anf  die  Bahn  drückt  oder  die  Fäden  spannt,  wenn  er  an  solche  ge- 
knüpft ist.     Diese  Druckbeschleunigung  ist  daher  die  Resul* 
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tante  ans  9^-»  und  ^«,  d.  ii.  aas  der  Centrifngalbesehleani- 
gang  und  der  Normalcomponen^ren  der  gegebenen  Beschlea- 
nignng.    Bei  tf;«  =  0  ist  sie  gleich  der  Centrifngalbeschlennigiuig  9?.,. 

§.  4.  Wir  sagten  oben,  dass  man  einen  Pnnkt  nöthigen  könne, 
jede  beliebige  ebene  oder  doppelt  gekrümmte  Corvo  sn  beschreiben. 
Hnjgbens  und  Monge  haben  ge^igt,  dass  sich  dies  erreichen  lisst, 
indem  man  den  Pnnkt  an  einen  oder  besser  an  zwei  biegsame  Fiden 
knüpft  und  diese  über  die  Fläche  der  Krümmnngsazen  (ETolntenflicbe) 
der  zn  beschreibenden  Corve  hinspannt.  Der  erstere  hat  dies  för  einen 
speciellen  Fall,  nämlich  für  die  ebenen  Cnrven  gezeigt  nnd  dadnrtli 
die  Theorie  der  Evolnten  ebener  Corven  gefanden,  der  letztere  hat  die 
Behanptang  ftir  beliebige  Carven  allgemein  bewiesen.  Errichtet  man 
nämlich  im  Krümmangsmittelpnnkte  einer  Corve  ein  Perpendikel  anf 
die  Schmiegongsebene ,  so  ist  dies  der  Dorchschnitt  zweier  anfeinander- 
folgender  Normal  ebenen  ond  heisst  die  Krümmongsaxo^  Die  ganie 
Schaar  der  Erümmongsaxen  bildet  eine  abwickelbare  Fläche,  welche  von 
sämmtlichen  Normalebenen  berührt  wird.  Diese  Fläche  der  Krommongs- 
axen  enthält  alle  Evoloten  der  Corvo  ond  diese  sind  kürzeste  Linien 
aof  ihr.  Knüpft  man  einen  biegsamen  Faden  an  den  Corvenponkt  und 
zieht  ihn  über  diese  Evolotenfläche  in  irgend  einer  Richtong  hin,  so 
biegt  er  sich  längs  einer  Evolote,  so  dass  also  dorch  Abheben  des  Fa* 
dens  von  dieser  Evolote,  jedoch  so,  dass  er  immer  Tangente  an  sie 
bleibt,  der  Endponkt  genöthigt  wird,  die  Corve  selbst  zo  beschreiben. 
Weil  der  tangirende  Faden  sich  aber  om  den  Berührongsponkt  mit  der 
Evolote  drehen  kann,  so  ist  die  Bewegong  mit  Hülfe  eines  einzigen 
Fadens  nicht  hinreichend  sicher,  daher  verknüpft  Monge  zwei  Fädec 
in  dem  beschreibenden  Ponkte  ond  spannt  sie  über  die  Evolotenfläche; 
dadorch  wird  jedes  Aos weichen  des  Ponktes  onmöglich.  Vgl.  über  diese 
Gegenstände  meine  „Allgemeine  Theorie  der  Corven  doppelter  Krüm- 
mong.     S.  34  flg." 

§.  5.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  der  bewegliche  Pnnkt  an 
einer  Stelle  die  vorgeschriebene  Bahn  verlässt  ond  die  gezwongene  Be- 
wegong in   eine  freie   übergeht.     Soll  dies  sich  ereignen,   so   mnss  der 

Normalwiderstand  v«  gleich  NoU  werden  ond  da  ~  =  Res.  (^n,  y.)  i«t 

so  folgt,  dass  die  Normalbeschleonigong  zosammenfaÜen  moss  mit  r», 
mit  der  Normalcomponente  der  gegebenen  Beschleonigong  ^.  Hieraas 
folgt  weiter,  weil  tf;  die  Resoltante  von  ^t  and  ^«  ist,  die  Tangente  nnd 

die  Haoptnormale ,  in  welche  letztere  —  fUlt,  aber  die  Schmiegongsebene 

der  Bahn  bestimmen,  dass  der  bewegliche  Ponkt  nor  an  sol- 
chen Stellen  die  vorgeschriebene  Bahn  verlassen  kann,  an 
welcher    die    Beschleonigong   ^   in    die    Schmiegongsebene 
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fällt.  Bildet  nnn  if;  mit  der  Tangente  der  Bahn  an  einer  solchen 
Stelle  den  Winkel  a,  so  ist  tf;^  =  i/^  sin  a  und  erhält  man  aus  der 
obigen  Gleichung:  v^  c=  9^  sin  or,  oder  also,  weil  q  sin  a  =  ^  c,  näm- 
lich gleich  der  halben  Sehne  ist,  welche  die  Beschleunigung  in  dem 
Erümmangskreise  bestimmt:  v^  :=■  ^c^f  =  2-^c^,  d.  h.  der  beweg- 
liche Punkt  muss  an  einer  Stelle,  an  welcher  er  die  vorge- 
schriebene Bahn  verlassen  soll,  eine  Geschwindigkeit  be- 
sitzen, welche  er  erlangen  würde,  wenn  er  mit  der  Beschleu- 
nigung an  jener  Stelle  durch  den  vierten  Theil  der  Krüm- 
mungssehne  der  Beschleunigung  hindurch  sich  gleichförmig 
beschleunigt  bewegt  hätte. 

§.  6.  Wir  stellen  jetzt  die  Bewegungsgleichungen  für  die  Bewe- 
gung auf  vorgeschriebener  1  Bahn  auf.  Es  seien  Ä,  Yj  Z  die  Compo- 
nenten  der  gegebenen  Beschleunigung  ij;;  iV^,  iV^^,  JV^  die  der  Beschleu- 
nigung v„   des  Normalwiderstandes  und   da  —  -- ,    —  — ,    —  ~   die 

US  uS  (IS 

Richtungscosinusse  der  Reibungsbeschleunigung  V/  sind,   also   nach   der 
obigen   Bemerkung   über    vg  =  /*  •  v«    die    Componenten    der    letzteren 

—  f^n  :r- ,    —  f^n-r  ,   —  fv„-^.     Hiernach  sind  X  +  N^^  —  fv»   ,-  , 
äs  as  ds  as 

y  -{-  Ny  —  fv^  —  ,    Z  A-  Ng  —  f^nT  ^16  Componenten  der  Gesammt- 
'  as  as 

beschleunigung  parallel  den  Coordinatenazen  und  mithin  die  Gleichungen 

der  Bewegung: 

d^x  dx 

dt^    =   ^  +  ^^  -  ^""  *  ' 

zu  welchen  noch  die  beiden  Oleichungen  der  Bahn,  nämlich: 

<»  («,  y,  z)  =  0 

^{<^,  y,  «)  =  0 

hinzutreten,  sowie  die  weiteren  selbstverständlichen  Gleichungen: 


^^'^   +   «yl   +   ^»-.  =  0, 


'y 
dx  du  dz 

ds  ^  ds  ds 

von  denen  die  zweite  ausdrückt,  dass  v»  senkrecht  zur  Tangente  ist. 
Aus  diesen  7  Gleichungen  hat  man  di,e  Coordinaten  o:,  y,  z,  die  Com- 
ponenten iV^,  iVy,  iV^  der  Beschleunigung  des  Normal  Widerstandes  und 
diesen  selbst  darzustellen.  Damit  ergeben  sich  von  selbst  die  Richtungs- 
cosinusse für  Vi,.  In  manchen  Fällen  wird  es  zweckmässig  sein,  statt 
zweier   Curvengleichungen  zwischen  o;,  ^,   z   drei   Gleichungen  zu  ge- 
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brauchen,  welche  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Bahn  al8  Fanctioueu 
einer  weiteren  Variabelen  q>  darstellen.  Es  genügt  alsdann,  co  darch 
di9  Zeit  auszudrücken,  wenn  man  or,  y,  z  als  Functionen  der  Zeit  sbcbt. 

§.  7.  Von  den  Principen,  welche  zur  Integration  der  Bewegaogs- 
gleichungen  dienen,  ist  das  Flächenprincip  in  seltenen  Fällen  anwend- 
bar, weil  die  Richtung. der  Beschleunigung  des  Widerstandes  von  vorn- 
herein nicht  bekannt  ist.  Ist  die  Reibung  nicht  vorhanden,  so  gilt  es, 
wenn  die  Ebene  von  tf;  und  v^  fortwährend  durch  eine  Gerade  hin- 
durchgeht, für  die  Projection  der  Bewegung  auf  eine  Ebene  senkrech 
zu  dieser  Geraden. 

Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  nur  brauchbar,  wenn  die 
Reibung  Null  ist,  der  Normalwiderstand  v^  tritt  aber  gar  nicht  in  den 
Ausdruck  desselben  ein;  dies  versteht  sich  von  selbst,  denn  da  er  nor- 
mal zur  Bahn  ist,  so  ist  seine  Elementararbeit  Null.  Die  Arbeit  der 
Reibung  aber  wäre  —  fv^ds  und  mithin  die  Gesammtelementararbeit 
aller  Beschleunigungsbestandtheile  t/;,  v  gleich  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  —  fVf,di 
und  folglich  nach  Cap.  III,  §.  5. 

d'^v^  =  Xdx  +    Ydy  +  Zdz  —  fv^ds, 

allein  da  v„  nicht  blos  Function  von  $  ist,  auch  nicht  von  x^  y,  z,  s*^ 
ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kein  vollständiges  Differential, 
mithin'  ist  auch  das  Princip  nicht  anwendbar,  es  sei  denn,  dass  da:» 
letzte  Glied  fehlt,  d.  h.  die  Reibung  Null  ist.  Im  letzteren  Falle  gilt 
es,  wie  bei  der  freien  Bewegung.  Sobald  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  anwendbar  ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

i»^  —  W  =  U  --   ÜQ   oder   v^  =:  2{U  +  h) 

I 

und  wenn  man  die  Gleichungen  der  Bahn  durch  a;  =/',(«),  y  =/;(ü', 

z  =  f^{(o)  darstellt,  wodurch  ds  =  dm  }/f\'^~+f^'^~+  fp  wird,  und  l 

durch  (0  ausdrückt  _ 

.      dm  _  1 /'  "2  (^~+ "^1"  " 
dt    -  f^  -fC^+fP+f-p 

Hieraus  ergibt  sich  m  als  Function  der  Zeit.    Sobald  dies  gefunden, 
sind  o:,  y,  z  und  --j^ ,  ^ ,  ja  bekannt  und  folglich  auch  Nx  =  ^  j  —  ^ . 


JVy  =  j^  —   r,    Nz  =  j/2  —  2,    also    auch  v«  und  seine  Richtnuc 


dl^  ^'    ^'        dt^ 

Zur  Grösse  (o  kann  man   oft   mit  Vortheil  eine  der    drei   Coordinaten 

o:,  y,  z  wählen. 

Wir  wenden   uns  jetzt  zur  Behandlung  eines  sehr  umfangreichen 

Falles  der  Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn,   nämlich   su  der  Bi*- 

handlung   der   Bewegung    eines   schweren   Punktes    auf  derselben    an*i 
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werden  diese  Untersacliung  sowohl  im  AUgemeiDen,  als  auch  für  spezielle 
Gurren  dnrchffihreD. 

§.  d.  Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  vorgesohrie- 
bener  Bahn.  Es  sei  die  den  beweglichen  Punkt  M  afficirende  Beschlen- 
uignng  die  Beschleunigung  der  Schwere,  also  tff  =  g'  es  finde  aber 
keine  Beibung  auf  der  Bahn  statt,  die  wir  zunächst  als  eine  beliebige 
ebene  oder  doppelte  krumme  Linie  voraussetzen.  Es  ist  also  v„  =  v, 
Vt  =  0  und  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung,  wenn  wir  die  x  -  und 
y-Axe  horizontal,  die  z-Axe  aber  vertikal  und  positiv  im  Sinne  der 
»Schwere  annehmen: 

d^x  dPy  d^z     ^ 

Für  das  Problem  gilt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft ;  nach  diesem  ist, 
wenn  der  Punkt  in  der  Anfangslage  it/g  die  Coordinaten  x^^  y^,  z^  und 
die  Geschwindigkeit  Vq  besitzt, 

aus  welcher  Gleichung  man  für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  zur 
Zeit  i  zieht:  /    2  \ 

Die  Geschwindigkeit  ist  unabhängig  von  der  Gestalt  der  Bahn  und  wird 
allein  durch  den  vertikalen  Abstand  von  der  Anfangslage  bestimmt. 
Die  Kräftefnnction  des  Problems  ist  ü  =^  gz  -\-  h  und  die  Niveauflächen 
sind  Horizontalebenen.  So  oft  der  bewegliche  Punkt  dieselbe  Horizontal- 
ebene erreicht,   besitzt  er  dieselbe  Geschwindigkeit.     In   der  eben   ent- 

2 

wickelten  Gleichung  für  v^  bedeutet  ^  die  Geschwindigkeitshöhe,  welche 

r,»  entspricht,  d.  h.  die  Höhe,  von  welcher  der  Punkt  vertikal  fallen 
müsste,  nm  die  Anfangsgeschwindigkeit  zu  gewinnen,  bis  zu  welcher 
Höhe  er  mithin  auch  vertikal  mit  dieser  Anfangsgeschwindigkeit  auf- 
steigen kann. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  Bahn  des  Punktes  sei  eine  ge- 
schlossene Curve  und  schneiden  dieselbe  mit  dem  System  der  horizon- 
talen Niveauebenen.  Eine  dieser  Ebenen  geht  durch  den  höchsten, 
eine  andere  durch  den  tiefsten  Punkt  der  Bahn  und  beide  berühren 
die  Bahn  an  diesen  Stellen.  Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  die 
Niveauebene  des  höchsten  Punktes  zur  o:^- Ebene.  In  Bezug  auf  die 
verschiedenen  Werthe,  welche  die  Geschwindigkeit  erlangen  kann,  wäh- 
rend der  Punkt  in  seiner  Bahn  läuft,  haben  wir  drei  Fälle  zu  unter- 
whciden- 

1.  ^ ^0  ^  ^1  ^'  ^'  d^®  Geschwindigkeitshöhe  von  v^  ist  grösser 

als  der  anfängliche  Abstand  des  Punktes  von  der  Niveauebene  des  hoch- 
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sten  Punktes.  In  diesem  Falle  kann  v  niemals  Nnll  werden,  da  z  nur 
positive  Werthe  besitzt.  Die  Geschwindigkeit  wächst  mit  z,  wird  im 
tiefsten  Punkte  ein  Maxunum,  nimmt  mit  z  ab,  wird  im  höchsten  Pnnkte 
ein  Minimum,  dessen  Werth  von  Null  verschieden  ist,  wächst  dann 
wieder  u.  s.  w.  Der  Punkt  macht  volle  Umläufe  auf  seiner  Bahn  und 
passirt  den  höchsten  und  tiefsten  Punkt  derselben  mit  dem  Minimal- 
und  Maximalwerth  der  Geschwindigkeit.  Je  nach  Beschaffenheit  der 
Bahn  können  mehrere  Maxima  und  Minima  von  v  eintreten,  die  hier 
erwähnten  sind  die  extremsten  von  ihnen. 

2,  ^ — ^  Zq  <  0,  d.  h.  die  Geschwindigkeitshöhe  von  Vq  ist  kleiner 

als  der  anfängliche  Abstand  des  Punktes  von  der  Niveauebene  des  höch- 
sten Punktes.     In   diesem  Falle  wird   die  Geschwindigkeit  Null,  sobald 

Zq  —  z  =  ^   ist.     Daher  ist  Zq  —  z  der  kleinste  Abstand,   den  die 

Niveauebene  des  höchsten  Punktes  erreichen  kann.  Sobald  er  ihn  erreicht 
hat,  verschwindet  seine  Geschwindigkeit,  er  sinkt  mit  wachsender  Ge- 
schwindigkeit, passirt  den  tiefsten  Punkt,  steigt  auf  der  anderen  Seite 
über  die  Anfangslage  hinaus  bis  am  demselben  Niveau  auf,  Hillt  dann 
wieder  u.  s.  w.     Er  vollführt  in   diesem  Falle  also   eigentliche  OsciUa- 

donen  zwischen  zwei  Punkten,  welche  in  der  Niveauebene  z  :=  z^  —  J^ 
liegen. 

3.  ^ Zq  =  0,   d.  b.  die  G^schwindigkeitshöhe  von  Vq  ist  gleich 

dem  Anfangsabstande  von  der  Niveauebene  des  höchsten  Punktes.  In 
diesem  Falle  reducirt  sich  die  Formel  für  v^  auf  v^  =  2  gz.  Die  Ge- 
schwindigkeit kann  nur  für  z  =  0  verschwinden.  Man  kann  aber  xei- 
gen,  dass  der  Punkt  in  diesem  Falle  sich  der  Niveauebene  des  höchsten 
Punktes  nur  asymptotisch  nähern  kann,  und  dass  eine  nnendlich 
lange  Zeit  erfordert  würde,  wenn  er  den  höchsten  Punkt  erreichen 
sollte.  Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  wollen  wir  den  Bogen  s  der 
Bahn  vom  höchsten  Punkte  an  zählen  und  zwar  so,  dass  derselbe  ab- 
nimmt, wenn  der  bewegliche  Punkt  sich  diesem  höchsten  Punkte  nähert. 

d$ 
Dann  wird   v  durch  —  -   -   ausgedrückt  und    folgt  aus   der   Gleichung 

dt 

v^  =z  2gz  jetzt 

Nun  bildet  aber  der  Krümmungshalbmesser  q  der  Bahn  im  Punkte  (jr,  y, :  > 
mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  A,  fi,  v,   für  welche  die  Gleichungen 

gelten :  cQg  i  cos  fi  cos  v     

dx  dv  dz  ' 

ds  ds  ds 

d$  ds  ds 
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sodass  also  iüBbesondere 

dz 

d 

ds  cos  V 


ds  Q 

ist.  Wählt  man  nim  eine  Constante  a  so,  dass  wenigstens  bis  auf  eine 
gewisse  endliche  Strecke  des  Bogens  's  bin,  vom  höchsten  Punkte  an  ge- 
rechnet, a  >  ,  so  wird 

cos  V  ^ 

d 

ds_         2. 

4s      ^    a' 

dz 
also,  indem  man  integrirt  und  berücksichtigt,  dass  —  im  höchsten  Punkte 

rerschwindet,  veil  z  ein  Minimum  wird, 

dz  s 

ds  a 

and  folglich  durch  abermalige  Integration,  da  z  selbst  mit  s  verschwindet, 

Diesen  Wertb  führen  wir  nun  in   die  obige  Gleichung  ein  und  erhalten 

^  +  älj/l>0. 
s  r     €c 

Integriren  wir  jetzt  von  irgend  einer  Stelle  s  der  Bahn  an,  innerhalb 
jenes  Bereiches ,  für  welchen  a  gewählt  wurde,  an  welcher  der  Punkt 
sich  zur  Zeit  i^  befinden  mag,  so  wird 


oder 


'i  +  0-U)/l>o, 


r     g       s 

Nimmt  nun  s  fortwährend  ab,  so  wächat  der  Logarithmus  auf  der  rech- 
ten Seite  dieser  Ungleichung  ins  Unendliche,  mithin  auch  die  Zeit  / 
und  kann  also  der  bewegliche  Punkt  erst  nach  unendlich  langer  Zeit 
die  höchste  Stelle  seiner  Bahn  erreichen,  d.  h.  er  erreicht  sie  nie  und 
nähert  sich  ihr  nur  immer  mehr.*) 


*)  Der  hier  zu  Hülfe  gerufene  Säte  über  den  Krümmungshalbmesser  der 
Corren  im  Räume  wird  folgendermaasen  erwiesen.  Die  Richtung  des  Krünunungs- 
halbmesaers  ist  die  einer  Linie,  welche  in  die  Ebene  zweier  aufeinanderfolgender 
Tangenten  fällt  und  auf  der  ersten  von  ihnen  senkrecht  steht.  Sind  nun  a,  b,  c 
die  Cosinusse  der  Richtungswinkel  für  eine  durch  den  Coordinatenursprung  ge- 
zogene Gerade  in  einer  ersten  Lage,  so  sind  a  -{-  da^  b  -\-  db,  e  -^  de  die  Rich- 
tongscosinusBe  für  ihre  nächstfolgende  Lage  und  wenn  wir  vom  Ursprünge  und 
anf  der  Geraden  in  beiden  Lagen  die  Linieneinheit  auftragen,   so  stellen  jene 
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Die  Dmckbeschleunigung  findet  man,   indem  man  die  Centrifiigal- 

beschlennignng  — ,    welche    die    Richtung    des   Krümmnngshalbmeaers, 

aber  einen  vom  Kiümmnngsmittelpunkte  abgewaudten  Sinn  hat,  mit  der 
Normalcomponenten  von  ^,  d.  i.  mit  der  Projection  von  g  auf  die  Nor- 
malebene der  Bahn  zusammensetzt.  Ist  die  Bahn  eben  und  ihre  Ebene 
vertikal,  ferner  a  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  der  Vertika- 
len, so  wird  die  Druckbeschleunigung  die  algebraische  Sunmie  von  g  sin  a 

und  —  sein ;  im  tiefsten  Punkte  ist  sie  a  +  — ,  im  höchsten  g . 

Q  Q  f 

§.  9.  Bewognng  eines  schweren  Punktes  auf  einer  geneigten  6erad«a.  Es  sei  3fo 
(Fig.  113.)  die  Anfangslage  des  schweren  Punktes,  welcher  ohne  An- 
fangsgeschwindigkeit sich  auf  der  Geraden  MqA  bewegen  soll;  die 
Gerade  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a;  man  soll  die  Ge- 
schwindigkeit, den  durchlaufenen  Raum  und  die  Beschleaniguog  des 
Widerstandes  der  Bahn  finden.  Die  Einfachheit  der  Aufgabe  gestattet  die 
Behandlung  derselben  ohne  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Coordinatensjstemi 


sechs  Grössen  die  Coordinaten  der  Endpunkte  beider  Lilngen  dar.     Daher  ist  die 

Länge  s  der  Verbindungslinie  beider  Endpunkte  £  »»  r^a*  -\-  db^  ^  d^  und  siod 
die  Richtungscosinusso  dieser  unendlichkleinen  Linie  c  gegen  die  CoordinatenaicD 

—  ,    —  .    —  .    Die  Richtung  von  e  ist  nun  eine  Linie,  welche  in  die  Ebene  beider 

Lagen  der  Geraden  fällt  und  mit  ihnen  ein  unendlichschmales  gleichschenklige» 
Dreieck  bildet,  d.  h.  auf  ihnen  senkrecht  steht.  Ist  also  die  Gerade,  welche  wir 
in  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  betrachten,  die  Tangente,  so  hat  s  die  Rich- 
tung  des  Krümmungshalbmessers.     Für  die  Tangente    sind    aber  die  Bichtonp- 

Cosinusse  : 

dx       ,         dy  dz 

""Ä'  *-Ä>  *"&• 

Daher  werden  ds  und  die  Cosinusse  der  Richtungswinkel  X,  i^,  v  für  den  Krüm- 
mungshalbmesser bestimmt  durch  die  Gleichungen 


— /(-s)"+"(-Ä)+(--ö' 


cos  l 

cos  u. 

ros  V 

1 

sss 

,    dx 

^  ^y 

^    ^^ 

dB 

d 

rf'— ^ 

«•  -r 

ds 

ds 

ds 

Die  Länge  di  ist  aber  sugleich  das  Mass  für  den  Contingemwinkel  und  di 

ds 
der  Krümmungshalbmesser  o  mit  Hülfe  der  Gleichung  q  ^  —  gefanden  wird,  »> 

ds 

erhält  man,  indem  man  sämmtliche  vier  vorstehende  Ausdrücke  mit  äs  malüpUcirt 

die  Formeln 

cos  l  cos  fi     cos  V 

,    dx  n    dy     '^      .    dz  ** 
d'  -j-             d'     -             tf  •  — - 
<M                   ds                   ds 

ds  ds  dz 

von  denen  wir  oben  Gebrauch  machten. 
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Auf  den  beweglichen  Ponkt  M  wirkt  zur  Zeit  t  die  Beschleunigung  fff  =^  g  vertikal 
AbwSrts  und  die  Beschleunigung  v  des  Widerstandes  der  Bahn  normal  zur  Bahn; 
man   bat    daher    für    die    Tangentialbeschleunigung 
ipt  =  ipi  ^^  g  cos  tt  und  es  muss  die  Resultante  aus 
der  Normalcomponentcn  ipn  =  g  iin  a  der  gegebenen 
Beschleunigung  und  der  des  normalen  Widerstandes  v 

die  Centripetalbeschleunigung  —  liefern;  da  aber  der 

9 
Krümmungshalbmesser  der  Geraden   unendlich    gross 

ist,  80  ist  diese  Resultante  Null  und  folglich  v  =  g  sina 

and  dem  Sinne  nach  entgegengesetzt  mit  dieser  Normal- 

componenten  von  fp.   Daher  bestehen  die  Gleichungen: 

^  ^  V,     —  =  /7  co#  a,      1/  ==  ^  «m  a; 

ans  den  beiden  ersteren  folgt  mit  Bücksicht  auf  die 
Nebenbedingpingen  v  ^»  0  und  «  »s  0  für  ^  sa  O: 

V  ^^  g  eo8  a-t,        s  ^^  \g  cos  w^. 

Die  letzte,  v  ^^  g  sin  a^  bestimmt  den  Widerstand;  er  ist  constant.  Die  Bewegung 
ist  eine  gleichförmig  beschleunigte»  aber  die  Beschleunigung  längs  der  Bahn  wird 
nicht  durch  den  vollen  Werth  g  der  Beachleunigang  der  Schwere,  sondern  nur 
darch  einen  Bestand theil  g  cos  a  derselben  repräsentirt,  während  der  andere  g  sin  a 
darch  den  Widerstand  der  Bahn  vernichtet  wird. 

Für  a  =s  0  geht  die  Bewegung  in  die  des  freien  Fallens  über;  es  wird  näm- 
lich V  =  gt,    «  =  ^gi\   V  =*  0. 

Beschreibt  man  über  der  willkürlichen  vertikalen  lilnge  MqC  =^  h  als  Durch- 
messer einen  Kreis  und  zieht  in  ihm  durch  Mq  unter  beliebigen  Winkeln  a  Sehnen 
M^A,  M0B9  .  , .  so  sind  die  Zeiten,  welche  ein  beweglicher  schwerer  Punkt 
braucht,  um  dieselben  zu  durchlaufen ,  gleich  gross.  Denn  die  Zeit  ^,  in  welcher 
eine  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Vertikale  geneigte  Sehne  MqA  ^=^  l  durch- 


laafen  wird,   folgt  aus  der  Gleichung  l.=  \g  cos  wd*  und  ist  9 


r- 

r    g 


l 


da  aber  h  cos  er  s»  /  ist,  so  wird  dieselbe  unabhängig  von  a,  nämlich  9" 


cos  a 


r    g 


Auch  die  Sehnen,  wie  AC^  welche  man  durch  den  unteren  Endpunkt  des  Durch- 
messers Mq  C  ziehen  kann,  werden  in  derselben  Zeit  ^  durchlaufen ;  denn  zu  jeder 
iolehen  Sehne  gibt  es  eine  von  Mq  ausgehende  'gleiche  und  parallele  M^Cf^  für 
velche  die  Behauptung  eben  erwiesen  wurde.  Die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen 
die  Punkte  von  M^  ausgehend  auf  den  verschiedenen  Sehnen  in  deren  Endpunkten 
ankommen ,  sind  aber  verschieden.  Denn  zufolge  der  Gleichung  v  =  g  cos  a  •  i 
sind  sie: 

V  ^=»  g  cos  a '  %•  ^=  g  cos  ay  —  =  Y'^g  l  cos  a  s=  "j/^g-  MqE  . 

£9  folgt  dies  auch  daraus,  dass  die  Endpunkte  dieser  Sehnen  in  verschiedenen 
Niveanebenen  liegen. 

Findet  Reibung  längs   der  Geraden  statt  und  ist  der  Reibungscoefficient  /*, 
so  werden  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

ds  dv  - 

^  =  »I      ^  ==  gcosu  —  fv,      V  v^  gstna, 

mithin,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  =b  0  ist: 

V  *^  g  [cos  a  —  fsin  a)  /,        «  ta  -^^  {cos  a  -^  fsin  a)  • «', 
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Die  Bewegung  ist  anch  jetst  im  Allgemeinen  eine  gleichförmig  beschlennigte,  nsr 
in  dem  Falle,  dass  g  cos  a  —  fsin  a  sa  0,  d.  h.  /*  ss  ecig  a  ist,  mht  der  Punkt, 
indem  v  ^as  0,  f  sa  0  wird.  Ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  og  nicht  Kall,  so  ist 
die  Bewegung  in  diesem  Falle  gleichförmig. 

Bewegt  sich  der  Punkt  mit  Reibung  die  gerade  Linie  hinan,  so  erhiit  du 
aus  den  Bewegungsgleichungen,  wenn  die  s  Tom  Ausgangspunkte  gesihlt  werden 
und  für  #  =>  0,  t  =»  0  und  v  ss  e^  ist,  nlmlich  ans 


—  —  —  ^  (cos  a  —  fsin  o),      9  =^  g  sin  a 


ds 

die  folgenden: 

w  =  »0  —  i?  («w  «  —  fsm  o)  /,        #  SB  9^1  —  1^  {cos  a  —  fsin  a)  <". 

Die  Bewegung  ist  eine  gleichförmig  yersogerte,  ausser  wenn  ^  =»  coig  u\  in  die- 
sem Falle  ist  sie  gleichförmig,  nämlich  es  wird  v  c=s  vq,  #  s=s  p^/. 


§.  10.  Bewegung  eines  schwuren  Pmüles  aai  dar  Sehiauhaallaia  bei  vartik&kr 
Aze.  Ein  Punkt  tl^ig.  114.)  bewege  sich  auf  der  Cylinderschranbe, 
deren  Axe  vertikal  sei,  abwärts,  unter  Einfluss  der  Beschleunigimp 

der  Schwere  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  und  ohne 
Fig-.  114.  dass  die  Reibung  ihn  hindert;  man  soll  die  Geschwin- 

digkeity  den  durchlaufenen  Raum  und  die  Beschleu- 
nigung des  Widerstandes  der  Bahn  finden.  Bildet  die 
Tangente  der  Schraubenlinie  mit  der  Erzeugungslinie  des 
Cylinders  den  Winkel  a,  so  hat  man,  da  die  Beschleunig:vn{ 
der  Schwere  die  Richtung  der  Erzeugungslinie  hat:  ^  »  p« 
fpi  SB  g  cos  a,  ipm  ^=  g  sin  a^  mithin  sind  die  Gleichungen 

ds  do 

dt       '     di      y^"^ 

SU  integriren,  welche  wieder  eine  gleichförmig  besehlenni^rt« 
Bewegung  liefern.  Hinsichtlich  der  Grosse  9  mnss  bemerk; 
werden,    dass  dieselbe  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen 

«n 

Dreiecks  ist»  dessen  Katheten  —  und  g  sin  a  sind.    Der  Krüm- 

mungshalbmesser  der  Bahn  hat  nämlich  die  Richtung  der  Normalen  des  Cyliaden 
und  steht  mithin  auf  dessen  Tangentenebene  senkrecht.     In  die  letstere  fällt  dl. 

Richtung  tou  g^  g  cos  a  und  g  sin  st  und  da  die  Centripetalbeschleunigiuig  —  dtt 

Richtung  des  KrOmmungshalbmessers  hat,  so  ist  sie  aenkreclt 
zur  Kormalcomponenten   g  sin  a.     Diese   bildet  aber  mit  w» 
(hier  v)  susanunen  jene  Centripetalbeschleunigung  als  Resul 
taute,  daher  hat  das  zu  dieser  Bildung  nöthige  ParallelograiBo 

^sinw  (Fig.  11&-)  eine  Seite  g  sina  senkrecht  sur  Diagonalen    - .    K» 

9 
ist  folglich 

und  die  Tangente  der  Neigung  von  9  gegen  die  Richtung  des  KrfiauattBg»k»!h 
messers  --  — ^ —  .    Da  v  wächst  und  o  constant  ist,  so  nimmt  also  9  fortwährt- 1 ' 

vr 

an  Grösse  zu,  wird  aber  seiner  Richtung  nach  iouner  mehr  normal  mir  Qfiindcr 
fläche.    Die  Ebene  des  Parallelogramms  ist  die  Normalebene  der  Bahm, 


r\g,  115. 
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Fig.  US. 


AT, 


»9 


'^^  I        AT 


§.  11.  BevBgiiBg  einet  soliweren  Punktes  auf  einem  vertikalen  Kreise,  einfselies 
PodsL  Ein  schwerer  Punkt  bewege  sich  auf  einem  vertikalen  Kreise 
rom  Radius  a  aus  der  Anfangslage  Mq  (Fig.  116),  seine  Anfangs- 
j^eschwindigkeit  sei  v^;  welche  Bewegung  wird  er  annehmen  und 
velehea  wird  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  sein? 

Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind,  wenn  die 
positive  z-Axe  mit  dem  Sinne  der  Schwere  überein- 
stimmend, die  x-  und  ^-Axe  horizontal  und  zwar  erstere 
als  Darchmesser  des  Kreises»  der  Coordinatenursprung 
aber  im  Ifittelpunkte  des  Kreises  angenommen  werden, 
wie  §.  8: 

di*        '^''        A«  ' 
woza  noch  die  Gleichungen  des  Kreises,  nämlich ; 

y    =0 

hinzutreten.    Der  letzten  Gleichung  wegen  ist  iVy  s»  0 ; 

es  ßllt  deshalb  der  Widerstand  in  die  Ebene  des  Kreises.    Das  Frincip  der  leben- 

«Ugen  Kraft  gibt  wieder 

vir  ziehen  es  aber  vor,  statt  z  einen  Polarwinkel  einzuführen,  nämlich  den  Win- 
kel ^,  welchen  der  Radius  des  Kreises,  welcher  nach  dem  beweglichen  Punkte 
hingeht,  mit  der  vertikalen  Fallric^tung  bildet.  Ist  zugleich  a  der  der  Anfangs- 
lage M^  entsprechende  Werth  von  •&,  so  hat  man  z  sa  a  ccw  ^,  Zq  «=  a  cos  a 
und  mithin 

o«  s=  ©0*  +  2  ^fl  {cos  ^  —  cos  a) . 

Der  Winkel  9'  genügt,  um  den  Ort  des  beweglichen  Punktes  auf  dem  Kreise  zu 
bestimmen;  wir  suchen  daher  nicht  x  und  z,  sondern  9  als  Function  der  Zeit. 
Hierzu  dient  die  Bemerkung,  dass  der  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Bogen  MqM=^  s 
mit  ^  durch  die  Gleichung 

,  =  fl  (a  —  ^) 
verbanden  ist  und  folglich 


ds 
''-dt 


—  a 


d» 
dt 


d^ 


^rd,  worin  —  ^  die  Winkelgeschwindigkeit  darstellt.    Hiermit  erhält  man  also 
mit  Hälfe  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  die  Differentialgleichung 

—  «  jT"  =  J^ö*  +2^0  (cos  9  —  cos  a)  , 

dorch  deren  Integration  sich  9  als  Function  von  t  ergibt.     Dieser  Gleichung  ge- 
fügt für  9  eine  elliptische  Function,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden. 

An  die  Stelle  der  obigen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  m  x,  y^  z 

Kttea  wir  auch  von  vornherein  eine  Differentialgleichung  in  9  setzen  können, 
ist  nämlich  offenbar  g  sin  9  die  Tangentialbeschleunigung   und   da   dieselbe 

l        di  ^^^^  Tili  ausgedrückt  wird,  so  ergibt  sich  mit  Hülfe  des  eben  benutzten 


Insd 


<fa  d^'d' 

rucks  für  #,  aas  welchem  31  =*  —  «  ^2'  ^®^K*' 


Vvff  +  4 ^fl  sin*  ^a  —  4ga  sin*  \  Ö" 
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welche  die  Differentialgleichnn^  zweiter  Ordnung  unseres  Prqblemes  in  9  ist. 
Ein  beweglicher  Pnnkt,  welcher  anf  einem  vertikalen  Kreise  von  der  Schwere 
getrieben  wird,  heisst,  insbesondere,  wenn  der  Zwang  anf  dem  Kreise  dnrch  einen 
Faden  geleistet  wird,  welcher  den  Pnnkt  mit  dem  Kreismittelpnnkte  verknüpft, 
ein  einfaches  Pendel  nnd  daher  wird  diese  Gleichung  gewöhnlich  die  Pendel- 

gleiehnng  genannt.    Ihr  erstes  Integral  ist  —  a  —  =  rv^  +  "^9^  [cos^  —  co» a  , 

ans  welchem  wir  jetzt  dnrch  abermalige  Integration  ^  als  Function  der  Zeit  suchen. 
Zunächst  ist  es  nicht  unzweckmässig,  den  Winkel  \f^  f&r  fk  einzuführen. 
Aus  1  —  cos  ^  =  2  «V  \  ^  und  1  —  cos  a  =»  2  tiV  \  a  folgt 

cos  ^  —  cos  a  s=  2  («V  \a  —  sin*  \  9) 
und  damit  wird  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  gleich 

V  +  4^fl  «V  i  a  —  4  ga  sin*  \  ^ 
und  folglich  mit  Bücksicht  darauf,  dass  ^  =  a  für  t  =s  Q  wird,  wenn  man  das 
Hinnszeichen  dazu  benutzt,  um  die  Grenzen  des  Integprales  umzukehren: 

Dies  Integral  drückt  die  Zeit  aus,  welche  verfliesst,  bis  der  anfangliche  Winkel  c 
auf  die  Grösse  ^  herabgesunken  ist.     Die  Rednction  desselben  macht  eine   s«r. 
derung  der  drei  Fälle  nöthig: 

1.  »0*  +  4^a  sin*  \a  <  4^a , 

2.  ro*  +  4  ^fl  *iV  ^  a  =  4  j^a  , 
8.  v^f  +  4^fl  *iJi*  \cL  >  4^11 . 

Der  Sinn  dieser  Unterscheidung  wurde  schon  §.  8,  wenn  auch  unter  etwas   anderer 
Form  erläutert.    Dividirt  man  nämlich  diese  drei  Relationen  mit  2^  und   setzt  ü.* 

V*    <f  X   ' 

2  na*  4  a  wieder  1  —  cos  a.  so  gehen  sie  über  in  -f   ^  a  4-  a  cos  a.    Nun  ist 

die  der  Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende  Fallhöhe,  a  -i-  a  cos  «  aber  di- 
Tiefe  der  Anfangslage  unterhalb  des  höchsten  Punktes  des  Kreises;  daber  ist  rr 
ersten  Falle  die  Geschwindigkeitshöhe  kleiner,  im  zweiten  gleich,  im  dritten  ^riHaer 
als  die  Tiefe  der  Anfangslage.  Im  ersten  Falle  finden  Oscillationen  im  g^ewT^hn 
liehen  Sinne  (Hin-  und  Hergänge),  im  letzten  finden  volle  Umläufe  statt,  ini  zwei- 
ten nähert  sich  der  bewegliche  Punkt  dem  höchsten  Punkte  asymptotisch. 

I.  Fall:   »0*  +  ^gasin*a  <  4t ga.    Wir  setzen 

t;oM-_4fl^a  *m^fa  ^  ^, 
4ga 
und  %  ist  alsdann  der  Voraussetzung  dieses  Falles  gemäss  <^  1.    Die  Bedeutung 
von  %  ist  leicht  zu  ermitteln.    Es  ist  nämlich 

..  »  t_±l_Zl^  «  ffMo+_MoQ 

2a  2fl  ' 

V  * 
wenn  BMo  =  J^  ,  M^Q  =?  PqA  z=^  CA  —  CPq  ^=^  a  -—  a  cos  a.    Es  ist  demnaci 


f     2fl 


Die  charakteristische  Bedingung  dieses  ersten  Falles  ist  also  « 


d.  h.  HQ  <  2a.    Durch  Einführung  von  %  wird 

o 


J* 
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Wir  ersetzen  ^  darch  eine  neue  Variabele  qp,  welche  mit  d*  durch  die  Gleichung 

m  -^^  =»  X  sin  <p 
Terbnnden  ist,  an  Folge  deren  den  Grenzen  ^  es  •&  und  ^  =  a  die  neuen  Gren- 
zen 9  «>  ^  und  ip  SB  j4rc  sin  ( —  sin  ^  a  1  =  ^   entsprechen ;    t  nimmt  dann  die 
Form  an: 


K    gjVl  -^^sin^tp 


9 
Legendre  hat  für  Integrale  dieser  Art  die  Bezeichnung 


ß 


Yl  —  X*  sin*  ^ 


^(^,  K) 


öiogefohrt.  Dies  Integral  heisst  „elliptisches  Integral  erster  Gattung**  und  die 
Grosse  x,  welche  kleiner  als  die  Einheit  ist,  der  Modnlus,  '^  aber  die  Amplitude 
d<2Sielben.  Oft  lässt  man  die  Bezeichnung  des  Modulus  weg,  wenn  er  als  selbst- 
verständlich  angenommen  wird,  oft  schreibt  man  auch  /'('^),  mod,  x.  Mit  Hülfe 
dieser  Bezeichnung  geht  die  Gleichung  für  /  über  in: 


=  }/j{F{ß,*)-F(v,  *)}, 


WO  ,  1  1 

sin  9  =a  —  sin  \9f        sin  ß  =ss  —  sin  \oc. 


Für  die  Zeit  /|  des  Niederganges  zum  tiefsten  Punkte  erhält  man  hieraus,  indem 

0 

dem  *  =»  0  entspricht:  9  =  0  und  F  (0,  x)  =  /  y^         t    •  f^  ""  ^  ***' 


0 


t^-j/j-fiß,*). 

Demnach  ergibt  sich  weiter  für  die  Zeit  /|  —  /,  während  welcher  der  Punkt  von 
.V  ans,  dem  ^  entsprechend,  bis  zum  tiefsten  Punkte  fällt: 

I>a  die  Anfangsgeschwindigkeit  nicht  Null  ist,   so  steigt  der  Punkt  von  der  ticf- 

äten  Lage  bis  zu  einer  Stelle  auf,  welche  um  ^  über  dem  Niveau  des  Ausgangs- 

ponktes  Mq  liegt  und  daselbst  wird  die  Geschwindigkeit  zum  erstenmal  Null.  Die 
Oscillationsdaaer  T  ist  das  Vierfache  der  Zeit,  welche  der  Punkt  braucht,  um  von 
der  tiefsten  Lage  bis  dorthin  zu  gelangen.  Ist  ^  die  Zeit,  welche  vom  Anfange 
der  Bewegung  gerechnet,  verfliesst,  bis  er  diese  Stelle  erreicht,  so  wird 

Die  Amplitade  q>,  welche  zu  t^  gehört,  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung,  dass 
tf  die  Ueinste   Zeit  ist,    zu  welcher   die  Geschwindigkeit  Null  wird.     Nun  war 

9  SS  —  a  —  und  aus  der  obigen  ersten  Gleichung  für  /  folgt  durch  Differentiation 
di  

nach  der  unteren  Grenze  &  des  Integrales  3s  =  ~  i Z^  —  ,.  1  folg- 

a*  r     g   Y%*  —  sin*  \9^ 

lieh  »  =»  2  a  1/^  —  ^x*  —  «n*  \  d'  und  wenn  dies  verschwinden  soll,  muss  »in  J  d-  =  ±  x 

Schell,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Kräfte.  21 
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werden.  Da  das  Verschwinden  der  Geschwindigkeit  com  erstenmale  nor  bei  einem 
negativen  d*  eintritt ,  so  mnss  sin  \^  =  —  %  gewählt  werden.  Hierzu  findet  licL 
dann  mit  Hülfe  der  Gleichung  %  sin  q>  =^  sin\&  =»  —  %  der  Werth  von  9,  näm- 
lich 7  s  ~  ^9r  und  hiermit  erhält  man  aus  der  für  t  aufgestellten  Gleichon; 
zunächst: 

oder  weil  ,  • 

F(-  \n,  x)  ^  r -/_   i^-_^-  :  ==  -  j—^^--,-^  =-  -  F{\w,  « 

J  KT-  X«  sin*  tp  /  f^i  -  X«  «V  ip  '^    • 

ist,  wie  man  sogleich  durch  die  Substitution  von  —  ^  für  fff  sieht: 

Mit  Hülfe  des  beceits  gefundenen  t^  =  T/  —  -  F  (ß^  %)  ergibt  sich  hieraos  weiter: 

ir 

Daher  wird  jetzt  die  Oscillationsdauer 

T  =  4^-"--/'(i«,  K). 
Dm  elliptische  Inte{^al  mit  der  Amplitude  \n,  nämlich 


0 

heisst  das  vollständige  elliptische  Integral  erster  Gattung  und  wird  von  Legen!rt 
immer  mit  f*^  von  Jacobi  mit  K  bezeichnet.  Demnach  wäre  schliesslich  1: 
schreiben: 

r  =  4/^-.J^,mcrf.x.       A'»r_^r__         ^.«t.o«+4p««.Mi: 
f^     9  jyi  ^%*sin*ip'  *P« 

0 

Für  Vq  =»  0  wird  der  Modnlus  x  «=>  sin  4  cc  und  findet  man  für  die  verschied«»-  3 
Werthe  von  ^a  die  Werthe  von  K  in  besonderen  Tafeln,  bei  Legend re  in  «<•- 
nen  Exercises  du  ealctä  integral  und  in  seinem  Traii^  des  foneüons  elKpÜ^meM.  C>a 
nämlich  der  Modulus  x  kleiner  als  die  Einheit  ist,  so  kann  er  in  alten  Fallen  &  1 
Sinns  eines  gewissen  Winkels  angesehen  werden  (Winkel  des  Hodulos). 

Uebrigens  kann  man  sich  behufs  der  numerischen  Berechnung  der  Oscl*  \ 
tionsdauer  T  der  Reihenentwickelung  bedienen.  Man  erhält  nämlich  nach  >= 
binomischen  Satze 

1  _i 

vT       r^TT  =  (1  -  ««  «»'  ^)      * 
Vi  —  x'«n*V 

und  folglich  « 

J  Vi  —  X*  «m*  V 
0 

^jdM,  +  ix^jsin^fpdM^  +  11^*  jsin^V'd^  +  !  ^  J /J  «*  T««*  <►  ^^  1 
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Die  bierin  auftretenden  Integrale  stehen  sämmtlich  unter  der  Form 

/,^  =  Isin*'*  ip  dtp, 

V 

wofür  der  Werth 

_  1  ♦  3  •  6     ••  ■  (2»i  —  1)     n 

•"  ~"         2-4-6 2«        *  2 

ist.    Unter  Benutzung  dieses  Werthes  erhält  man  daher 

Ist  insbesondere  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  =  0,  so  geht  dieser  Ausdruck  fiir 
T  wegen  x  s»  sin  ^a  über  in  den  folgenden: 

r  =  2,  /.  '^   {l  +  (i).  «•„.  ia  +  (if|)  «V  i«  +  (5  ;|^*  «n«  i«  +  •  •  •}  , 

sodass  also  T  nach  geraden  Potenzen  des  Sinus  yom  halben  Elongationswinkel, 
welchen  Namen  a  führt,  entwickelt  werden  kann.  Aus  dieser  Entwickelung  kann 
man  brauchbare  Näherungswerthe  für  die  Oscillationsdauer  des  einfachen  Pendels 
ableiten,  indem  man  sich  auf  1,  2,  3,  ...  Glieder  der  Reihe  beschränkt.  Für 
Fehr  kleine  Werthe  des  Elongationswinkels ,  wie  dies  namentlich  bei  sehr  langen 
Pendeln  eintreten  wird,  genügt  als  Näherungsformel 


-2^l/^. 
r     9 


Dieselbe  ist  unabhängig  you  dem  Elongationswinkel  a  und  zeigt,  dass  bei  über- 
haupt kleinen  Elongationen  die  Schwingungen  verschieden  langer  Pendel  trotz  der 
Verschiedenheit  der  Elongationen,  dennoch  sehr  nahe  gleiche  Dauer  haben.  Diese 
Eigenschaft  heisst  der  Isochronismus  kleiner  Pendelschwingungen.  Er  findet 
bei  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  aaf  einer  beliebigen  Curve  in  der  Nähe 
<ies  tiefsten  Punktes  statt,  wenn  der  Krümmungskreis  dortselbst  vertikal  steht, 
aod  zwar  mit  derselben  Näherung,  mit  welcher  der  Krümmungskreis  die  Curve 
vertritt.  Für  die  Ojcloide  gilt  der  Isochronismus  in  aller  Strenge  bei  beliebiger 
Kntfemnng  des  schwingenden  Punktes  vom  tiefsten  Punkte,  wie  später  gezeigt 
werden  wird. 

Will  man  die  eben  erwähnte  Näherungsformel  unmittelbar  finden,  so  genügt 
es  in  der  Gleichung 

—  a-j-  =a  VvJ~-\-~2ga  {cos  9  —  cos  a) 
«•    . 

t ,  s  0  und  wegen  der  I^leinheit  von  a  und  also  auch  von  ^,  da  dieser  Winkel 
bei  tr«  3s  0  nie  über  a  hinausgehen  kann,  cos  &  =  1  —  ^^^  cos  a  =»  1  —  \a* 
zu  setzen,  wodurch  die  Gleichung  übergeht  in 


/ 


9    dt 


tns  welcher  zunächst  allgemein 

9 


/  =»  X/  ^-    1  ,  -    .-^~7-  =s  f/  —  Are  cos  —  und  ^  =a  a  cos  t  7/  -~ 

r    g  J  ya* "  J»*      ^    9  «  '^    « 

a 

folgt,  für  ^  =»  0  aber  die  Zeit  des  Niederganges  bis  zum  tiefsten  Punkte,  d.  h. 


i^'/i-'^' 


21 
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also 


-'-yi 


T 

9 
erhalten  wird. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  und  der    ihr  vorausgehenden  approxima- 

tiven  Rechnung  deutlicher  i^u  erkennen,  müssen  wir  auf  die  Differenüalgleichnng 

zweiter  Ordnung  für  die  Pendelbewegung  zurückgehen.     Sie  war 

Sie  ist  nicht  linear,   kann   aber  für  kleine  Amplituden  9  näherungaweise   linear 
gemacht  werden,  indem  man  ^  für  sin  &  schreibt.    Sie  lautet  dann 

und  ihr  Integral  ist  (vgl.  Cap.  ü,  §.  2,  Nr.  7.]. 

»  =^  A  costj/^  +  B  sin  tj/^' 

Die  Constanten   A,  B  bestimmen  sich  durch  die  Anfangslage  und  die  Anfangs- 
geschwindigkeit; indem  für  /  i=  0  der  Winkel  9"  ^  a  und  die  Winkelgesehwin- 

digkeit  —  -—  =  0    wird,    ergibt    sich    A  =   a,    B  =»  0;    wodurch    die    Losune 
di 


/i'-^ 


.&  SS  a  cos  i^  —,  wie  oben,' hergestellt  ist.    Multiplicirt  man  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung mit  a  und  bedenkt,   dass  ad"  den  Kreisbogen  AM  ssi  c  vom  tief- 

c 

sten   Punkte   bis   zum   Punkte   M  bedeutet,    sowie,   dass   ^  =»  — ,   so  wird   die 

a 

Differentialgleichung 

Sie  ist  aber  die  Gleichung  für  die  geradlinige  oscillirende  Bewegung,  welche 
die  Projection  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist.  Die  der  .obigen  Nlihe^lnf:;^ 
formel  zu  Grunde  liegende  mechanische  Idee  ist  also  keine  andere,  als  dass  mac 
wegen  der  Kleinheit  der  Amplituden  den  Bogen,  welchen  der  Pendelpnnkt  bo- 
schreibt, als  eine  Gerade,  die  Bewegung  auf  ihm  aber  als  die  Projection  einer 
gleichförmigen  Kreisbewegung  ansehen  darf.  Der  Isochronismus  der  Schwingun|ren 
erscheint  dabei  als  eine  Folge  davon,  dass  bei  jener  oscillirenden  Bewegoii^  «llt 

Oscillationsdauer  von  der  Oscillationsweite  unabhängig  ist.    Die  Form  T  =^^m  l 
konnte  also  unmittelbar  aus  Tbl.  II,  Cap.  I,   §.  12.  entnommen  werden. 

Zu  der  Reihe  7'  =  2  «  l/—  |l  +  ^  «V  ^  a  +  i-^  «««  J  «  +        \    kana 

man  auch  gelangen,  indem  man  in  der  Gleichung  der  lebendigen   Kraft  «^  a»  «- 
setzt,  wie  diese  Formel  voraussetzt,  und  aus  dem  sich  ergebenden  Integrale 

9 

r   —  grf» 

J  y2ga  {cos  ^  —  cos  a) 

a 

für  die  vierfache  Zeit  des  Niederganges  oder  die  Oscillationsdauer  erhält: 

a 

d» 
T  ^ 


-'/}jyil 


{cos  ^  —  cos  o) 
hierauf  weiter  statt  ^  die  Variabele  1  —  cos  9  ^  x  einführt,  sodass  die  Bedentu&r 
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AP 

TOD  X  durch  x  =>   —    (s.    Fig.    115.)    angegeben   wird    und    gleichzeitig    danÄ 

AP 
\  ^  cos  a  =ss  — ?  sss  h  setzt,  wodurch  man  mit  Rücksicht  auf  —  sin  ^d^  =  dx, 
a 

ff(P  dx  dx 

d9  =  —     .   ■     =3  _■  =  — ,  cos  &  —  cos  a  =™  &  —  a? ,   sowie 

««  ^        ^1  —  (1  -  x)»        K2^-  «« 
mit  Rücksicht   auf  die  den  Orenzen   ^  =:  0,    ^  bb  a    entsprechenden    Grenzen 
X  =s  0,  X  =s  6  zu  der  Form 


47/^  A "^^  -  27/«  /U.^ 

f"    g^y^x  -  X«    F2  (6  -  X)  f     //V^*^ 


gelangt  und  endlich    die  Grosse  (1   —  \x)     ^  nach    dem  binomischen   Satze  in 
der  Reihe 

(1-ix)     t=.i  +  ^_  +^„    ^_j  +  __^^_j  +  .... 

anfißst,  welche  wegen  x  ^  1  convergirt.     Hierdurch  ergibt  sich  für  T: 

00  0 

,     1'3'5  ...3  P    x^dx         ,  \ 

0 

Die  hier  auftretenden  Integrale  folgen  aus  der  allgemeinen  Formel: 

b 


_   /*    x^^dx       __  1  •  3'  5  •  •  •  (2  w  —  1) 
"  ^J  n^^-ZTa^  ^        2.4:6"     .  2n-^ 


*«,       ^0  =  » 


0 
und  erhält  man  für  T  unter  Anwendung  derselben  die  gut  convergirende  Reihe: 

....  /z  (.+,«.  I + G-l)'  (Ay  +  ^1^1)-  ( ^  )•+...) , 

welche  wegen  6  »»  1  —  cos  a  ss  2  «tn'  |  er  mit  der  früher  entwickelten  identisch  ist. 

Zu  der  Formel  für  das  Integral  An  gelangt  man  durch  folgende  Reduction.    Es 

ut,  indem  man  x*  in  x»—*  -x  zerlegt,  statt  des  Factors  x  setzt  —  ^{b  —  2x  —  b) 

und  hierauf  spaltet: 

b  b  b 

*  "T/  K*x  — X«  ""J     ?^&X  —  X«      ""  J  Vbx  -  X« 
/*    _j       (6  —  2  x)  rfx          6^    /'x"-if/x 

d  h.  ^ 

Am  ^  —  jx^-^d'  Vbx  —  X«  +   -^An  —  l, 

0 

Indem  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  partiell  integrirt  and  bemerkt, 

dase  x"-i  Ybx  —  x*  an  beiden  Grenzen  verschwindet,  mithin 
b 


jxm-idybx-^x^ «.  —  («  —  i)  jybx  —  X«- 

0  0 


x'^^^dx 
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ist  and  das  Integral  rechts  in  zwei  andere  zerlegt,  indem  man  für  K&j:  —  jr*  das 

bx  —  .r* 
gleichbedeutende  yr—^  -  t  einsetzt,  nämlich 

0  0  o 

=  —  (n  —  1>6  -4«  -  i  +  (n  —  1)  ^«, 

gelangt  man  durch  passende  Zusammenziehung  zu  der  Rcductionsformel 

jIh  =   ^  -  0  An  -  1 . 

Mit  Hülfe  dieser  ergeben  sich  ebenso 

I  2  n  —  a 

Am—\   =   ^-         -.    oAn  —  i 
2  M  —  2 

An  —  'i  =  rt  "ä   f^'^'n-  3 

2  n  —  4 

A^       =   -^  hAy 


/l,        =    ^  6./„ 


1 
2 

und  folglich  durch  Multiplication  aller  dieser  Gleichungen 

1  -3  -5  •  •  •  (2«     -  n     ,     , 
2  •  4  •  6  •  •  •  2  M  " 

>^o  aber  ergibt  sich  unmittelbar  als: 

dt 


0  - 


'■-(^--y 


Nach  diesen  Einzelnheiten  über  die  Oscillationsdauer  kehren  wir  zu  d'  -i 
allgemeinen  Probleme  zurück;  wir  haben  noch  den  Ort  des  beweglichen  Ponktt « 
d.  h.  den  Winkel  d*  und  seine  Geschwindigkeit  als  Functionen  der  Zeit  za  bestimmto 

Um  den  Winkel  ^  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  müssen  wir  die  Gleichiu;: 

/i  —  ^  =  1/  —  '  F  {(pf  ii)f        X  «tn  9  SB  sin  ^9" 

nach  ip  auflösen.    8etzt  man  den  Werth  des  elliptischen  Integrales  erster  Gatt:;rr 
gleich  II,  nämlich 

^  d^ 


/ 


so  wird  die  obere  Grenze  tp  desselben  eine  Function  von  u  sein;  sie  heiast  „Aib|  ': 
tnde  t<**  und  wird  nach  Jacobi  durch  fp  s»  am.  (u,  x)  oder  fp  ^  am,  h,  mod.  »  bezcici. 

net.    Die  Functionen  Hnamu,  cos  am  ti,  Kl  —  x*«tii*^  =  Kl  —  «^  sin^ am  ti  «»  ^  li  ^  . 
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heissen  znm  Gegensatz  der  elliptischen  Integrale  elliptische  Functionen  und  u  ihr 
Argument.  Die  elliptischen  Functionen  sind  von  Abel  und  Jacobi  eingeführt 
worden,  Legendre  nannte  die  elliptischen  Integrale  elliptische  Functionen,  da  er 
sie  allein  kannte.  Nach  diesen  Bemerkungen  ziehen  wir  aus  der  obigen  Glei- 
chong  zunächst  

und  hieraus  also  ,     , — 

tp  =»  anily^  (/,   -   0,   xj 

iiud  da  •     1  o.  • 

sin  -^  ^  :=  X  stn  (p 

ist,  so  erhalten  wir  den  Sinus  des  halben  Winkels  O* 

sin  ^  0-  =  X  sin  amil/  —  (/,   —   0,   «)  . 
Um  endlich  auch  die  Geschwindigkeit   durch  elliptische  Functionen  dar- 
zustellen, hat  man  »  =  —  ^  'TT'»  ^^  —  '17  *^*®  Winkelgeschwindigkeit  ausdrückt. 
Xun  folgt  aus  der  eben  entwickelten  Gleichung: 

*  =  2  i^rc  «iit  «j  X  sin  mn  {j/  —  (/j  —  t)y  x)  >  . 

£s  kommt  also  darauf  an,  einen  Ausdruck  der  Form  Are  sin  (x  sin  am  u)  zu  differen- 

.^.       ,.    -    ^      .     .       .    ,      .           .           rf(x  sin  am  u)           %.cos  atn  u  •  d  amu 
tiiren.    Dies  liefert:  d  •  Are  sin  (x  sin  am  «)  =  — -— ^  — ^—  = 

Kl  —  X«  «n  flwi»  M  Jamu 

dcp 
=  %  cos  amu  •   -  — t-  _      —  ^^  x  cos  am  u  •  du.     Demnach  wird   im  vorliegenden 

Vi  —  X*  */«*  qp 


Falle  für 


und  folglich  /    /~  \ 

0  =  2  X  y^a  •  ras  nin  (l/  ^    (/,  —  /),    x  j  . 

II.  Fall:    ü*  +  ^gasin*\a  =  4^«,  d.  h.  Äß  =  2a.     In  diesem  Falle  wird 
aus  der  Formel  für  f,  die  wir  zu  Anfang  der  Untersuchung  aufstellten: 

o 

eos  ^d" 


r     g  J  eos 


l'm  den  Werth  dieses  Integrales  zu  bestimmen,  verwandeln  wir  den  Cosinus  im 
Nenner  in  einen  Sinus,  indem  wir  statt  ^  die  supplementäre  Variabele  n  —  d* 
einfuhren  und  lösen  diesen  Sinus,  in  die  Faotoren  Sintis  und  Cosinus  des  halben 
Winkels  auf.     Dies  liefert 

dO^ 


=  i/ «.  /*_  J:  i^      ^  tA  C ^ 

r     g  J  sini&cosi»'^  r     g  J  sin  & 


cos  d' 

und  indem  wir  im  Zähler  unter  dem  Integralzeichen  den  Factor  sin*  &  4~  ^^^*  ^t 
welcher  die  Einheit  beträgt,  zufügen ,' spaltet  sich  das  Integral  in  die  beiden 

j  /  a  /    /  *in9d»    ,    l  cos  »d9\ 
"  r     g\J      cos  *      V       »'« *   / 
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und  liefert  uns  also  /"^     ^^  j  (^  __  ^) 

^  '^  Y    'g     tg  {\n  —  a)  * 
Für  die  Zeit  des  Niederganges  erhält  man  hieraus»  indem  man  ^  as  0  setit: 

/,  »  y  —  i  Cotg  !(«  —  «). 

In  dem  vorliegenden  Falle  kann  die  Geschwindigkeit  erst  Null  werden,  wenn  der 
Punkt  in  den  höchsten  Punkt  des  Kreises  gelangt.  Die  Zeit,  welche  hierzu  nöthig 
wäre,  würde  aus  der  Formel  für  <©•  =«  —  n  folgen.  Dieser  Werth  liefert  aber 
t  =  oo.  Der  Punkt  nähert  sich  der  höchsten  Stelle  des  Kreises  asymptotisch, 
wie  bereits  §.  8.  allgemein  bewiesen  wurde. 

Aus  der  Gleichung  für  t  ergibt  sich  für  den  Winkel  <&,  wenn  man  abkünend 
'^  i  (»  —  «)  =*  P  setzt, 

^  =s  »  —  4  Arctg  \ße       '^  }  . 
Indem  man  diese  Gleichung  differentiirt,   erhält  man  die  Winkelgeschwindigkeit 

^  —  als  Function  der  Zeit,  nämlich: 

_.  ^  =  4/Z ^A -^ 

dt  V     a    _^yg^  tV — 

e  "  +  (»•«       " 

und  hiermit  die  Geschwindigkeit  0  =**  —  ^  ~^  ' 


^ßV^ 


e  "  +  P«e       " 

III.  Fall:    Oo'  +  ^ga  «n«  \a>  4ga,   d.  h.  HQ  >  ^a.     Wir  seisen   hier: 


^ga 


wo  also  wieder  x  ^  I  wird  und  erhalten  für  /: 


=  X« 


Y     gj  Vi  —  %*sin*\d' 


oder  nach  Ausführung  der  Substitution  ^^  s»  (p: 

4« 


A.  h. 


j/I{F(i«,  K)  -  /-(i*.  «)} 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Formel  ergibt  sich,  wenn  man  di. 
Zeit  /|  des  Niederganges  zum  tiefsten  Punkte  sucht.  Man  erhält  sie,  indem  m&: 
a*  «  0  setzt,  nämlich:  __ 

/,  «x^-.Frt«,  X) 

und  indem  man  hiervon  /  abzieht,  gewinnt  ftian  für  die  Zeit,  während  welcher    ^ 
Punkt  von  M  bis  zum  tiefsten  Punkte   fällt,  während  welcher  also  der  Winkrl  9 
bis  zu  0  abnimmt: 


/•  —  t 


j/''-Fii».^)^ 


» 
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Im  vorliegenden  Falle    macht  der   Pankt  volle   Umläufe;   die  Zelt   T  eines 
Umlaufs  findet  man,  indem  man  in  der  ersten  Formel  für  / 

^  =  —  («  +  »  —  a)  =  —  (2  «  —  a) 

setst.    Nun  ist  aber 

^  J  Vi  —  jt*  «n«  ftf 

0 

oder  wenn  man  —  rp  für  '^  einfuhrt  und  das  Inteiprationsintervall  zerlegt 

^  ^    '     ^  jyi—%*sin^jp  \J  Vi- %^gin^ip     J  Kl  -  X*  rfn«  ^/ 

0  0  »»-i« 

Das  erste  dieser  beiden  Integrale  ist  aber,  weil  der  Elementarfactor  desselben 
zwischen  0  und  —  dieselben  Werthe  hat,  wie  zwischen  —  und  n  gleich  2Ff  — ,  xl 
and  das  zweite  geht  durch  die  Substitution  u  —  '^  für  '^  über  in 


Sw 


^"^  »FU«,«), 


0 

»>  dass  also 

_/-(_  («-4«),  X)  ^2F{\n.  x)  -  F(^a,  x)  =  2 /T  -  F(\a,  n) 

wird.    Hierdurch  erhält  man  also  die  volle  Umlaufszeit 

T  ^  2%j/—  •  K,     mod%. 
Um  den  Winkel  9  als  Function    der  Zeit  darzustellen,    ist  die   Gleichung 
ft  —  i  =B  n^  —  '  F{\^,  x)  umzukehren.     Man  erhält  dadurch 

Id  Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  u  =  —  ^  jT  erhält  man  zunächst  aus 


r? 

fwwn 

t«  =  F(qp,x) 
stfr  ip 
0 

du 

den  Werth  von  -r- ,  nämlich 

^9  '^  J^l  —  X*  ««»  9 
ond  hieraus  weiter 

dtp  =»  Vi  —  X*  «V  q>'dUf 

d'omu  =  ^  am  u  '  du. 
Dadurch  wird 


UDd  schliesslich 


*._i/i..„(i/i„._„,.) 


Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  die  Beschleunigung  des  Normalwiderstandes  beim 
Peadclproblem   zu  bestimmen.     Dieselbe  bildet  mit  der  Normalcomponenten  der 


330 


Bewegang  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cycloide. 
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Schwere   g  cos  &    die    Centrip^talbeschleunig^ng    als    Resaltante    nnd    da  diese 
beiden  Componenten  in  die  Bichtnng  des  Radius  fallen,  so  wird 

=  v  —  g  cos  d'y 


V 

a 


folglich 


V  9  <^08  9", 


Im  tiefsten  Punkte  der  Bahn  ist  ^  =»  0,  mithin  da  auch  die  Geschwindigkeit  ihr 
Maximum  v^  in  diesem  Punkte  erreicht,  v  selbst  ein  Maximum,  nämlich    -   -{-  <.; 

im  höchsten  Punkte,  wenn  derselbe  überhaupt  erreicHt  wird,  ist  •&  =:  —  n,  v  ein 

V  ' 
Minimum  v,  und  die  Beschleunigung  gleichfalls  ein  Minimum  — g.    Fürd^Jx 


und  —  \n  wird  v  = 


a 


unter  v  die  Geschwindigkeit  verstanden,  mit  welcliei 


der  Punkt  die  Horizontal  ebene  des  Kreismittelpunktes  passirt. 

Ist  die  Bahn  aus  einem  festen  Material  gearbeitet,  so  wird  v  Yon  der  Fe^ti^ 
keit  desselben  geleistet,  wird  der  Punkt  durch  einen  Pendelfaden  in  der  ßabn 
erhalten,  so  ist  v  eine  Folge  des  Zusammenhangs  der  Theilchen  dieses  Faden». 

§.  12.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cycloide.  Wir 
schicken  der  Untersuchung  der  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cycloid<> 
einige  geometrische  Betrachtungen  über  diese  Curve  voraas.  Es  sei  AM  OH 
(Fig.  117.)  ein  Cycloidenbogen  zwischen  zwei  Spitzen  A  und  B^  C  der  Mittelpunkt 
des  rollenden  Kreises,  entsprechend  der  Lage  M  des  beschreibenden  Punktes  uci 
MCN  =  CD  der  zugehörige  Wälzungswlnkel ,  um  welchen  sich  der  rollende  Krei^ 
umge^treht  hat,  während  der  beschreibende  Punkt  den  Bogen  ^Jf  durchlaufen  biU 
Dann  sind  die  Gleichungen  der  Cycloide,  welche  die  Coordinaten  AP  s=s  or,  P}f  =»  > 
eines  beliebigen  Punktes  derselben  als  Functionen  von  cd  darstellen: 

x  =  a  {(o  ~  -  sinto) ;       y  =  ß  (1  —  cos  m)  =  2a  «V  <|fii, 

worin  a  den  Radius  des  rollenden  Kreises  bedeutet.    Uieraus  folgt: 


dx 


=  fl  (1  —  cos  m)  =  2  a  «V  ^os, 


dV 


=  2  a  sin  \io  cos  \  o> 


und  also  die  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Basis  der  Cycloide: 

dy dg     dx 

dx        dm  '  da 


=  Coig  \(a. 


Hieraus  folgt  weiter,  das«  div 

Tangenteder  Cycloide  mit 

der  zur  Basis  senkrechttR 

Richtung  den    Winkel    \m 

bildet  und  durch   den  !?• 

genpunkt    A*'    des    Beri/u 

rungspunktcs  iV  der  Bam* 

und  des  rollenden  Krei»t  ^ 

hindurchgeht.      Dies     zivM 

die    weitere    Folgerung     rukc: 
sich,      dass     die      Norma!- 

durch     den    iBerühranc* 

punkt  iV  selbst  hindorc'. 

läuft. 

Die  Tangente  eiars  au:  V 

unmittelbar  folgenden  Con-^r. 

panktes  M'  bildet  mit  der  Richtung  yi/  den  Winkel  ^m  +  d-^m;  daher  bil .  * 
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Bewegung  eines  schweren  runktes  auf  der  Cyclo'ide. 
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die  beiden  aufeinanderfolgenden  Tangenten  miteinander  den  Contingenzwinkel 
dt  ^  d '  ^a^. 

Da«  Bogenelement  ds,  wenn  s  von  A  nach  M,  entsprechend  dem  wachsenden 
Winkel  m,  gezählt  wird,  ist  ds  =^  dm  y  \T~)  "^  \Ji)   ^  2a  sin\to  dm.     Hieraus 

ergibt  sich  der  Krümmungshalbmesser  9  as  -  -  =  ^a  sin  ^m  =^  2'  MN ^  weil  wegen 

des  rechten  Winkels  NMN'  die  Länge  MN  =^2asin  im  ist.    Der  Krümmungs- 
halbmesser ist  mithin  der  doppelten  Normalen  MN  gleich.     Constr^irt 
man  auf  der  dem  rollenden  Kreise  abgewandten  Seite  der  Cycloidenbasis  NN"=^  NN' 
und  verbindet  den  Krümmungsmittelpunkt  K  mit  iV",  so  wird  /\NN"K  ^  NN'M 
und  lieget  mithin  K  auf  einem  über  NN**  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise. 
Mierana    erkennt  man  leicht,    dass  die  Evolute  der  Cyclo'ide  wieder  eine 
C'jcloide  ist,  von  denselben  Dimensionen,    wie   sie  selbst;   beide.Cy- 
clo'iden    haben    gemeinschaftliche    Richtung    der   Basis,   liegen   auf 
entge^eng^esetzten  Seiten  derselben  und  sind  gegeneinander  um  die 
halbe  Basislänge  so  verschoben,   dass  die  Spitzen  der  einen  mit  den 
Scheiteln    der   anderen    paarweise    auf   demselben    Perpendikel    zur 
Basis  liegen. 

Die  Bogenlänge  AJtl  =»  «  der  Cycldide  ist 


Ol 


0 


s  =  2a  j  sin, ^m  dm  =  4 «  j  d  -  cos  ^01  =  4«  —  4«  cos  ^ m . 

0  CO 

Der  halbe  Cycloidenbogen  AO,  welcher  dem  Winkel  m  =  n  entspricht,  ist  dem- 
nach Aa  and  folglich  der  Bogen  OM  =5,  vom  Scheitel  an  gerechnet  <S>  =  4a  cos  ^m. 
Es  ist  aber  MN'=  2a  cos  ^m  und  wenn  man  Oq  =»  N*Q  =s  x  setzt,  indem  man 
On  als  eine  Abscissenaxe  ansieht,  so  bestent  zwischen  dem  Bogen  5  und  seiner 
Projection  auf  diese  Abscissenaxe  die  Gleichung  S*=  Sax,  eine  Gleichung,  welche 
{ranz  gleichgebildet  ist  mit  der  Parabelgleichung  in  Bezug  auf  den  Scheitel  und 
die   Axe  derselben.    Da  Om*  =.2ax  ist,   so  ergibt  sich  weiter,  dass  S  =  2-Om. 

Ein  schwerer  Punkt  fälle  jetzt  ^     ^^^ 

auf  einer  vertikalstehenden  Cy- 
cloide  (Fig.  118.),  deren  Basis 
horisontal  liegt  und  welche  ihre 
concave  Seite  nach  oben  kehrt. 
Der  bewegliche  Punkt  verlasse 
die  Anfangslage  Jfg  mit  der  Ge- 
öcb windigkeit  v^  =  0.  Den  tief- 
hteii  Pnnkt,  den  Scheitel  0,  wäh- 
len wir  2um  Ursprung  rechtwink- 
liger Coordinaten  x,  y  und  neh- 
men die  jc-Aze  vertikal  und  positiv 
nach  oben,  die  ^-Axe  horizontal 
an.  Für  diese  Coordinaten  be- 
stehen die  folgenden  Gleichungen, 
die  man  findet,  wenn  man  bedenkt,  dass  das  jetzige  x  und  das  frühere  y  sich  zu 
-2<x,  daa  jetzige  y  und  das  frühere  o;  sich  zur  halben  Basis  na  ergänzen,  nämlich: 

a;  =  a  (1  +  co#  0»),        //  =  a  [{n  —  eo)  +  sin  w]. 
Da    dem  Obigen  zufolge   die  Richtung  der  Beschleunigung  der  Schwere  mit  der 
Ricbton^  der  Cycloidentangente  den  Winkel  ^oi  bildet,   so  ist  g  cos  \m  die  Tan- 
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gentialcomponente  and  g  sin-im  die  Normal componente  der  Beschleanignng ;  daher 
hat  man  folgendes  Gleichongssjstem  zn  behandeln: 

dv  .  V*  ,    . 

— .  SS  a  cos  ioD,         —  =  g  8in\(o  —  v, 

dt         if        ^    9  g         »        a 

ds 

Rechnen  wir  den  Bogen  s  Yon   Mq  an   abwärts,  so  kommt  noch  hinzu:    --  =»  r; 

will  man  aber  den  Bogen  S  vom   Scheitel   an  aufwärts  nach   M  gerechnet,  ein- 

führen,  so  wird  ^  —  =  &,  weil  s  -{-  S  den  Bogen  von  Mq  bis  zum  Scheitel,  also 

tu 

eine  constante  Länge  darstellt. 

Wir  suchen  zunächst  a  als  Function  der  Zeit.     Wir  fanden  oben 

ds  =B  2  a  sin  \<D  d(o  =  —  4  a  d-  cos  \m, 
mithin  ist  -p  =  —  4  a ,  ^        und  wenn  wir  dies  in  die  ersten  der  beiden  Be- 

wegungsgleichungen  einführen,  so  kommt : 

d^  •  cos  l(o    .     .  g  . 

Die  Integration  dieser  in  cos  \oii  linearen  Gleichung  liefert: 

cos  \m^  A  cos  l\t  y   ^)  +  ß  «'«  U'  y^) 
und  wenn  man  dies  differentiirt : 

Nun  ist  zu  Anfang  der  Bewegung  v  =»  0  und  wenn  odq  der  der  Anfangsla^  ent- 
sprechende Werth  von  »ist,  so  hat  man  zur  Constantenbestimmunc^  die  Glei 
chungen:    cos  \m^  ='  ^i    Q  ^=a  B y  und  hiermit  also: 

cos  \m  c=a  cos  \<aQ -  cos{\ty  —\  , 
aus  welcher  Gleichung  cd  als  Function  der  Zeit  sich  ergibt.    Zugleich  erhält  mai.: 

V  =      Yga  cos  \tOa  '  sin  [^y  ~  t  \ 

und  da  o;  3»  a  (1  -j~  <^<"  (d)  »»  2  a  cos"^  -lo»  ist,  wenn  Xq  den  Anfangswerth  von  ^, 
nämlich  o^o  ==■  2  a  cos^  \mQ  bezeichnet:  

X  —  XQ'COS^i^ty    S^\  , 


sowie 


s  —  ^yTöxQ'Cosi^ty^j  . 


Wir  wollen  t^  die  Zeit  des  Niederganges  von  Mq  bis  zum  tiefsten    Punkt. - 
nennen;  für  sie  ist  o  ^  «  und  daher  folgt  aus  der  Formel  für  eo«^«: 


2  r     i7 


V*    I  I. 


Dieser  Ausdruck  enthält  keine  Spur  von  Grössen,    welche   die  Anfangsing«    b< 
stimmen.     Daher  besitzt  die  Cyclo'ide  die   ausgezeichnete  Eigenschaft,    dnsi 
schwerer  Punkt  dicselbeZeit  gebraucht,  um  bis  zum  tiefsten  Punkt 
zu  fallen,  mag  er  von  einer  Anfangslage   ohne  Geschwindigkeit   an- 
gehen, von  welcher  man  will.     Deswegen  heisst  die  Cjcloido  die  „TauIo 
chrone**. 
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Statt  o  als  Function  der  Zeit  zu  suchen,  konnten  wir  auch  S  durch  die  Zeit 

(im.  Q 

aiudrücken.     Da  cos  ^m  =>  ^—  und  5  =»  2  •  Om ,  so  folgt  cos  4  o  =»  r —  und  da 

^s         tPS  ,  dv 

Ti»  —  ^t  00  erhält  man  aus  der  oben  zu  Grunde  gelegpten  Gleichung  -t-=b  gcos^ea 

zwischen  S  und  /  die  lineare  Differentialgleichung: 

deren  Integral  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  liefert 

S^S,cos(j^tj/^y 

wenn  Sq  »  OMq.     Aus  dieser  Gleichung  folgt  für  S  =  Sq  die  Zeit  des  Nieder- 
ganges ebenso,  wie  vorher. 

Die  Zeit  fg  9t  der  vierte  Theil  der  Oscillationsdauer  eines  Kreispendels  von 
der  Lange  4a ,  wenn  dieselbe  nach  der  für  kleine  Elongationen  näherungsweise 


f     9 


geltenden  Formel  T  =*  2nl/  —  berechnet  wird.     Jene  Formel ,  welche  für  das 

r     g 

Kreispendel  eine  Näherungsformel  ist,  gilt  mithin  für  das  Cycloidenpendel  in  aller 
Strenge.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Cyclo'ide  ist  am  Scheitel  gleich  4  a,  näm- 
lich gleich  dem  doppelten  Durchmesser  des  rollenden  Kreises,  welcher  daselbst 
die  Normalenlänge  darstellt;  jener  Näherungsformel  liegt  folglich  die  Vorstellung 
za  Grunde,  dass  die  kleinen  Schwingungen  auf  dem  Kreise  identificirt  werden 
können  mit  Schwingungen  auf  einer  Cycloide,  deren  Erzeugungskreis  einen  Radius 
besitzt  gleich  dem  vierten  Theile  des  Radius  von  dem  Kreise ,  auf  welchem  jene 
Bewegung  erfolgt. 

Die  Eigenschaft  des  Tautochronismus  der  Cjcloide  wurde  von  Uiiyghens 
entdeckt.  Er  nöfhigte  eine  kleine  schwere  Kugel,  eine  Cyclo'ide  zu  beschreiben, 
indem  er  sie  an  einem  Faden  schwingen  Hess,  welcher  über  die  Evolute  der  Curve 
hingespannt  war.  Das  betreffende  Werk  von  Huyghens  führt  den  Titel:  Horo- 
logium  oscülatorium  und  ist  der  Theorie  der  Pendeluhren  gewidmet. 

Eine  leichte  Interpretation  des  Ausdruckes  für  die  Tangentialbeschleunigung 
auf  der  Cyclo'ide  genügt  übrigens,  den  Tautochronismus  unmittelbar  einzusehen. 

Wir  fanden,   dass  dieselbe  7^  •  1$  ist,  wenn  S  den  Bogen  vom  Scheitel  an  auf> 

4  a 

wärt«  gerechnet  bedeutet.     Bereits  Cap.  I,  §.  7.  fanden  wir  für  die  osdllirende 

Bewegung y  welche  die  Frojection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  auf  eine 

gerade  Linie  ist  und  be^welcher  in  Folge  dessen  die  Beschleunigung  proportional 

dem  Abstände  x  des  beweglichen  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  C  der  Oscillation 

ist,  die  Oscillationsdauer  gleich  2«  dividirt  durch  Vn^  wenn  %  der  Proportionali- 
tätsfactor  der  Beschleunigung  7  s»  nx  war.  Femer  ist  aus  Cap.  I,  §.  10.  klar, 
dass  wenn  die  Gerade,  in  welcher  die  oscillirende  Bewegung  erfolgt,  zu  irgend 
einer  Curve  gebogen  wird,  auf  dieser  die  oscillirende  Bewegung  ebenso  erfolgen 
wird,  sobald  die  Beschleunigung  der  geradlinigen  Bewegung  für  sie  zur  Tangen^ 
tialbeschleonigung  wird.  Denn  die  Tangentialbeschleunigung  allein  bestimmt  das 
Oesetz  der  Bewegung  in  der  Bahn.     Biegen  wir  also  eine  Gerade,  auf  welcher 

ein  Punkt  mit  der  Beschleunigung  ^  o;  oscillirt,  so  zu  einer  Cyclo'ide,  dass  der 

Mittelpunkt  der  Oscillation  der  Scheitel  der  Cyclo'ide  wird  und  der  Abstand  x  in 
den  Bogen  S,  von  diesem  Scheitel  an  gerechnet,  übergeht,  so  wird  die  Oscilla- 
tionsdauer 
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r  = 


2n 


/£ 


9 


Es  ist  aber  bei   dem  Cycloidenpendel   die    Tangentialbeschleanigang  ~-  5,  al»o 

x  SS  -^;   die  Bewegung  desselben  ist  daher  nichts  anderes,   als  die  oben  ange- 
4  a 

führte  transformirte  oscillirende  gradlinige  Bewegung. 

Wir  können  in  diesen  Betrachtungen  noch  einen  Schritt  weitergehen.  Rollen 
wir  die  Ebene  der  Cycloide  zu  irgend  einem  Cylinder  auf,  sodass  die  Basis  der- 
selben in  einen  zu  den  Erzeugungslinien  senkrechten  Schnitt  dieser  Fläche  über- 
geht, so  behält  die  Tangentialbeschleunigung  des  auf  der  transformirten  Cjcloide 
beweglichen  Punktes  denselben  Werth,  wie  bei  der  ebenen  Cycloide.  Es  über- 
tragen sich  daher  auch  alle  Folgerungen  auf  die  transformirte  Curve  und  erkennt 
man  auf  diese  Weise,  dass  die  Cycloide  auch  nach  der  Transformation  noch 
Tautochrone  ist  und  dass  es  mithin  unendlich  viele  Tautochronen  doppelter  Krüm- 
mung gibt. 

§.  13.     Wir  wollen  jetzt  das   Problem   der  ebenen  Tautochrone  unmittelbar 


Fiy.  119. 


angreifen  und  stellen  uns  daher  die  Aufgabe:  Es  sinil 
gegeben  zwei  in  einer  Vertlkalebene  liegende 
Punkte  3fo  und  0(Fig.  119.)*  deren  Höhen  dt  ff  e  rem 
h  beträgt,  auf  welcher  ebenen  vertikalen  Cnrvr 
muss  ein  schwerer  Punkt  von  JI/q  nach  0  ohne  An- 
fangsgeschwindigkeit fallen,  damit  die  Fall- 
zeit T  von  Mq  nach  0  von  h  unabhängig  sei,  so- 
dass der  Punkt  Mq  auch  irgendwo  anders  auf  der  gesuchten  Carve 
gewählt  werden  kann,  ohne  dass  dadurch  7eine  Aenderung  erleidet; 

• 

Ist  der  tieferliegende  Punkt  0  der  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten  jr,  r^. 
von  denen  die  x  vertikal  aufwärts,  die  y  horizontal  gerechnet  werden,  so  wiri 
der  Bogen  von  0  nach  M  aufwärts  gerechnet.  Bogen  OM  =»  8  wird  eine  noch  un> 
bekannte  Function  von  x  sein,  etwa  «  =  9  (^c),  auf  deren  Bestimmung  die  Lösnnr 

der  ganzen  Aufgabe  hinauskommt.     Nun  ist  einerseits  v  =       ^  ^- —  «=   —         « 

andererseits    nach   dem   Principe    der    lebendigen    Kraft   \  o* 

folglich  d<  sai  —       r^L  -  und  also 

y^gih  -  x) 

0 
T 


—  p  (x  —    A 


/* —  fp'{x)dx    /'    €p*  (x)  dx 

"V  V'fy  (h  —  ~x)      J  Hg  (Ä  — "  X) 
h  ü 


Da  die  Fallzeit  T  von  h  unabhängig  sein  soll,  so  muss  die  Bedingung 

dh 

durch  die  Wahl  der  Function  tp  (x)  erHillt  werden.  Um  diese  DiffereaUatio:i 
bequemer  auszuführen,  reduciren  wir  die  obere  Grenze  des  Integrales  auf  di* 
Constante  1.  Dies  wird  erreicht  durch  die  Substitution  x  ^=^  An,  wodurch  7*  di^ 
Form  annimmt: 


1        C    Vh  ,..    . 


dn 


IV.  Cap.  Yerallgemeinernng  des  Problems  der  Tautochrone.  335 

Hier  aas  erg'ibt  sieb  nun: 

1 
dT  1         r^htatp"  (hm)  +  9'  (Äa>)  ^ 

OlD  , 


igh^ 


«"    Ks  ^  j        yv-^«» 

welche  Qrösse  verscbwinden  mass.    Damit  dies  bei  jedem  beliebigen  Wertbe  von  h 
eintrete,  mass  der  Elementarfactor  des  bestimmten  Integrales  verscbwinden,  d.  b. 

ed  mnas   sein 

2  k(o  9"  {hm)  +  (p  {hm)  =  0, 

oder,  -wehji  man  für  hm  wieder  x  scbreibt: 

2x  fp"(x)  +  v'W  =  0. 

Hierans  folgt  aber  für  9  («)  zunäcbst  ^ J^  =—-?-,  d.  b.  "^ '  ^  ?^  ^"^^  =  —  ^  , 

und  alao  durch  Integration:  l*qt{x)  =  K~)  »  ^^  ^  ^^'^^  beliebige  Constante  ist 
and  darch   eine  zweite  Integration 


(p{x)  =  I  y  —  dx  =*  2y'i 


ax 
f    r     X 

0 

welche«  die  Gleichung  der  Cyclo'ide  zwischen  Abscisse  x  und  Bogen  s  ist,  deren 
Scheitel  in  O  liegt.  Hiermitr  ist  die  Aufgabe  gelöst  und  zugleich  erwiesen,  dass 
die  Cjcloide  die  einzige  Tautochrone  ist,  denn  die  integrirte  Differentialgleichung 
lässt  nar   eine  Function  tp  (x)  als  Lösung  zu. 

§.  14.  Man  kann  die  vorige  Aufgabe  noch  zu  der  folgenden  verallgemeinem, 
deren  Lösung  zuerst  von  Abel  im  Grell e*schen  Journale,  Bd.  I,  S.  153  (1826.) 
geg'eben  wurde:  Auf  welcher  Curve  muss  ein  schwerer  Punkt  von  einer 
stelle  Mo  2^  einer  um  die  Grösse  h  tiefer  liegenden  Stelle  0  fallen, 
damit  die  Fallzeit  T  eine  gegebene  Function  ^  {h)  der  Fallhöhe  h 
werde  ? 

Unter  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnung  ist  die  Bedingung  zu  erfüllen 

h 

'*  <3p'  (x)  dx 


J 


V2^'tl}{h). 


Vh^lo 

0 

Um  hieraus   die  unbekannte  Function  s  '^  tp  {x),   welche   den  Bogen  der  gesuch- 
ten Curve  von  O  nach  Af  gerechnet  als  Function  der  Abscisse  x  darstellt,  zu  finden, 

intes^riren  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Multiplication  mit aber- 

mala  und  zwar  von  0  bis  /i;   es  wird  sich  dann  zeigen,  dass  die  beiden  Integral- 
zeichen  links  weggeschafft  werden  können.     Zunächst  ist  also  unsere   Gleichung 


00  u 

welche  wir  noch  dadurch  vereinfachen  können,  dass  wir  die  Wurzeln  mit  Hülfe 
ztreckmäsaigrer  Substitutionen  fortbringen.  Setzen  wir  nämlich  auf  der  linken 
^ekte  h  —  o:  SS  y',  so  kommt: 


V^i /'■"-"•'* 
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und   indem   wir   hierin  jetzt    für  h  die    neue  Variabele   x   durch   die  Gleicbang 
H  —  h  ^=^  a^  einführen,  geht  diese  Seite  über  in 

4 


i  I  dx  I  tp'  {(it  —  x^  —  y*)  «'y 


und  hierdurch  wird  unsere  ganze  Gleichung 

j  r  ('*-**-  ^>  ^  *  "  y^gj  ^=H ' 

0        0  0 

Um  die  linke  Seite  derselben  zu  reduciren  und  die  gesuchte  Function  qp  Ton 
den  Integralzeichen  zu  befreien,  wollen  wir  eine  Interpretation  versuchen.  Es 
steht  nichts  im  Wege,  das  Produkt  dxäy  als  das  Element  eines  ebenen  Flichea- 
raumes  anzusehen,  bezogen  auf  rechtwinklige  Coordinaten  x^  y.  Die  Grosse 
^  4"  y'  stellt  alsdann  das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Elementes  vom  Ürspnmge 
dar  und  das  Element  tp  {jjk  —  x^  —  y^)  dxdy  des  Integrales  ist  das  Produkt  »o» 
dem  Flächenelemente  und  einer  Function  von  dem  Quadrate  dieses  seines  Abstan- 
des  vom  Ursprünge.    Die  Integration  nach  y  ist  bei  constantem  x  von  y  «b  o  bb 

y  =»  Yyk  —  ar*  zu   führen,    d.  h.   also  von    der  Abscissenaze    bis    an   den  Kre'u 

^  -f-  y*  ="  fi  I  welcher  mit  dem  Radius  Vy^  um  den  Coordinatenursprung  beschrie- 
ben werden  kann.     Die  nachfolgende   Integration  in  Bezug  auf  x  erstreckt  sieb 

von  o;  8=  0  bis  o;  E»  Yv'  and  sieht  man  hieraus  deutlich,  dass  das  g«nse  Doppel 
integral  die  Bildung  der  Summe  aller  Elemente  fp  {fi>  —  (^  +  y*))  dxdy  verlugt 
welche  dem  Viert elkreise  angehören.  Nun  können  wir  aber  diese  Snmine  anders 
bilden.  Wählen  wir  nämlich  Polarcoordinaten  r,  ^,  so  ist  der  Ausdruck  des 
Flächenelementes  rdrd^  und  also  tp'di,  — r^)rdrd9  das  Element  unseres  Doppel- 
integrales und  um  die  Integration  über  alle  Punkte  des  Viertelkreises  su  eistreckec. 

haben  wir  nach  r  von  r  a«  0  bis  r  =  Kf^i  nach  ^  aber  von  ^  ^  0  bis  ^  «■  4' 
zu  integriren.  Das  Doppelintegral  wird  auf  diese  Weise  nur  in  andere  Elemeatc. 
die  sich  ausserdem  noch  etwas  anders  gruppiren,  zerlegt  gedacht.  Wir  erbaltec 
auf  diese  Weise  jetzt  für  die  ganze  linke  Seite  unserer  Gleichung 

*  I      iv  ((»  —  i^)  rdrd» 


'fr"- 


0        0 

und  können  die  Integration  nach  &  sofort  ausführen,  indem  sie  nur  den  Factor  ii 
liefert,  sodass  dieser  Ausdruck  übergeht  in: 


7         ^ 


2n  I  (p  (pk  —  r*)  rdr. 

0 

Da  aber  nun  fp'  ((i  —  r*)  •  2  rdr  a^  —  d  -  q>  (p  —  r*}  ist,  so  kann  auch  das  letit- 
Integralzeichen  entfernt  werden  und  bleibt  blos 

«[9W  —  9(0)]. 
Hiermit  wird  jetzt  unsere  ganze  Gleichung 


,  „  -  „0,  _  i  ^/m« , 


0 


IV.  Cap.  Die  Cycloide  als  Bracliistochronc.  337 

nod  damit  ist  unsere  Function  $  =s  q>  [x)  gefunden ,  nämlich  weil  s  für  das  Argu- 
ment NoII  verschwindet,  d.  h.  qp  (0)  =»  0  ist,  wird 

0 

Dies  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve,  bezogen  auf  Abscisse  und  Bogen 
als  Coordinaten.  Das  Wesentliche  der  angewandten  Methode  besteht  darin,  dass 
das  Element  des  ursprünglichen  Integrales  so  verändert  wird,  dass  es  als  das 
Element  eines  Doppelintegrales  auftritt,  für  welches  beide  Integrationen  ausführ- 
bar sind  und  also  in  Folge  dessen  die  gesachte  Function  von  den  Intdf  ralzeichen 
befreit  wird. 

Wird  ip  (A)  constant,  nämlich  '^  (A)  =:  a,  so  ergibt  sich  wieder  die  CycloTde. 

X 

Denn  es  ist  i  ~j= — --  =  2^^,  mithin  *•  =  — ^'  x.    Der  Radius  des  Wälzungs- 
JYcc  —  h  ^ 

0 

kreiaes  ist  ~  . 

Das  Problem  der  Tautochronen  ist  noch  einer  anderen  bedeutenden  Verall- 
gemeinerung fähig,  indem  man  die  Curve  suchen  kann,  auf  welcher  ein  Punkt, 
welcher  irgend  welchen  von  dem  Orte  abhängigen  Beschleunigungen  unterworfen 
ist,  sich  bewegen  muss,  damit  die  Zeit,  welche  er  braucht,  um  an  einer  bestimm- 
ten Stelle  anzulangen,  unabhängig  sei  von  der  Länge  des  Weges,  den  er  zurück- 
gelegt hat.  In  dieser  Allgemeinheit  haben  bereits  Newton  und  Euler  das  Pro- 
blem aufgefasst.    (Vgl.  Jnllien,  JVoö/emf«  de  mecanique  rationelle^  'I*-  I»   P*  374.) 

§.  15.  Die  Cjclo'ide  besitzt  in  Bezag  auf  die  Bewegung  eines  schweren 
Panktes  auf  ihr  noch  eine  weitere  ausgezeichnete  Eigenschaft.  Sie  ist  nämlich 
unter  allen  Curven,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  A,  B  gelegt  werden 
können,  diejenige,  aaf  welcher  ein  schwerer  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von 
dem  einen  Punkte  zum  andern  gelangt.  Sie  heisst  daher  auch  die  Brachisto- 
chrone  des  schweren  Punktes.  Das  Problem  der  Brachistochrone  wird  mit 
Hiilfe  der  Variationsrechnung  gelöst,  indem  man  die  Zeit  des  Fallens  von  A 
nach  B  nach  den  Regeln  dieses  Calculs  zu  einem  Minimum  macht  und  aus  den  Be- 
diogangen  des  Minimums  die  Gestalt  der  unbekannten  Curve  bestimmt.  Indessen 
kann  man  eben  dazu  durch  einfache  geometrische  Betrachtungen  gelangen,  wie 
^it  korz  zeigen  wollen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wenn  eine  Curve  Brachistochrone  zwischen  zweien 
ifirer  Punkte  A  und  B  ist,  sie  dieselbe  Eigenschaft  zwischen  je  zweien  ihrer 
Pankte  My  M'  besitzen  muss,  sonst  würde  man  dem  Bogen  MMl  den  Bogen  einer 
anderen  Carve  snbstituiren  können,  auf  welchem  der  Punkt  in  kürzerer  Zeit  von 
yi  nach  iff*  gelangen  könnte  und  in  Folge  dessen  wäre  die  Zeit  des  Fallens  von 
A.  nach  B  auf  der  ursprünglichen  Curve  nicht  die  kürzeste,  diese  Curve  also  nicht 
die  Brachistochrone.  Ferner  lassen  sich  zwei  Eigenschaften  der  Brachistochrone 
uigeben,  von  denen  die  eine  sich  auf  die  Lage  ihrer  Schmiegungsebene,  die  andere 
auf  die  Neigung  ihrer  Tangente  gegen  die  Vertikale  und  die  Geschwindigkeit 
hetieht.  Zu  dem  Ende  seien  M^  M*,  M"  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  der- 
«etben  bnd  also  MM\  M*M"  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenelemente ;  durch  die 
drei  Punkte  legen  wir  die  horizontalen  Niveauebenen  s,  s',  b"  unseres  Problems 
nod  bezeichnen  die  Geschwindigkeiten  für  e  und  £'  mit  o,  v.  Da  jede  Bewegung 
im  Zeitelement  als  gleichförmig  anzusehen  ist,  so  denken  wir  uns  das  Element 
Üü'  mit  der  Geschwindigkeit  v,  das  Element  M'M"  mit  der  Geschwindigkeit  v 
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beschrieben  und  bemerken,  das«  wenn  wir  zwischen  M  und  M"  irgend  swei  aadere 
Elemente  M^,  y^M"  ziehen  würden,  deren  gemeinsamer  Punkt  ^  auf  e' liegt ,  iffi 
ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit  v  und  f^M"  mit  der  Geschwindigkeit  9  dorch- 
lanfen  würde,   da  die  Geschwindigkeiten  für  alle  Punkte  derselben  Nireaaebcne 
dieselbe  ist.    Legen  wir  nun  durch  M  und  M"  eine  Vertikalebene,  so  kann  gexeigt 
werden,  dass  die  beiden  Elemente  M M\  M'M"  der  Brachistochrone  in  diese  Ebene 
hineinfallen  müssen,  d.  h,  dass  die  Schmiegungsebene  des  Punktes  M  vertikal  ist. 
Denn  ist  M^  die  Projection  von  M'  auf  diese  Ebene,  so  ist  MMi  <^  MM'  nod 
M^M"  <^  M*M'\  wo  auch  immer  M'  in  der  Niveauebene  c'  liegen  mag,  mithia 
wäre  die  Zeit,  welche  ein  Punkt  braucht,  um  MM^  mit  der  Geschwindigkeit  v  11 
durchlaufen,  grösser  als  die  Zeit,  welche   er  bei   derselben  Geschwindigkeit  zair. 
Durchlaufen  von  MMi  nöthig  haben  würde;   ebenso  wäre  zum  Durchlaufen  Tun 
M'M"  mit  der  Geschwindigkeit  v   eine  grössere  Zeit  erforderlich,  als  zum  Durch- 
laufen von  MiM".    Daher  fällt  M'  mit  Mi  zusammen  und  ist  folglich  die  Schmie- 
gungsebene MM'M"  des   Punktes  M  vertikal.     Aus    denselben  Gründen  ist   di« 
Schmiegungsebene  des  Punktes  M'  vertikal  und  da  sie  durch  M'M"  geht,  so  fallt 
sie  mit  der  Schmiegungsebene  von  M  zusammen.   Da  hiemach  je  zwei  aufeinandtr- 
folgende  Schmiegung^ebenen  der  Brachistochrone  zusammenfallen,  so  ist  die  gaiuc 
Curve  eben  und  ihre  Ebene  die  Vertikalebene  der  Punkte  A\  B, 

Der  zweite  der  angedeuteten  Sätze  sagt  ans,  dus 
Flg.  iso.  wenn  i  die  Neigung  der  Tangente  der  Braehistochron? 

•         • 

in  M  gegen  die  Vertikale  ist,   der  Quotient  l»op 

der  ganzen  Curve  constant  ist.   Zieht  man  nämlich  Bftch 
einem  dem  Punkte  iVf*  benachbarten  Punkte  m  (Fig.  1^' 
in   der   Schnittlinie    der  Vertikalebene   der   Brachisto- 
chrone  mit   der   Niveauebene    s    des   Punktes   «V  d^ 
Strecken  Mm,  M"m  und  fällt  von  m  anf  MM*  das  Perp«c 
dikel  m/},  sowie  von  M'  auf  M"m,  das  Perpendikel  V%- 
so  wird  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  von  mM*  die  Strecke  Mm  ■»  Mp  uai 
ebenso  qM"  =s  M'M'**     Daher   sind    die    Zeiten,    welche    der   bewegliche  Pac'^t 
braucht,  um   MM'  -f-   M'M^  einerseits   und  Mm  -{-  mM"  andererseits    an  dorcL- 

langen:  MM*    ,    qM"        ^    Mp   ,    mM" 

f-  i— ;      und    — -  -f- 


V  V  V  0 

und  der  Unterschied  beider  beträgt  daher 


pM'        mq  ,*»/«^»*        «n  t\ 

C 7     =    ^M     I      -  —         -T-  I   , 

V  V  \    V  0     / 


wenn  t,  i   die  Neigungen  von  MM'  und  M*M"  gegen  die  Vertikale  in  Af,  Jf  U 
deuten.    Diese  unendlich  kleine  Differenz  ist  aber  nun  die  Aendernng,  welche  c.r 
Fallzeit  des  beweglichen  Punktes  beim  Uebergange  von  den  Elementen  äiXt,  M  X 
der  Brachistochrone  zu  den  Elementen  Mm,  mM'*  einer  benachbarten  Carve  eri^t 
det,  und  da  die  Fallzeit  für  die  Brachistochrone  ein  BCinimum  ist,  ao  moss  je 

I 

Aenderung  Null  sein.    Daher  ist 


«tn  i        «in  t' 


V  V 

$in  i 

d.  h.  der  Quotient  bleibt  beim  Uebergange  von  einem  Elemente  der  BrachUt 

o 

chrono  zum  folgenden  ,*  also  auch  läng^  der  ganzen  Curve  constant. 

Bezeichnen  wir  den  reciproken  Werth  dieses  Quotienten,  welcher  •£••  taar 

darstellt,  mit  fi,,  setzen  also 

^*    •         ^ 
«iit  f  ■=  - 
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and  ziehen  die  Formel 

•i»*  —  i»M*  ==  gy 

heran,  welche  das  Princip  der  lehendigön  Kraft  gibt  und  worin  Vq  die  Anfangs- 
geschwindigkeit dea  beweglichen  Punktes  (in  A)^  y  die  Tiefe   von  M  anter  der 

Kiveaaebene  von  A  bedeutet,   so  kommt,  wenn  wir  noch    -2-  =  /<  und  ~-  ==  2a 
setzen 


8in  t 


Tragen  wir  nun  die  Länge  h  =>  Äff  vertikal  über  A  auf  (Fig.  121.],  ziehen 
flarch  ü  in  der  Ebene  der  Curve  die  Gerade  ffX,  in  M  die  Normale  MN  und  die 
Tangente  MN\  von  welcher  ersteren  HX  in  N  und  letztere  die  Vertikale  des 
Punktes  .V  in  N*  treffen  mag,  sowie  MQ  parallel  /TX,  so  wird 

vergleicht  man  diesen  Auddruck  mit  dem  oben  für  sin  i  aufgestellten,  so  folgt 
AW'ss  2a,  d.  h.  da  2a  constant  ist,  Nif'  ist 
ebenfalls  constant.  Beschreibt  man  nun  über 
.V.Y'  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  geht 
dieser  dorch  J/,  bleibt  während  der  Bewegung 
von  cons tanter  Grrösse,  berührt  die  Horizontale 
äX  and  hat  zn  der  Brachistochrone  die  Be- 
ziehung, dass  deren  Normale  nnd  Tangente 
fortwährend  durch  den  Berührungspunkt  A' 
mit  ffX  nnd  dessen  Gegenpunkt  N'  hindurch- 
gehen.  Diese  Eigenschaften  charakterisiren 
aber  hinreichend  die  Brachistochrone  als  die  Cycloide. 

Ist  00  gleich  Null,  so  wird  A  zur  Spitze  der  Cjclo'ide.  In  diesem  Falle  ist 
es  aehr  leicht,  die  Cydoide  zu  construiren.  Es  sind  nämlich  alle  Cjcloiden,  welche 
die  Spitze  A  nnd  die  Richtung  der  Basis  AX  gemein  haben,  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Corven  und  unterscheiden  sich  in  nichts  als  der  Grösse  des  rollenden 
Kreises.  Constmirt  man  daher  irgend  eine  derselben  über  der  Basis  Aa  und 
«ucht  Ihren  Durchschnitt  ß  mit  dem  Strahle  AB,  so  genügt  es,  zu  ßa  die  Parallele 

B/l*  zn  ziehen,  um  die  Basis  AA'  der  durch  B  gehenden  Cjclo'ide  zu  finden.    Der 

^  a'  t 

Radius  ihres  Wälzungskreises  ist  -^^ — .    Ist  aber  Wn  nicht  Null,  so  liefert  --  =  h 

2n    i  2g 

zunächst  die  Höhe  der  Cyclo'idenbasis  über  der  Anfangslage  A  des  beweglichen 

Ponktes.     Um  in  dieser  Basis  die  Spitze   der  Cyclo'ide   zu  finden,   bedenken  wir, 

dass  in  Bezug  auf  dieselbe  als  Ursprung  eines  Coordinatensystems  der  o:,  ^,   für 

welches  die  x-Aze  in  die  Basis  der  Cyclo'ide   fällt,  die  Gleichungen  der  Cyclo'ide 

darch  die  Coordinaten  a:  =  a:j,ys=  Ä;  x  =  Xt^  y  =  Ä'  der  Punkte  A,  B  erfüllt 

werden  muBsen,  dass  also  die  vier  Gleichungen 

Xi  sss  a  (ai|  —  sin  ö>j)  x^  ^=^  a  (oij  —  sin  ©,) 

h  =      2a  sin  \<Oi  h'  =      2a  sin^oa^j 

bestehen,  za  welchen  noch  eine  weitere  x^  —  x^^^  d  hinzutritt,  weil  die  Horizon- 
talprojection  der  Entfernung  AB  als  gegeben  anzusehen  ist.  Nach  Elimination 
drr  Hülfswinkel  o,,  co,,  welche  die  den  Punkten  A,  B  entsprechenden  Wälzungs- 
Winkel  sind,  bleiben  drei  Gleichungen  zwischen  x^^x^^  d,  a,  /e,  h*  übrig,  aus  welchen 
'''ii  ^f  A  gefunden  werden  können. 

Aach  das  Problem  der  Brachistochrone  ist  einer  Verallgemeinerung  fähig, 
indem  man   an  die  Stelle   der  constanten  Beschleunigung  der  Schwere  eine  Be- 

22* 
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Bchleanigung  treten  läset,  deren  Grösse  und  Richtnng  vom  Orte  des  beweglichen 
Punktes  abhängt.  Die  beiden  oben  benutzten  Sätze  behalten  in  soweit  auch  bei 
dem  allgemeinen  Probleme  ihre  Geltung,  als  an  die  Stelle  der  Niveauebenen  atl^- 
meine  Niveanflächen  treten  und  der  Winkel  t  die  Neigung  des  Bogeneleroentes  der 
Brachistochrone  gegen  die  Normale  der  Niveanfläche  angibt. 

Das  Problem  der  Brachistochrone  rührt  von  Joh.  Bernonlli  her,  welcher 
es  1696  in  den  Actis  eruditorum  stellte.  Es  wurde  damals  von  Leibnitz  gelöst; 
kurze  Zeit  darauf  gaben  auch  Jacob  Bernoulli,  de  THopital  und  Newton 
Lösungen  desselben. 

§.16.  Bewegung  eines  sehweren  Punktes  auf  der  Cydoide  im  widersteheadea  ICttaL 
Ein  schwerer  Punkt  sei  genöthigt,  sich  auf  einer  vertikalen  Cjcloide  zu  beweren, 
deren  Basis  horizontal  ist  und  welche  ihre  Concavität  nach  oben  kehrt  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  der  ersten  Poteoi  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist;  man  soll  die  Bewegung  des  Punktes  antersucben. 

Legen  wir  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  den  Scheitel,  die  j-Aie 
vertikal  und  positiv  nach  oben,  die  y-Axe  horizontal  und  rechnen  wir  den  Bogen  i 
vom  Scheitel  an  aufwärts.    Die  Tangentialbeschleunigung  hat  zwei  Bestandtheik. 

—  -7—J  «=  ^  .    I  der  von  dem  WLler- 
ds  /  ds 

ds 
Stande  herrührende  aber  —  ^  >~  •     ^^  ^^®  Tangentialbeschleunigung  selbst  den 

d^8 
Werth  —   -,  besitzt,  so  wird  die  Gleichung  der  Bewegung  auf  der  Bahn: 

d*»    t        ds  dx        ^ 

Sie   geht  vermöge  der  Eigenschaft  «*  =  8aa?,   wo  a  den  Radius  des  Wälzun^- 

kreises  bedeutet,  über  in 

d^s    .        ds    .     n 

ist*  linear  mit  constanten  Coefficienten  und  besitzt  daher  Particnläriösungen  vm 
der  Form  s  ^==  C  -  e    .     Eine  solche  Losung  genügt,   wenn  die  Constante  r  ciof 

Wurzel  der  Gleichung  r«  +  xr  +  ^  «=  0,  d.  h.  r  =  —  4«  4:  4  l/«»  —  ^   ist. 

wie  man  durch  Einsetzen  der  Lösung  in  die  Differentialgleichung  findet.  1'»* 
allgemeine  Integral  ist  daher 

,  =  e  \Ce^  "  +  Ce  ').      

Es  sei  nun  zunächst  x*  —  —  negativ.    Setzt  man  in  diesem  Falle  7^        —  «•  =  ;. 

a  •        f      « 

so  nimmt  das  Integral  die  Gestalt  an 

«  =  e""  *  *Ua  cos  \yt  +  B  sin  \yt) 

und  wenn  s  =»  c  und  v  ^=  0  für  f  =  0,  so  bestimmen  sieh  die  Constanten  A  qdJ  ^ 
durch  die  Bedingungen  c  -^  A  und  —  xA  -j-  y/t  =^  0.  In  Folge  dieser  Be«tirj 
mung  wird  sodann 

*  =»  ce^  ^*  leas  \yt  -\ sin  \yij  . 

Der  bewegliche  Punkt  passirt  den  Scheitel  der  Cycloide,  so  oft  der  Inhalt  d*' 
Klammer  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet«  Die  Zeit  <!•« 
Niederganges  ist  daher  der  kleinste  Werth  von  <|,  welcher  aus  der  Oleichuag 

fg  4  y'i  -  -  l 
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fol^t.  I>ieser  Werth  ist  unabhängig  von  c  nüd  daher  ist.  für  den  vorliegenden 
Fall  die  Cyclo'ide  Tautochrone  im  widerstehenden  Mittel,  wenn  die  Beschlennignng 
des  Widerstandes  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist. 

Für     die    Geschwindigkeit   v  =   —   -;-    erhält    man    aus    der   vorstehenden 

dt 

Formel  für  «: 

»  =  4  tfc""  ^*^\~  +  y)  sin  \yl. 
29r      4n       ßae 

Dieselbe   isrird  Null  für  /  =  0,    — ,     —  ,         ,  ....   Daher  ist  die  Dauer  T  einer 

y      y      y 

Oscillation 

Für  selir  kleine  Werthe  von  x  ist  diese  Grösse  nahezn  gleich  4  «  l^  — ,  dieselbe, 

wie  bei   den  Oscillationen  auf  der  Cyclo'ide  im  leeren  Räume. 

Setzt  man  die  Werthe  von  /,   für  welche  v  verschwindet,  in  die  Formel  für 
«  ein,   so   erhält  man  die  verschiedenen  Schwingungsweiten,  nämlich 

^)ie  nebmen  in  einer  geometrischen  Progression  ab,  deren  Exponent  e     ^  ist 

lifebmen  wir  jetzt  an,  es  sei  x*  —  --  positiv.     Man  setze  Z/  x*  —  —  =  y  . 
Für  9  erhält  man  alsdann 

und  wenn  man  die  Constanten  C,  C'durch  dieselben  Bedingungen,  wie  oben,  bestimmt: 

.  =  if[(«  +  r)*-^''-"-(»-y)«-*"^''"]. 

iJiese  Ctieichung  zeigt,  dass  %  nur  für  /  =  OO  verschwindet,  dass  der  bewegliche 
Punkt  sieb  dem  Scheitel  der  Cyclo'ide  nur  asymptotisch  nähert,  ohne  ihn  errei- 
ch eo  zn   können. 

Für   die  Geschwindigkeit  erhält  man 


4y 

^e    vv^cna»    anfangs,    aber  nur  bis  zu  einer  Zeit  l^^   welche    aus    der  Gleichung 

^     '^'^  SS i-  —   bestimmt  wird ,    nämlich  bis  zu  /•  =    —  /  •  — ^—  .     Man   sieht 

x-t-y  'yx  —  y 

die»  »o«  dem  Werthe  von 

^^  =g^(x'-y')«   '         l^(x-y)  -  (h +  y)^     J. 

Von  jener  Zeit  an  nimmt  v  ab  und  nähert  sich  der  Null  als  Grenze. 

'Wird    ~  —  X»  =  0,  so  erhält  man 
a 

J=-l«.ce-i"(iKi-l). 

jjj   diesem  Falle  kann  der  bewegliche  Punkt  den  Scheitel  ebenfalls  nie  erreichen« 
I>le  Geschwindigkeit  besitzt  für  <  »»  ^  x  ein  Maximum. 
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§.  17.  Bewegung. «inet  ichweren  Punktes  aof  einem  vertikalen  Krein  im 
stehenden  IfitteL  Ein  schwerer  Punkt  sei  genöthigt,  auf  einem  vertikalen  Krei>« 
sich  zu  bewegen,  es  wirke  aber  auf  ihn  der  Widerstand  eines  Mittels,  in  welchen 
er  sich  bewegt.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  Null,  die  Schwingungen  seien 
sehr  klein  und  verhSltnissmässig  langsam ,  d.  h.  der  Radius  a  des  Kreises  [der 
Pendelfaden)  sehr  lang.  Bedeutet  R  die  Beschleunigung  des  Widerstandes,  »o 
wird  die  Gleichung  der  Bewegung  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnungs weist 
des  §.  11.: 

~^^  gsm»  -  R. 

Die  Qrösse  R  wollen  wir  wieder  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  propor- 
tional setzen,  etw^  R  =  %v.  Dadurch  geht  unsere  Gleichung,  wenn  wir  zugleich 
auf  die  Relation  a  =  a  («  —  d)  Rücksicht  nehmen,  welche  uns  liefert: 

d8  d9'  d*$  d^9 

über  int 


"  =  di^  '"dl'      dfl 'dfi 


Diese  Gleichung  ist  nicht  linear,  unier  der  Voraussetzung  kleiner  SchwingaogeD 
wird  sie  aber  linear,  sobald  man  sin  ^  näherungs weise  durch  9"  ersetzt,  n&mlich: 

dfl  +-X    dt   +   «--^^Ö. 

Diese  Gleichung  ist  dieselbe,  wie  die  des  vorigen  §.,  nur  sieht  9  an  Stelle  von  * 
und  a  an  Stelle  von  4a.  Es  gelten  also  alle  dortigen  Schlüsse  auch  hier  mit 
Rücksicht  auf  diese  Modificationen  und  die  Beschränkung  auf  kleine  OscillatiooN 
amplituden.  Für  die  Bewegung  eines  Pendels  in  der  Luft  gelten  nahezu  die  Ctf 
setze  der  uns  vorliegenden  Bewegung,  indem  man  ohne  Fehler  innerhalb  d^r 
Beobachtungsgrenze  den  Widerstand  der  Luft  für  langsame  Schwingungen  drr 
Geschwindigkeit  selbst  proportional  setzen  darf.  Die  Zeit  des  Niederganjres  i«' 
etwas  grösser  als  im  leereu  Räume,  die  Oscillationsdaner  aber  ist  dieselbe. 
wie  dort. 

Es  ist  wichtig,   für  das  Pendelproblem  im  widerstehenden  Mittel  eine  allr< 
meine  Methode  zu  kennen,   welche  für  specielle  Gesetze  der  Beschleunigung  d^^ 
Widerstandes  Näherungen  mit  hinreichender  Schärfe   zulässt.     Die   folgende  M* 
thode,   welche  man  Cauchy  verdankt,    erfüllt  diese  Forderung    in    ausgeieirS 
neter  Weise.  ^^ 

Unter  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnungsweise  hat  man      -  am  gtim9  —  •'• 

und  •-  a  -  =s  r,  oder,  wenn  9  sehr  klein  ist,  wie  hier  immer  angenommen  werdfi 
soll,  näherungsweise 

Combinirt  man  diese  Gleichungen  so,  dass  man  die  zweite,  mit  einem  unbestiir*! 
ten  Coefficienten  X  multiplicirt  zur  ersten  addirt,  so  erhält  man  nach  einei  kl*-. 
nen  Transformation: 


'-'-i^+K- -¥•)+«-»• 


Nun  bestimmt  man  X  so,  dass  v  —  -     ^ '^^  v  -{- 19^  übergeht,  welches  fdr  V  sm -^  ^ 
d.  h.  für  X  =  Vga  -  i  erfolgt.    Man  hat  alsdann 
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Diese  Gleichung  ist  linear  und  kann  man  durch  Multiplicaiion  mit  e^  bewirken, 
das«  die  beiden  Ersten  Glieder  sich  in  ein  einziges  zusammenziehen  und  die  Glei- 
chang  die   Form  annimmt: 

~  +e     «  =  0  . 

Durch  Integration  von  /  =»  0  bis  t  =^  t  unter  Berücksichtigung  der  Bedingungen: 
p  SS  0,  ^  =»  a  für  /  :=»  0  erhält  man  nun 


—  / 


(o  +  l»)  -  X«  +  /•<?''  Rdt  =«  ü, 


oder  nach   Division  mit  e"    und  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  Z: 

0 

Ersetzt    man  nun  hierin  die  Kxponentialfunction  e  durch  den  gleichbedeu- 

tenden   poniooaetrischen  Ausdruck  cos  2^  -^  <  +  <  ^<'*  y   —t   und  setzt  die  reellen 
Bestandtheile,  sowie  die  imaginären  für  sich  einander  gleich,  so  findet  man: 

I,  =  (^tVga  -|  sinj/^^t'Rdi\sinj/^^t  -(  j  cos  j/ ^^  t  •  Hdt\  cos  f/ ^- i , 


0  0 


0  •  '0 

Aus  diesen  beiden  Formeln  zieht  man  folgende  Folgerungen. 

1.    Im  leeren  Räume  ist  o  =  0  für  /  ==  o  und  für  /  =»  »  1/  —  ,   d.  h.  für 

die    h«lbe  Oscillationsdauer ;  hier,  im   widerstehenden  Mittel  ist  für  t  ^=  ny  — 

die   Oeachwindigkeit  noch  nicht  Null,  vielmehr  ist  sie:    v  »>  I   cos  1/  -  i-  Hdi , 

m^r^UB    folgt»  dass  die  halbe  Oscillationsdauer  im  widerstehenden  Mittel   etwas 
gröaaer  ist,  als  im  leeren  Raum. 

2.    Für  <  =  »  it^  — ,  wofür  im  leeren  Räume  der  Ausschlagwinkel  -D-  =  —  « 

wird,   er^bt  sich  hier  d  ==  —  «  +  p=:   1    sin  y  ^i-Rdl  und  da  der  Werth  des 

Intepales  positiv  Ut  (weil  ^irij/^i  von  t  =  0  hiB  t  =  n  y  ~-   nur   positive 

Wertbe  hat  und  R  eine  absolute  Zahl  ist),  so  folgt,  dass  der  Ausschlagwinkel  im 
widerstehenden  Mittel  kleiner  ist,  als  im  leeren  Räume.  Die  Amplitude  wird  also 
durch  den  ^Viderstand  des  Mittels  verkleinert. 
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Wir   wollen   jetzt   insbesondere    die  Beschleanigung    des  Widerstandes  dem 
Quadrate    der    Geschwindigkeit    proportional,    also    /2   =    </  — r    setzen   and   sU 


Näherungswerth  die  Geschwindigkeit   im   leeren  Räume   für  o/nehmen,    nämlich 
II  =  aj/—  sinT/  —t.    Wir  fanden  nämlich  früher  für  sehr  kleine  Schwingungen 


d"  =  a  cos  J/  —  i  und  v  =s  —  ^  Äi'  *    woraus   dieser  Ausdruck    für   v   entspringt. 

Dadurch  wird  H  ^  — ^-  «V  1/  -  l  und  indeny  man  dies  in  die  obige  Formel  für  9 

aytr  r     a  " 

einführt,  geht  dieselbe  für  t  =  nj/    -  als  obere  Grenze  über  in  : 

0 

80  dass  also  die  Oscillationsdaner  sehr  nahe  gleich  der  Oscillationsdauer  im  leeren 
Räume  ist.  Die  Formel  für  9"  liefert  auf  dieselbe  Weise  für  den  Ausschlagwinkel  a, 
nach  der  ersten  halben  Schwingung 

oder  0 

sodass  mau  «{  aus  a  durch  Multiplication  mit  —  (l  —  i  %)  findet.  Ebeu»i> 
erhält  man  a^  aus  «i,  nämlich 

«,=«.(1  -  §15)  «•••f* 

Die  Werthe  «,  «i,  «s,  ...  bilden  (absolnt  genommen)  keine  geometrische  Pro 
gression,  da  in  dem  Multiplicator ,  welche  ein  folgendes  a  liefert,  das  Torfaer- 
gehende  a  selbst  vorkommt,  dieser  Multiplicator  also  nicht  constant  ist. 

§.  18.     £s  mögen  hier  noch  einige  Uebnngsauf gaben  über  die  Bewegung  auf 
vorgeschriebener  Bahn  Platz  finden. 

1.  Es  ist  gegeben  in  einer  Vertikalebene  ein  Punkt  Mq  und  eine  horizoo- 
tale  Gerade  G\  man  soll  durch  M^  diejenige  Gerade  hindurchlegen,  auf  welcher 
ein  schwerer  Punkt  von  Afo  aus  fallen  muss»  um  die  Gerade  G  in  der  kuraesten 
Zeit  zu  erreichen. 

2.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  an  die  Stelle  der  Geraden  G  eie 
in  der  Vertikalebene  liegender  Kreis  K  tritt. 

3.  Auf  der  convexen  Seite  einer  vertikalen  ebenen  Curve  liegt  im  höchsten 
Punkte  ein  schwerer  Punkt.  Man  ertheilt  demselben  eine  Geschwindigkeit  a  in 
der  Richtung  der  Tangente;  an  welcher  Stelle  und  mit  welcher  Geachwindigkeii 
verlässt  er  die  Curve? 

4.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  speziellen  Fall,   dass  die  Curve  ein  Kreis  i»t 
6.    Auf  welcher  in  einer  Vertikalebene  liegenden  Curve  muss  ein  schwerer 

Punkt  fallen,  damit  er  in  gleichen  Zeiten  um  gleiche  Höhen  sinke,  also  die 
vertikale  Fallhöhe  der  Zeit  proportional  und  die  Tangente  der  Anfangtlirc 
vertikal  ist? 


Y.  C»p.  Bewe^ang  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Fläche.  345 

6.  Ein  Ponkt  fUlU  aaf  einer  Corye,  welche  continuirlich  in  einen  vertikalen 
Kreis  übergeht  and  bewegt  sich  auf  der  Innenseite  desselben  weiter.  Die  Höhe, 
welche  er  bis  zum  Uebergang  auf  den  Kreis  durchfallen  hat,  ist  II;  die  lieber- 
^o^tan^ente  horizontal  und  liegt  der  Kreis  so,  dass  der  Punkt  auf  ihm  zuerst 
safsteigen  muss.  Wie  gross  darf  der  Radius  des  Kreises  höchstens  sein,  damit 
der  Ponkt  die  Bahn  nicht  verlässt? 

7.  Ein  Punkt  bewegt  sich  auf  einer  logarithmischen  Spirale  und  wird  nach 
dem  Pole  derselben  zu  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  von 
(fiesem  beschleunigt;  seine  Anfangslage  hat  den  Abstand  a  vom  Pol,  fi  ist  die 
Groftse  der  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Entfernung,  wie  gross  ist  die  Zeit, 

2i;icii  welcher  er  den  Pol  erreicht?    Die  Gleichung  der  Curve  sei  q  =  ae     , 


V.  Capitel. 

Bew^egunfi^  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Fläche. 

§.  1.     Durch  die  Anfangslage,  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  das 
Gesetz y  welches   die  Beschleunigung  befolgt,    ist    die  Bewegung   eines 
Panktes  vollständig  bestimmt;   wird   daher  noch   die  weitere  Bedingung 
/liozugefttgt,  dass  die  Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Fläche 
erfolgen  soll,  so  muss  noch  ein  Zwang  hinzutreten,  welcher  den  Punkt 
uothigt,   auf   derselben  zu  bleiben.     Dieser  Zwang  kann   aber,   wie   er 
auch  immer  beschaffen  sein  möge,  weil  er  auf  die  Geschwindigkeit  einen 
veiändernden  Einfluss  ausübt,  durch  eine  Beschleunigung  ersetzt  werden, 
die  mit  der  gegebenen  Beschleunigung  zusammen  eine  Resultante  liefert, 
welche  in  Verbindung  mit  der  anfänglichen  Geschwindigkeit  die  Bahn 
des  Punktes   und   die  Bewegung  desselben  in   ihr   der   zugefügten   Be- 
dingung  entsprechend  bestimmt.      Der  Zwang  wird  je  nach   den   Um- 
standen,  die  ihn  ausüben,  Widerstand   der  Fläche   oder  Spannung  und 
die  ihm  äquivalente  Beschleunigung  die  Beschleunigung  des  Widerstandes 
oder  der  Spannung  genannt.    Dieselbe  kann  an  jeder  Stelle  der  Bahn  in 
zwei  Componenten  zerlegt  werden,  von  denen  die  eine  in  die  Richtung 
der  Xormalen  der  Fläche,  die  andere  in  die  Tangenten  ebene  der  Fläche 
fallt    Die  letztere  Componente,  welche  von  der  Reibung  herrührt,  setzen 
vir  hier  gleich  Null  voraus,  sodass  also  blos  eine  Normalbeschleunigung 
des  Widerstandes  als  vorhanden  angenommen  wird. 

§.  2.  Den  Zwang,  welcher  den  Punkt  auf  die  Fläche  nöthigt, 
kann  man  sich  auf  verschiedene  Arten  ausgeübt  denken.  In  vielen 
Fällen  r^cht  es  aus,  die  Fläche  aus  einem  festen  Material  gearbeitet, 
aber  als  eine  unendlich  dünne  Schale  anzunehmen,  auf  deren  Innen- 
<^<ier  Aussenseite  der  bewegliche  Punkt  sich  befindet;  in  anderen  Fällen 
wird  man  es  vorziehen,  den  Punkt  als  zwischen  zwei  unendlich  nahen 
solchen  Schalen  beweglich  zu  denken.  Zuweilen  gelingt  es,  den  Punkt 
dorch  gespannte  Fäden  auf  die  Fläche  zu  zwingen;  so  z.  B.  kann  man 
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denselben  nöthigen,  auf  einem  Rotationsellipsoid  zu  bleiben,  indem  man 
ihn  durch   zwei   Fäden  von   der  Längensumme  gleich  der  Rotationsaxe 
mit   den  Brennpunkten  verknüpft.     Die  allgemeinste  Art,   einen  Fnnkt 
zu   nöthigen,   auf  einer  gegebenen  Fläche   zu  bleiben,    welche  zugleich 
das  Analogon   zu   der  Monge*schen   Fadenconstruction   Cap.  IV,   §.  4. 
darbietet,  beruht  auf  folgenden  Betrachtungen.    Durch  jeden  Punkt  einer 
Fläche  gehen  zwei  KrÜmmungslinien  hindurch ;  sie  bezeichnen  die  beiden 
Richtungen,   nach  welchen   hin   von  jenem  Punkte   aus   die   Fläche  un 
schwächsten  und  stärksten  gekrümmt  ist  und  schneiden  einander  recht- 
winklig.    Die   sämmtlichen    Krümmungslinien    einer  Fläche    bilden   auf 
dieser  zwei   Curvenschaaren ,  sodass  jede   Curve   der  einen  Schaar  alle 
Curven  der  anderen  Schaar  rechtwinklig  durchschneidet  und  beide  Scbaa- 
ren  mithin  die  ganze  Fläche   in   rechteckige  Flächenelemente  zerlegen. 
Die  Krümmungslinien   einer  Fläche  besitzen   die  Eigenschaft,   dass  die 
Normalen,    welche    in    zwei    unmittelbar  aufeinanderfolgenden   Punkten 
einer  solchen  Curve   auf  der  Fläche   errichtet  werden,    sich   schneiden. 
Legt  man  daher  in  allen  Punkten  längs  einer  Krümmungslinie  die  Nor- 
malen  an   die  Fläche,    so   bilden   diese   eine    abwickelbare  Fläche  nnJ 
berühren  eine  auf  dieser  abwickelbaren   Fläche   liegende  Curve.     Die<' 
Curve  ist  der  Ort  der  Krümmnngsmittelpunkte   aller  Normabchnitte  der 
Fläche,   welche   die  Krümmungslinie   berühren   und   enthält'  also   Mittel- 
punkte der  stärksten  oder  der  schwächsten  Krümmung,  je  nachdem  dir 
Krümmungslinie   eine  Linie   der  stärksten   oder  der  schwächsten  Krnm 
mung  ist.     Führt  man  diese  Construction  mit  sämmtlichen  Knimmun^^^' 
Hnien  aus,  so  erhält  man  zwei  Schaaren  abwickelbarer  Flächen,  welcb^ 
sich  paarweise  rechtwinklig  in  den  Normalen  der  Fläche  durchschneidet: 
und    eine  neue  Fläche,    auf  welcher  die  sämmtlichen   Orte   der  Krnm 
mungsmittelpunkte  der  in  den  Richtungen  der  stärksten  und  sehwächeti'n 
Krümmung  geführten   Normalschnitte   (Hauptnormalschnitte)    liegen  nnd 
also  selbst  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  aller  dieser  Hauptnonul* 
schnitte  darstellt.     Diese  Fläche  hat  zwei  Theile,  die  sich  in  einzelnt-t 
Fällen   von    einander  trennen,   von    denen    der    eine    die   Mittelpunkti 
stärkster,   der  andere   die  Mittelpunkte   schwächster  Krümmung  entbali. 
Da  durch  jede  Normale  ein  Normalschnitt  der  stärksten  und  ein  Normal« 
schnitt  der  schwächsten  Krümmung  hindurchgeht,   so  berührt  jede  N<'^ 
male  eine  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  der  einen  und  eine  Cn 
der  Krümmungsmittelpunkte  der  anderen  Art  und  da  diese  beiden  (*d 
ven  auf  der  Fläche   der  Krümmungsmittelpunkte  liegen,   aberVerachi 
denen   Theilen   angehören,    so   folgt,    dass  jede  Normale   diese  Flac 
doppelt  berührt,  nämlich  in  einem  Krümmungsmittelpunkte  der  stär 
und   einem  Krümmungsmittelpunkte  der  schwächsten  Krümmung.     A 
diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  die  sämmtlichen  Nonnalen  ei 
Fläche  eine  gewisse  Centralfläche  doppelt  berühren  oder  in  dem  Fs 
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dass  diese  Ib  zwei  getrennte  Theile  zerfällt,  zwei  Flächen  zugleich  be- 
rühren. Man  erkennt  daraas  weiter,  dass  man  nur  nöthig  hat,  eine 
Gerade  so  längs  der  Oesammtfläche  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte 
hingleiten  zu  lassen,  dass  sie  dieselbe  doppelt  berührt,  nämlich  in  einem 
Paskte  des  einen  nnd  in  einem  Punkte  des  anderen  Theiles,  wenn  einer 
ihrer  Punkte  gezwungen  sein  soll,  sich  auf  der  gegebenen  Fläche  selbst 
zu  bewegen,  welcher  jene  Fläche  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte  an- 
gehört. 

§.  3.     Die  Theorie   der  Bewegung  eines   Punktes    auf   gegebener 
Flache  nimmt  einige  Lehren   der  Geometrie  über  die  kürzesten  Linien 
(auch  geodätische  Linien   genannt)   in  Anspruch ,    welche .  wir   zunächst 
entwickeln  wollen.     Die  kürzesten  Linien  auf  Flächen   sind  durch    die 
Eigenschaft  charakterisirt,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte  der  Krümmungs- 
halbmesser,   also   auch   die  Hauptnormalc   derselben   mit   der   Normalen 
der  Fläche  zusammenföllt  oder  also  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten 
Linie  durch  die  Normale  der  Fläche  geht.     Um  diese  Eigenschaft  ganz 
eleiHentar  zu  beweisen,   nehmen  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall  an, 
an  welchen   sich   der  Fall   bei  einer  allgemeinen   Fläche   zurückführen 
läaat,  nämlich  dass  die  Fläche  aus  zwei  Ebenen  £,  l!  bestehe,  welche 
bich  in  einer   Geraden  d  schneiden.     Soll  von    einem   Punkte  Ä  \vl   E 
nach  einem  Punkte    ^  in  J^  über   die  Fläche  hin   eine  kürzeste  Linie 
gezogen  werden,  so  wird  diese  die  Kante  d  in  einem  gewissen  Punkte  G 
schneiden   und   ist  zunächst  klar,    dass    die   Stücke  ÄC  und  CB   dieser 
kürzesten  Linie   geradlinig  sein  müssen.     Nun  muss   aber  C  so  gewählt 
werden,  dass  ÄC  •\'  CB  ein  Minimum  werde.    Um  die  hierzu  erforder- 
liehe Lage   des   Punktes  C  zu  erkennen,   drehen   wir  die  Ebene  £  so 
lange  um  die  Kante  d  um,  bis  sie  in  die  Ebene  E  hineinfällt,  aber  so, 
dass  Ä  und  B   auf  entgegengesetzte  Seiten   von  d  zu   liegen  kommen. 
Durch  diese  Drehung  wird   die  Länge  der  kürzesten  Linie   nicht  geän- 
dert und  muss  folglich  AC  +  CB  auch  nach  derselben  in  der  Gesammt- 
ebene  die  kürzeste  Linie   sein,  welche  von  A  nach  B  gezogen  werden 
kann.     In    der  Ebene  aber  ist  die  Gerade   die  kürzeste  Linie.     Daher 
mnss  der  Pnnkt  C  so  gewählt  werden,  dass  AC  +  CB  beim  Znsammen- 
faüen  der   Ebene  E^   H  in   eine  Gerade  übergeht.     Hierdurch  ist   die 
Lage  von  C  auf  der  Kante  d  vollkommen  bestimmt.    Dieser  Punkt  muss 
so  liegen,  dass  die  Winkel,  welche  AC  und  CB  mit  ef,  in  demselben  Sinne 
genommen,  bilden  sich  zu  it  ergänzen.  —  Nehmen  wir  jetzt  an,  die  beiden 
Ebenen  E^  J^  bilden  einen   unendlichkleinen  Winkel  mit  einander,   so 
wird  der  Pankt  B  bei  der  Drehung  der  Ebene  E^  um  die  Kante  d  einen 
nnendHchkleinen  Kreisbogen   BB'  um  d  als  Rotationsaze  beschreiben, 
dessen  Ebene  mithin  senkrecht  steht  auf  d  und  dessen  Mittelpunkt  der 
Fiuspunkt   des   Perpendikels  ist,   welches  von   B  auf  d  gefällt  werden 
kann.    Dieser  nnendlichkleine  Kreisbogen  fällt  mit  der  Richtung  seiner 
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Tangente   zusammen   und    steht    senkrecht  anf  der  Ebene  J^  in  ihrer 
ursprünglichen  Lage,    sowie    nach   der    unendlichkleinen   Drehung  und 
folglich   senkrecht  auf  E,     Daher  steht  auch   die  Ebene  BCff^  welche 
den  kleinen  Kreisbogen  enthält,  oder  die  mit  ihr  identische  Ebene  i^C£ 
senkrecht  auf  E  und  geht  durch  die  Normale  von  E^  welche  in  Ä  errich- 
tet werden  kann.  —  Die  beiden  Ebenen  E^  E  seien  nun  zwei  aufeinander- 
folgende  Tangentenebenen   einer  Fläche;   dann  sind   also  AC  und  CB 
zwei    aufeinanderfolgende  Elemente    einer  Curve  auf  der  Fläche,    die 
Ebene  ACB  ist  ihre  Schmiegungsebene  in  Ä  und   enthält  die  Normale 
der  Fläche   in  Ä  als  ihre  Hauptnormale   oder  die  Richtung  des  Kram- 
mungshalbmessers  der  Curve  in  A.    Wenn  nun  aber  eine  Linie  swischen 
irgend  zweien  ihrer  Punkte  eine   kürzeste  sein  soll,   so   musB  sie  diese 
Eigenschaft  auch  in  ihren  Bogenelementen  besitzen,  d.  h.  zwischen  svei 
unendlichnahen  Punkten,    welche   auf  zwei  aufeinanderfolgenden  Ttn- 
gentenebenen  liegen.     Demnach    besteht    der  Satz:     Jede    kürzeste 
Linie    auf    einer  Fläche    besitzt  die  Eigenschaft,   dass  ihre 
Schmiegungsebene   in  jedem  ihrer  Punkte    durch    die  Not- 
male   der  Fläche  in   diesem  Punkte  hindurchgeht,    also  «of 
der  Tangentenebene    der    Fläche    senkrecht    steht    und   ihr 
Krümmungshalbmessrr  in   die  Richtung  der  Normalen   fällt. 
§.  4.    Da  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten  Linie  die  Normale  der 
Fläche  enthält,  so  folgt,  dass  der  Normalschnitt  der  Fläche  mit  ihr  zwei 
aufeinanderfolgende  Bogenelemente,  folglich  auch  die  Krümmung  gemeiu 
hat.   Ziehen  wir  jetzt  auf  der  Fläche  irgend  eine  beliebige  Curve  und  neh- 
men auf  derselben  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  ilf ,  ilT,  M^  (Fig.  12-. 
an,  verlängern  das  Bogenelement  MM  um  sich  selbst,   wodurch  wir  v\ 
einem  Punkte  iV  gelangen  und  ziehen  iVJtf",  so  wird  die  Längo  der  linif 

iVil/",  welche  als  unendlichkleiner  Kreisbogen  anzubehet 
ist,  erhalten,  indem  man  M'N  oder  MM'  mit  dem  Coc- 
tingenzwinkel  N  M'M''  multiplicirt.    Daher  ist  dieser  Con- 

tingenzwinkel  selbst  -  — j^ .    Nun  ist  aber  der  Krümmung^- 

MM 

halbmesser  der  Curve  MMM'  ...  in  M  gleich  dem  Bogenelemente  MM 

dividirt   durch    diesen   Contingenzwinkel.     Derselbe   wird    daher    '  .'    . 

In  Mt  legen  wir  jetzt  die  Tangentenebene  an  die  Fläche;  sie  wir: 
die  Tangentenebene  des  Punktes  M  in  einer  Geraden  d  schneiden.  Aa* 
die  Tangentenebene  in  M'  fallen  wir  von  iV  das  Perpendikel  fi{)\  da 
durch  erhalten  wir  MfQ  als  das  zweite  Element  einer  kürsesten  Lini^ 
welche  mit  der  Curve  MMM"  ...  die  Tangente  in  Af,  mit  dem  durch  die><* 
Tangente  geführten,  die  Curve  MM'M"'  ,.,  also  gleichfalls  berührenden 
Normalschnitte  der  Fläche  aber  beide  Elemente,  also  auch  der  Krum* 
mung  gemein  hat.     Denn  wenn   die  Tangentenebene  des   Punktes  .V 
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darch  Drehang  um  d  in  die  Lage  der  Tangentenebene  des  Punktes  M 
gelangt,  so  bescbreibt  Q  einen  unendlicbkleinen  Kreisbogen,  welcher 
von  seiner  Tangente  QN  erst  nm  Unendlichkleines  zweiter  Ordnung 
abweicht.    Daher  ist  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnitts  MM'Q, 

welcher  die  Curve  in  M  berührt,  ähnlich  wie  vorher  -^,7-  • 

NQ 

Der  unendlichkleine  Winkel  M"M'Q,  welcher  gebildet  wird  von  dem 

zweiten  Bogenelemente   ÄfM"  der  gegebenen   Curve   und   dem  zweiten 

Bogenelemente  JifQ  der  kürzesten  Linie,   welche  dieselbe  in  M  berührt, 

heisst  der.  geodätische  Contingenzwinkel  der  gegebenen  Curve 

impQnkte  M,    Legt  man  durch  Jlf  gleichfalls  eine  kürzeste  Linie,  welche 

mit  der  Curve  MHtM^  , . .  das  zweite  Bogenelement  HfJif'  gemein   hat, 

sie  also  in  Jif  berührt,  so  kann  man  den  geodätischen  Contingenzwinkel 

einer  Curv6   in   einem  Punkte  M  auch   definiren   als  den  verschwindend 

kleinen  Winkel  der  beiden,   die  Curve  in  M  und  dem   nächstfolgenden 

Punkte  9t  berührenden  kürzesten  Linieuw    Das  Bogenelement  MM'^  dividirt 

darch  ihn,  heisst  der  Halbmesser  der  geodätischen  Krümmung, 

sowie   der    reciproke  Werth    hiervon    die    geodätische    Krümmung 

selbst.      Daher    stellt    \::^t    den    Halbmesser    der    geodätischen    Krüm- 

moDg  dar. 

Bezeichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  der  Curve  DIM'M"  . . .  mit 
P,  den  des  sie  in  M  berührenden  Normalschnitts  oder  der  bie  berührenden 
kürzesten  Linie  MM'Q  mit  R  und  den  der  geodätischen  Krümmung  mit  (», 
60  hat  man 

«     ♦  111 


NM"  '  NQ  *  QM' 

oder  111 

-:-:-  =  NM"' :  NQ  :  QM'\ 

lo  dem  unendlichkleinen  rechtwinkligen  Dreieck  ßf'QN  stellt  Winkel 
-V.V'O  ==  ^  den  Neigungswinkel  der  Schmiegungsebene  der  Curve  MMM' 
^egen  die  Tangentenebene  dar  und  hat  man  weiter 

iVilf":  NQ  :  QM'  =  1  i  sin  ^  -  cos  %^ 
ond  mit  Hülfe  dieser  Proportion  also 

—  \  -   '.  --  z=  1  :  sin  9  :  cos  & , 
9      ^      Q 

Q  :=.  R  sin  &,      Q  =    -^--  =z  Rtg^. 
^  ^      ^         cos  ^  ^ 

Die    Oieichnng   p  =  /}  sin  9    enthält    den    Meunier^schen    Satz. 

Wenn  nämlich  ^  der  Winkel  ist,  den  die  Schmiegungsebene  MUfM'*  mit 

der  Tangentenebene  in  M  {At  fällt  mit  M  zusammen)  bildet,  so  ist  ^>t  ^ 

der  Cosinus   der  Neigung  l  derselben   Ebene   gegen   den  Normalschnitt 

lind  sagt  die  Gleichung   q  =^  R  cos  X  aus,    dass   der  Krümmungs- 


350  Bewegung  eines  Punktes  aaf  Torgeschriebener  Fläche.  V.  Cap. 

mittelpnnkt   der  Curve  MM^M*'  erbalten  wird,   wenn  man  den 
Krümmungsmittelpnnkt    des    Normalscbnittes,    welcher  die 
Cnrve  berührt,  auf  die  Schmiegungsebene  derselben  proji- 
cirt.      Daher    liegen     die    Krümmungskreise    aller    CaiTtit, 
welche  mit  dem  Normalschnitte  die  Tangente  gemein  haben, 
anf   einer    Kugel,    welche    den    Krümmungsmittelpnnkt  de» 
Normalschnittes   zum   Mittelpunkte  hat.     In  der  letxteren  Fas- 
sung kann  man  den  Meuni  er 'sehen  Satz  unmittelbar  an  der  Hand  der 
Figur  einsehen.     Durch   die  vier  Punkte  i%f,  M'j  At\  Q  lässt  sich  näm- 
lich eine  Kugel  legen,  welche  die  beiden  Kreise,  die  durch  ^ie  Ponkte 
M,  Hty  M"  einerseits  und  My  At,  Q  andererseits  möglich  sind,  enthält. 
In  der  Grenze  sind  dies  die  Krümmungskreise  der  ünrve  MAf3t\  ..  ond 
des  Normalschnittes  MM'Q.  . . .   Da  die  Kugel  mit  der  Fläche  das  Element 
M'M^Q  gemein  hat,  welches  in  der  Tangentenebene  des  Punktes  Af  ver- 
schwindet,  so  berührt  sie  die  Fläche  in  M  und  da  die  Ebene  des  Nor- 
malschnittes senkrecht  zur  Tangenten  ebene  ist,  so  ist  sein  Krümmoogs- 
kreis  ein  grösster  Kreis  der  Kugel  u.  s.  w. 

Nach  den  obigen  Formeln  wird  der  Halbmesser  der  geodä- 
tischen Krümmung  erhalten,  indem  man  den  Krümmungs- 
halbmesser der  Curve«  durch  den  Cosinus  seiner  Neignn^ 
gegen  die  Tangentenebene  der  Fläche  dividirt.  Hieraus  er- 
hellt weiter,  dass  der  Halbmesser  der  geodätischen  Krümmung 
und  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnittes  dieKt- 
theten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind,  dessen  Höhe  der 
Krümmungshalbmesser  der  Curve  ist  (Fig.  123.).  Constmirt  biab 
daher    den   Krümmungshalbmesser    des  Normalschnittes  in   M  und  fällt 

von  seinem  Mittelpunkte  C  ein  Perpendikel  anf  d*K 
Schmiegungsebene  einer  Curve  M3tM\  welche  den 
Normalschnitt  in  M  berührt  und  verlängert  dieselbe 
bis  zum  Durchschnitt  E  mit  der  Tangentenebene  in  M, 
so  ist  ßiE  der  Halbmesser  der  geodätischen  ELrfimmDng 
Im  Gegensatze  zur  geodätischen  Krümmung,  welch«' 
die  Abweichung  einer  Curve  von  dem  berührenden  Normalschnitte  im 
Auge  fasst,  nennt  man  die  Krümmung  im  gewöhnlichen  Sinne,  wekbe 
die  Abweichung  von  der  Tangente  angibt,  die  absolute  Krümmang. 

Der  Contingenzwinkel  QMlii'  der  geodätischen  Krümmang  f3Üh  ic 
die  Tangentenebene  der  Fläche;  legt  man  nun  in  allen  Punkten  drr 
Curve  MM'M"  ...  an  die  Fläche  die  Tangentenebene,  so  bilden  »H^ 
diese  Tangentenebenen  eine  abwickelbare  Fläche,  auf  welcher  die  Cnrvr 
liegt.  Jede  Tangente,  wie  ^iV  ist  auf  die  folgende  Tangentenebene  i« 
projiciren,  um  den  Schenkel  M'Q  des  Contingenzwinkels  der  geoditischfr. 
Krümmung  zu  erhalten.  Wickelt  man  die  Fläche  der  Tangenten ebenri 
ab,  indem  man  jede  Ebene  um   die  Schnittlinie  <f,  welche  sie  nut  d^r 
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Fig.  Ii4. 


folgenden  Ebene  gemein  bat,  so  lange  nmdrebt,  bis  sie  in  diese  binein- 
Mt,  80  gebt  die  Curve  in  eine  gewisse  ebene  Deformationscarve  über, 
deren  Contingenzwinkel  offenbar  die  Contingenzwinkel  der  geodätiscben 
Krömmang  jener  sind.  Da  bierbei  die  Curvenelemente  selbst  nicbt  ge- 
ändert werden,  so  folgt  der  Satz:  Der  Halbmesser  der  geodäti- 
schen Krümmung  einer  Curve  ist  gleicb  dem  Krümmungs- 
halbmesser der  Deformationscurve,  in  welcbe  die  gegebene 
Cnrve  übergebt,  wenn  man  die  abwickelbare  Fläcbe,  welcbe 
von  den  Tangentenebenen  der  Fläcbe,  auf  welcber  die  ge- 
gebene Curve  liegt,  längs  dieser  gebildet  wird,  in  eine 
Ebene  ausbreitet. 

§.  5.     Der  beweglicbe  Punkt  befinde  sieb  zur  Zeit  /  im  Punkte  M 

»einer  Babn    (Fig.  124.)  .und   besitze   die    Gescbwindigkeit  v  längs   der 

Tangente   derselben;    die   gegebene  Bescbleunigung  sei   if;  und   die   Be- 

äcblennigung    des   Normalwiderstandes    iV. 

Die  Bescblennigung  i^  zerlegen  wir  in  zwei 

Componenten,  eine  tangentielle  if;/  und  eine 

normale   ^„;    letztere    föllt  mit   iV  in    die 

Xormalebene  der  Bahn   und   bildet  mit  iV 

eine  Resultante  9«.    Die  beiden  Bescbleu- 

Digungen  ^/  und  9«  =  Res,  (1/;« ,  iV),  welcbe 

zusammen    dem   System    der    beiden    Be- 

»chleanigungen  tlf  und  N  äquivalent  sind, 

äind  die   Tangential-    und    Centripetalbe- 

schleunigung    der   Bewegung  und  es    be- 
stehen daher  die  beiden  Gleichungen 

~dJ  —  '*"    y  ==  ^^*-  ^*'"  ^)- 

In  diesen  Gleichungen  ist  N  zwar  seiner  Richtung,  aber  noch  nicht  sei- 
ner Grösse  und  seinem  Sinne  nach  bestimmt,  q  aber  ist  noch  gänzlich 
unbekannt.  Zur  Bestimmung  beider  Grössen  fahrt  aber  Folgendes. 
Durch  die  Normale  der  Fläche  und  die  Tangente  der  Bahn  legen  wir 
den  die  Bahn  berührenden  Normalschnitt  und  construiren  über  seinem 
KrünmiuDgskreise  als  grösstem  Kreise  eine  Kugel.  Diese  Kugel  enthält 
den  Krümmiingskreis  der  Bahn  in  M  und  ein  Perpendikel  von  dem 
Mittelpunkte  C  der  Kugel  auf  die  Ebene  dieses  Krümmungskreises  lie- 
lert  den  KrümmuDgsmittelpunkt  G  derselben,  welcher  auf  der  Richtung 
der  Centripetalbeschleunigung  9«  ==  MH  sich  befindet.  Denkt  man  nun 
da«  Perpendikel  CG  über  G  hinaus  nach  ^,  nämlich  bis  an  die  Tan- 
gente der  Fläche  verlängert,  welche  in  die  Normalebene  der  Bahn  fällt 
Qnd  projicirt  q>H  oder  was  dasselbe  ist,  1^;,  auf  diese  Tangente  als  MD, 
so  besteht  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
^f^EuuA  MD H  die  Gleichung  MG-MH  ==  ME- MD,  d.h.  9- 9«  =  ME  MD 
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oder  da  gtpt^  =  v^  ist,  ME  •  MD  =  v^.  Da  nun  ^^  als  gegeben  aotn- 
sehen  ist,  so  kann  man  seine  Frojection  MD  auf  die  Tangentenebene 
der  Fläche  in  M  finden  und  gewinnt  dadurch  ill^  als  dritte  Proportio- 
nale zu  V  und  MD  (z.  B.  dadurch,  dass  man  MA  :=z  MB  =  v  auftragt 
und  zu  ^,  ^  und  D  den  vierten,  dem  D  zugeordneten  harmonischen 
Punkt  E  sucht).  Sobald  aber  der  Punkt  E  bekannt  ist,  bestimmt  die 
Verbindungslinie  CE  desselben  mit  dem  Mittelpunkte  der  oben  gedach- 
ten Kugel  die  Lage  von  tpn  und  ist  in  dem  Parallelogramme  MH  alles, 
insbesondere  auch  die  Widerstandsbeschleunigung  v  vollkommen  bestimmt. 
Dem  vorigen  §.  gemäss  ist  ME  nichts  anderes,  als  der  Radius  der  geo- 
dätischen Krümmung  der  Bahn   Q  = -,  wenn  O  den  Winkel  bcdeu- 

cos  V 

tet,   den   die  Schmiegungsebene  der  Bahn   mit  der  Tangenten  ebene  der 
Fläche  bildet.    Die  Componente  MD  von  t/'i,,  welche  in  die  Tangenten- 

*      '  2  5  5 

V  V  t 

ebene  fallt,   ist  offenbar  op„  cos  d'  =  —  cos  ^  oder   -.  also    ^   , 

Q  q:  cos  &  ^ 

d.h.  wenn  man  die  gegebene  Beschleunigung  ^  in  drei  Com- 
ponenten  zerlegt,  die  eine  i^/  längs  derTangente  der  Bahn. 
die  andere  längs  der  Normalen  der  Fläche  und  die  dritte 
längs  der  Schnittlinie  der  Tangentenebene  der  Fläche  mit 
der  Normalebene  der  Bahn,  so  wird  die  letztere  Compo- 
nente erhalten,  indem  man  das  Quadrat  der  Geschwindig- 
keit durch  den  Radius  der  geodätischen  Krümmung  dividirt. 
Was  den  Widerstand  iV  betrifft,  so  bedenke  man,  dass,  weil  a>«  die 
Resultante  von  tf;„  und  iV  ist,  die  Summe  der  Projcctionen  der  beiden 
letzten  Grössen  auf  eine  beliebige  Axe  gleich  der  Projection  von  f. 
ebendahin   sein   muss.     Wählt   man  nun    zu  dieser  Axe  die  Flächennor- 

male  MC,   so  erhält  man  —   sin  -^  =  iV  +  ^„  «>i  X^  wenn  ^,g  mit  ,¥/' 

Q 
den  Winkel  l  bildet.   Nach  dem  Meun  ier^schen  Satze  ist  aber  ^  =  /^  sin  ^. 

daher  wird  i^? 

iV  =         —  1/;,  sin  l . 

Ebenso   gross  würde   offenbar  auch  N  sein,  wenn  der  bewegliche  Punkt 
sich  auf  dem  Normalschnitte  bewegen  würde. 

Genau  in  derselben  Weise,   wie  Cap.  IV,  §.  3.,  versteht  man  ascii 
hier   unter  Centrifugalbeschleunignng   die   der  Centripetalbescbleaniguni: 
(pn^  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigung  (p-^^  und  ebenso  unter  Druck 
beschlenniguug  die  der  Widerstandsbeschleunigung  entgegen gesetst  gleic^f 
Beschleunigung.    Letztere  ist  demnach  die  Resultante  von  ^«  und  ^.» 

§.  6.  Für  den  speziellen  Fall,  dass  ^  =  0  ist,  der  Pankt  »icL 
also  blos  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  unter  Einfluas  der  Widrr- 
»tandsbeschleunigung  v  auf  der  Fläche  bewegt,  folgt  aus  der  ersten  Gl«*) 

chung   des   §.  5,   nämlich         =  0,    dass    die  Geschwindigkeit  conala^. 
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die  Bewegang  also  eine  gleichförmige  ist.  Aus  der  zweiten  Gleichung 
oder  auch  aus  der  Figur  des  Parallelogramms  MH  folgt  weiter,  dass 
die  Centripetalbeschleunigung  (pn  mit  N  nach  Grösse  und  Richtung  zu- 
sammenfallt. Demnach  hat  der  Krümmungshalbmesser  die  Eichtnng  der 
Flächennormale  und  ist  die  Bahn  eine  geodätische  Linie.  Die 
Widerstandsbeschleunigung,  welche   den   Punkt   auf  die   Fläche   zwingt, 

ist  demnach     -  und   folglich  umgekehrt  proportional   dem   Krümmungs- 

lialbmesser  des  berührenden  Normalschnittes. 

Als  zweiten  speziellen  Fall  wollen  wir  annehmen,  es  sei  if;  stets 
normal  zn  der  Fläche.  In  diesem  Falle  ist  tf;/  =  0  und  die  Bewegung 
ebenfalls  gleichförmig.  Die  Centripetalbeschleunigung  (pn  fällt  auch  hier 
in  die  Flächennormale,  es  ist  if;„  =  iV  -f"  ''/^  '^^^  ^^ö  Bahn  gleichfalls 
oine  geodätische  Linie.     Für   die  Widerstandsbeschleunigung  folgt  also 

R  ^ 

§.  7.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vor- 
geschriebener Fläche  in  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
syRtem  der  a:,  y,  z  sind,  wenn  iV^,  Ny^  iV-  die  Componenten  der  nor- 
malen Widerstandsbeschleunigung  iV  bedeuten: 


y 


wozu  noch  kommen: 


F  {x,  y,  z)  =  0 

X         IM  AT      —^Z      ^^      ^^ 

iV,  :  iVy  :  iV,  —  ^^  :  ^^  :  ^^  , 

von  denen  die  zweite  ausdrückt,  dass  der  Punkt  auf  der  Fläche  F  =  0 
liegen  soll  und  die  Proportion  sagt,  dass  der  Widerstand  die  Richtung 
der  Normalen  besitzt. 

Bezüglich  der  Anwendung  der  Principe  der  Bewegung  rücksichtlich 
der  Integration  dieser  Gleichungen  ist  zu  bemerken,  dass  die  Beschleu- 
nigQDg  des  Widerstandes  in  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  nicht 
auftritt;  denn  die  Elementararbeit  derselben  ist  Null,  weil  ihre  Richtung 
senkrecht  zum  Elemente  der  Bahn  ist. 

§.  8.    Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  anf  der  Kngelfl&ohe.    Ein  schwerer 

r<inkt  sei  gezwungen,  sich  anf  einer  Kngelfläche  zu  bewegen.     Der  Zwang  kann 

'tidarch  ausgeübt  werden,   dass   der  Punkt  durch   einen   nicht  dehnbaren  Faden 

init  dem  Kugel mittelpnnkte  vorknüpft  wird.     Der  Faden  beschreibt   eine   Kegel- 

Sehen,  Theorie  d.  Bew.  a.  d.  Kräfte.  23 
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fläche,  daher  beisst  der  einfache  Apparat  ein  conisches  Pendel;  der  Pankt  ver* 
lässt  die  Kugelfläche  nicht,  daher  heisst  er  auch  ein  sphärisches  Pendel. 

Den  Mittelpunkt  der  Kugel  wählen  wir  sum  Ursprung  eines  rechtwinkliir^n 
Coordinatensystems  der  x,  y^  z  (Fig.  125.),  dessen  o:- und  y-Axe  horizontal,  dessen 
positive  z-Axe  vertikal  abwärts  gerichtet  ist.  Es  sind  alsdann  die  Componeoteu 
der  Beschleunigung  der  Schwere:  X=sO,  J^=o,  Z=^g  und  da  für  r  alsKogel- 

radius  —  — ,    — 


— , die    Richtungscosinnsse    der   normalen    Widerstands- 


beschleunig^ung  N  sind,    so  hat  man  für  deren  Componenten:    Sx  =  —  .V 

lYs  =  —  y  ^  und  daher  sind  die  Gleichungen  der  Bewe^nn^ 


— X 


dl*' 
dh 
dt* 


—  N 


r 


g-y-^, 


wozu  noch    die    Gleichung   der    Kugelfläche   hinzatritt. 
nämlich : 

a^  +  y'  +  z*  =  r». 

Zunächst  gibt  uns  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ein 
Integral  dieser   Gleichungen.     Es  ist  nämlich  für  *iU 
Kräfte function  dl/  =ss  gdz,  also  U  =!  gz  '^'  h  und  daher 

V*  ^2gz  +  C; 

sodann  aber  gilt  auch  das  Princip  der  Flächen  in  Bezug  auf  die  horizontale 
^-Ebeue.  Es  fällt  nämlich  sowohl  die  Richtung  der  Beschleunigung  g^  als  aac). 
die  Widerstandsbeschleunigung  y  in  die  Vertikalebene,  welche  durch  den  bewt-c 
liehen  Punkt  und  die  z-Aze  geht,  es  schneidet  folglich  die  Resultante  von  g  an.i  A 
stets  die  z-Axe  und  geht  daher  ihre  Projection  auf  die  j::^- Ebene  fortwäbreri 
durch  den  Coordinatenursprung.    Das  Integral,  welches  das  Flächenprincip  liefert, 

"'^*^^'-  dy  dx        ^ 

""di^^df^^' 
Wir  wollen  jetzt  beide  Integrale  durch  Polarcoordinaten  ausdrücken.    Diese  seien 
ausser  dem  constanten  Radiusvector  r  zwei  Polarwinkel,  von  denen  der  eine,  9< 
die  Neigung  der  durch  den  Radiusvector  und  die  z-Aze   gehenden  Ebene  fe^rea 
die  ^z -Ebene  angibt,  während  der  andere,  ^j  der  Winkel  sei,  welchen  der  Radiär- 
vector  mit  der  z-Axe  bildet.     Bei   constantem  9  würde  nun  der  Punkt  Jf  einen 
unendlichkleinen  Kreisbogen  rdfp  beschreiben,  wenn  ^  sich  um  d^p  ändert;  bei 
constantem  '^  dagegen  einen  zu  der  Ebene  von  ^  rechtwinkligen  anderen  uiieDii 
lichkleinen  Kreisbogen  nintffdtp  vom  Radius  rsinip^  wenn  9  sich  um  d^  äailert. 
Daher  ist  das  Bogenelement  der  sphärischen  Bahn  des  Punktes  M  die  Quadrat 
wnrzel  aus  dem  Ausdrucke 

und  wird  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dasselbe  beschrieben  wird 

Dadurch  geht  unser  erstes  Integral  mit  Rücksicht  auf  z  ^am  r  cot  ^  über  in  ^'' 
folgende  Form: 
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norin  A  die  Stelle  von   -^  yertritt.     Das   zweite  Integral   nimmt,  wenn  man  be- 

denkt,  dass  der  doppelte  Elementarsector  in  der  o::^- Ebene  r*  sin^iftdfp  zum  Aus- 
drucke hat,  die  Form  an: 

worin  -=sC  gesetzt  ist.     Eliminirt  man  mit  Hülfe  dieses  Integrales  aus  dem 

ersteren  die  Grösse    ,— ,  so  erhält  man 

dt 


{—)  +---==    -^  cosib  4-  A 


nnd  hieraus,  wenn  für  die  Anfangslage,   d.  h.  für  t  =  0  die  Winkel  qp  =  0  und 
^  =  fpo  werden,  zunächst 

sin  iff  diff 

l/—  C^  +  (a  +  ^  cos  -V»)  ÄiV  <ilf 

lowie,  wenn  man  den  dieser  Gleichung  zu  Grunde  liegenden  Ausdruck  für  dt  in 
das  zweite  Integral  einführt 

tp  =  C   / ftnj>rfjj 

t/    sin^tffj/--  C  +  (j4  +  -^  cos  ^)«fn«  ^ 

Von  den  beiden  so  gewonnenen  Gleichungen  stellt  die  letztere  die  Gleichung  der 
Bahn  in  den  sphärischen  Coordinaten  9),  '^  dar,  während  die  erste  'if/  als  Function 
der  Zeit  und  hierauf  mit  Hülfe  der  letzten  auch  tp  als  Function  der  Zeit  zu  be- 
istimmen Terhilft.  Die  beiden  hier  vorliegenden  Quadraturen  kommen  auf  ellip- 
tische Integrale  zurück,  da  die  Wurzel  im  Nenner  derselben  cos^  ^  enthält,  wenn 
man  cos  ip  als  Integrationsvariabele  ansieht  und  mithin  werden  9  und  fp  durch 
elliptische  Functionen  der  Zeit  dargestellt. 

Die  beiden  Oonstanten  C  und  A  kann  man  leicht  durch  die  Coordinaten  der 
Anfangslage  und  die  Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  ausdrücken.    Die 

Widen  Differentialquotienten  -  -  und  -^  drücken  nämlich  zwei  Winkelgeschwindig- 

Witen  aus  und  wenn  wir  ihre  Werthe  zur  Zeit  /  =  0  mit  q^Q  und  '^'0  bezeichnen, 
10  erhalten  wir  durch  die  beiden  ersten  Integrale,  indem  wir  sie  auf  den  Anfang 
der  Bewegung  anwenden: 

sin'  fffQ  •  9*0  =  C,        '^'0*  +  sin*  fpQ  •  qp'o* cos  ipQ  ^=  A. 

r 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  vq,  deren  Richtung  die  Kugelfläche  berührt,  kann 
man  in  zwei  Componenten  zerlegen,  von  denen  die  eine  Uq  in  die  Ebene  der  xz 
räiit  und  senkrecht  zum  Radius  der  Kugel  ist;  sie  hat  die  Grösse  Uq  =  t^'q.  Die 
ssdere  wq  ist  senkrecht  zur  rrz-Ebene  und  wird  durch  Wq  =  r  sin  ip^  •  fp*Q  darge- 
üAM.    Durch  Einfuhrung  von  ti^  und  wq  erhält  man  daher  jetzt 


r 


r*  r  r*  r 


Die  Darstellung  der  obigen  Integrale  für  i  und  qp  in  der  canonischen  Form 
erfordert  eine  sorgfältige  Untersuchung  der  Wurzelgrösse,  welche  in  denselben 
▼orkommty  woraus  wir  zunächst  einige  Folgerungen  über  die  Natur  der  Bewegung 
des  Pendelpunktes  ziehen.    Es  ist  dem  Obigen  zufolge  das  Zeitdifferential 

23  ♦ 
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sin  Jb  dfb 
dt  =       T^-=  ^-—jt:^-Z.—Z- —  . 

^  +  (^  +  -'^  cos  ^J  «V  ^ 
Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

und  schliessen  hieraus,  dass  die  Werthe  von  ^,  welche  die  Wnrzelgrofse  lun 
Verschwinden  bringen,  cos  i^  zu.  einem  Minimum  oder  Maximum  machen,  foli^lid 
selbst  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  sind,  deren  jff  fähig  ist.  Nnn  iit  di^ 
Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  nach  Potenzen  Yon  eos  ip  geordnet 

-  ^  |co«'  -^  +  ^^  cos^  ^  —  CO*  ^  -  2^  (^  -  C«)| , 

Ar  C^r 

oder,  wenn  man  cos  ib  =»  x,    zr-  =  a,     -—  =»  b  setzt  und  den  Inhalt  der  KUn 

mer  mit  y  bezeichnet 

y  =B  x^  -^  ax*  —  oj  +  6  —  a 

und  die  cubische  Gleichung  ^  =ss  o  ist  es,   welche  wünschenswerthe  AafschKi<« 

über  die  Maxima  und  Minima  von  ^  gewährt.     Denken  wir  uns  y  als  die  Or! 

nate  einer  Curve,   so  wird,  weil  die  cubische  Gleichung  y  ==  0  wenigsten«  ein- 

reelle  Wurzel  besitzen  muss,  diese  Curve   die  Abscissenaze   einmal  oder  dreimi! 

schneiden.    Nun  entsprechen 

den  Werthen  «  = — <x>,  a;  =  — 1,  a:  =  0,  x  =:  cos  tjfQ,  x  =»  ^  ' 

mm 

die  Werthe     y  =  — cx),   y^h,        y=^b  —  a,    y  =  — -  m'»'1^o(Vo)'i  y  =  *• 

wobei  wir  zunächst  den  Winkel  iI/q  als  spitz  annehmen  wollen  und  geht  miiH.' 
innerhalb  der  Intervalle  von  .t  =  —  OO  bis  x^a  —  l,a:  =  —  1  bis  x  »  cia  tp 
und  X  :=  cos  fpQ  bis  x  ^^  -{-  1  die  Ordinate  y  vom  Negativen  zum  Positiren,  ^«'c 
Positiven  zum  Negativen  und  vom  Negativen  zum  Positiven  über.  Es  gibt  d&b^r 
innerhalb  dieser  drei  Intervalle  drei  reelle  Werthe  Xg,  x«,  X|  von  x,  für  welch' ' 
verschwindet.  Da  aber  x  =  cos  ^  und  im  ersten  Intervalle  x  unterhalb  —  1  ü^r- 
80  entspricht  der  W^urzel  x^  kein  reeller  Winkel  rpf  während  den  beiden  asdrrr*. 
Wurzeln  x,,  X|,  welche  zwischen  —  1  und  -4~  ^  Hegen,  reelle  Winkel  ^  «'* 
sprechen.  Zu  dem  kleineren  Werthe  X(  gehört  der  grössere  Winkel  a,  in  d'S 
grösseren  Werthe  x,  der  kleinere  W^inkel  ß.  Für  ftf  ssa  et  erreicht  daher  der  be«f; 
liehe  Punkt  seine  höchste»  für  ijf  bb  ß  seine  tiefste  Lage.  Auch  ist  leicht  n  r.' 
scheiden,  ob  diese  höchsten  und  tiefsten  Lagen  sich  auf  der  unteren  oder  sof  ^'^ 
oberen  Halbkugel  befinden.  Die  Entscheidung  hierüber  hängt  von  dem  Voneicbi" 
der  Differenz  b  —  a  ab.  Ist  nämlich  b  —  a  positiv,  so  findet  kein  Zeichenvefh« 
des  y  zwischen  x  «b  —  l  und  x  »»  0,  wohl  aber  zwischen  x  b>  0  und  x«»<w  ^ 
statt,  es  fällt  mithin  x^  zwischen  0  und  cos  ^oi  ^^^o  überhaupt  zwischen  0  und  +  • 

mithin  a  zwischen  -^  und  0;  ist  dagegen  b  —  a  negativ,  so  liegt  Xf  swiK» 

—  1  und  0  und  folglich  a  zwischen  n  und  —  und  da  ^  <^  a  ist,  so  fol^.  -*^' 

im  ersten  Falle  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  beide  auf  der  unteren  Halbii:* 
sich  befinden,  während  im  zweiten  die  höchsten  Punkte  anf  der  oberen,  die  tief«^'* 
auf  der  unteren  Halbkugel  liegen.    Es  ist  dies  auch  richtig,  wenn  ^«^  )s<  *-* 
X  =a  cos  iffQ  zwischen  0  und  —  1  liegt,  wie  man  sofort  findet. 

Um  diesen  Einfluss  des  Vorzeichens  von  A  —  a  mechanisch  za  dentea.  bUd-: 

wir  diese    Differenz.     Es   waren   b  «=■  — —  ,    «  s»  -  —      sowie   C  ^  —  «•  f 
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Hiermit  wird  ,  .  «o*  +  «'o*  c<w*  -^o 

2gr 
und  die  Bedingung  für  die  Lage  der  höchsten  und  tiefsten  Punkte: 

2^ >    ""*^'>- 

Um  dieselbe  zu  vereinfachen,  wollen  wir  die  a:z-£bene  durch  einen  tiefsten  Punkt 
le^n,  dann  ist  tffQ  das  Minimum  von  iffy  also  '^o  =  0  und  it^  =  r^\  =  0.  Da- 
durch geht  die  vorliegende  Bedingung  über  in 

2g  >  cos  ^0  ' 
In  den  tiefsten  Punkten  ist  wegen  Uq  =  0  die  ganze  Geschwindigkeit  Wq  horizontal; 

-  ist  die  ihr  entsprechende  Qeschwindigkeitshöhe  und ist  das       Figr.  126. 

ig  "  °  cosrffQ 

Stück  OCf  welches  auf  der  Richtung  des  vertikalen  Kugel halbmessers 
von  der  Tangentenebene  des  tiefsten  Punktes  abgeschnitten  wird,  vom 
Mittelpunkte  an  gerechnet  bis  zum  Durchschnitt  mit  dieser  Ebene 
.Fig.  126.].  Demnach  kann  man  sagen:  Die  höchsten  Punkte 
liegen  auf  der  unteren  oder  auf  der  oberen  Halbkugel,  je 
nachdem  die  Geschwindigkeitshöhe  entsprechend  der  Ge- 
schwindigkeit in  den  tiefsten  Punkten  kleiner  oder  grösser 
ist  alsdas  Stuck,  welches  die  Tangentenebene  der  tiefsten 
Packte  auf  dem  vertikalen  Kugelhalbmesser  bestimmt;  die  tiefsten 
Punkte  liegen  stets  auf  der  unteren  Halbkugel. 

Unter  den  speziellen  Fällen  unseres  Problems  verdient  einer  besondere  Be- 
achtoog,  nämltcb  der,  dass  die  cubische  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  besitzt. 
In  diesem  Falle  fallen  die  Werthe  der  Winkel  a  und  ß  zusammen  und  reducirt 
»ich  der  ganze  Spielraum  des  Winkels  ^  auf  deren  gemeinschaftlichen  Werth  '^q. 
Daher  ist  in  diesem  Falle  die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  ein  horizontaler 
Kreis  mit  dem  Radius  r  sin  ip^.    Soll  nun  die  Gleichung  y  =^  0  eine  Doppelwurzel 

besitzen,  so  mnss  auch  die  Gleichung  - --  =  0  dieselbe  als  Wurzel  besitzen.   Daher 

Gestehen  die  beiden  Gleichungen 

Ä*  4"     ^^  —  X  -\-  b  —  a==0 
Sa^  +  2ax    —  1  =  0. 

Da  ^  constant,   so  ist  V  =  0,   also  Uq  =  np'Q  =»  0  und  mit  Rücksicht   hierauf 

wird  ^  =  ^ ?  cos  ipQ  und  mithin  «  =  — -  =  ^ cos  ibn.     Dies  in   die 

r*  r  2g        2gr  ^" 

zweite  Gleichung  substituirt,  gibt  wegen  x  =»  cos  tff  =  cos  ipQ 

"'^     ""      COS^Jf,     ' 

welche  Gleichung  in  Verbindung  mit  u  =»  0  die  Bedingung  der  Kreisbewegung 
Msdrückt.     Schreibt  man  die  Gleichung  folgendermassen: 

--  ==  gtgrif, 


r  sin  iff 
90  wird  ihr  Sinn  augenfälliger.     Es  ist  nämlich  — ~ —  die  Centripetalbe&chleu- 

nigang  der  Kreisbewegung  und  gtgjff  die  in  die  Richtung  des  Radius  der  Kreis- 
bahn fallende  Componente  von  g  und  drückt  daher  die  Gleichung  aus,  dass  die 
Cvntripetalbeschleunigung  gleich  dieser  Componenten  sei  (Fig.  127.)  Die  Tan- 
^entialcomponente  von  g  ist  bei   der   horizontalen  Kreisbahn  Null  und  die  Ge- 
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schwindigkeit  also  constant,  wie  anch  ans  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  folgt 

Die  Componente  —   —    gibt   die    Spannungsbeschleanigang.     Die    ümlanfsieit  7 

ergibt  sich    für  diesen  Fall  sehr  einfach  wegen  der  constanten  Geschwindigkeit 

mit  Hfilte  der  Gleichung  id^T^  2»^,  wenn  ^  «s  r  sin  Jff  den  Radios 
der  Kreisbahn  bezeichnet,  indem  man 


ri§r.  m. 


-m/ra  sin^ijf        -./  --/ 


X 


7/7 

9  }   - 


ellminirt,   wobei  für  den  Abstand  der  Bahn  vom  Kngelmittelpankt« 
X  geschrieben  worden  ist.    Man  erhält  auf  diese  Weise: 


=  2,/!-. 


9 
Diese  Umlaufzeit  ist  also  gleich  der  Oscillationsdaner  eines  gewöLa 

liehen  Pendels  yon  der  Länge  x  (bei  kleiner  ^longation). 

Die  oben  angedeutete  Reduction  der  beiden  Integrale 

nn  fp  dfp 


J    l/-C' 


}/-  c  +  ( 


A  +   _    cos  ^  )  «»•  fp 


and 


Vo      '^  y  r  ^ 

J    sin^ipV"  ci  4.  (^  +  IP.  cos  ^ 
V/o  f  \  r 


--  cos  rpj  sin*  ^ 

auf  die   canonische  Form  der  elliptischen  Integrale  basirt  auf  der  Untersucbur.* 

der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  a^  +  ax*  —  «  +  &  —  a  «=»  0.    Man  fishi 

nämlich  zunächst  an  Stelle  der  Constanten  ^,  C  die  Winkel  o,  ß  ein,  deren  Co»- 

nusse  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind,  nämlich  X|  =s  cosßj  x^  »»  cos  a.    Da  ^^^ 

Coefficlent  von  x  in  jeder  cubischen  Gleichung  die  Summe  der  Produkte  der  ^Va^• 

zeln  zu  zweien  ist,  so  muss  cos  o  cos  fi  -^  x^  cos  o  -f'  ^s  ^^  ß  '^  —  ^  sein,  won^* 

die  dritte  Wurzel  folgt,  so  dass  diese  drei  Wurzeln  also  sind 

^  1  +  cos  (t  cos  ß 

a:,  =  cos  p,      Jc,  =  CM  a,      a:, 

Mit  Hülfe  derselben  gestaltet  sich  nun  y  so: 


cos  a  -f"  c^  ß 

i        ^  a\  I        ,  \  (         ^    .    \  +  rosot  cos  ß\ 

V  5=  {cos  tb  —  cos  ß)  {cos  tfr  —  cos  a)  {cos  tb  A ,  J-} 

^        ^       ^  \  cos  cc  -h  cos  6  ^ 


+  cos  ß 

und  die  weitere  Vergleichung  der  Summe  der  Wurzeln  mit  dem  Coefficienteo  < 

des  X*  und  dos  Produktes  derselben  mit  dem  Absolutglicde  b  —  a  in  der  cnbiscb'L 

Gleichung  liefert 

1  —  cos*  «  —  cos*  ß  —  cos  a  cos  ß  «V  er  sin*  ß 

cos  a  +  cos  ß  '  cos  a  -[-  cos  ß 

und  hierdurch  den  früheren  Formeln  zufolge 

2g  i  —  cos*  a  —  cos*  ß  —  cos  a  cos  ß  l/\i.    '*"  tt  sim  ß 

f       ^       ¥  etn»  et   -i-   etu 


A  = 


r  cos  u  4"  <*o*  ß 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  daher 


y  cos  a  4*  CO!  |J 


^  ^  1/^    r  ^  sinrpdjff 

J    y  —  {cos^p  —  cos  ß)  {cos  iff-cosa)  [cos  ^  +    ^^-^  ^ß  ) 


i/' 


«in  et  sin  ß 
Vcosa-^-cosß 


/ *i»  ^  d^ ^ 

^e/    sin*^y  -^[cosip^cosß) {cosjp-^eosa)  \co$flf+  ^^jijj) 
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Was  das  erste  dieser  Integrale  betrifft,  so  führt  die  Subf titution "*") 

.  o        /       o  \    .  •  •  •  <^o»  B  —  cos  if> 

cos  fb  =  cos  ß  —  {cos  p  —  cos  a)  stvr  <r,       «n*  9  =  ^ — 

cos  ß  —  cos  a 

dasselbe  auf  die  gewünschte  Form 

a 

1  =  2  j/^  7/  gg^  ß  +  cosa  r  do 

Y  'ig  r     l  -{•  2  cos  OL  cos  ß  •\-  cos*  ß  J  ^1  —  x*  ««' 


a 

Oo 

a 


/  r      ^  /* rfg , COS*  ß  —  cos*  OL 

^  ^  ^  t    ¥i  V^ß  —  coi  «  J  KT— ~ii«*?^'      *  ~'  i  +  ^cosa  cos ß~+~^os*ß  ' 

WO  Cq  aus  der  Gleichung 

.  ,  cos  ß  —  cos  rlfa 

sin*  Oq  =  ^T,  —    — ^ 

CO»  p  —  CO»  a 

sich  ergibt,  nämlich  als  der  Werth  von  o,  welcher  dem  Anfangswerthe  fpQ  entspricht. 

In  Betreff  des  Integrales  für  q>  nimmt  man  zunächst  eine  Spaltung  vor.    Man  ersetzt 

sin*  ^  im  Nenner  unter  dem  Integralzeichen  durch  1  —  cos*ilf  =  (l-|-co»'^)  (1  —  cosrit) 

und  erbält 

sinasinß      1    ,     / sin  "iff  dip 


•/; 


/  oo.a  +  ^ß  |_  y  (1  +  CO,,,)  j/-{co,^ -  co*ß)  (co.V>  -  «.«)  (eos^  +  1+'°""^) 

rpo  '  ^  cos  a  cos  ß    / 

,     ,     / gm  jf  d^ -| 

ty/  (1  —  cosrp)  1/  —  Ccostp  —  cosß)  (costb  —  cosa)  (cosib-\ — 3l_ ^__ _^) 
Vo  '  \  cos  a  cos  ß    /  J 


Die  Sabstitution 


.  ,  1  cos  'tp  —  cos  u 

sin*  ö  =- 


X*  ^    ,    1  +  co#  a  CO»  fi  ' 

cos  ^  + 


cos  a  +  cos  ß 
worin  «*  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  bei  dem  Integrale  für  f,  ergibt  alsdann 

0) 

sin  et  sin  ß T         1  ^  (1  —  %*  sin*  m)  </ra 


, J^ /*  (1  —  K*  sin*  (o)  dm  1 

i  —  cos  ttj  (1  +  ffij  sin*  (o)  Yi  _  »«  ^v  c,J  ' 


«0 

worin  die  Parameter  mi,  1112  die  Werthe  haben: 


j   „  »t .     (l  —  cosa)  (1  -co»p)  ^  =  —  X«  •     (^  +  g<>^«)(^4-  gQgg) 

*  (I  +  CO*  «)  {cos  a  -{-  cosß)^         *  (1  —  cos  a)  ^os  a  +  cos  ß) 


and  oso  der  dem  -^o  entsprechende  Werth  von  oo  ist. 

Wir  wollen  jetzt   den  Winkel  ip  als  Function  der  Zeit  darstellen.     Dazu 
mSssen  wir  die  Gleichung 


-  2t/j  -— » r ^- 

f    2  ^  Vcösß^^  cos  aj  K 1  —  X«  «V  a 


amkehren.     Da  es  nun  an   sich  gleichgültig  ist,  von   welchem  Momente  an  wir 
die  Zeit  nehmen,  so  wollen  wir  sie  von  dem  Momente  an  zählen,  in  welchem  der 


*)  I>»t  Kfthere  hierüber  findet  man  in  dem  Werke  von  Dor6ge:    Theorie  der  elliptiichea 
FvBctioaen.    2.  Aufl.    Leipaig,  Teubner,  1868,  B.  311,  welchem  die  hier  gegebene  Entwickelcmg 
Tta«U  enUflhai  isi. 
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bewegliche  Punkt  eine  tiefste  Lage  passirt.  Dann  ist  /  »»  o  für  ^  =>  ß,  d.  h.  es 
ist  ipof  welcher  Werth  bis  jetzt  beliebig  war  und  welchem  I  =«  0  entsprach,  gleich  ß. 
Hierfür  wird  aber,  wie  aus  der  Substitutionsgleichung 

.  ,  cos  ß  —  cos  ift 

sinr  6  =  ~. ^ 

cos  p  —  cos  a 

folgt,  (Tq  =  0  und  mithin  jetzt 


t 


r     ^gycosß  —  cosaJ  Vi  —  ML^sin^c  r     2//    Ycosß—cosa 

0 

Bezeichnen  wir  nun  die  Zeit,  während  welcher  der  Punkt  von  einer  tiefsten  Stelle 
zur  nächsten  höchsten  gelangt,  mit  7*,  so  wird  ip  von  ß  bis  o  und  in  Folge  des«x^n 

a  von  0  bis  —  gehen,  wie  gleichfalls  aus  der  Formel  für  sin^it  hervorgebt.    I>em- 
nach  wird 


r     ^gVcosß —  cosaj  VT—  nUin^a  '^    2^ 


^cos  6  —  cos a  J  yr^ —  X*  «m*  a  r     2g  Ycos ß  —  cos  a 

Die  Division  beider  Formeln  für  t  und  T  ergibt  daher 

1=  -^.F{<F,  x). 

Für  ff  =4«,  «,  I«,  2«, wird  F(<r,  x)  =  Ä,  2K,  SA",  4A', und  folc- 

lich  /  =  7;  2  7;  3  r,  4  r, Diesen  Werthen  entspricht  aber  ^  »  or,  ß,  a,  fi^ 

d.  h.  der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  zu  den  Zeiten  0,  2  7",  4  7,  ....  in  tief- 
sten, zu  den  Zeiten  7",  3  7\  . . . .  in  höchsten  Lagen  und  gebraucht  immer  dies«LI^* 
Zeit,  um  von  einer  extremen  Lage  zur  nächstfolgenden  zu  gelangen. 

T  K 

Aus  der  Gleichung  f  =  —  /'(cf,  x)  folgt  F(<r,  x)  =«   „r  '  and  weiter  durcl 

Umkehrung  Kt 

<y  s=a  am  -_,  ,      mod  x . 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  für  e  in  die  Gleichung 

cos  tp  =»  cos  ß  —  {cos  ß  —  cos  a)  «V  a  =  cos  ß  cos*  o  +  cos  tt  «iji*  0 
einführen,  gelangen  wir  zu  der  gewünschten  Gleichung,  welche  ^  als  Pnnctivc 
der  Zeit  darstellt,  nämlich 

cos  ijf  ==  cos  ß  cos*  am  -_,   +  cos  a  sin*  am  -_  . 

Nun  sind  cos*  (ff  i  1«)  und  sin*  (ff  i  In)  resp.  gleich  cos*  o  und  *tii*  «,  w«.ni 
X  eine  ganze  Zahl  ist;  der  Winkel  ^  ist  daher  für  alle  Lagen  des  beweglicht • 
Punktes  derselbe,  deren  Amplituden  ff  sich  um  ein  positives  oder  negatives  Vi.i- 

K  t 

fache  von  9r  von  einander  unterscheiden.    Aendert  sich  aber  0  ^^  am     -  am  lar,   ^ 

ändert  sich  F  (ff,   x)  um  21^^,   also  tum  2  IT,     Daher  ist  ip  zu   allen    Zeit««: 
t  ±  21T  derselbe  Winkel,  wie  zur  Zeit  L 

Das  Vierfache  von  T  ist  die  Zeit,  welche  der  Punkt  braucht,  am  von  einer 
tiefsten  Lage  zur  folgenden  höchsten,  von  da  zur  nächsten  tiefsten,  hierauf  wie«:«  r 
zar  folgenden  höchsten  und  dann  endlich  wieder  zu  der  nächsten  tiefsten  sa  c< 
langen.  Diese  Zeit  stellt  die  ganze  Oscillationsdauer  dar.  Indessen  ist  die  tieis>tc 
Lage,  welche  der  Punkt  am  Schlüsse  dieser  Zeit  erreicht,  nicht  dieselbe  wie  zi. 
Anfang,  vielmehr  verschiebt  sich  die  Stellung  der  höchsten  and  tiefsten  Lair-  i 
im  Laufe  der  Bewegung,  wie  die  Discussion  des  Winkels  9  lehrt. 

Man  kann  die  Formel  für  cos  ip  noch   etwas  gefügiger  gestalten.     Di\id    * 
man  nämlich  die  Gleichung  cos  jff  «»  cos  ß  —  {cos  ß  —  cos  a)  fta*  0  mit  <y»t  ^  ux. . 


I' 
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setzt ^  =  COM  rlft.   ^  =  cos  ccu  so  wird  co«  t^  =  1  —  2  «fn*  4«,  gin^ö.  oder 

cos  ß  ^^*   cos  ß  * '  .  '    '  ' 

also  n'fi  {ipt  ^^  *^^  \^t  ^  ^y  ^*  ^* 

«in  iipi  =  «in  ^«i  «in  am  -=-  . 

Zugleich  kann  auch  der  Modulus  x  bequemer  dargestellt  werden.     Es  wird  näm- 
lich durch  Einfährung  des  Winkels  «i 

, cos*  ß  —  cos*  a         1  —  cos*  Ui         4«in*  ^  «i  cos*  {ui «m'  \  a , 

'" l+2coscicosß  +  cos^ß'^  ~  1  ^^^^^  "77'"^gö^*^«i4-<^'l^j~|       Wß~ 

cos*  ß "'"  *  4co«*^  «1 

ond  wenn  man  also 

setzt.  '    \  Q 

'  X  =  «tn  ^  a,  cos  pi . 

Hinsichtlich  des  Winkels  tp  wollen  wir  die  Rednction  auf  die  canonische 
Form  nicht  weiter  yerfolgen.  Ihre  Ausführung  zeig^,  dass  tp  einen  periodischen 
Bestandtheil  hat  und  einen  anderen,  welcher  der  Zeit  proportional  wächst.  Von 
besonderem  Interesse  ist  die  Kenntniss  des  Winkels  $,  um  welchen  die  Vertikal- 
ebene  des  Pendelpnnktes  sich  dreht,  während  dieser  von  einer  höchsten  zur  näch- 
sten tiefsten  Lage  fortschreitet.  Es  kann  gezeigt  werden,  dass  dieser  Winkel 
grosser  als  ^n  ist  und  dass  sich  folgende  Werthe  von  i^  iff,  tp  entsprechen: 

/  =  0,  r,  2  7,  3  r,  4  r,  — 

'^   =»  Of|     ßj      CCf        ßf         et       .... 

9  =  0,*,   2*,  3#,   4*, 

Femer  ergibt  sich,  dass  die  Bahn  des  Punktes  aus  congruenten  Theilen  besteht, 
welche  in   die  Zeitintervalle  zwischen  0  und  2  7*,  2  7  und  4  7,  4  T  und  6  T, 

and  die  Winkel  2<P,  4<P,  6<^,  ...  fallen,  sodass  wenn  —  rational  ist,  der  Punkt, 

ff 

nachdem  er  eine  Anzahl  solcher  Theile  durchlaufen  hat,  an  seine  frühere  Stelle 
wieder  -gelangt,  im  Falle,  dass  dies  Verhältniss  irrational  ist,  er  aber  die  Anfangs- 
lage nicht  wieder  erreicht.  Die  höchsten  Punkte  rücken  auf  einem  horizontalen 
Kugelkreise  fort. 

Wir  wollen  jetzt  die  Beschleunigung  JV  des  Widerstandes  (der  Spannung  des 
Fadens]  suchen.     Dies  geschieht  sehr  einfach,  indem  man  die  Beschleunigungen 

dv       V* 
.V  und  g  einerseits  und  -7-,    —  andererseits,  welche  letzteren  jenen  zusammen 

dl       Q 

äquivalent  sind,  auf  die  Richtung  der  Flächennormalen  (des  Pendelfadens)  projicirt ; 

die  Projeetionssummen  müssen  beidemale  dieselben  sein.   Die  beiden  ersteren  liefern 

.V  —  g  cos  fpt  die  Tangentialbeschleunigung  hat  die  Projection  Null  und  die  Centri- 

petalbeschleunigung,  welche  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  g  der  Bahn 

besitzt,  bildet  mit  dem  Pendelfaden  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  —  ist,  wodurch 

ihre  Projection  —  wird.     Man  sieht  dies  unmittelbar,  wenn  man  bedenkt,   dass 

r 

der  Krummungskreis  einer  sphärischen  Curve  auf  der  Kugel  liegt  und  also  der 

Krummongshalbmesser  derselben  die  Projection  des  Kugelradius  auf  die  Schmie-' 

gangsebene  ist.    Demnach  besteht  die  Gleichung 


N  —  g  cos  ip 


ü! 

r  ' 


aus  welcher  man  zieht:  • 


N  =B \-  g  cos 

r     ' 
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Combinirt  man  hiermit  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

nnd  ersetzt  cos  jp  durch  das  gleichbedeutende  —  ,  so  erhält  man : 

r 
oder,  wenn  man  noch  für  ^  die  Geschwindigkeitshöhe  h  einfuhrt: 

A  =  -?.  (3r  —  2zo  +  2Ä). 
r 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  indem  man  die  Gleichungen 

dfi  r  dt*     *         r  dt*  r         " 

der  Reihe  nach  mit  x^  y,'Z  multiplicirt  und  addirt,  dabei  aber  berücksichtig 
dass  aus  der  Kugelgleichuug  a:'  +  y*  +  s*  =  r*  durch  ein-  und  zweimalige« 
Differentiiren  folgt: 

""di+^i+'di-^^^  ""di^+^di^+'dr^ — [WHw;+w;J=~^'- 

Man  erhält  damit:   N  =»  u.  s.  w.    Für  positive  x,  d.  h.  so  lange  der  be- 

r 

wegliche  Punkt  sich  auf  der  unteren  Halbkugel  befindet,  ist  iV  potitiy,  d.  h.  von 
dem  Punkte  nach  dem  Kugelmittelpunkte  gerichtet.  Erhebt  sich  der  Punkt  aber 
auf  die  dpere  Halbkugel,  so  wird  gz  negatir  und  kann  auch  ^  -{-  gz  und  daicit 
N  negativ  werden;  d.  h.  damit  der  Punkt  auf  der  Kugelfläche  erhalten  werde,  i>t 
eine  nach  aussen  gerichtete  Widers tandsbeschleunigung  erforderlich«    Für  z  =  •> 

ist  N  ^=:  —  . 
r 

Für  den  Fall,  dass  das  sphärische  Pendel  sich  nur  wenig  von  dem  vertikalec 

Kugelradius  entfernt,  lässt  sich  die  Untersuchung  mit  grosser  Annäherani^  leicht 

durchführen.     In  diesem  Falle  nimmt  nämlich  z  nur  Werthe  an,   welche    von  r 

sehr  wenig  verschieden  sind  und  ist,   damit  dies  überhaupt  möglich  sei,    r«  nci 

folglich  h  sehr  klein.    Setzt  man  daher  z  «=  r  —  u,  Zq  »»  r  —  r^,  so  erhalt  mar. 

für  die  Beschleunigung  des  Widerstandes 

^.  -^  {.  _  2«.  -  2H  +  3«}  -,{l  -  2"o  +  ^^^-3>}, 

d.  h.  sehr  nahe  N  ^ss  g. 

Hiermit    werden    aber    die    Beweg^ngsgleichungen,    wenn    man    bedenkt,     das}> 

d/*     '     r 
dt*  ^    r   ^ 

dt*  +  T  «^  "  ^- 

Die  vollständigen  Integrale  dieser  linearen  Gleichungen  sind: 

X  =  A    costj/^-  +  B   tintl/^ 


y  z=z  A'  cos  t  j/^  +  B'  9inty^^~ 
yi  +  B^'sini/I 


u  =^  A   cos  t 


y.  Cap.  Bewegung  eines  schweren  Panktes  auf  der  Eugelfläche.  363 

und   hieraus  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  z  =»  r  —  u  für  die  Componenten  der 
GeBch'windigkeit : 

Zur  Bestimmung  der  6  Constanten  mögen  die  Anfangsbedingungen  sein: 

dx  dy        ^        dz  für  ^  =»  0, 

dt  dt        ^        dt 

d.  b.   es  möge  die  orz-Ebene  durch  einen  tiefsten  Punkt  gehen.  ^Dadurch  wird 

ass^         Obb^'  r  —  y  =s  A* 

0  =  ^        (3  =  5'  1/^  0=5' 

und  hiermit  weiter  '     ^ 

jT  =,  a  coat  y  ^  ,       y  =  y—  '  ßsint  V  ^  ,      r  --  z  =^  {r  —  y)  coi  t  y  ^  . 

Aas   den   beiden  ersten  dieser  Gleichungen  ergibt  sich,  dass  die  Projection  der 
Bahn  des  beweglichen  Punktes  auf  die  a:y-£bene  ist: 


t" 


k" 


© 


'*  (7I-.)  -  ■■ 


/7   V 


a 

also  eine  Ellipse  mit  den  Halbazen  a  und  j/  —  -  ß.  Die  volle  Umlaufszeit  T 
ergibt  sich  ans  dem  Ausdrucke  für  x,  indem  man  Tl/  —  sss  2n  setzt,  nämlich: 

sie  ist  also  ebenso  gross,  als  die  Oscillationsdauer  eines  einfachen  Pendels  von 
derselben  Länge  r,  wie  das  sphärische,  bei  kleiner  Elongation.  —  Für  die  Winkel 
%p  und  ^  erhält  man: 

v/h  '^('/J)'  «•'.*  =  f/«'-yf  +  ^^«^'^- 

§.  9.     Das  tiefere  Studium  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  vor- 
geschriebener Fläche  hat  bis  jetzt  nicht  sonderlich  grosse   Fortschritte 
^macht.    Das  einzige  bedeutende  Beispiel,   welchem  eine  sehr  sorgfäl- 
tige Behandlung  zu  Theil  geworden  ist,   ist  die  Bewegung  des  sphäri- 
schen Pendels.     Indessen  haben  Newton  und   Euler  bereits   manche 
werthToUe  Andeutung  gegeben,  welche  weiter  ausgebeutet  werden  kann. 
In  dieser  Hinsicht  ist  das  10.  Capitel  in  der  Theorie  nouvelle  geometrique 
et  mecanique  des  courbes  ä  double  courbure  von  P.  Serret,   Paris  1860, 
von   Bedeutung,   dessen   hauptsächlichsten   Inhalt  wir  hier  wiedergeben 
wollen.     Die  Möglichkeit,   Probleme,  der  fraglichen  Art  mit  Erfolg  zu 
behandeln,   wird  durch   die  Kenntniss  der  geodätischen  Krümmung  der 
Canren  auf  gegebenen  Flächen  und  durch  die  besondere  Beschaffenheit 
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der  Componente  der  Beschleunigung  if;/  bestimmt,  welche  in  die  Tan- 
gentenebene der  Fläche  fällt.  Mit  Rücksicht  hierauf  wollen  wir  die 
Beschleunigung  immer  in  zwei  Componenten  zerlegt  denken,  von  denen 
die  eine  in  die  Kichtung  der  Normalen  der  Fläche,  die  andere  in  die 
Tangentenebene  derselben  fällt.  Bildet  tf;  mit  der  Flächennormale  den 
Winkel  y,  so  ist  die.  erster e  von  diesen  beiden  Componenten  ^cosy, 
die  zweite  ^  sin  y.  Die  letztere  zerlegen  wir  weiter  in  zwei  Compo- 
nenten, von  denen  die  eine  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn 
des  Punktes  hat  und  wie  früher  mit  t^/  bezeichnet  werden  soll,  während 
die  andere  der  Normalebene  derselben  angehört  und  deren  Werth  nach 

§.  6.  -^  ist.    Ist  a  der  Winkel,  den  'ilf  sin  y  mit  der  Tangente  der  Bahn 
Q 

bildet,  so  bestehen  demzufolge  die  Gleichungen 

1/;^  =  tf;  COS  a  sin  y^     -^  =  tf;  sin  a  sin  y  =  ^„  cos  l . 

9 
Nach  demselben  §.  6.  ist  alsdann  weiter 

i\r  =  —  —  ^  cosy, 

wenn  R  den  Radius   des   Normalschnitts   der  Fläche   bedeutet,   welcher 
die  Bahn  berührt. 

Man  kann  nun  zunächst  eine  sehr  brauchbare  Formel  für  die  Ge- 
schwindigkeit construiren,  durch  welche  diese  Grösse  von  dem  geodä- 
tischen Contingenzwinkel  abhängig  gemacht  wird.  Nach  dem  Princi]>e 
der  lebendigen  Kraft  ist 

d  '  ^v^  ==  "tp  sin  y  cos  a  •  ds] 

hiermit  combiniren  wir  den  Ausdruck  für  9^,  welcher  sich  aus  der  obigen 

Relation  für  -^  ergibt,  nämlich: 

9 

t;2  s—  ^  5111  cc  sin  y  '  Q 

und  erhalten 

cf  • »»  2      ds 


■  — . 


oder,  wenn  wir  den  geodätischen  Contingenzwinkel  mit  d%  bezeichnen,  d.  h 

ds 

9 

setzen:  d  ^  v^  _  ^  dK 

v'  tga 

Hieraus  folgt  für  die  Geschwindigkeit: 

und  ist  diese  Formel  in  vielen  Fällen  sehr  brauchbar,  weil  die  Int«gn 
tion  oft  sehr  leicht  ausgeführt  werden  kann.    Dieselbe  enthält  die  Grco»« 
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von  t^  nicht,  sondern  nur  ihre  Richtung,   indessen  ist  die  Unabhängig- 
keit   der    Geschwindigkeit   von    der   Grösse    der   Beschleunigang   if;   nur 
scheinbar  und  spielt   dieselbe  darin  versteckt  eine  Rolle,  indem  sie  auf 
die  Bahn  bestimmenden  Einfluss  übt  und  von  diesem  du  abhängt. 
Die   Combination  der  beiden  Gleichungen 

-^  =  if;  sin  a  sin  y 
9 

—  —  N  z=  ifj  cos  y 
fährt    durch  Elimination  von  y  noch  zu  der  weiteren  Relation 

QsinaJ         \Ä  / 

'  §.  10.  Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Ebene  fällt  der 
Radias  der  geodätischen  Krümmung  mit  dem  Radius  q  der  absoluten 
Krüminnng  zusammen  (denn  jener  ist  der  Krümmungsradius  der  Defor- 
mationscnrve  des  §.  4.)  und  ist  der  Radius  R  für  den  Normalschnitt 
anondlicfa  gross;  man  erhält  daher  für  diese  Bewegung 

"^f,  =  i|;  cos  a  sin  y,        -  =  iff  sin  a  sin  yy     N  =  —  t/;  cos  y 

9 

/dt 


\q  sin  aj     ^ 


9 

wo    der    absolute   Contingenzwinkel   dt  an   die   Stelle   des   geodätischen 
Coniingenzwinkels  d%  getreten  ist. 

Ist  insbesondere  die  Componente  der  Beschleunigung,  welche  in  die 
Ebene  fällt,  nämlich  tf;  sin  y,  der  Richtung  nach  constant,  so  sieht  man 
leieht,  dass  der  Contingenzwinkel  dz  die  unendlichkleine  Abnahme  des 
Winkels  er  darstellt,  welchen  die  Richtung  von  i/;  sin  y  mit  der  Tangente 
der  Bahn  bildet.  Es  lenkt  nämlich  diese  Beschleunigung  die  Tangente 
der  Bahn  nach  der  Seite  hin  ab,  auf  welche  sie  selbst  fallt.  Man  hat 
also  zn  setzen  i/r  =  —  da  und  findet  damit 

/*rfr    /*      cos  cc  da 

J  tga       J  sin  a 

and  folglich  C 


=  —  l  sin  a 


sin  a ' 


d.  b.  für  jede  ebene  Bewegung  eines  Punktes  bei  einer  Be- 
»cblennigung  von  constanter  Richtung  ist  die  Geschwindig- 
keit in  jedem  Punkte  der  Bahn  dem  Sinus  der  Neigung  der 
Sahn  gegen  die  constante  Beschleunigungsrichtung  umge- 
kehrt proportional  oder  also  die  Componente  derGeschwin- 
rligkeit  parallel  der  Normalen  constant. 

§.  11.     Für  die  Bewegung   auf  einer  beliebigen  Cylinder fläche 
^wollen   wir  die  Voraussetzung   eintreten    lassen,    dass    die   Componente 
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i(>  sin  y  dei  Beschleunigung,   welche  in  die  Tangenten  ebene  der  Flicfae 

fKllt,  in  jedem  Fnnkte  der  Bahn  die  Richtung  der  Ersengangalinie  habe. 

wählend    ihre   Grösse   keiner  weiteren   Beschränkung   unterworfen  «ei. 

Der  geodätische  Contingenzwinkel  d*  ist  nun  der  Contingenz winke!  in 

ebenen  Deformation scurve,  in  welche  die  Bahn  des  beweglichen  Pnnkteü 

bei    der    Abwickelang    der    CylinderSäche     auf    einer    Ebene    fibergeht 

(Fig.  128.).     Derselbe  ist  aber    das  Differential  des  Winkels  er,  welchen 

die   Erzengnngslinie    mit   der  Tangente   der    abgewickelten  Bahn  bildet, 

welcher  bei  der  Abwickelung  keine  Veränderung  erleidet.    Diesen  Winkel 

nehmen  wir  so,  dass  der  Sinn  der  Tangente  der  der  Bewegung  und  der 

Sinn   der  Erzengungslinie    der  der  Beschleunigung  ist; 

dann   wird  das   Differential    eine   Abnahme    von  «   du- 

stellen,  weil   die  Beschleunigung  die  Tangente    ihren 

Sinne   entsprechend   ablenkt.     Daher  ist  wie   in  §.  10. 

dx  =  —  da  and  findet  man  wie  dort 

V  v^ 

,    V"  "  ^   ": I       -.-  ==  "(J  *'"  y  "  CO*  «  . 

Dies  sind  aber  genau   die  Gleichungen  der  Bewegung 
eines  Punktes  in  der  Ebene,  wenn  ^  tin  y  eine  Bescfatea- 
nigung  Ton  constanter  Richtung  in  derselben  und  tt  der  Winkel  ist,  dra 
die  Tangente  der  Bahn  mit  dieser  Richtung  bildet.     Man  gewinnt  hier- 
aus den  Satz: 

Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  beliebigen  Cylindet- 
fläche  zu  bewegen  genöthigt  ist  und  ausser  der  normalen 
Widerstandsbeschlennignng  der  Fläche  anf  ihn  eine  Be- 
schleunigung wirkt,  deren  Projection  anf  die  Tangenten- 
ebene  des  Cylinders  fortwährend  die  Richtung  der  Erzen- 
gungslinie hat  und  wenn  in  einem  beliebigen  Zeitpnnkte 
die  Cylinderfläche  sainmt  der  Bahn  des  Punktes  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  würde,  zugleich  aber  jene  Beschlen 
nignngscomponente  die  Richtung  der  Erzengungslinie  bei- 
behielte, so  würde  der  Punkt  die  Deformationscnrve  seiner 
Bahn  mit  derselben  Geschwindigkeit  beschreiben,  velebe 
er  anf  der  cylindrischen  Bahn  besitzt. 

Der  Widerstand  der  Fläche  ist,  wenn  man  für  r>  den  obigen  Werth 
einsetzt  „  C* 

■=  ~ö^^^\~     —  ^  '^"^  ^ ' 

E^  ist  aber  nach  Cap.  I,  §.  14,  Nr.  5.  der  Krtlmmungshalbmesicr  R  einer 
nnter  dem  Winkel  a  gegen  die  Erzengungslinien  des  Cylinders  geneide- 
ten (die  Bahn  berührenden)  Schraubenlinie  (geodätischen  Linie  de* 
Oylisders),  oder  also  der  Krümmungshalbmesser  des  berührenden  N'>r 
maisch  nitts  p 
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wenn  (f  den  Krümmungshalbmesser  des  zn  dea  Erzeugungslinien  senk- 
rechten Schnittes  bedeutet.  Entnimmt  man  daher  aus  dieser  Gleichung 
R  sin^  a  und  führt  seinen  Werth  q  in  der  Formel  für  N  ein ,  so  kommt 

iV  =  —  —  "üf  cos  y , 
Q 

Diese  Betrachtungen  lehren,  dass  man  die  Theorie  der  Bewegung 
eines  Punktes  in  der  Ebene  unter  Einfluss  einer  Beschleunigung  von 
constanter  Richtung  unmittelbar  auf  die  Cylinderflächen  übertragen  kann. 
£m  schwerer  Punkt  beschreibt  daher  auf  einem  Cylinder  mit  vertikalen 
Erzengnogslinien  eine  Curve,  welche  durch  die  Abwickelung  des  Cjlin- 
ders  in  eine  Parabel  übergeht.  Ist  der  Cylinder  zugleich  ein  Kreis- 
cylinder,  so  sind  R  und  q  constant  und  wird  mithin  der  Druck  auf  die 
Fläche  gleichfalls  durchaus  constant  sein. 

§.  12.     Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kegel  fläche 
babe  ^  sin  y  gleichfalls  die  Richtung  der  Erzeugungslinie.    Aus  Fig.  129. 
ii>t  ersichtlich,  dass  zwischen  dem  Contingenzwinkel  e/x  der  Deforpiations- 
cune,  dem  Differentiale   von  a  und   dem  Winkel  d^ 
an  der  Spitze  0  des  Kegels,  zwischen  dessen  Sehen-  ^^'  ^^* 

kein  das  Bogenelement  MM  =  ds  liegt,    die  Bezie- 
hung besteht: 

dx  =  —  dtL  '\'  da, 

Es  zerfallt  nämlich   der  Winkel  a  -j-  ^<^  a»  cler  Er- 
zeagungslinie,  welche  duich  den  Endpunkt  M  von  ds 
geht,  in  zwei  Theile,  d%  und  den  geänderten  Werthe   dJf 
ß  +  da  von  a.     Zugleich  ist,  wenn  OM  =  r  gesetzt 
wird  rda  0 

wobei  das  Zeichen  ( — )  erforderlich  ist,  weil  a  bei  wachsendem  r  stumpf, 
^^i  abnehmendem  r  spitz  ist.     Die  Combination   beider  Formeln  liefert 

dx  da  dr 

and  folglich     ^  ^«  =  ~  /7^  -  7 

/'Jx                 CcoscLda  f*dr  ,/      .      x 

- —  =  —  I I  -  -  =  —  /  (r  sin  er) 

und  hiermit  q  q 

r  sin  a         p  ' 

^^Tin  p  das  von   0  auf  die  Tangente  der  Bahn  gefällte  Perpendikel  ist. 

Hierzu  tritt  wieder  die  Formel 

»^ 
-j-  =  ^  «n  y  •  sin  a . 

Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  ergab  sich  bereits  Cap.  I,  §.  3,  Nr.  2. 
f'ir  jede  ebene  Centralbewegung.  Wir  erhalten  daher  wie  im  vorigen  §. 
den  Satz: 
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Wenn  ein  Pnnkt  sich  auf  einer  Kegelfläche  zn  bewegen 
genöthigt  ist  nnd  auf  ihn  eine  Beschleunigung  wirkt,  deren 
Projection  auf  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  dieRich* 
tung  der  Erzeugungslinie  fällt,  so  wird  derselbe,  wenn  zn 
irgend  einer  Zeit  die  Kegelfläche  sich  zu  einer  Ebene  aus- 
breitet und  jene  Beschleunigung  die  Richtung  der  Erzen- 
gungslinie  behält,  die  ebene  Deformationscurve  seiner  Baiin 
mit  derselben  Geschwindigkeit  beschreiben,  mit  welcher  er 
seine  conische  Bahn  durchläuft. 

Für  den  Widerstand  N  der  Fläche  ergibt  sich,  wenn  man  den  oben 
gefundenen  Werth  der  Geschwindigkeit  einführt 

Die  geometrische  Bedeutung  von  R  sin^  a  ist  leicht  zu  erkennen.  Zn 
dem  Ende  sei  d2  der  Neigungwinkel  zweier  aufeinanderfolgender  Tan- 
gentenebenen des  Kegels,  welche  längs  der  Erzeugungslinien  OM^  //V 
berühren.  Sie  bilden  mit  der  Ebene  des  Normalschnittes  der  Fläche, 
welcher  durch  MM'  geht,  eine  unendlich  schmMe  rechtwinklige  körper- 
liche Ecke.     Aus   dieser   ergibt  sich   für  den    Contingcnzwinkel  dz  de^ 

Normalschnittes 

dt  =  d£  •  sin  a . 

Bedeutet  nun   dSi  das  Bogenelement  des   zur  Erzeugnngslinie   OV 
senkrechten,  durch  M  geführten  Normalschnittes,  so  wird 

ds  •  sin  ce  c=  ds^ 

und  folcclich 

_  rf£  _      1_     ds^ 

dt  sin^a    d£ 

ds 
Nun  ist  aber  offenbar  —^  ==:  q  der  Krümmungshalbmesser  dieses  zu  <'V 

senkrechten  Normal  Schnittes.  Daher  ist  R  sin^  a  =  q  und  geht  di 
Formel  für  JV  über  in 

iV  =  ^^  —  i^cosy. 

Diese  Betrachtungen  lehren,  dass  man  die  Theorie  der  ebon^i- 
Centralbewegung  auf  die  Kegelflächen  übertragen  kann,  wenn  man  «!> 
Spitze  des  Kegels  zum  Centrum  nimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (§.  10.) 

lässt  sich  z.  B.  leicht  die  Frage  beantworten,  wie  ^  sin  y  beschaffen  sti** 
müsse,  damit  die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  eine  kürzeste  Ltt.  - 
des  Kegels   (Kegelloxodrome)   werde.     Da  nämlich  die    ktineste   Lii  • 


V  =  Ce    ^    ,     -j-  =  ^  Äin  y  •  5m  a, 
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bei  der  Abwickelang  des  Kegels  in  eine  Gerade  übergehen  muss,  so  ist 
^  =  cx>  und  da  —  ?=  -j-  ,     JV  =  —  —  '^  cos  y  ist,  so  folgt 

C 

Für  den  Fall  eines  Kreiskegels  ist  ^  proportional  r.  Soll  daher  der 
Pankt  eine  Kegelloxodrome  beschreiben,  so  muss  die  durch  die  Spitze 
des  Kegels  gehende  Beschleunigungscomponente  der  dritten  Potenz  der 
Entfernnng  von  der  Spitze  umgekehrt  proportional  sein. 

§.  13.  Die  Methode  des  §.  9.  lässt  sich  mit  derselben  Leichtig- 
keit auf  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  beliebigen  abwickel- 
baren Fläche  anwenden,  sobald  nur  die  in  die  Tangentenebene  der 
Fläche  fallende  Beschleunigungscomponente  die  Bichtung  der  Erzeu- 
gungslinie besitzt.  Man  bedarf  zur  Behandlung  hierher  gehöriger  Auf- 
gaben bloss  der  Kenntniss  der  Elemente  der  geodätischen  Krümmung 
der  Cnryen  auf  abwickelbaren  Flächen.     Die  beiden  Formeln 

9 

ML 

welche  für  eine  ebene  Bewegung  gelten,  wenn  du  und  q  den  absoluten 
Contingenzwinkel  und  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  bedeuten,  führen 
auch  hier  zu  dem  Satze,  dass,  wenn  die  Fläche  sich  zu  einer 
Ebene  ausbreitet,  der  bewegliche  Punkt  die  Oeformations- 
carve  seiner  Bahn  mit  '  uhgeänderter  Geschwindigkeit  be- 
schreibt, vorausgesetzt,  dass  die  Componente  "^  siny  die  Bich- 
tung der  Erzeugungslinie  beibehält. 

§.  14.  Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Kugel  fläche 
wollen  wir  annehmen,  dass  die  Componente  der  Beschleunigung,  welche 
in  die  Tangentenebene  der  Kugel  fällt,  immer  in  der  Ebene  enthalten 
&ei,  welche  durch  den  beweglichen  Punkt  M  und  einen  festen  Kugel- 
dnrcbmesser  hindurchgeht  und  die  wir  die  Meridian  ebene  des  Punktes 
n^'unen  wollen.  Der  Winkel,  welchen  diese  Meridianebene  mit  der  Meri- 
dlanebene  der  Anfangslage  bildet,  heisse  q>  und  der  Bogen  grössten 
Kreises  von  dem  einen  Endpunkte  0  des  festen  Durchmessers  bis  zum 
Punkte  M  sei  q.  Beide  Grössen,  q  und  q>  sind  die  sphärischen  Polar- 
coordinaten,  nämlich  !^diusvector  und  Polarwinkel  des  Punktes  M.  Es 
kommt  nun  zunächst  darauf  an,  den  Contingenzwinkel  und  den  Radius 
der  geodätischen  Krümmung  einer  sphärischen  Curve  zu  1)estimmen.  Da 
die  kürzesten  Linien  der  Kugel  grösste  Kreise  sind,  so  ist  der  geodätische 
Contingenzwinkel  der  Winkel  zweier  grösster  Kreise,  welche  die  Curve 
in  zwei  aufeinanderfolgenden  Punkten  berühren.  Vom  Pole  0  (Fig.  130.) 
^Uen  wir  nun  auf  diese  beiden  Kreise  die  sphärischen  Perpendikel  OP=^p, 
OF^  p  -}•  dp  und  bezeichnen  die  Winkel  OMP,  OMP,  welche  die 

8ch«n,  Tb«ori«  d.  Bew.  q.  d.  KriA«.  24 
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sphärischen  Radienvectoren ,  q  und  (i  4~  ^^  ™^^  ^^^  Kreisen  bilden, 
mit  a  and  a  '^  da^  dem  Früheren  entsprechend,  da  auch  hier  a  der 
Winkel  ist,  den  die  Beschleunigung  if/  sin  y  mit  der  Tangente  der  Bahn 

des  beweglichen  Punktes  bildet.  Wird  a  immer  auf  der 
Seite  der  Tangente  gerechnet,  auf  welche  die  Beschlea- 
*^ '^Sif'  \^  nigung  t/;  sin  y  fillt,  die  wir. dem  Pole  zugewandt  an- 
nehmen, so  entspricht  wieder  ein  spitzer  Winkel  a  einer 
Abnahme  von  ^  und  hat. man  daher 

ds  '  cos  a  =  —  dQ. 

Ist  ferner  Q  der  Schnittpunkt  von  OP^  mit  MP^  so  wird 
ÖP'=  Pl^P '  sin  MP',  d.  h. 

du  '  sin  {MP)  =  —  dp. 
Andererseits  ist  aber 

^„_.  sin  Q  •  sin  a  sin  g  •  cos  a 

sin  (MP)  =  ig  p  -  coig  et  = •  cotg  u  =  ^^ • 

^      '  cosp  cos  p 

Durch  Combination  dieser  Gleichungen  erhält  man 

ds  sin  Q  •  dg  sin  g  •  dg 

'       dK  cosp  'dp  d-  sin  p  ^ 

d.  h.  es  wird   der  Kadius  g  der  geodätischen  Krümmung  der  Bahn  des 

beweglichen  Punktes 

°  ^         ♦  stn  g  '  dg 

d  •  sin  p 

und  der  geodätische  Contingenzwinkel 

d  '  sin  p 


dn  =  — 


sm  g  cos  te 
Man  erhält  hiermit  weiter 

rfx  d  '  sin  p  d  '  sin  p  ,     ,    . 

—  = . = : £1  =  —  d  'l  stn  p 

ig  a  sm  g  '  sm  a  sm  p 

und  folglich  wird  nach  §.  9.  die  Geschwindigkeit 

_  _C_ C 

sin  p         sin  g  sin  a*' 
d.  h.  die  Geschwindigkeit   ist    dem   Sinus    des    sphärischen 
Abstand  es  des  Poles  von  dem  ihre  Richtung  im  beweglich  ec 
Punkte  berührenden  grössten  Kreise  umgekehrt  proportional 
Weiter  erhält  man  durch  die  Formel 

-♦  =  "*  sm  y, 
Q 
wenn  man  in  dieselbe  fUr  v  und  g  ihre  Werthe  einsetst, 

sin  g  •  dg  C^ 


d  '  sin  p         ilf  sin  y  sin^  p  sin  a^      * 
Welche  in  Bezug  auf  p  und  g  als  Coordinaten   die  DifferentialgleicbitB: 
der  Bahn  darstellt,  sobald  i^  sin  y  durch  Elemente  der  Bahn  gegeben  i>t 


V.  Cap. 


Bewegung^  auf  der  KngelflKche. 
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Für  iV  findet  man,  wenn  der  Radius  JR  des  Normalschnittes,  welcher 
der  Kngelradius  bt,  gleich  1  gesetzt  wird,  wie  bisher  stillschweigend 
vorausgesetzt  wurde, 

N  =  V*  —  ip  cos  y  =i  -r-s ^  sin  y, 

stn^  p 

Die  hier  entwickelte  Formel  für  die  Geschwindigkeit  v  ist  das^  Ana- 

Q 

logon   zu  der  Formel  »  =  —  ,  welche  bei  der   ebenen   Centralbewegung 

(Cap.  III,  §.  10.)  vorkommt.  Dort  ging  die  Richtung  der  Beschleunigung 
durch  einen  festen  Punkt  der  Ebene,  hier  geht  ihre  Projection  auf  die 
Kugelfläcbe  durch  den  Pol. 

Man  kann  diese  Analogie  noch  weiter  verfolgen.  Da  das  Bogen- 
Clement  ds  durch  die"  Formel  ds'^  =  dQ^  -f~  ^^^^9  '  dg>^  in  q  und  q>  aus- 
gedrückt werden  kann,  so  wird 

2 


= (f )'+  -'.  m 


Weil  ferner  in  dem  vorliegenden  Falle  offenbar  das  Princip  der  Flächen 
ftür  ^ie  Projection  der  Bewegung  vom  Pole  aus  auf  irgend  eine  Ebene, 
z.  B.   auf  die  Tangentenebene  des  Poles  gilt,  so  hat  man  auch 

dg> 


sin^  Q  • 


d$ 


Cy 


durch  Combination  beider  Gleichungen  erhält  man,  ähnlich  wie  Cap.  III, 
§.  10,   8.  262. 


=  C^ 


sin^  (f 


oder 


=  C 


sin^  Q 


Femer  ist  vermöge  des  Princips  der  lebendigen  Kraft 

d  '  ^v^  =  —  iff  sin  y  '  cos  tt  *  ds  =  —  ip  sin  y  '  dg. 

Die  Differentiation   der  vorigen  Formel  liefert  daher  mit  Rücksicht  auf 
diese  Gleichung  ähnlich,  wie  Cap.  III,  §.  10,  S.  262. 


^  sin  y  = 


C^ 


sin^  Q 


\igg/ 


ig  9  ^9^ 

§.  15.  Die  Formeln  des  vorigen  §.  liefern  unter  der  Voraussetzung, 
dass  ^  sin  y  die  Beschleunigung  g  der  Schwere  und  also  der  feste  Kugel- 
darebmesser,  in  welchem  sich  alle  Meridianebenen  schneiden,  vertikal  ist, 
nicht  nur  die  in  §.  8.  entwickelten  Formeln,  sondern  auch  verschie- 
dene Sätze  über  das  sphärische  Pendel.  Es  ist  für  diesen  Fall 
f  -=■  ^n  —  ^,   i(f  sin  y  =^  g  zu  setzen.    Dadurch  wird 

24* 
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C  ♦         9inQdQ         C        1 
(f  = 


sin  p*  d»  sm  p  g     sin^p 

JV  =  r'  —  g  cot  Q . 

Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  für  das  sphärische  Pendel  die  Ge- 
schwindigkeit dem  Sinns  ihres  sphärischen  Abstandes  vom  tiefsten  oder 
höchsten  Punkte  der  Kugel  umgekehrt  proportional  sei.  Die  zweite  ist 
in  Bezug  auf  pund  p  als  Coordinaten  die  Differentialgleichung  der  Bahn. 
Das  Integral  derselben  ist  daher  von  der  Form 

{A  +  cos  q)  sin^  p  =  ^    , 

worin  die  Constante  A  durch  die  Anfangslage  (^q,  p^)  der  Geschwindig- 
keitsrichtung zu  bestimmen  ist.    Zwischen  der  Pendelbewegung  und  der 
ebenen  Bewegung   eines  Punktes,   welcher  nach  einem   feiten  Centruu 
hin   der   ersten  Potenz    der  Entfernung   proportional   beschleunigt  wird, 
besteht  ausser  der  Analogie  in  Bezug  auf  das  Gesetz,  welches  die  Ge- 
schwindigkeit befolgt,   noch  eine  andere.     Dort  ist  der  Krümmangsbalb- 
messer  der  elliptischen  Bahn   dem  Cubus   des  Abstandes   der  Greschwin- 
digkeit  vom  Centnjim,   hier  ist  der  Radius   der  geodätischen  KrümmuDg 
der  Bahn   dem   Cubus   des  Sinus  von  p  umgekehrt  proportional.      Der 
tiefere  Grund  dieser  Analogieen  liegt  darin,   dass  bei  dem   spblrischrs 
Pendel   die  Beschleunigungscomponente   in   der  Bichtung  der  Tangent<r 
an  den  Bogen  q  dem  Sinus  von  g  proportional  ist.    Die  Bahn   ist  übri- 
gens keine  sphärische  *Ellipse,   sondern  im  Allgemeinen  eine   transcec- 
deute  Curve,  wie  bereits  aus  den  Betrachtungen  in  §•  8.  hervorging. 

Auch  die  Bedingung,  dass  der  Punkt  einen  Kugelkreis  beschreit^, 
ist  leicht  aufzustellen.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  der  Radius  drr 
geodätischen  Krümmung  constant  sei.  Die  Formel  für  9  a^igt,  d&£5 
alsdann  p  constant  sein  müsse.  Da  aber  in  diesem  Falle  p  und  ^  iur:i* 
tisch  sind,  so  ist  auch  q  constant,  also  kauti  der  Kugelkreis  nur  hori- 
zontal sein;  endlich  ergibt  sich  auch,  dass  &  constant  bleiben  mass.  I^r 
Radius  Q  fiir  den  Kugelkreis  ist  nun  igg,  ¥(io  man  sieht,  wenn  man  dfL 
selben  als  den  Radius  der  Deformationscurve  ansieht,  in  welche  i:: 
Kugelkreis  bei  der  Abwickelung  mit  dem  die  Kugel  längs  ihm  berüJ 
renden  Kegel  übergeht.     Daher  hat  man 

C  (^ 

^  =  - — ;    *9Q  =  — r-3—  , 

sm  Q  g  strr  g 

woraus  für  die  Geschwindigkeit  folgt 

*              sin^  g 
v^  zss  g ^  . 

cos  g 

was  mit  §.  8.,  S.  358  übereinstimmt. 

Um  von   den   hier  gebrauchten  Formeln  lu  denen  des  §.   8.  ob^r 
sugehen,  dient  die  Bemerkung,  dass  g  ^s:  ijfy  dg  •  tgtt  =  Jiii  ^d^,    &l»v 
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dfp  sin  'üf 

tga  =:  sin  Q  '  —-  ,   sin  a  ==  —  __   und  wenn  man  die  For- 

mel  V  =  -V .-     mit  y'^  =  2ör  +  C,  welche  durch  das  Princip  der 

stn  (f  stn  €t  ' 

lebendigen  Kraft  gegeben  wird,  behufs  Elimination  von  v  combinirt  und 

die  entstehende  Gleichung  nach  dq>  auflöst,  erhillt  man  die  eine  Formel 

ds 
des  §.  8.     Wenn   man  ferner  statt  •  v  seinen   Werth  -r-  setzt   und  aus 

dt 

der  80  gewonnenen  Gleichung 

ds  C 


dt  sin  Q  sin  cc 

dl  darstellt,  ds  ,  sin  q  =  d(p  :  sin  a  zu  Hülfe  ruft  und  in  ähnlicher  Weise 
a  ond  Q  eliminirt,  erhält  man  die  andere  dortselbst  für  t  und  tj)  gegebene 
Fonnel. 

§.  16.  Um  die  Theorie  des  §.  9.  auf  die  Bewegung  auf  Rota- 
lious flächen  anzuwenden,  bedürfen  wir  eines  bereits  von  Clairaut 
in  den  Memoires  de  VAcademie  des  sciences  de  Paris,  1733  aufgestellten 
Satzes  über  die  kürzesten  Linien  auf  diesen  Flachen.  Ein  ebener  Schnitt 
der  Rotationsfläche,  geführt  durch  ihre  Axe,  heisst  ein  Meridian,  ein 
ebener  Schnitt  senkrecht  zu  ihr  ein  Fazallelkreis  und  die  Neigung  einer 
^'ttrve  auf  der  Fläche  gegen  die  Meridiancurve  das  Azimuth  dieser  Curve. 
Ist  nun  r  der  Radius  eines  durch  den  Punkt  M  einer  kürzesten  Linie 
gehenden  Parallelkreises  und  t  das  Azimuth  einer  kürzesten  Linie  in  M, 
so  sagt  der  Clairaut^ sehe  Satz: 

Das  Produkt  r  sin  i  aus  dem  Radius  r  des  Parallelkreises 
und  dem  Sinus  des  Azimuths  i  ist  für  alle  Punkte  einer  kür- 
zesten Linie^eine  constante  Grösse. 

Es  hat  nämlich  nach  §.  2.  die  kürzeste  Linie  jeder  Fläche  die 
Eigenschaft,  dass  ihre  Schmiegungsebene  senkrecht  auf  der  Tangenten- 
ebene  steht  und  mithin  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  in 
die  Normale  fällt.  Nach  Cap.  IV,  §.  8.  Anm.  S.  315  und  316  sind 
aber  die  Cosinusse  der  Winkel  A,  fi,  v,  welche  der  Krümmungshalb- 
mebser   einer    Coxye    mit    drei    rechtwinkligen    Coordinatenaxen    bildet, 

,    dx      ^     dy       ,     dz 
j  .  —     d  '  —      d  '  — 

^^n  Grössen  .—3 — ,    — :; — ,    — -z — ,   oder  wenn  wir  s  als  unabhängige 

ds  ds  ds 

d  2c      d  ti      dz 
Veränderliche  flir  die  kürzeste  Linie  wählen,  den  Grössen  -r-^  ,    — ^  ,    — ^ 

proportional.  Nehmen  wir  nun  die  x-  und  ^-Axe  in  irgend  einem 
l^arallelkreise  an,  zur  2 -Axe  aber  die  Rotationsaxe,  so  bildet  die  Tan- 
gente des  Parallelkreises  in  M  (or,  y,  z)  mit  den  Coordinatenaxen  Win- 
kel, deren  Cosinusse  —  — ,   — ,  0  sind  und   da  die  Normale  der  Rota- 
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tionsfläche  und  mithin  der  KrÜmmangshalbmesser  der  kürzesten  Linie 
in  die  Meridianebene  föUt  nnd  folglich  auf  der  Tangente  des  Parallel- 
kreiseB  senkrecht  steht,   so  hat  man  die  Bedingung 

r  ds^  r   ds^ 

Integrirt  man  diese  Gleichung,   nachdem  man  sie  mit  r  mnltiplicirt  hat, 

so  ergibt  sich 

°  dy  t  dx 

X  ■—  —  y  -z-  =  et. 
ds  ds 

dx      dtj      dz 
Nun  sind  aber    t~»    ^    »   "T"  ^^^  Richtungscosinusse  für  die  Tangente 

ds       ds      ds 

1/         X 

der  kürzesten  Linie  und  da ,    —9  0  wie  vorher  die  Richtnngscosi- 

r        r 

^  X  dy         y  dx 

nusse  der  Tangente  des  Farallelkreises  bedeuten,  so  stellt  — ,    — 

r  d$  r  di 

den  Cosinus  der  Neigung   der  Tangente  der  kürzesten  Linie  gegen  die 

Tangente  des  Parallelkreises  oder  den  Sinus  des  Azimuths  der  kürzesten 

Linie  dar.     Es  ist  daher  sin  i  =  —  oder 

r 

r  sin  i  sss:  a^ 
w.  z.  b.  w. 

Um  nun  den  geodätischen  Contingenzwinkel  für  irgend  eine  Curve 
auf  der  Rotationsfläche  in  einem  ihrer  Punkte  M  zu  bestimmen,  denken 
wir  uns  die  zwei  nächsten  Punkte  3f  und  M"  und  legen  durch  da» 
Element  M3f,  sowie  durch  das  Element  M'M"  kürzeste  Linien ,  welche 
die  Curve  demnach  in  M  und  M*  berühren.  Der  Winkel  beider  kürze- 
sten Linien  ist  der  gesuchte  geodätische  Contingenzwinkel  cfx«  Nun 
seien  r,  r  -{-  dr  die  Radien  der  Parallelkreise  in  ilf ,  At  und  t  and  1  -|-  ff- 
die  Neigungen  der  beiden  kürzesten  Linien  resp.  gegen  die  Meridiane  rta 
M  und  M',  t  aber  sei  die  Neigung  der  ersten  kürzesten  Linie  ^^n 
den  Meridian  von  l\f.     Man  hat  alsdann  einerseits 

rfx  s=  1'  —  (1  -|-  di) , 

andererseits  ist  aber  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 

Aus  der  zweiten  dieser  Relationen  folgt 

*i/i  I  —  sin  t  dr 

sin  I  r   ' 

oder  unter  Anwendung  des  Satzes  sina  --'  sinb=:=  2cos^{a'^-b)sin  \{a   -^ 
und  mit  Rücksicht  auf  die  unendliche  Kleinheit  der  Differenz  i'  —  1  nni 
darauf,  dass  in  der  Grenze  ^  (t  +  i*)  =  1  wird 

cos  i    '  .  dr 

:— .    (1    —   f)  =  —  . 

stn  t  r 
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Entnimmt  man  hieraus  i'  —  t  und  fiubstituirt  es  in  die  obige  Gleichung 
zwischen  d%,  t,  t    und  di,  so  kommt 

/  ,.    I     *'W  «  dr\                d  (r  sin  t) 
dx  =  —   I  rfi  H ^^  —  I  =  _    -i. ^ 

\  cos  t   r  /  r  cos  i 

welches  die  gesuchte  Formel  für  dK  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  auf  einen  auf  der  Rotationsfläche  beweglichen 
Pankt  wirke  eine  Beschleunigung  ein,  welche  fortwährend  in  die  Meri- 
dianebene desselben  föllt;  dann  hat  die  Projection  derselben  auf  die 
Tangentenebene  der  Fläche  die  Richtung  der  Tangente  des  Meridians 
und  der  frühere  Winkel  a  ist  das  Azimuth  i  der  Bahn,     Daher  ist 

d  (r  sin  a) 
c/x  ==  — - 

und  folglich 

J'  rfx  /•</  (r  sina)  ,  /  •  n 
=  —  I  — ^  -, ^  =  —  l  (r  stn  a) 
tga              J       r  stn  a 

Qnd  daher  weiter  r 

V  =  : , 


r  stn  a 

fcowie  ♦  y^  C^ 


9  = 


ijf  sin  y  sin  a         ip  sin  y  •  r^  siti?  a  * 
wozu  noch  die  Formel  für  den  Widerstand  hinzutritt: 

iV  c=3  -—  —  if;  cos  y . 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  kann  man  z.  B.  leicht  die  Bedingungen 
aufstellen,  unter  welchen  ein  schwerer  Punkt  einen  Parallelkreis  der 
Botationsfläche,  deren  Axe  vertikal  steht,  durchläuft.    Hierfür  ist  a  =  ^sr, 

r  =  Con9L  =  Ti),    ^  s=  -y   wo  ^  den  Winkel  zwischen  der  Ebene 

cos  V 

des  Parallels  und  der  Tangentenebene,  oder,  was  dasselbe  ist,  den 
^'iokel  zwischen  der  Axe  and  der  Normalen  der  Fläche  bedeutet  und 
?  =  ^.    Man  findet 

Tq  cos  V         g  Stn  ir  •  Tq*  Tq 

und  mitbin  

V  =  VgrQ'  1g^. 

^^t  Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  und  die  Umlaufszeit  ist 

Po  '^    J7'S'^  r      g 


r      ,       ,,    . ,.  .     «      .    .       IT«     .  .      «        1.  I 


wenn  5«  die  Subnormale  — -  des  Meridians  bedeutet.     Es  ist  also   die 

ig^ 

Umlanfszeit  T  gleich  der  Oscillation   eines  Pendels  von   der  Länge  der 

^ubnormalen  des  Meridians  bei  kleinen  Elongationen. 


I 
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Für  N  erhält  man 

iV  =  —  sin  ^  —  g  cos  ^y 

oder  mit  Rücksicht  aaf  den  Werth  von  v: 

COS  9 


VI.  Capitel. 

BeBchleiuiigung  im  unveränderlichen  Syatem.   Besclileimifirung  der  Ttabb- 
lation  und  der  Rotation.    Beschleunigung  im  System,  welches  sich  einer 

Ebene  parallel  beweget. 

§.  1.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist  bestimmt 
durch  die  Bewegungen  dreier  Paukte  desselben.  Sind  daher  die  Ge- 
schwindigkeiten dieser  nach  Grösse  und  Richtung  gegeben,  sei  es  als 
Functionen  der  Zeit  oder  des  Ortes  oder  durch  andere  Bedingungen, 
so  können  mit  ihrer  Hülfe  die  Geschwindigkeiten  aller  übrigen  System- 
punkte ermittelt  werden.  Die  Lösung  dieser  und  anderer  damit  in  Ver- 
bindung stehender  Aufgaben  war  Gegenstand  des  zweiten  Theiles.  Aaf 
ähnliche  Weise  sind  aber  auch  die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte 
von  den  Beschleunigungen  dreier  Funkte  abhängig.  Die  Untersuchun- 
gen hierüber  werden  Gegenstand  des  vorliegenden  und  der  nächstfol- 
genden Capitel  sein. 

Zunächst  untersuchen  wir  die  Beschleunigung  der  Funkte  eine» 
unveränderlichen  Systems,  welches  zur  Zeit  /  eine  einfache  Bewegung. 
d.  h.  eine  Translation  oder  eine  Rotation  besitzt. 

Im  Falle  einer  Translation  haben  alle  Systempunkte  zur  Zeit  t 
parallele  und  gleiche  Geschwindigkeiten  von  demselben  Sinne  und  be- 
schreiben  mit  ihnen   in  dem   nächstfolgenden   Zeitelemente  di   parallel«* 

und  gleiche  Elementarwege  ds  in  demselben  Sinne,  sodass  p  r=r         die 

Grösse  ihrer  gemeinsamen  Geschwindigkeit  darstellt.  Besteht  nun  fcr 
das  folgende  Zeitelement  die  Translationsbewegung  des  Systems  fort. 
so  beschreiben  während  desselben  die  Systempunkte  ^leichfalla  parallele 
und  gleiche  Elementarwege .  in  demselben  Sinne  von  derselben  oder  von 
unendlich  wenig  abweichender  Richtung,  wie  im  vorhergehenden  Zeit- 
elemente mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  v\  in  welche  r  übergegangen 
ist.  Daher  besitzen  alle  Systempunkte  dieselbe  Elcmentarbeschleuniguni;. 
welche  ihre  Geschwindigkeit  v  nach  Grösse  und  Richtung  ändert  nnä 
in  Folge  dessen  auch   dieselbe  Beschleunigung  fp  und  dieselbe  Tangen* 

dv  v^ 

tial-  und  Normalbesclileunigung   tpt  =  -,-   und  9«  ==  — .      £s   genügt 

dt  Q 
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die  KenDtniss  der  Beschleanigung  eines  einzigen  Systempnnktes,  um  die 
Beschleonigung  aller  zu  ermitteln.  Besitzt  das  System  nicht  blos  zur 
Zeit  t,  sondern  während  eines  endlichen  Zeitraumes  eine  Translations< 
bewegUDg,  so  gelten  diese  Betrachtungen  für  alle  Momente  dieses  Zeit- 
raumes. Die  Beschleunigungen  aller  Punkte  sind  in  jedem  Momente 
gleich,  parallel  und  von  demselben  Sinne,  ändern  aber  Ton  Moment  zu 
Moment  im  Allgemeinen  ihre  gemeinsame  Grösse  und  Kichtung. 

Besitzt  das  System  zur  Zeit  i  eine  Rotation,  so  sind  die  Geschwin- 
digkeiten V  der  Systempunkte  den  Abständen  r  der  Punkte  von  der 
R^tationsaxe  proportional  und  werden,  wenn  oa  die  Winkelgeschwindig- 
keit bezeichnet,  durch  die  Gleichung  v  =  rcD  dargestellt.  Vermöge 
dieser  Geschwindigkeiten  beschreiben  die  Punkte  im  nächsten  Zeit- 
eJemente  di  Wege  ds  =  ro  <//,  welche  Kreisen  angehören,  deren  Mittel- 
punkte auf  der  Axe  liegen  und  deren  Radien  die  Abstände  r  sind. 
ßesteht  nun  auch  im  folgenden  Zeitelemente  die  Rotation  um  dieselbe 
Axe  fort,  so  werden  die  Radien  r  die  Krümmungshalbmesser  der  Bah- 
nen der  Systempunkte  und  da  sie  für  beide  Zeitelemente  nach  /  con- 
stant  sind,  so  erhält  man  für  die  T^angential-  und  Normalcomponente 
der  Beschleunigung  die  Werthe 

dv  da  r*(ö^  « 

und  weiter  für  die  Beschleunigung  q>  selbst  und  ihre  Neigung  a  gegen 
die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v: 


9>  =  V9>n^  +  W  =  r  j/  ©*  +  y^J  ,        tgcc  =1 


ca« 


da 
di 
Für  die  Punkte  in  der  Entfernung  r  ^=s  1  erhält  man 


dt 
Wir  können  daher  den  Inhalt  der  vorstehenden  Formeln  in  folgenden 
Sätzen  aussprechen: 

Die  Beschleunigung  der  Punkte  eines  rotirenden  Systems, 
f^owie  ihre  Tangential-  und  ^Normalcomponente  sind  dem 
Abstände  r  des  Punktes  von  der  Rotationsaxe  proportional 
Qnd  werden  ans  den  entsprechenden  Grössen  für  die  Ein- 
l^eit  der  Entfernung  durch  Multiplication  mit  r  gefunden. 
Für  die  Einheit  der  Entfernung  ist  die  Tangentialbeschleu- 
oigung  die  Derivirte  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  der 
Zeit,  die  Normalbeschleunigung  aber  ist  gleich  dem  Qua- 
drate der  Winkelgeschwindigkeit.  Die  Neigung  der  Be- 
schleunigung  gegen   die  Richtung  der  Geschwindigkeit  ist 
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für  alle  Systempunkte   dieselbe;   die  Bichtnng  der  Normal* 
bescbleanigung  schneidet  die  Rotationsaxe  rechtw^inklig. 

Die  Tangentialcomponente  —  heisst  die  WinkelbeschlennigUDg 

des  Systems. 

Besitzt  •  das  System  eine  endliche  Zeit  hindurch  eine  Rotation 
um  dieselbe  Axe,  so  gelten  diese  Betrachtungen  für  jeden  Moment  der- 
selben. Ist  die  Rotation  gleichförmig,  also  o  constant,  so  ist  9/  =  n, 
q>n  =  rtci^  =  9>i  er  =  ^7t;  die  Totalbeschleunigung  g>  reducirt  sich  dann 
auf  die  Normalbeschleunigung  und  ist  senkrecht  zur  Axe. 

'Aus  der  Beschleunigung  eines  einzigen  nicht  in  der  Axe  gelegenen 
Punktes  eines  rotirenden  Systems  können  die  Beschleunigungen  aller 
Punkte  gefunden  werden. 

§.  2.  Bewegt  sich  ein  unveränderliches  System  einer  Ebene  paralirl 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  bewegt  sich  ein  ebenes  System  in 
seiner  Ebene,  so  genügt  die  Kenntniss  der  Bewegung  zweier  Punkte 
desselben,  um  die  Bewegung  aller  übrigen  zu  bestimmen.  Mit  Hülfe 
dieser  Kenntniss  kann  das  Momentancentrum  C  und  der  mit  ihm  zusam- 
menfallende Punkt  r  für  jedes  Stadium  der  Bewegung  und  können  die 
Orte  (C)  und  (I^,  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  das  Momentancen- 
tnim  C  und  die  Wechselgeschwindigkeit  U  desselben-  bestimmt  werden. 
Wir  woHen  zunächst  die  Lage  von  C  und  die  Geschwindigkeiten  51 
und  ü  für  eine  beliebige  Zeit  t  als  bekannt  annehmen  und  mit  ihrer 
Hülfe  die  Beschleunigung  der  Systempunkte  bestimmen. 

Zur  Zeit  i  besitze  das  System  die  Winkelgeschwindigkeit  A  um  '^ 
(Fig.  131.)  und  vermöge  dieser  beschreibt  ein  beliebiger  Systempunkt  .V 
um  C  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen  MM'  mit  der  Geschwindigkeit 
Sl  •  CM.     Zur  Zeit  t  -\-  dt  aber  ist  das  Momentancentrum   ein   anderer 

Punkt  C  und  dreht  sich  am  diesen 
das  System  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Sl  4~  (iSl,  in  Folge  dessen  der 
bewegliche  Punkt  einen  zweiten  un- 
endlich kleinen  Kreisbogen  M'M^  tun  ^ 
mit  der  Geschwindigkeit  {Sl  +  dSl)  C  H 
beschreibt.  Die  Richtungen  der  Ge- 
schwindigkeiten Sl'CMn.  {Sl+dSl)  €  Y 
sind  senkrecht  lu  CM  und  CM'^  die 
unendlich  kleine  Geschwindigkeitfcom* 
ponente  i/u,  welche  zu  Sl  -  CM  hinzutreten  muss,  um  {Sl  -\-  dSl)  CM 
nach  Grösse  und  Richtung  zu  bestimmen,  ist  dig  ElementarbesehleuDi- 
gung  des  Punktes  M  und  sie  liefert  dessen  Beschleunigung,  wenn  mtr. 
sie  mit  dt  dividirt.  Nun  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -\-  dSl  de» 
Systems  um  C'  nach  Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  3.  äquivalent  derselben  Winkel 
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geschwindigkeit  Sl  -f-  dSl  um  C  in  Verbindung  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit senkrecht  zu  CC\  welche  durch  die  Geschwindigkeit  des 
mit  C  zusammenfallenden  Systempnnktes  angegeben  wird,  welche  dieser 
darcb  die  Botation  nm  Cf  besitzt.    Biese  Translationsgeschwindigkeit  ist 

(Ä  +  dSl)  CCr  oder  da   t/  =  -—  ist,  (Ä  +  dSl)  üdl.      Hir.Sinn  be- 

stimmt  sich,  indem  man  die  im  Sinne  von  U  gerichtete  Tangente  der 
Cnrve  (C)  am  das  Momentancentmm  im  Sinne  von  Sl  um  ^fc  sich  um- 
drehen lässt.  Man  erhält  daher  Air  AT  dieselbe  Geschwindigkeit,  wenn 
man  sich  statt  der  Kotation  des  Systems  nm  Cf  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit {Sl  -{-  dSl)  dasselbe  um  C  auch  während  des  zweiten  Zeitelemen- 
tes rotirend  denkt  und  die  Translationsgeschwindigkeit  Slüdl  -^  üdSldt 
odcTj  mit  Unterdrückung  der  unendlich  kleinen  Grösse  ÜdSldt  zweiter 
Ordnung,  Slüdt  hinzufügt,  d.  h.  es  ist 

(Ä  +  dSl)  (f3f=  Bes.  {{Sl  +  dSl)  CM',   Slüdt). 

Die  Geschwindigkeit  {Sl  -f-  dSl)CM'  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung, 
welche  der  bewegliche  Punkt  zur  Zeit  t  -{-  dt  besitzen  würde,  wenn  er 
sich  im  zweiten  Zeitelemente  gleichfalls  um  C  drehte,  geht  aus  der  Ge- 
schwindigkeit Sl'CM,  welche  er  zur  Zeit  t  wirklich  besitzt,,  hervor,  indem 
za  dieser  die   Elementarbeschleunigung    der  Rotation   um   C  hinzutritt, 

welche  ihrerseits  in  die  beiden  Componenten,  die  tangentiale  CM  -  —  dt 

und  die  centripetale  CM  >  Sl'^dt  gespalten  werden  kann,  d.  h.  es  ist 

(Ä  -h  dSl)  CM  =  Res.  {Sl  -  CM,    CM  •  ^  dt,    CM  •  Sl^dt,    Sl  üdt)  . 

dt 

dSl 
Es  sind   daher   CM'—  dt,    CM  »  SV^dt^    Slüdt  die   Componenten   der 

Elementarbeschleunigung  du  des  Punktes  M,  welche  in  Verbindung  mit 
dessen  Geschwindigkeit  Sl-CM  seine  Geschwindigkeit  {Sl  +  dSl)  Cm' 
fdr  die  Zeit  t  +  dt  bilden.  Dividiren  wir  sie  sämmtlich  mit  dem.  Zeit- 
elcmente  dt,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  noch  r  für  CM  schreiben^  als 
Componenten  der  Beschleunigung  des  Punktes  M 

dSl       _.  ^  „ 

r— ,     äV,      SIU. 

Uan  kann  dies  Besultat  in  folgendem  Satze  aussprechen: 

Die  Beschleunigung  der  Punkte  eines  ebenen  Systems, 
welches  sich  in  seiner  Ebene  bewegt,  kann  in  jedemAugen- 
hlicke  in  zwei  Componenten  zerlegt  werden,  nämlichin  dieBe- 
schleunigung,  welche  die  Punkte  der  Rotation  um  das  Momen- 
tancentrum allein  verdanken  und  welche  sie  besitzen  würden, 
▼enn  dies  Centrum  nicht  wechselte,  und  eine  Beschleuni- 
gung, welche  von  der  Wechselgeschwindigkeit  des  Momen- 
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tancentmiDs  abhängt.    Die  erstere  Componente  kann  in  zwei 

rffl 
weitere  zerfällt  werden,   nämlich   in   eine   tangentiale  r  -   , 

senkrecht  zu  dem  von  dem  Momentancentrnm  nach  dem 
Sjstempunkte  hinführenden  Radinsvector  r  and  eine  ceatri- 
petale  52V,  welche  nach  dem  Momentancentram  hin  gerichtet 
ist.  Die  .von  der  Wechselgeschwindigkeit  ü  des  Momentan- 
centrums herrührende  Beschleunigung  ist  für  alle  Sjsteni' 
punkte  von  derselben  Grösse,  Richtung  und  Sinn  and  hai 
den  Werth  SIU'^  ihre  Richtung  und  ihr  Sinn  werden  erhal- 
ten, wenn  man  die  Wechselgeschwindigkeit  ü  im  Sinne  dei 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  nur  \n  um  das  Momentancentrnm 
umdreht;   sie   ist  parallel  der  Normalen  der  Curve  (C). 

§.  3.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  der  Beschleunigung  eine» 
Sjstempunktes  parallel  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  suchen 
(Fig.  132.).  Die  erste  derselben  sei  die  Richtung  der  Tangente  an  die 
Curve  der  Momentancentra  in  C,  positiv  im  Sinne  der  Geschwindigkeit  l\ 

die  zweite  die  Richtung  der  Normalen  der- 
selben Curve  in  C,  positiv  im  Sinne  der  ge* 
meinsamen  Beschleunigungscomponente  9,1 
genommen  und  der  positive  Sinn  Yon52werd^ 
von  der  positiven  y  -  zur  positiven  x-Axe  gf 
wendet  angenommen.  Dann  sind  für  x  und  > 
als   Coordinaten    von   M  die    Ricbtungscosi 

jr  nusse  der  Tangentialcomponente  r  —  gleich 

—  j ,  mithin  ihre  Componenten  parallel  zur  x-  und  y-Axe  —  y 

—  --z-<JC.     Für  die  Richtungscosinusse  der  Normalcomponente  rSt*  erhal* 

X  u 

man  dagegen ,  —  -    und  daher  werden  deren  Componenten  — ÄV 

r  r 

—  Sl'^y,  Da  nun  Slü  selbst  die  Richtung  der  y-Axe  besitzt,  ao  ergebe 
sich  für  die  Gesammtcomponenten  X^  Y  der  Beschleunigung  von  M  parallr 
zur  Tangente  und  Normalen  der  Curve  (C): 

Y  =  —  9?y  —  ^x  +  Slü. 

^         dt         * 

Alle  Punkte  des  Systems,  deren  Beschleunigung  parallel  der  N--^ 
malen  der  Curve  {Cj  ist,  genügen  der  Bedingung  AT  :=  0  und  lie^^ 
mithin  auf  der  Geraden 
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welche  durch    das  Momentancentram  geht  und  mit    der  Tangente   der 
Curre  (C)  einen  Winkel  a  bildet,  für  welchen 

dt 
Dieser  Winkel  ist  nach  §.  2.  gleich  dem  Winkel,  welchen  die  Beschlen- 
nigüDg  eines  Systempnnktes  bei  der  Kotation  des  Systems  mit  der  Tan- 
gente der  Bahn  bilden  würde,  wenn  das  Centrum  C  nicht  wechselte. 

Alle  Punkte  des  Systems,  deren  Beschleunigung  parallel  zur  Tan- 
gente der  Curve  (C)  ist,  «rftillen  die  Bedingung  F  =  0  und  liegen 
daher  auf  der  Geraden 

dSl 

—  o;  +  a^y  _  Ä^7  —  0. 

Diese  Gerade  schneidet  auf  der  Tangente  und  Normalen  der  Curve 
(Q,  von  C  an  gerechnet,  die  Strecken 


CE  = 


SIU 
dSl 

dt 


Sl^ 


dSl 


^  =  ^,..a«-l 


dt 


(Fig.  133.)  ab  und  ist  von  C,  um 
^_  Slü  SV^ 


]/si^  +  ( 


dt) 


/-'  +Tf )' 


Sl 


u 


TT  =  -^  •  sin  a  entfernt. 


Fig^.  133. 


Hieraus  ergibt  sich  sofort,  dass  die  zweite  Gerade  auf  der  ersten  senk- 
recht steht.  Uebrigens  fofgt  dies  auch  aus  der  Natur  der  Gleichungen 
beider  Geraden.  Denn  die  Bedingung 
des  Senkrechtstehens  zweier  Geraden 

Ax  '\-  By  -i-  C  =  0 

^°d       ^Ä  +  ^V  +  ^  =  0 

aufeinander ,    nämlich    die    Gleichung 

^/  +  BB'  =  0  bt  erfüllt,  da 

dSl 


ü 


dt  • 


Die  Grösse   ^  ist   der  Thl.  II, 

v%r 

Cap.  III,    §«  8.   definirte  Radius   der  relativen   Krümmung  der   Curven 

(C)  und  (r),    den  wir  mit  Q  bezeichnen  und  für  welchen  die  Gleichung 

besteht:  - 

1_  _   1_  _   1 

♦  ■""   ^  '  ' 

Q  9  Q 

▼eiche  man  behufs  der  Construction  auf  folgende  Weise  umschreiben  kann : 


^  = 


99 
9'-9 


=  9  + 


9  —  9 
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Ist  — -  =  0,    also   Sl  zwei    Zeitelemente    hindurch    constant,  so  wird 
dt 

CA  =  oo  und  d  =  9  . 

§.  4.  Die  beiden  Geraden  des  vorigen  §.  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  dessen  Beschleunigung  gleich  Null  ist.  Derselbe  heisst  das 
Beschleunigungscent^rum  des  Systems  und  existirt,  da  er  Schnitt- 
punkt zweier  zu  einander  rechtwinkliger  Geraden  ist,  in  jedem  Momente 
der  Bewegung,  wechselt  aber  von  Moment  zu  Moment  Sind  a:p  y, 
die  Coordinaten  dieses  Punktes,  so  genügen  dieselben  dem  System  der 
Gleichungen 

Ä^arj  —  —  yi  =  0 

~x,  +    Sl^y,  =   Slü, 
aus  welchen  für  sie  die  Werthe  folgen: 

dt             „         ■  dl  0  U     . 

X,  =  /jrt\2  •  U  = ZJ?J\ 2   •  -PT  =  -i^  Stn  a  COS  a 

«'+(f)         »■+(f)     "      " 

^^  rr  ^*  U  U  ^ 

" "  ^^T^T    -T-(fr  ^- = ^- ""  •• 

wie  sich  auch  aus  Figur  133.  unmittelbar  ergibt.     Das  Beschlennignngs- 
centrum  kann  nur  dann  unbestimmt  werden,'  wenn  -pr  unbestimmt  wird. 

was  nur  flir  besondere  Punkte  der  Curven  {€)  und  (r)  eintreten  kann 

Mit  Hülfe  der  Coordinaten  o:,,  y^  des  Beschleunigungscentmms  o 
kann  man  die  Componenten  X,  Y  der  Beschleunigung  des  Systempnnk- 
tes  M  etwas  einfacher  darstellen.  Ziehen  wir  nämlich  von  den  all^ 
meinen  Gleichungen  des  §.  3.  für  X^  Y  die  Gleichungen  für  x,,  y,  ftK 
so  folgt 

Y Ä»  (y  -  y,)  -  ^f  («  -  «•). 

oder  wenn  wir  den  Coordinatenursprung  in  das  Beschleunigangscentruni 
0^»  y\)  verlegen  und  hierfür  x  —  ar,  =J,   y—  ^^0=1^  setxen 

x^-m  +  '-n 

Nun  sind  aber,  wenn  p  die  Länge  der  Strecke  beieichnet,  welche  vvs. 
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Beschleanignngscentmm  nach  dem  Punkte  M  hinführt,  —  —  ,  —     -  die 
Richtangscosinnsse  dieser  Linie  in  dem  Sinne  nach  dem  Beschleunignngs- 


centrum  hin  genommen  und  — ,  —  —  die  Richtnngscosinusse  einer  auf 
dieser  Linie  senkrechten  Geraden,  deren  Sinn  mit  dem  Drehungs- 
sinne  von  ü  harmonirt.      Daher    sind    —  S^%  =  Ä^p  •  ( —  —  j   und 

—  Ä'ij  =  Ä'  p  .  ( l\  ciie  Componenten  einer  BeschleuAigung  Ä^p, 

deren  Richtung  durch  das  Beschleunigungscentrum  geht  und  deren  Sinn 
nach  diesem   hin  gerichtet  ist;   ebenso  Sind  —  i?  =  p  -7-  •  l  — )  und 

—  —  I  =  p  —  I 1  die  Componenten  einer  anderen  Beschleuni- 

gung  p  — ,  welche  senkrecht  zu  der  Linie  p  ist  und  bei  positivem  — 

dem  Sinne  nach  mit  Sl  übereinstimmt.    Hierdurch  erhält  man  den  Satz: 

Für  die  Bewegung  eines   unveränderlichen   ebenen  By-  ^ 
Sterns   in  ^seiner  Ebene    zerfällt    die   Beschleunigung   jedes 
Sjstempunktes   in  jedem   Zeitelemente  in   zwei  Componen- 
ten, von  denen  die  eine   nach   dem  Beschleunigungscentrum 
hingerichtet  ist,  während  die  andere  senkrecht  zuderBich- 

tang  dieser  ist  und  bei  positivem  —  dem  Sinne   nach  mrfr  Sl 

iiarmonirt.     Ist  p  der  Abstand    des   Systempunktes  vom  Be- 

schleunigungscentrum,   so  ist  die  Grösse  der  ersteren  Com- 

dSl 
ponente  Ä^p,    die   der  letzteren  p  -— .     Die  Beschleunigung 

dt 

der  Systempunkte  ist  also  dieselbe,  als  ob  das  System  zur 
Zeit  t  statt  um  das  Homentancentrum,  um  das  Beschleuni- 
gungscentrum,  aber  zw^i  Zeitelemente  hindurch  rotirte. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systems,  welche  dieselbe  Beschleunigung 
ß  besitzen,  ergibt  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  zj^ischen  £  und  17, 
indem  man  ^  +   Y^  =  ß^  setzt,  nämlich 

M  4.  „2  ^    ß . 

BiePankte  gleicher  Beschleunigung  ^  liegen  also  auf  einem 
am  das  Beschleunigungscentrum  als  Mittelpunkt  beschrie- 
benen Kreise.  Der  Radius  dieses  Kreises  ergibt  sich,  in- 
dem man   die  Beschleunigung  ß   durch    die   Beschleunigung 

/^  Ä*  +  {-^J   i'i  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Besohlen- 
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nigungscentrum  dividirt.  Dieser  Satz  folgt  auch  unmittelbar  daraas, 
dass  ^beide  Componenten  der  Bescbleonigang,  also  auch  diese  selbst  p 
proportional  sind. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  des  Systems  constant,  so  fHUt  das 
Bescbleunignngscentmm  in  die  Normale  der  Carve  (C). 

§.  5.  Die  Gerade  CM^  welche  das  Momentancentram  C  mit  dem 
Sjstempunkte  M  verbindet,  ist  die  Normale  der  Bahn  des  letzteren  in  .V; 
indem  wir  die  Componenten  X,  Y  auf  diese  Gerade  projiciren  und  ihre 
Projectionssamme  bilden ,  erhalten  wir  die  Normalbeschlennigung  9«  de:) 
Punktes  M,     Nun  sind  die  Richtungscosinusse  von  CM  gegen  die  Axeo 

des  ar,  y  gleich  — ,  -^  und  folglich  wird 

r       r 

TV  r  r 

oder         g,^  =  —  äV  +  StVsin  £, 

wena  t  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  CM  mit  der  a:-Axe  bildet.  Die 
Normalbeschleunigung  wird  dabei  positiv  oder  negativ  gerechnet«  je 
n^^hdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  von  CM  übereinstimmt  oder  diesea 
entgegengesetzt  ist. 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  für  welche  die  Normalbeschleunignn^* 
9U  verschwindet,  hat  die  Gleichung 

9?[a?  +  y")  —  SLVy  =  0, 

a;^   +  y»     _  A  y  _  0. 

Dies   ist   aber   die   Gleichung  eines   Kreises  vom  Radiu^  -^  — ,   welcher 

im  Punkte  C  die  a:-Axe  berührt.  Auf  ihm  liegt  das  BescblenniguDg» 
centrum,  weil  ftir  dieses  die  totale  Beschleunigung,  mithin  auch  9^«  gleicL 
Null  ist.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  deren  Normalbeachleaoi* 
gung  Kpn  zur  Zeit  i  verschwindet,  ist  ein  Kreis,  welcher  die 
Curve  der  Momentancentra  im  Momentancentrum  C,  welche» 
der  Zeit  i  entspricht,  berührt,  dessen  Radius  gleich  des 
halben  Radius  der  relativen  Krümmung  der  aufeinander 
rollenden  Curven  (C)  und  (T)  ist  und  welcher  durch  das  Be- 
schleunigungscentrum hindurchgeht. 

Die  Tangente  der  Bahn  des  Systempunktes  M  bildet  mit  den  Co<^^ 

y  ^ 

dinatenaxen  Winkel,  deren  Cosinusse  sind  — , ,  daher  wir  de»« 

r  r 

Tangentialbeschleunigung 

wt  =  X^  —  Y-  —  -^ ^^  —  Hü  ^ 

r  r  dt  r*  r 

oder  ^^ 


ffi.  s=  r  -—  —  Slü  cos  f. 
dt 
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Fttr  die  Sjstempnnkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  Nnll  ijst, 
erbalt  nian 

^  (a.2  _|.  y2)  _  siUx  =  0,    d.  h.: 

Der  Ort  aller  Sjstempunkte,  deren  Tangentialbeschleu- 
nignug  q},  zur  Zeit  i  verschwindet,  ist  ein  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt    auf   der    Tangente    der    Curve    der    Momentan- 

centra  im  Abstände  -i-~TQ~  vom  Momentancentrum  liegt;  der- 

selbe  enthält  auch  das  Beschleunigungscentrum. 

Die  beiden  hier  erwähnten  Kreise,  fUr  welche  resp.  q>„  und  q>g  ver- 
schwinden, wurden  zuerst  von  Bresse  gefunden  {Memoire  sur  un  theo- 
rem  nouveau  concernant  les  mouvemenis  plans  et  sur  tappUcaiion  de  la 
cinematique  ä  la  determinaiion  des  rayons  de  courhure,  Journal  de  Vdcole 
pdytechn,  J.  XX ^  p.  104^  a,  1853),  Sie  schneiden  sich  beide  im  Be- 
schleunigungscentrum  und  sind  über  den  Strecken  CH^  CJ  in  Fig.  133. 
als  Durchmesser  beschrieben.  Die  Punkte  des  ersten  Kreises  haben 
nur  Tangentialbeschleunigung,    aber    keine   Normalbeschleunigung.     Da 

non  die  letztere  —  zum  Ausdrucke  hat  und  v  nicht  Null  ist,   so   folgt, 

Q 
das«  ftir  diese  Punkte  der  Krümmungshalbmesser  ihrer  Bahnen  zur  Zeit  t 

nnendlich  gross  wird,  dass  sie  also  in  diesem  Momente  einen  Wende- 
punkt ihrer  Bahnen  passiren.  Der  Punkt  /,  in  welchem  die  Normale 
der  Cnrve  der  Momentancentra  den  Ort  der  Wendepunkte  des  Systems 
zar  Zeit  i  schneidet  und  welcher  dem  Momentancentrum  diametral  gegen- 
über liegt,  hat  eine  wichtige  Bedeutung  für  die  Bestimmung  des  Krüm- 
mQDgshalbmessers  der  Bahnen  und  wird  der  Wendepol  des  Systems 
iur  die  Zeit  t  genannt.  Der  Ort  der  Wendepunkte  ist  in  der  absoluten 
Ebene  wie  im  System  mit  der  Lage  des  Systems  veränderlich. 

Der  zweite  Ejreis  enthält  alle  Punkte  des  Systems,  für  welche  zur 
Zelt  t  die  Tangentialbeschleunigung  Null  ist,  für  welche  also  die  Ge- 
schwindigkeit zwei  Zeitelemente  hindurch  constant  bleibt.  Im  Allgemei- 
nen erreichen  diese  Punkte  zur  Zeit  i  ein  Maximum  oder  Minimum  ihrer 
Geschwindigkeit. 

§.  6.  Durch  die  etwas  speciell  gewählte  Lage  des  Coordinaten- 
»jstems  wurde  der  vorstehenden  Untersuchung  eine  gewisse  geometrische 
I>arch8ichtigkeit  bewahrt.  Indessen  ist  es  nicht  schwer,  diese  'Betrach- 
tungen auch  in  allgemeinerer  Form  durchzuführen  und  das  Bedürfniss 
Uerf&r  stellt  sich  heraus,  wenn  es  sich  z.  B.  um  die  Aufsuchung  des 
^Mes  aller  Beschleunigungscentra  für  ein  bestimmtes  Bewegungsproblem 
oder  des  Ortes  aller  Systempunkte  handelt,  welche  nach  und  nach  mit 
dem  Beschlennigungscentrum  zusammenfallen  oder  wenn  man  die  Enve- 
loppe  aller  Wendekreise  untersuchen  wollte  u.  s.  w. 
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Nehmen  wir  in  der  absoluten  Ebene  ein  festes  Coordinatensjstem 
der  x^  y,  in  dem  beweglichen  'System  ein  mit  diesem  bewegliches,  mit 
ihm  aber  fest  verbundenes  der  x\  y  an  und  bezeichnen  ausserdem  mit 
a;j,  ^1  die  Coordinaten  des  Ursprungs  des  letzteren  und  mit  a,  h\  a\  6' 
die  Kichtungscosinusse  seiner  Axen  gegen  die  Axen  des  festen  Coor- 
dinatensystems,  so  bestehen  für  den  System punkt  x^  y\  welcher  zur  Zeit  / 
die  absoluten  Coordinaten  or,  y  hat,  die  Relationen: 

o:  =  a",   -{-  ax'  +  ay 

y  =  y\  +  ^^'  +  *V- 

Differentiiren  wir  dieselben  zweimal  mit  Rücksicht  darauf,  dass  x\  y  Ton 
der  Zeit  unabhängig  sind,  nach  /,  so  kommt 

dx  dx^  ^^     '  ^^    \_     '  ^^ 

It    ^  lit    "^  ^  Yt   '^  ^    dt 

dy  dyy     .       ,  db     .      ,  db' 

dl  dt    ^       dl   ~  ^    dl 

di^~~~dF'^  ^  dt'  +^    dl' 

di'   ~    dt''  ^  "^  dt'   ^  ^   dt''' 

welche   Formeln    die    Componenten    der   Geschwindigkeit    und   der  Be- 
schleunigung des  Punktes  x\  y   parallel  den  absoluten  Axen   liefern. 

Für  die   Coordinaten  x^\  y{  des  Beschleunigungscentrums    geh^^a 

d  X  (•  V 

weil  für  diesen  Punkt  --.^   =  ö»    j2    =  ^  sind,  die  Gleichungen 

^         d^x,     .         ,d^a.        ,  d'd 

^  =  rfi^  +  "•'  d,i  +  «'•  dt^ 
"      dt'  ^  '''  df'  +  *'  df 

Indem  man  diese  Gleichungen  von  den  vorigen  abzieht,  eliminirt 
man  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  UrspniD«:^ 
und  erhält  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  eines  beliohif^'n 
Systempunktes  die  etwas  einfacheren  Formeln: 

^.,    =(x-;r,)^^,   +(y-y,)  ^^, 
=  (••■  —  -»i )  ^n    +  (.'/  -  -  .Vi ) 


di^       V-       " "  rfr*    '   '•'      '• '  <w' 


»» 


Für  die  Punkte   x\  y\    deren   Nornialbe.schleunigung  verschwiml«! 

bat  man  wegen 
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2  _  {^\\    (^l\  _  LVrff/  "^  \dt)  \ 

"^    "~  Vrf/  /  +  \dt)  '  ^  ~  dx  d^y         dy  d'x 


dt   dt'^  dt  dl^ 

dx  d^y         dy  dPx 
v^  dt   df^  ~  dt   ~de 


die  GleichuDg 


fö) + m 


dx  d^y         dy  ^x  

m  d?  ~  ~di  da  ~      ' 


'm  welcher  die  Differentialquotienten   -^ ,   -—^  ,   --  ,   —^  mit  Hülfe  der 

obigen  Formeln  durch  die  Orössen  x^  y   auszudrücken  sind. 

Für  die  Punkte  x\  y,  deren  Tangentialbeschleunigung  -  ver- 
schwindet, ist 

dx  dPx  j^   dy  dPy  

dt  W  '^  dt   d?  ^ 

in  derselben  Weise  zu  bebandeln. 

Um  in  diesen  Gleichungen  die  beiden  Bress ersehen  Kreise  wieder- 
znerkennen,  wollen  wir  die  Tangente  und  Normale  der  Curve  {€)  zu 
Axen  der  o:,  y  und  die  mit  ihnen  zusammenfallenden  Geraden  des 
Systems  zu  Axen  der  x\  y  nehmen.  Es  ist  dann,  weil  im  Allgemeinen, 
wenn  er  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Axe  des  x'  mit  der  Axe  d^s  x 
bildet 

«=      cosa.  j- =  —  ftnof'ii  =  —  6ii,   -3-«-=  —  aid* —  b  — 

dt  dt^  dt 

da  _       dt  '     '   dt^  ^        dt 

di~       da  00     ^'«'  1.02  ^-^ 

*  dt  '    dt^  dt 

'^  =       cosa^  -r-  =  —  5f M  a  •  5i  =  —  bSl.    — -„-  =  —  aSl^  —  b  — 

'  dt  dt^  dt 

m  vorligenden  Falle 

d<i  r.  ^ö  ^« 

db  ^  d^b  dSl 

da  ^  dt  dt^  dt 

'  _  O         ^  ^  ^\=  —  Sl  ^"^    —  -,   ^ 

"  ~  dt  di^    ~  dt 
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Femer  sind  .r,  =  »•  =  0,  ebenso  -  -*  =    -~i  =  0,   weil   der  Punkt 

'         ^'  '  dt  dt 

x^j  y^  im  Momentancentmm  liegt   nnd   also   seine  Geschwindigkeit  Nail 

ist,  — y  =  0,  weil  in  Folge  der  Rotation  nm  das  folgende   Momentan- 

centrnm  derselbe  Punkt  keine  Beschleanignng  in  der  Richtung  der  x-Axe 

erhält,  -^  =  —  SIU.     Daher  wird 
'    dt^ 


dx 


dt 

d^x 


=  -  Äy, 


=  Slx 


dt^ 
und  also 


=  -  ä2 


X 


9 


dx  (Py 
dt   dt'^ 


dSl 
dt 


dy  tPx 
dt    dt^ 


dy 
dt 

Jy  -ÄlZ  +  ^j^x 

dt^  '      dt 


9?u 


=  —  Ä»  {x^  +  y'^  +  Ä^  Oy 


d(\v'^)  ^dx  dhc         dy  (fy  ^ 
dt  dt    dt^    "^  dl    di^ 


Ä  ^  (a'^  +  y  ^)   -  Ä'  I7x , 


wodurch  sich  die  Gleichungen  der  Orte  -  -  =  0  und  -     ==  0  ergeben  al? 

Q  dt 


V 


X 


+  y'  +  -„  y'  =  0 


ß 


wie  früher,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir  den  Sinn  von  i2  und  damit 
die  Axe  des  y  im  entgegengesetzten  Sinne,  wie  früher,  gerechnet  babec. 

§.  7.  Die  vorstehenden  Lehren  vom  Beschleunigungscentmm,  dem 
Orte  der  Wendepunkte  und  dem  Wendepole  stehen  in  innigstem  Zo- 
samraenhange   mit    der   Theorie    der  Krümmung    der  von    den    System* 


Figr.  134. 


.^- 


/ 


/ 


*%  \        dB.  / 


f 


f  c* 


/ 

/ 


/  k 


punkten  beschriebenen 
Bahnen.  Wir  wollen  dit 
Hauptsätze  dieser  Th«'«^* 
rie  im  Znsammenhan^f 
synthetisch  entwickelr. 
wenn  auch  eine«  dfr 
ResulUte  bereit«  Tbl.  L 
Cap.  III,  §.  14.  in  etvi» 
anderer  Form  ^fundfo 
wurde. 

Es  sei   (Fig.   134 
C    das    der    Zeit   r  ent 


sprechende  Momentancentmm,  (f  dasselbe  für  die  Zeit  ^  -l-  ^'^  unA  M  f  Ir 
Systempunkt,  M'  seine  Lage  zur  Zeit  /  +  dt.    Dann  sind  MC^  M'C  d  •' 
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Normalen  in  M,  At^  folglich  ihr  Schnittptinkt  K  der  Krümmnngsmittel- 
pnnkt  nnd  MK  der  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  für  den  Punkt  M. 
Die  Tangente  der  Curve  (C)  theilt  die  Ebene  in  zwei  Felder;  ein  in 
dem  Sinne  CC  sehender  Punkt  hat  das  eine  von  ihnen  zur  Rechten, 
das  andere  zur  Linken.  Nehmen  wir  an,  der  Punkt  M  liege  in  dem 
linken  Felde  und  die  Kotation  dS  um  das  Momentan centrum  erfolge  im 
Sinne  der  Uhrzeigerbewegung;  die  anderen  Fälle  lassen  sich  durch  Sinn- 
und  Zeichenwechsel  leicht  auf  diesen  zurückführen.  Aus  dem  Dreiecke 
kCiY^  dessen  Aussenwinkel  MCM'  gleich  cf9,  desseji  Winkel  K  der 
unendlich  kleine  Winkel  dx  der  beiden  Normalen  MK^  M'K  oder  der 
Contingenzwinkel  ist  und  dessen  dritten  gleichfalls  unendlich  kleinen 
Winkel  CJUfCf  wir  mit  Jft  bezeichnen  wollen,  folgt  dann 

dr  ^=  dS  —  rfft. 

Liegt  der  Punkt  M  in  dem  Felde  rechts,  so  wird  dz  =  dS  -\-  dfiy  so* 
das«  man  allgemein  die  Formel 

dz  =  d&  -^^  d(i 

gelten  lassen  kann,  wenn  man  nur  d(i  als  negativ  in  dem  Felde  ansieht, 
welches  auf  derjenigen  Seite  von  C(f  liegt,  nach  welcher  hin  die  Rota- 
tion nicht  erfolgt.  Um  eine  Gerade  aus  der  Lage  CM  der  Normalen  in 
M  in  die  Lage  C'Ilf  der  Normalen  in  AT  überzuführen ,  kann  man  sie 
zuerst  um  C  um  den  Winkel  dS  und  hierauf  um  AT  um  dfi  drehen.  Für 
die  Punkte  des  linken  Feldes  ist  die  Drehung  e/ft  der  Drehung  dS  ent- 
gegengesetzt, fUi  die  Punkte  des  rechten  Feldes  ist  sie  von  demselben 
Sinne.  Ist  also  der  Sinn  von  d&  als  positiv  angenommen,  so  ist  im 
ersten  Felde  dfi  negativ,  im  zweiten  positiv.  Im  Felde  der  negativen 
^1»  allein  kann  dz  verschwinden.  Für  die  Punkte  ^,  für  welche  dies 
nntreten  soll,  muss  cffi  =  dS  werden.  Sie  liegen  daher  auf  einem 
Kreise,  welcher  die  Curve  {C)  im  Momentan  centrum  berührt  und  d&  als 
Peripheriewinkel  fasst.  Der  Radius  R  dieses  Kreises  ist  daher,  wenn 
f'C  mit  da  bezeichnet  wird, 

^'  h.  gleich  dem  halben  Radius  der  relativen  Krümmung.  Die  Punkte 
dieses  Kreises  besitzen  einen  unendlich  grossen  Krümmungshalbmesser. 
Für  alle  Punkte  ausserhalb  dieses  Kreises  auf  der  Seite  der  negativen 
'^M  ist  dx  <Z  dSj  mithin  liegt  für  sie  der  Krümmungsmittelpunkt  auf  der 
Seite  von  CC^y  nach  welcher  hin  die  Rotation  dS  erfolgt;  für  alle  Punkte 
innerhalb  des  Kreises  ist  dz  >  dB  und  liegt  folglich  der  Krümmungs- 
niittelpunkt  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  CC  Ebendahin  füllt  er 
AQch  für  alle  Punkte  M,  welche  dem  Felde  der  positiven  d^i  angehören. 
Daher  trennt  jener  Kreis  die  Punkte,  deren  Bahnen  Krümmungsmittel- 
punkte  IC  diesseits  der  Tangente   der   Curve   (C)  besitzen  von   denen, 
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deren  KrÜmmnngsmittelptiDkt  jenseits  liegt;  fUr  Punkte  des  Kreises  selbst 
findet  die  Wendung  des  Krtimmangsmittelpunktes  dnrch  das  Unendliche 
statt.     Wir  haben  daher  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  für  welche  die  Krüm- 
mungshalbmesser ihrer  Bahnen  zugleich  unendlich  gross 
werden  und  welche  zugleich  Wendepunkte  ihrer  Bahnen 
passiren,  ist  ein  Kreis,  welcher  die  Curve  der  Momentan- 
centra  im  Momentancentrum  berührt  und  auf  die  Seite  der 
gemeinschaftlichen  Tangente  fällt,  nach  welcher  die  Rota- 
tion nicht  erfolgt.  Der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  gleich 
dem  Badius  der  relativen  Krümmung  der  Curven  (€)  und  (f 
und  wird  durch  das  Verhältniss  des  Bogenelementes  der 
Curve   {C)    zum  Winkel    d&    der   Elementarrotation    um  da^ 

ü 
Momentancentrnm,   oder  also  auch  durch  ^,    d.  h.  durch  den 

Quotienten  der  Wechselgeschwindigkeit  des  Momentancen 
trums  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  nm 
dies  Centrnm  angegeben.  Die  Bahnen  aller  Punkte,  welch»* 
im  Innern  dieses  Kreises,  sowie  der  Punkte,  welche  auf  de* 
entgegengesetzten  Seite  der  Tangente  der  Curve  {€)  liegen, 
kehren  dem  Momentancentrum  ihre  concave,  die  Babnei 
aller  übrigen,  ausserhalb  des  Kreises  gelegenen  Punkt' 
ihre  convexe  Seite  zu,  die  Punkte  des  Kreises  selbst  ver 
halten  sich  in  dieser  Hinsicht  indifferent. 

Der  erwähnte  Kreis  heisse  der  Ort  der  Wendepunkte  und  d*' 
Punkt  auf  ihm,  welcher  dem  Momentancentrum  diametral  gegenüber  lie^ 
der  Wendepol  des  Systems  für  die  dem  Momentancentrum  C  entspr^ 
chende  Lage  desselben.    Dem  Obigen  zufolge  liegt  dieser  Kreis  immer  ac 
derjenigen  Seite  der  Tangente  an  die  Curve  ((7),  nach  welcher  die  R» 
tation   um   das  Momentancentrum  nicht   erfolgt.     Liegen  daher  die  Oti: 
ven  {€)  und  (F)  auf  entgegengesetzten  Seiten  dieser  Tangente,  so  findtt 
er  sich   auf  der  Seite ,   wo  (/^   liegt ;   liegen  beide   auf  derselben  Seitr 
der  Tangente  und  ist  der  Krümmungshalbmesser  g'  von  (F)  kleiner  al* 
der  Krümmungshalbmesser  q  von  (C),   so  liegt  er  gleichfalls  auf  der^t^l 
ben  Seite  mit  (r*);   ist  aber  ^'  >  ^,   auf  der  entgegengesetxlen.     Dir« 
folgt  aus  dem  obigen  Satze  in  Verbindung  mit  Thl.  III,  Cap.  III,  §.  ^ 

Es  seien   wieder   C,   (f  (Fig.   135.)    zwei   aufeinanderfolgende  M>* 
mentancentra,   M  ein  beliebiger  Systempunkt,   M*  seine   folgende  La^* 
AT  der  Krümmungsmittelpunkt  für  M,  i  der  Winkel,    den   CM  mit  (ie- 
gemeinschaftlichen  Normalen  der  Curven  (C),  (f*)  bildet,  J  der  Wendrp« 
und  J'  seine  Projection  auf  CMj  CCf  =  da.     Man  hat  dann 

HfC  •  dfik  a=  CM  •  dfi  =:  da  '  cos  i ,      CK  •  rfr  =  Ja  cos  i. 
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dt 


da^ 
CK 


Hieraus   folgt   d^  = 

die  Gleichang 

dx  =  d9  —  dii 

einsetzt  nnd  berücksichtigt,  dass 
ist,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 


cos  I  und  wenn   man  dies   in 


de 


-1 JL  + 

2  M  cos  i        CM  ~ 


1 
CK' 


Es  ist  aber  2  B  cos  i  die  Projection  C/  des  Durchmessers   des  Wende- 
kreises auf  die  Verbindungslinie  des  Sy- 
stempunktes M  mit  dem  Momentanaen- 
tnim.     Daher  ist 


Flff.  135. 


^         CM^ 


er  ~  CM  "^  CK' 

Drückt  man  hierin   alle  Längen  durch 
MCy  MTy  MK  aus,    indem  man   setzt 
er  =^  MC  —  Mr,  CK  =  MK  ^  MC, 
so  gebt  diese  Gleichung  über  in 
MC^  =  Mr  MK. 

Dieselbe  Gleichung  erhält  man  auch  für  j^^^ 
den  Fall,  dass  dr=dS-]^  dii  zu  Grunde 
gele-gt  wird,  wenn  man  den  Zeichen- 
wechsel der  Linien differenzen  genau  verfolgt.  Es  ist  also  der  Ab- 
stand des  Systempunktes  vom  Momentancentrum  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  den  Abständen  desselben  vom 
Krümmungsmittelpunkte  und  der  Projection  des  Wendc- 
pols  auf  die  Normale  seiner  Bahn.  Nimmt  man  jenseits  M  den 
Pankt  C^  symmetrisch  zu  C  an,  so  wird  die  Strecke  CC^  von  /'  und  K 
harmonisch  gctheilt  und  ist  CCf  das  harmonische  Mittel  zu  C^r  nnd  C^K, 
Man  kann  daher  den  vorstehenden  Satz  auch  so  fassen: 

Die  Projection  r  des  Wendepols  /  auf  die  Normale  der 
Bahn  eines  Systempunktes  M  und  der  Krümmungsmittel- 
pnnkt  K  theilen  die  Strecke  zwischen  dem  Momentancen- 
trum  C  und  dem  in  Bezug  auf  den  Systempunkt  zu  C  sym- 
metrischen Punkt  Cj  harmonisch. 

Derselbe  Satz  ergab  sich  bereits  auf  andere  Weise  in  Tbl.  I,  Cap.  III, 
§.  14.  Der  Rollkreis  Abel  Trans on's  ist  ein  Kreis  von  doppelt  so 
grossem  Halbmesser,  als  der  Wendekreis. 

Nehmen  wir  auf  der  gemeinsamen  Normale  der  Carve  ((7),  {F)  einen 
Punkt  J  beliebig  an  (Fig.   136«),   und    suchen    den  Krümmungsmittel« 
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Figr.  136. 


pankt  K  seiner  Bahn,  so  sind  die  vier  Punkte  (7,  C^^  Jy  K  harmonisch, 
wobei  Ä  in  der  Mitte  von  CC^  liegt.  Ziehen  wir  durch  0  irgend  eine 
Gerade  und  projiciren  die  fünf  Punkte  Ä^  C,  C|,  /,  K  auf  sie,  so  sind 
von  den  Projectionen  Ä^  C,  C/,  /',  Ä^  gleichfalls  C,  Cj,  /*,  if*  harmo- 
nisch und  Ä  in  der  Mitte  von  CC^,  Daher  ist  ^  der  Kiümmmigs- 
mittelpnnkt  der  Bahn  des  Punktes  Ä^  d.  h.: 

Der  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  eines  Systempnok- 

tes  ist  die  Projection    des  Krümmungsmittelpunktes  eines 

auf  der    gemeinschaftlichen    Normalen    der  Curven  (C),  (r 

gelegenen  Punktes,  dessen  Projection  der  Sjstempunkt  ist. 

Oder,  weil  die  Punkte  Ä  alle   auf  einem  über  CA  und   die  Punkte 

AT'  alle  auf  einem  über  CiT  als  Durehmeasei 
beschriebenen  Kreise  liegen: 

Die  Krümmungsmittelpankte  aller 
Punkte  eines  die  Curve  (C)  im  Momen- 
tancentrum berührenden  Kreises  lie- 
gen auf  einem  zweiten,  die  Curve  \}l 
gleichfalls  in  C  berührenden  Kreise. 
Die  Lage  und  Grösse  des  sweiten  KreLset 
ist  dadurch  bestimmt,  dass  er  den  Kiüm- 
mungsmittelpunkt  K  des  dem  Momentancen- 
trum  auf  dem  ersten  Kreise  diametral  gegen- 
überliegenden Punktes  Ä  enthält. 

Man  sieht  leicht,  dass  der  Krümmnnp- 
mittelpunkt  der  Curve  {T)  eine  Bahn  be 
schreibt,  deren  Krümmungsmittelpankt  in  den 
Krümmungsmittelpunkt  der  Curve  (C)  der  Mo- 
mentancentra  fällt.  Denn  die  Normalen  ir 
Cy  (f  schneiden  sich  im  Krümmungsmittelpunkte  von  {€)\  die  Linie  des 
Systems  aber,  welche  nach  der  Elementarrotation  in  die  Normale  von  ^ 
eintritt,  ist  eine  unendlich  nahe  Normale  von  (F),  welche  die  gemein 
schaftliche  Normale  in  C  im  Krümmungsmittelpunkte  von  {V)  schneidei 
Dieser  Krümmungsmittelpunkt  beschreibt  daher  eine  Bahn,  für  welche 
die  Normalen  in  C  und  C'  gleichfalls  zwei  aufeinanderfolgende  Nonnaleo 
sind,  für  welche  also  ihr  Durchschnitt  ebenfalls  der  Krümmungsmittel* 
punkt  ist. 

§.  8.  Man  kann  leicht  die  Krümmungsverh&ltnisse  der  Curven 
ermitteln,  welche  Enveloppen  von  irgend  welchen  Curven  des  bewe^ 
liehen  Systems  sind.  Es  seien  (Fig.  137.)  c,  c  zwei  aufeinanderfolgende 
Lagen  einer  Curve  des  beweglichen  Systems.  Von  dem  Momentan- 
centrum  C,  entsprechend  der  Lage  c,  füllen  wir  auf  c  die  Nonnale  ('.V. 
ebenso  von  dem  folgenden  Momentancentnun  C  auf  e  die  Noivm!«  (^M> 
Die  Curve  c  berührt  die  Enveloppe  in  M  und  hat  mit  ihr  die  Nomiale  T.V 
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gemein;  gleiches  gilt  von  c  in  Bezug  auf  M.  Daher  sind  CM^  (fM^ 
2wei  aufeinanderfolgende  Normalen  der  Enveloppe  der  beweglichen  Curve 
und  mithin  ist  deren  Schnittpunkt  K  ihr  Krninmungsmittelpunkt  für  den 
Pankt  üf.  Suchen  wir  nun  die  erste  Lage  der  Normalen  CM*  auf,  so 
ist  sie  eine  Normale  von  c  in  einem  dem 
Punkte  M  unendlich  nahen  Punkte  m  und 
schneidet  daher  CM  in  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte k  der  beweglichen  Curye  c  ent- 
sprechend dem  Punkte  M^  mit  welchem  sie  die 
Enreloppe  berührt.  Diese  Normale  mk  geht 
aber  durch  die  Elementarrotation  des  Systems 
in  die  Normale  CM*  über  und  dabei  beschreibt 
der  Punkt  k  ein  Bogenelement  kU  seiner 
Bahn.  Da  nun  die  Geraden,  welche  durch 
dag  Momentancentrum  gehen,  Normalen  sind 
für  die  Bahnen  ihrer  sämmtlichen  Punkte,  so 
folgt,  dass  Ck^  (fk'  zwei  aufeinanderfolgende 
Normalen  der  Curve  sind,  welche  der  Krtim- 
mungsmittelpunkt  der  beweglichen  Curve  be- 
sehreibt und  da  sie  sich  in  dem  Punkte  K  schneiden,  so  ergibt  sich 
der  Satz: 

Der  Krümmungsmittelpunkt  der  Enveloppe,  welche  von 
einer  Curve  des  beweglichen  Systems  erzeugt  wird  in  dem 
Punkte,  in  welchem  die  Curve  die  Env&loppe  berührt,  ist 
identisch  mit  dem  Krümmnngsmittelpunkte  der  Bahn,  welche 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  beweglichen  Curve  selbst 
bei  der  Bewegung  des  Systems  beschreibt. 

Durch  diesen  Satz  kann  also  die  Untersuchung  der  Krümmung  der 
Enveloppen  auf  die  Untersuchung  der  Krümmung  der  Punktcurven 
zorSckgeführt  werden. 

Wenden  wir  den  eben  entwickelten  Satz  auf  die  Enveloppe  einer 
Geraden  an.  Der  Krümmungsmittelpunkt  der  Geraden  beschreibt  eine 
unendlich  ferne  Curve;  der  Punkt  Cj,  welcher  in  Bezug  auf  ihn  mit  C 
auf  der  Normalen  symmetrisch  liegt,  ist  daher  gleichfalls  unendlich  fem, 
C  und  Ci  müssen  aber  die  Entfernung  fK  harmonisch  theilen,  daher 
muss  C  in  der  Mitte  von  fK  liegen.  Daher  liegt  der  Krümmungsmittel- 
punkt IC  jener  unendlich  fernen  Curve  und  damit  auch  der  Krümmungs- 
mittelpankt  der  Enveloppe  der  Geraden  für  den  Punkt,  in  welchem  sie 
diese  letstere  berührt,  auf  einem  zu  dem  Wendekreise  gegen  die  Tan- 
gente der  Curve  (C)  symmetrisch  liegenden  Kreise.  Da  dasselbe  von 
allen  £nTeIoppen  sämmtlicher  Geraden  des  Systems  gilt,  so  haben  wir 
den  Sats: 

Die    Krttmmungsmittelpunkte    der    Enveloppen,    welche 
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die  Geraden  eines  beweglichen  Systems  erzeugen,  liegen 
für  eine  gegebene  Lage  des  Systems  sämmtlich  auf  einem 
Kreise,  welcher  die  Curve  der  Momentancentra  in  dem  der 
betreffenden  Lage  des  Systems  entsprechenden  Momentan- 
centrum berührt  und  mit  dem  Wendekreise  dieser  Lage  tos 
gleicher  Grösse  ist,  aber  mit  ihm  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Tangente  der  Curve  der  Momentancentra  liegt 
Man  erkennt  die  lE^ichtigkeit  dieses  Satzes  auch  direct,  wenn  man 
bedenkt,  dass  die  Normalen,  welche  man  von  C  und  (f  auf  die  beiden 
aufeinanderfolgenden  Lagen  der  beweglichen  Geraden  fallt,  mit  einander 
den  Winkel  dS  der  Elementarrotation  des  Systems  bilden  und  das^^ 
dieser  für  alle  Geraden  desselben  derselbe  ist,  woraus  folgt,  dass  die 
Schnittpunkte  der  verschiedenen  Normalenpaare,  welche  verschiedenen 
Geraden  entsprechen,  auf  einem  Kreise  liegen  müssen,  welcher  drn 
Winkel  dS  als  Peripheriewinkel  fasst.  Die  nämliche  Eigenschaft  b&t 
aber  der  Wendekreis  u.  s.  w. 

§.  9.     Auf  die  Betrachtungen  der   beiden  vorigen  §§.  gründet  sieb 

folgende  (Fig.  138.)  einfache  und  elegante  Construction  der  Krümmung^' 

halbmcsser  der  Curven,  welche  von  den  Punkten  des  beweglichen  Systeiii> 

Fi^.  138.  beschrieben    und  mithin    auch    der   Euveloppec 

I  ^_      welche  von  den  Curven  desselben  erzeugt  werden. 

/^'       Diese    Construction   setzt  nichts   voraus,    ak  di« 

Kenntniss     des    Momentancentrums    C    und    dr^ 

Wendepols  /. 

Trägt  man  auf  der  gemeinschaft* 
liehen  Normalen  der  Curven  (6'),  {F)  di»* 
Strecke  C/,  welche  das  Momentanceo- 
trum  mit  dem  Wondepole  verbindet,  in 
dem  Sinuc  CJ  als  JJ^  nochmals  anf.  ver 
bindet  den  Systempunkt  M  mit  det: 
Wendepole  und  zieht  durch  /|  mit  MJ  eine  Parallele,  ^ 
wird  letztere  von  der  Geraden  //',  welche  den  Wendcp»»' 
auf  die  Verbindungslinie  des  Momentanccntrnms  mit  deu 
Systempunkte  projicirt,  in  einem  Punkte  (7  getroffen,  dnrc. 
welchen  zur  gemeinsamen  Normalen  eine  Parallele  au  lege; 
ist,  um  Ruf  CM  den  gesuchten  Krümmungsmittelpunkt  A'  der 
£ahn  des  Systempunktes  für  die  Lage  M  zu  erhalten. 

Da  nämlich  /  in  der  Mitte  von  CJ^  liegt,  so  sind  C,  /,  das  eine,  J  uni 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  gemeinschaftlichen  Normalen  von  (('»  ani 
(F)  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Punkten,  daher  sind  iw(\  *»J 
das  eine  und  GJ^  GK  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Stnil«*! 
Ist  also  6\  der  Schnittpunkt  von  GJ^  mit  C M^  so  sind  C,  C^  das  eine  n? 
/,  K  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Pnnkten   nnd    swar  litv* 


y[.  Cap.  Sji^hetische  Theorie  der  Krümmnng  der  Bahnen.  395 

wegen  JC  =  JJ^  der  Punkt  M  in  der  Mitte  zwischen  C  und  M^.  Die 
Constraction  erfüllt  also  die  Bedingungen  des  §.  7.  und  da  zu  C,  C',  /] 
bei  der  bestimmt  gegebenen  Zuordnung  der  Punkte  nur  ein  vierter  bar- 
monischei  Punkt  K  mÖglicb  ist,  so  muss  dieser  der  gesuchte  Krtimmungs- 
mittelpunkt  sein.  —  Die  Bestimmung  des  Krümmungsmittelpunktes  der 
Enveloppen  erledigt  sieb  nacb  §.  8.  gleichfalls  durch  diese  Construction. 
Man  kann  diese  Construction  übrigens  noch  ein  wenig  vereinfachen. 
Die  Gerade  JM  schneidet  nämlicb  GK  im  einem  Punkte  Z,  so  dass 
ALCJ ^  ^  GJJ^y  also  LC  parallel  G/,  d.  h.  senkrecht  zur  Normalen 
CM  ist.  Es  genügt  nun,  L  zu  finden  und  durch  diesen  Punkt  die  Linie 
LK  parallel  CJ  zu  ziehen,  d.  b.: 

Verbindet  man  den  Sjstempunkt  M  mit  dem  Wendepol  J 
and  errichtet  in  dem  Momentancentrum  C  auf  die  Normale 
C3/  ein  Perpendikel,  so  bestimmt  eine  zur  gemeinschaft- 
lichen Normale  der  Curven  {C)  und  [F)  durch  den  Schnitt- 
punkt Z  dieser  beiden  Geraden  geführte  Parallele  auf  CM  den 
Krümmungsmittelpunkt  K, 

Je  nach  der  Beschaffenheit  der  Bedingungen,  welche  die  Bewegung 
^es  Systems  bestimmen,  ergibt  sich  der  Wendepol  auf  eine  mehr  oder 
weniger  einfache  Weise.  Sind  die  beiden  Curven  (C),  {T)  gegeben, 
welche  aufeinander  rollen,  so  findet  sich  der  Durchmesser  des  Wende- 
kreises und  damit  der  Wendepol  aus  den  Krümmungsradien  beider  Cur- 
ven nach  Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  8.  Sind  die  Bahnen  zweier  Systom- 
punkte  Ay  B  gegeben»  so  erhält  man  zunächst  das  Momentan centrum  C 
für  die  fragliche  Lage  des  Systems  durch  den  Durchschnitt  der  Nor- 
malen dieser  Curven  in  A  und  B  und  hat  auf  ihnen  die  Krümmungs- 
mittelpankte  K^^  K^  für  diese  Curven  zu  bestimmen.  Indem  man  hierauf 
auf  diesen  Normalen  die  Punkte  ^j,  B^  in  den  Richtungen  CA^  CB  so 
annimmt,  dass  AAy  =  ACy  B B^  =  BC  wird,  liefern  die  vierten  har- 
monischen Punkte  zu  C,  ^, ;  if,  und  C,  B^\  K^  die  Punkte  //,  /^', 
welche  die  Projectionen  des  Wendepoles  auf  die  Linien  CAy  CB  sind. 
Errichtet  man  also  in  //,  J^  auf  CA^  CB  Normalen,  ,so  ist  ihr  Durch- 
schnitt der  gesuchte  Wendepol  J  des  Systems. 

Folgende  Specialsätze  führen  oft  leicht  zur  Bestimmung  dc8 
Wendcpols. 

Wenn  ein  Punkt  des  Systems  eine  Gerade  beschreibt, 
80  geht  diese  durch  den  Wendepol.  -  Fällt  man  nämlich  vom 
Momentancentrum  C  die  Normale  auf  die  Gerade,  so  bestimmt  ihr  Fusf- 
pankt  die  Lage  M  des  beschreibenden  Punktes  für  die  durch  das  Mo- 
mentancentrum charakterisirte  Lage  des  Systems.  Verlängert  man  CM 
um  Jlf  Cj  =  CM^  so  müssen  der  Krümmungsmittelpunkt  und  der  Punkt  J 
der  Projcction  des  Wendepols  auf  die  Normale  CM  die  Strecke  CC^ 
harmonisch  theilen.     Da   aber  der  Krümmup^smittelpunkt  der  Geraden 
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im  Unendlichen  liegt,  so  fällt  f  mit  der  Mitte  M  von  CC^  zusammen. 
Die  Gerade,  welche  M  heachreibt,  ist  also  selbst  die  Linie,  welche  den 
Wendepol  auf  die  Normale  CM  projicirt. 

Wenn  eine  Gurre  des  beweglichen  Systems  fortwährend 
eine  feste  Curve  berührt,  so  dass  also  die  gemeinschaftlichf 
Normale  beider  das  Momentancentram  C  enthält,  und  min 
bestimmt  auf  dieser  Normalen  den  Punkt  K(^  so,  dass  der 
Abstand  Ji!K(  dieses  Punktes  vom  Krümmungsmittelpunktp 
K*  der  beweglichen  Curve  gleich  dem  Abstände  CA''  des  Mo- 
raentancentrums  von  K!  wird,  so  ist  der  vierte  harmonisch« 
Punkt  /'  zu  C,  K(  und  dem  Krümmungsmittelpunkte  K  der 
festen  Curve  die  Projection  des  Wendepoles  auf  die  gemein- 
same Normale.  Dies  folgt  daraus,  dass  der  Krümmungsmittelpnnkl 
K  zusammenf2illt  mit  dem  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahn,  welche  AV 
beschreibt,  indem  die  feste  Curve  die  Enveloppe  des  beweglichen  ist 

Als  Specialitäten  dieses  Satzes  ergeben  sich  folgende: 

Wenn  eine  Gerade  fortwährend  eine  feste  Curve  be- 
rührt, so  liegt  C  in  der  Mitte  zwischen  K  und  f.  Denn  A't 
und  C  theilen  Kf  harmonisch,   aber  K(  liegt  im  Unendlichen- 

Wenn  eine  Curve  des  Systems  fortwährend  eine  festf 
Gerade  berührt,  so  fällt  f  \vl  den  Krümmungsmittelpunkt  A 
der  Curve.  Denn  K  liegt  im  Unendlichen,  also  /  in  der  Mitte  iwi 
sehen  C  und  K^^  d.  h.  in  K\ 

Wenn  die  feste  Curve  sich  auf  einen  Punkt  redncirt. 
also  eine  Curve  des  Systems  fortwährend  durch  einen  festen 
Punkt  geht,  so  ist  j  vierter  harmonischer  Punkt  zum  festen 
Punkte,  dem  Momentancentrum  und  zu  K(.  Denn  K  fallt  r. 
den  festen  Punkt. 

^  Wenn  eine  Gerade  fortwährend  durch  einen  festen  Pankt 
geht,  so  liegt  das  Momentancentrum  in  der  Mitte  swiscbeo 
T  und  dem  festen  Punkte. 

§.  10.'  Als  Beispiele  zu  den  Methoden  der  vorstehenden  §§.  7 — 9  dicc  * 
folgende. 

1.  Krümmangsmittelpnnkt  der  Ellipsen,  welche  die  Systempnokt« 
hei  der  elliptischen  Hypocyclo'idenbewegnng  (S.  36)  beschreiben.  I>« 
die  beiden  Pankte  A  nnd  B  zwei  gerade  Linien  beschreiben  (Fig.  1^.},  so  D>  = 
jede  dieser  Geraden  darch  den  Wendepol;  dieser  ist  also  ihr  Schnittpunkt  0.  1'«^* 
Perpendikel  auf  die  Verbindungslinie  des  Systempunktes  M  mit  dem  Moneott!. 
centrum  C,  in  C  errichtet,  trifft  OM  in  L\  eine  Parallele  darch  L  mit  OC  lief^'t 
den  Krümmangsmittelpankt  K, 

2.  Krümmungsmittelpunkt  der  Curven  der  ConchoideDbewecn*-' 
(S.  47).     Da  der  Punkt  B  eine  Gerade  beschreibt,  so  geht  diese  durch  J  nad  !t:: 
B  anf  dem  Wendekreise.     Da  die  Gerade  OB  sich  um  den  festen  Punkt  Odrt.' 
so   liegt    das   Momentancentrum  C   auf  OC  in    der   Mitte    zwischen  O  and  «ift- 
Punkte  /;  letzterer  liegt  also  gleichfalls  auf  dem  Wendekreise.    Ausserden  e"-  -• 
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dieser  Kreis  durch  C,    er  kann  mithin  mit  Hülfe  dieser  drei  Punkte   constrnirt 
werden.    Die  feste  Leitlinie  g  bestimmt  auf  ihm  den  Wendepol  u.  s.  w. 

3.  Krümmungsmittelpunkt  der  Curven  der  Schlei€enbe wegung 
(S.  42).  Zwei  Punkte  A^  B  des  Systems  beschreiben  Kreise,  man  suche  also  auf 
den  Normalen  dieser  Kreise  die  Punkte  f  und  errichte  in  ihnen  Perpendikel  auf 
sie,  80  schneiden  sich  dieselben  im  Wendepole  u.  s.  w. 

* 

4.  Krümmungsmittelpunkte    der   Cyclo'iden. 
rollenden  Kreises  beschreibt  eine  Gerade  pa- 
rallel der  Basis  der  Cycloide,  mithin  geht 
diese  durch  den  Wendepol  und  da  der  Be- 
rührungspunkt des  rollenden  Kreises  mit  der 
Basis  des  Momentancentrums  C  ist  und  der 
Wendepol  in  der  gemeinschaftlichen  Normale 
beider  Linien  liegt,  so  fällt  er  mit  dem  Mittel- 
punkte des  rollenden  Kreises  selbst  zusam- 
men.   Ein  Perpendikel  vom  Wendepole  auf 
die  Normale  des  beschreibenden  Punktes  M 
liefert  /  und  indem  man  zu  C  den  Punkt  Cy 
bestimmt  und  die  vier  harmonischen  Punkte 
C|,  C;  <r,  K  näher  untersucht,  für  welche 
fC^iJC^  3  : 1  ist,  so  folgt,  dass  CK  =  CM 
sein  ffluss,  wi«  bekannt.     Der  Wendekreis   behält  während  der  ganzen  Bewegung 
des  Systems  dieselbe  Grösse  und  relative  Lage  gegen  die  Basis.    Von  allen  Cy- 
clo'iden,  welche   die  verschiedenen  Punkte  des  Systems   beschreiben,   haben  nur 
diejenigen  Wendepunkte,  welche  von  Punkten  auf  seinem  Umfange  beschrieben 
werden. 

§.  11.  Wir  wollen  noch  die  Beziehungen  der  Oescbwindigkeiten 
der  Systempnnkte  zu  dem  Wendepole  entwickeln.  ^Es  ist  bekanntlich 
die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  M 


CM. 
Nun  war   für   den  Radius  R  des  Wendekreises   2  Ä  = 

ü 


U 


daher  wird 


CM, 


d.h.:  Die  Geschwindigkeit  eines  Systempunktes  3/  ist  die 
'^ierte  Proportionale  zu  S'einer  Entfernung  vom  Momentan- 
centrum, dem  Durchmesser  des  Wendekreises  und  der 
Wechselgeschwindigkeit  des  Momentancentrums. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Geschwind^igkeit  des  Wendepols 
gleich  der  Wechselgeschwindigkeit  U  ist.  Man  hat  ferner  für 
einen  beliebigen  Punkt  des  Wendekreises  CM  =  2  R  cos  i,  mithin 

V  =  U  '  cos  I. 

Für  den  Pnnkt  F,  welcher  mit  dem  Momentancentrum  C  zu- 
sammenfällt,  hat  die  Geschwindigkeit  die  Richtung  dieser 
Normalen  und  ist  wegen  i  s=  0  die  Grösse  derselben  v  =  U^ 
also  ebenfalls  gleich  der  Wechselgeschwindigkeit  des  Mo- 
mentancentrums.    Für  die  übrigen  Punkte  des  Wendekreises 
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ist   sie  die  Projection  der  Wechselgescbwindi^keit  des  Mo- 
mentancentrtims  auf  die  Tangente  iHrer  Bahnen. 

§.  12.  Das  Bescbleunigungscentmm  wechselt  im  Allgemeinen  von 
Moment. zu  Moment  und  zwar  sowohl  in  der  festen  Ebene,  als  auch  im 
System,  sodass  jeden  Augenblick  ein  anderer  Systempunkt  in  dasselbe 
eintritt  und  immer  an  einer  anderen  Stelle.  Die  Orte  der  Beschleani- 
gungscentra  bildet  in  der  festen  Ebene  eine  Cnrve,  die  Punkte  des 
Systems,  welche  in  sie  eintreten,  eine  andere  Curve  im  System;  beide 
stehen  aber  nicht  in  einer  ähnlichen  Beziehung  zu  einander,  wie  die 
Curven  {€)  und  (I^;  im  Allgemeinen  berühren  sie  einander  nicht. 

Für  U  =  0  fällt   das  Beschleunigungscent^m   mit  dem  Momentan- 
centrum zusammen,  wie  man  aus  dem  Abstände 

5^2  u 


6  = 


/-T(f)'  ^ 


ersieht,  wie  aber  auch  daraus  erhellt,  dass  in  diesem  Falle  das  Momen- 
tancentrum nicht  wechselt,  also  zwei  Zeitelemente  hindurch  die  Bewe- 
gung des  Systems  eine  Kotation  um  dasselbe  Centrum  ist  und  mithin 
die  Beschleunigung  die  dieser  Kotation  entsprechende  ist. 

Für  52  ^  0  findet   dasselbe   statt,    nur  kann   in  diesem  Falle  blo» 
von  einer  Grenzlage  des  Momentancentrums  die  Rede  sein. 

Rückt  das  Beschleunigungscentrum  ins  Unendliche,  so  werden  die 
Beschleunigungen  aller  Systempunkte  gleich  und  parallel.  Man  kann 
die  Beschleunigung  in  diesem  Falle  eine  Translationsbeschlenni- 
gung  nennen,  darf  daraus  aber  nicht  etwa  auf  eine  Tr&nslationsbewe 
gung  schliessen,  denn  diese  hängt  von  der  Gleichheit  und  dem  Paral)^- 
lismus  der  Geschwindigkeiten  ab.  Im  Gegensatze  hierzu  dürfte  es  nicht 
unzweckmässig  sein,  die  Beschleunigung  des  Systems  bei  einem  Bescblen- 
nigungsceutrum  in  endlicher  Entfernung  eine  Rotationsbeschleunt- 
gung  um  dies  Centrum  zu  nennen. 

§.  13.  Die  Geschwindigkeiten  zweier  Systempunkte  genfigten. 
(Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  7.),  um  den  Geschwindigkeitszustand  des  System* 
für  eine  bostimmte  Zeit  t  zu  charakterisiren.  Die  bekannte  Lage  ni.i 
die  Richtung  der  beiden  Geschwindigkeiten  gab  das  Momentancentmn 
die  Grösse  der  Geschwindigkeit  des  einen  der  beiden  Punkte  alWu 
reichte  sodann  hin,  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  das  M«> 
nientancentrum  und  damit  die  Geschwindigkeiten  aller  Systempankte  20 
bestimmen.  In  ähnlicher  Weise  können  die  Beschleunigungen  ^«,  q 
zweier  Punkte  A  und  B  benutzt  werden,  um  den  Beschleunigangsanstar.  ■ 
durch  sie  zu  definiren. 

Ist  nämlich  C  das  zu  suchende  Boschlennigungscentrum,  so  mussrc 
die  Beschleunigungen  q>uy  9/.  den  Entfernungen  GA,  GB  proportional  srin 
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Daher  liegt  G  auf  dem  geometrischen  Orte  aller  Punkte  G  der  Ebene, 
für  welche  das  Yerhältniss  ihrer  Abstände  von  A  und  B  constant  und 
gleich  (pa  :  ^b  =  l  ist,  d.  h.  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf 
der  Kichtung  AB  liegt  und  welcher  Kreis  die  Strecke  AB  nach  dem 
Verhältnisse  A  harmonisch  theilt.  Ferner  bilden  aber  die  Beschleuni- 
gungen aller  Systempunkte  mit  den  Verbindungslinien  von  ihnen  und 
dem  Beschleunigungscentrum    gleiche   Winkel,    deren   Tangente    durch 

rfß 

-  - :  Sl^  angegeben  wird.    Daher  muss  das  Beschleunigungscentrum  auch 

auf  einem  durch  Ay  B  und  den  Schnittpunkt  von  tpa^  <Pb  gehenden  Kreise 
liegen,  denn  dieser  ist  der  Ort  aller  Punkte  C,  für  welche  GA  mit  9«, 
QDd  GB  mit  q>b  gleiche  Winkel  bilden.  Das  Beschleunigungscentrum 
mnss  also  da  liegen,  wq  beide  Kreise  sich  schneiden.  Von  den  beiden 
Schnittpunkten  dieser  ELreise  kann  aber  nur  einer  das  gesuchte  Centrum 
Fein.  Die  Entscheidung  hierüber  gibt  der  Umstand,  dass  die  Compo- 
nenten  von  fpa  und  qp^,  welche  in  die  Linien  GA,  GB  fallen,  nach  G 
iiin  gerichtet  sein  müssen.  Sobald  auf  diese  Weise  das  Beschleunlgungs- 
centmm  gefunden  ist,  genügt  die  Beschleunigung  eines  Punktes,  um 
alle  weiteren  Fragen  zu  erledigen.  Aus  den  Geschwindigkeiten  von 
A  und  B  kann  das  Momentancentrum  C  und  die  Winkelgeschwindigkeit 
i2  als  gefunden  erachtet  werden.  Daher  hat  man  mit  Rücksicht  auf  §.  2. 
zwischen  der  Entfernung  GC  und  GA  die  Relation 

<Pa'GC 

ans  welcher  V  seiner  Grösse  nach  erhalten  wird.  Zerlegt  man  ferner  <pa 
nach  der  Richtung  GA  und  senkrecht  dazu,  so  erhält  man,  wenn  fi  den 
Winkel  bedeutet,  den  tpa  mit  der  letzteren  Richtung,  im  Sinne  von  Sl 
genommen  bildet, 

€pa  •  COS  fl   =    --    '  GAy  <pa  '  Sifl  jli    =    5^^  ,  Qj  . 

die  ersterc    dieser  Gleichungen  liefert  --.    Trägt  man  nun  auf  AC  und 

d^r  dazu  senkrechten  Richtung  Sl'^-  AC  und  —  •  AC  auf,  letztere  Com- 

ponente  im  Sinne  von  5i,  erstere  im  Sinne  von  A  nach  C  und  sucht  zu 
diesen  beiden  die  dritte  Componente,  welche  mit  ihnen  zusammen  der 
Bt'schleunigung  (pa  äquivalent  sind,  so  ist  diese  gleich  SlUj  nämlich  gleich 
der  gemeinschaftlichen  Beschleunigungscomponente  aller  Systempunkte, 
l'jre  Richtung  gibt  die  Normale  der  Curve  {C), 

Aus  diesen  Entwickelungen  erhellt,  dass  zur  Bestimmung  des  Be- 
'chlennigungscentmms  die  Beschleunigungen  zweier  Punkte,  zur  Bestim- 
mung der  Grösse  der  Beschleunigung  aller  Systempunkte  und  der  Nor- 
malen an  die  Curve  {C)  nur  die  eines  einzigen  Punktes  erforderlich  ist. 
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§.  13.  Wenn  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  aus  mebreren 
anderen  Bewegungen  resultirt,  so  kann  map  ftir  jeden  Angenblick  daa 
Momentancentram  und  seine  Winkelgeschwindigkeit  ans  den  Momentan- 
centris  und  Winkelgeschwindigkeiten  der  einzelnen  Bewegungen  n&cb 
Tbl.  II,  Cap.  III,  §§.  5,  6.  ermitteln.  Ebenso  kann  man  auch  da«  Be- 
schleunigungscentrum und  die  Rotationsbeschleunigung  um  dasselbe  für 
die  zusammengesetzte  Bewegung  aus  den  entsprechenden  Elementen  der 
Componenten  bilden.  Hierauf  kann  man  die  Theorie  der  Aequivalenz 
der  Beschleunigungen  ebener  Systeme  begründen,  ähnlich  wie  wir  dies 
Tbl.  II,  Cap.  III  für  die  Aequivalenz  der  Geschwindigkeiten  gethan 
haben.  Dabei  wird  die  Beschleunigung  der  Bewegung  eines  Systems 
als  bekannt  angesehen,  sobald  das  Beschleunigungscentrum  und  die  Com> 

ponenten  Sl\  —-  der  Beschleunigung  eines  Punktes  in  der  Einheit  der 

Entfernung  von  diesem  Centrum  ermittelt  sind.  Das  Mittel,  diese  Betrach- 
tung durchzuführen,  besteht  in  folgendem.  Sind  z.B.  die  Beschleunigung«!! 
zweier  Bewegungen  zusammenzusetzen,  so  wähle  man  irgend  zwei  Punkte 
^  und  ^  des  beweglichen  Systems,  welches  beide  Bewegungen  besitak  und 
setze  ihre  aus  beiden  Bewegungen  stammenden  Beschleunigungen  la 
ihren  Gesammtbeschleunigungen  g>a,  fpb  zusammen;  hierauf  bestimme 
man  aus  diesen  das  Beschleunigungscentrum  und  die  Beschlennigungs- 
componenten  in  der  Einheit  der  Entfernung  um  dasselbe  nach  den  Con- 
structionen  des  vorigen  §.  Sollen  z.  B.  zwei  Rotation sbeschlennigun gen 
um  zwei  Beschleunigungscentra  G,  G'  zusammengesetzt  werden,  ao  wird 
man  zu  ^,  ^  diese  Centra  selbst  wählen;  jedes  von  ihnen  besitat  bl  .« 
von  Seiten  des  anderen  eine  Beschleunigung.  Das  resultirende  Be- 
schleunigungscentrum  fällt  nicht  in  die  Gerade  G'G'\ 

§.  14.  Alle  in  diesem  Capitel  entwickelten  Lehren  gelten  auch 
für  die  Bewegung  eines  Systems,  welches  sich  einer  Ebene  paralWi 
bewegt;  statt  „Beschleunigungscentrum^*  hat  man  nur  „Bescbleunigungs- 
axe*^  zu  setzen;  sie  ist  eine  Axe  senkrecht  zur  Ebene,  mit  welcher 
parallel  das  System  sich  bewegt. 

An  Literatur  zu  den  in  diesem  Capitel  entwickelten  Theorieen  fuh- 
ren wir  ausser  der  oben  bereits  citirten  Abhandlung  von  Bresse  noch  an. 

Chelini:    Dei  moti  geometrici  e  loro  leggi  netto  sposlamenio  dt  una  figura  di  f»>'.^ 
invarialnle.    Memoire  de  Vaccademia  di  Bologna,    Ser.  II ,  Vol.  I,  p.  M  {fSfi7.. 

Gilbert:    Recherche»  sur  le»  propriiUs  giomiiriques  des  mouvemenis  plana,     JVrarc^''* 
couronnis  de  Vacadimie  de  BntxeUes.     T,  XX X,  p.  i  (1861), 

Resal:     Memoire  sur  les  propriilis  giometrtques  du  mouvement  le  plus  g^merml  'f** 
Corps  solide,    Journ,  de  ticole  polytechn,    T,  XXI,  p,227,  a.  1858^  oder:    Trt. 
de  cin^malique  pure.     Paris  ^  1802,    Chap,  IV,  p.  174, 
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Vn.  Capitel. 

Beflchleunifirung  im  unveränderlichen  System,  welches  un^  einen 

Funkt  rotirt. 

§.  1.  Ein  unveränderliches  System  rotire  um  den  Punkt  0  (Fig.  140>), 
es  sei  C  die  Momentanaxe,  entsprechend  der  Zeit  i  und  Sl  die  Winkel- 
geschwindigkeit um  sie,  C  die  Momentanaxe  für  die  Zeit  /  -f*  ^^  ^^^ 
^  -1-  ^^  ^^^  ^^^  entsprechende  Winkelgeschwindigkeit.  Tragen  wir  Sl 
und  52  -j~  ^^  A^^  ^^^  Axen  C  und  (f  nach  Grösse  und  Sinn  auf  und 
zerlegen  Sl  -j-  dSl  mit  Hülfe  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Winkel 
gesch windigkeiten   (Thl.   II,    Cap.   IV,    §.   1.)   in 

zwei    Componenten,  von    denen   die   eine   mit  Sl 

nach    Grösse,    Axenrichtung    und   Sinn    nherein- 

stimmt,   so    ist  die    andere    Componente,   welche 

wegen    des  unendlich  kleinen  Winkels  d6  beider 

Momentanaxen  selbst  eine  unendlich  kleine  Grösse 

dp  ist  9    die   unendlich  kleine  Winkelgeschwindig- 

keitscomponente,   welche  zu  Sl  hinzutritt,  um  Sl 

nach  Grösse  und  Axenrichtung  in  Ä  -|-  dSl  über- 
zuführen.     Sie    heisst  die    Elementarwinkel- 

rftf; 
beschlennigung    und    der   Quotient  —  ,    den 

man  erhält^  indem  man  sie  durch  das  Zeitelement  dividirt,  ist  die 
Winkelbeschleunigung  des  Systems  zur  Zeit  i,  Ihre  Axenrichtung 
Ist  dieselbe  wie  für  (/tf;  und  fällt  in  die  Ebene  der  beiden  aufeinander- 
folgenden Momentanaxen  C,  (/,  d.  h.  in  die  gemeinsame  Tangentenebene 
ier  Kegelflächen  (C)  und  (F),  von  welchen  der  zweite  während  der 
Bewegung^  des  Systems  auf  der  ersten  rollt.  Ist  also  a  die  Winkel- 
>escbleanigung,  so  wird  sie  definirt  durch  die  Gleichung 

d^ 

'^  ~  df  ' 
Denkt  man  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  für  jedes  Element  der 
laf  I  folgenden  Zeiteinheit  auf  dieselbe  Weise  nach  Grösse  und  Axen- 
icbtung  abgeändert,  wie  sie  sich  für  das  auf  i  folgende  Zeitelement 
larcb  die  Elementarwinkelbeschleunigung  dilf  ändert,  so  würde  a  die 
resammtcomponente  für  diese  Aenderung  darstellen. 

Man  kann  die  Winkelbeschleunigung  a  in  zwei  Componenten  or/,  a» 
erlegen,  von  deren  Axenrichtungen  die  eine  mit  der  Momentanaxe  zu- 
».mmenfällt,  die  andere  aber  in  der  Tangenten  ebene  der  beiden  Kegel 
!»nkrecht  zu  ihr  ist.  Die  erstere  heisst  die  Tangentialcomponente, 
10  z^vreite  die  Normalcomponente  der  Winkelbeschleunigung.  Be- 
ratet  1  den  Winkel,  welchen  a  mit  C  bildet,  so  hat  man  zunächst 

Of  s=s  a  cos  A,         a^  =  a  ^';i  X . 

<5  c  h  e  IJ,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Kr&fte.  26 
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Indem  man  aber  die  Elementarwinkelbescblennigung  d^  in  demselben 
Sinne  zerlegt,  erhält  man  durch  eine  analoge  Betrachtung,  wie  Cap.  I. 
§.  9.,  S.  195: 

(Sl  +  dSl)  cos  da  —  Sl       dSl  (Sl-U  dSl)  sin  da      ^  d: 

cos  A  =  ^^ ' =  -—  ,     5m  A  =  ^^ ' — -- —  —  =fi-  , 

d^>  at/;  d^  di 

und  folglich  mit  Hülfe  des  obigen  Auedrucks  für  a: 

wenn  man,  wie  Thl.  II,  Cap.  III,  §.  8.  die  Wechselgeschwindigkeit  dei 

Momentanaze  —  mit  V  bezeichnet,  sowie 

di 

a„  Slü  2  2     11 

'^^-^.--d^^         a^  =  a,2  +  «.t. 

dt 

Es  findet   ToUkommene  Analogie   Zwischen   den  hier  vorliegend  l 
Betrachtungen  und  denen  von  Cap.  I,  §§.  1.  und  9.  statt.    Die  Elcmenta:- 
winkelbeschleunigung  ist  das  geometrische  Differential  der  Winkelgeschwin- 
digkeit, die  Winkelbeschleunigung  die  geometrische  Derivirte  derselb»"-: 
Die  Tangentialcomponente  a^  der  Winkelbeschleunigung  stellt  die  Derivir^ 
der  Winkelgeschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinne  dar;  sie  ändert  derf 
Grösse,   ohne   auf 'die  Aenderung   der  Azenrichtung  Einfluss  su  haUr. 
Die  Azenrichtung  wird  allein  von  der  Normalcomponenten  tf«  geand«  r  \ 

diese  Componente  ist  -r-  proportional,  welche  Grösse  die  Wechselgeschwl.!^ 

digkeit  ü  der  Momentanaze  darstellt. 

da 
Bleibt  die  Momentanaze  dieselbe,  so  ist  £^=    -  =  0,  a«  «=  O,  a,  =a\ 

d.  h.  die  Winkel beschleunigung  reducirt  sich  auf  ihre  Tangen tialcor.^ 
nente.     Ist  52  constant,  so  wird  a/  =  0,    d.  h.  es  findet  blos    XorL  .1 
Winkelbeschleunigung  statt,  durch  welche  nur  die  Lage   der  Momn.tiM 
aze  geändert  wird« 

Findet  die  Botation  gleichförmig  zwei  Zeitelemente  hindurch  tu 
dieselbe  Aze  statt,  so  sind  o/  und  cc^  beide  gleich  Null.  Das  Sj»:'4 
besitzt  nur  Winkelgeschwindigkeit,  aber  keine  Winkelbeschleunigun^ 

§.  2.  Man  kann  die  Bewegung  eines  um  einen  Punkt  O  rotir^nii-"! 
Systems  in  jedem  Momente  in  drei  Elementarrotationen  um  drei  dnrc*  | 
hindurchgehende  Azen  von  constanter  Richtung  zerlegen.  Die  WinV'^l 
geschwin digkeit en  um  sie  erhält  man,  indem  man  vermöge  des  Sat«^ 
vom  Parallelepiped  der  Winkelgeschwindigkeiten  die  Grösse  Sl  v\i 
diesen  Azen  zerlegt.  Die  Componenten  von  Sl^  welche  dieser  Zerle^iL-| 
zur  Zeit  t  entsprechen,  seien  Sl^e^  Sly,  Sl^,  Zur  Zeit  I  -f-  cur  ist  i^ 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  -[-  dSl  und  von  geänderter  Axenrichliing ;  /  i 
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Componenten  um  jene  Azen  sind  Slx  -|~  dSla:^  Sly  -|-  dSly^  Sl^  ■\-  dSlz 
ond  da  für  sie  die  Axenrichtnngen  sich  nicht  geändert  haben,  so  findet 
in  Bezug  auf  sie  nur  Tangentialwinkelbeschlennignng  statt  und  sind 
dü^^  dSly,  dSljt  die  Elementarwinkelbeschleunigangen»  sowie 

dSla:       dSly       d^ 
dt    '      dF  '      dt 

die  endlichen  Winkelbeschlennigungen  für  die  drei  Bewegungscompo- 
nenten,  in  welche  wir  die  Rotation  des  Systems  am  den  Punkt  0  zur 
Zeit  f  zerlegen  können.  Sind  cf9^,  dSy^  dSg  die  drei  unendlich  kleinen 
Bahnelemente,  welche  ein  Punkt  in  der  Einheit  der  Entfernung  vermöge 
der  drei  Elementarrotationen  einzeln  durchlaufen  würde,  sodass  also 

dS^  ^  dSu  ^  dB. 


"' -  rf/  '   "•" -  dt '   ""-dt 

wird,  80  können  die  drei  Winkelbeschleunigungscomponenten  auch  durch 

rf20^      rf^      ^e^ 
dl'^    '      dt^   '      dt^ 

aasgedrückt  werden.  Projicirt  man  nun  das  unendlich  schmale  Dreieck, 
welches  Ä,  d^f  und  Sl  +  rfÄ  zu  Seiten  hat  (Fig.  140),  anf  jede  der 
drei  Axen,  so  ergibt  sich,  dass  dSljcj  dSlyy  dSl^  die  Projectionen  von  dil; 

und  m   Folge  dessen  — j — ,    -— -^ ,   — —  die  Projectionen  von   — -  =  a 

dt         dt         dt  dt 

anf  diese  Axen  sind.    Bezeichnen  wir  daher  letztere  mit  a«,  «y,  or«,  so 

bestehen   die  Gleichungen 

d^  _  (PS^  _dSly  _  rf2©y  _  dSl^  _  d^9: 

*'  ~  "dt     ~    dt''    '      ""^  ~    dt     ~    dt^    '    ^""^  ~    dt'  ~   dt^ 

and  wenn  insbesondere  die  Zerlegung  nach  drei  zu  einander  rechtwink- 
ligen Axen  geschieht  und  A,  fi,  v  die  Winkel  bedeuten,  welche  die  Axe  a 
mit  diesen  Axen  bildet,  so  treten  hierzu  noch  die  Belationen 

cos  l         cos  fi         cos  V  1 

«x  «y  «s  « 

«^    =    «o:^    +    «y^    +    Of«^. 

§.  3.  Wir  suchen  jetzt  die  Beschleunigung  eines  beliebigen  System- 
Punktes  M  durch  die  Winkelgeschwindigkeit,  die  Winkelbeschleunigung 
and  die  Lage  des  Punktes  gegen  die  Axen  beider  darzustellen.  Es  sei 
wieder  Sl  (Fig.  141.)  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  die 
11  omentanaxe  C  zur  Zeit  /,  i2  -4-  dSl  die  der  Zeit  t  -{-  dt  entsprechende 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  folgende  Momentanaxe  C.  Der  System- 
)ankt  beschreibt  zunächst  das  Bogenelement  MM  eines  Kreises  senk- 
echt  znr  Axe  C  vom  Badius  MP  =»  r  und  hierauf  das  Element  M'M" 
iines  anderen  Kreises  senkrecht  zu  C  vom  Radius  M'P^^  r  -}-  rfr,  wenn 
'   and    r  -f-  (fr   die  Abstände    des  Punktes  von    den  Axen    C  und   (f 

26* 
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Fi|r.  141. 


bezeichneii.  Seine  Geschwindigkeit  in  M  ist  Sl  *  MP  nnd  hat  die  Bich- 
tnng  der  Tangente  in  M  an  den  eisten  Kreis;  seine  Geschwindigkeit 
in  M  ist  (ü  -\-  dSl)  3fP^  und  ihre  Kichtung  ist  die  Kichtnng  der  Tau- 
gente in  M'  an  den  zweiten  Kreis.  Nun  geht  die  WinkelgeschwinJi^ 
keit  Sl  -f-  dSl  um  C  als  Resultante  hervor  ans  der  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  um  C  und  der  Elementarwinkelbeschleunigung  c/t/;  =  adt,  deren  Axe 
G  sei.  Daher  ist  die  Geschwindigkeit  (ü  +  ^^)  ^fP\  w^elche  der  Pnnkt 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -\-  dSl  um  C  verdankt,  die  Eesultante  d.  r 

Geschwindigkeit  Sl  •  Ä/'P,  welche  ihm  die  Winkrl- 
geschwindigkeit  Sl  um  C  ertheilt  und  der  unendiicL 
kleinen  Geschwindigkeitscomponente  ccdi^  itf'ö',  wilv lif 
ihm  die  Winkelbeschleunigung  a  um  A  gibt,  wo  .V  (.' 
das  Perpendikel  von  M'  auf  G  gefällt  bedeutet.  V^" 
Richtung  der  ersteren  ist  die  Richtung  M'm  der  Tan- 
gente in  M'  an  den  ersten  Kreis  um  C,  die  Richtnn; 
der  letzteren  ist  senkrecht  zur  Ebene,  welche  dori: 
M'  und  ^ie  Axe  G  der  Winkelbeschlennigang  gelor 

werden  kann.  Die  Geschwindigkeit  Sl  •  AtP  länj- 
der  zweiten  Tangente  M*fn  an  den  ersten  Kreis  i&* 
aber  nichts  anderes,  als  die  Geschwindigkeit,  welcl.t 
der  Systempunkt  besitzen  würde,  wenn  das  System  auch  zur  Zeit  /  -f  ' 
um  C  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  besässe,  d.  h.  .$2  für  zwei  Zeitelemo'^t« 

denselben  Werth  hätte.  Daher  ist  Sl  -MF  die  Resultante  ans  Sl  -  Mi- 
nämlich  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  zur  Zeit  i  nm  C  \h\i^^ 
der  Tangente  MM'  und  der  Normalcomponente  der  Elementarbeschleu- 
nigung,  Sl^'dlMP^  senkrecht  zur  Axe  C,  im  Sinne  nach  ihr  hin  geriet 
tet  allein,  da  eine  Tangentialcompouente  der  Beschiennignng  hicrl»* 
nicht  vorhanden  ist.     Aus  allem  diesem  ergibt  sich,  dass 


{Sl  +  dSl)  .  MP'  ==  Res.  {Sl  -  MP,    Sl^-  MPdt,    adi  -  M'in 
und  dass  Sl^MPdi,     vtdt  *  M*Q' 

die  Componenten  der  Elementarbeschleunigung  des  SystempQnktc>  V 
sind.  Dividirt  man  dieselben  mit  dt  nnd  bemerkt,  dass  in  der  Greni' 
M'Q'  in  das  Perpendikel  p  übergeht,  welches  von  M  auf  die  Axe  't  der 
Winkelbeschleunigung  gefällt  werden  kann,  so  ergeben  sich 

Ä*r,     ap 

als  Componenten  der  Beschleunigung  des  Systempunktes  und  man  erl  i  ■ 
den  Satz: 

Während  der  Rotation  eines   unveränderlichen  8yst«M. 
nm  einen  Punkt  hat  die  Beschleunigung  jedes  SystempanV 
tes  zwei  Componenten;  eine  centripetale,  die  Momentana^' 
rechtwinklig    schneidende     und    dem    Sinne    nach    ihr    zag- 
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wandte,  deren  Grösse  dnrch  das  Produkt  ans  dem  Quadrate 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  und  dem 
Abstände  r  des  Systempunktes  von  ibr  angegeben  wird  und 
eine  weitere,  zur  Ebene,  welche  durch  die  Axe  der  Winkel- 
beschleunigung und  den  Systempunkt  geführt  werden  kann, 
senkrecht  gerichtete  und  dem  Sinne  nach  mit  der  Winkel- 
beschleunigung  harmonirende,  deren  Grösse  das  Produkt 
der  Winkelbeschleunigung  cc  und  des  Abstandes  p  des  Sy- 
stempanktes  von  deren  Axe  ist. 

Indem  man  die  Winkelbeschleunigung  a  in  ihre  beiden  Componen- 
ten,   die   tangentiale  —r-  um   die   Momentanaxe   und   die   normale    52  — - 

senkrecht  zur  Momentanaxe  auflöst,  zerfällt  die  Beschleunigungscompo- 
nente    ap   des   Systempunktes    selbst   gleichfalls   in    zwei   Componenten, 

die  eine  r  -—  in  der  Richtung  der  Tangente  MM'  und  die  andere  r^Sl  — 

senkrecht  zur  Bertihrungsebene  des  Kegels  der  Momentanaxen,  wenn  r^ 
den  Abstand  des  Systempunktes  von  der  zur  Momentanaxe  senkrechten 
in  der  Tangentenebene  dieses  Kegels  gelegenen  Geraden  bedeutet.    Die 

Componente  r  -—-  bildet   mit  Sl^r  die   Gesammtbeschleunigung,    welche 

der  Pnnkt  besitzen  würde,  wenn  das  System  um  die  Momentanaxe  rotirte, 
ohne  dass  dieselbe  ihre  Richtung  änderte.  Man  kann  daher  auch  den 
Satz  aufstellen: 

Während  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems 
nm  ein&n  Punkt  hat  die  Beschleunigung  eines  jeden  System^ 
punktes  zwei  Componenten:  die  eine  ist  die  Beschleunigung, 
welche  er  der  Rotation  um  die  Momentanaxe  verdankte, 
wenn  diese  ihre 'Richtung  nicht  ändern  würde,  die  andere 
i^t  senkrecht  zur  Tangentenebene  des  Kegels  der  Momentan- 
axe und  proportional  dem  Abstände  des  Punktes  von  der 
in  dieser  Ebene  liegenden  zur  Momentanaxe  senkrechten 
(feraden,  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  und  der 
Wechselgeschwindigkeit  der  Momentanaxe. 

da 
Wechselt  die  Momentanaxe  nicht,   so  ist  —  »=  0  und  reducirt  sich 

dl 

dfl 
ap  auf  r  —  - .     Rückt   der  Punkt,   um   welchen   das   System   rotirt,   ins 

Tnendliche,   so  geht  die  hier  entwickelte  Theorie  in   die   des   vorigen 

iirt 

Capitels  über.     Es  wird  dann  rfa  =  0,   r^  =  cx>,   aber  r^  —  geht  über 

in   die   dortige  Grösse   Uy    von   welcher   die   allen   Punkten   gemeinsame 
Bf'bcbleoDigangscompouente  ^V  herrührt. 
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§.  4.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  X,  F,  Z  der  BescUenni- 
gaug  eines  Systempunktes  in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige,  sich  im 
Rotationscentrum  0  des  Systems  schneidende  Axen  von  constanter  Rich- 
tung darstellen.  Dieselben  setzen  sich  aiu 
den  Bestandtheilen  zusammen,  welche  von 
der  centripetalen  BeschleunigungscomponeDte 
S^r  herrühren  und  anderen,  welche  die  Win- 
kelbeschleunigung a  veranlasst.  In  Bezug  auf 
die  ersteren  seien  (Fig.  142.)  a,  j3,  y  die  Rieh- 
"^  tungswinkel  der  Momentanaxe,  X,  f»,  y  die 
Richtungscosinusse  für  MP  und  o;,  y,  z  dl^ 
Coordinaten  des  Systempunktes  M.  Man  ha: 
dann  für  die  fraglichen  Componenten  von  Sl^r: 

Sl^r  cos  X^     Sl^rcos^y     Sl^r  cos  v 

und  indem  man  den  Linienzug  OMPO  auf  die  Axen  projicirt 

X  -^^  r  cos  X  —  OP  cos  «  =  0 

y  -{-  r  cos  (i  —  OP  cos  ß  =  0 

2   +  r  cos  v^ —  OP  cos  y  ==  0 
und  indem  man  mit  Hülfe  der  Projection  des  Zuges  der  o*,  y,  s,  MP^  /'" 
auf  die  Richtung  OP  die  Linie  OP  darstellt,  nämlich 

OP  ^=  X  cos  tt  '\'  y  cos  ß  -{-  z  cos  y 
ergeben  sich 

r  cos  X  =  {x  cos  a  '\-  y  cos  ß  -^^  z  cos  y)  cos  a  —  x 

r  cos  fi  =  {x  cos  of  4"  y  ^^*  ß  '\~  ^  ^^*  y)  ^^-^  ß  —  y 

r  cos  V  =,  {x  cos  ff  +  y  cos  ß  -^  z  cos  y)  cos  y  ^  z. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  Sl'^  und^  ersetzt  Sl  cos  a ,  Sl  as  i. 
H  cos  y  durch   die  gleichbedeutenden  .$2^,  Sly^  52.,    so  stellen   sich  di^ 
gesuchten  Bestandtheile  von  X,   F,  Z  unter  der  Form  dar 

ÄV  cos  A  =  ä,  {x^x  +  yÄy  +  «Ä«)  —  Ä*x 
Ä^r  cos  fi  =  .ßy  (arÄar  +  yßy  +  zSl,)  —  Ä*y 
Ä^r  cos  V  =  Ä,  (a:Ä,  +  yßy  +  zÄ.)  —  Ä'z. 

Nach  §.  3.  sind  die  Componenten  der  Winkelbeschleunignng  bes..* 

dT  '  ""'  ^  'dC 

sie  erlangt   das  System  um   diese  Axen   die  unendlich  kleinen  Wink'i 
geschwindigkeiten    ctj^dl  =  rfÄj.,     cc^dt  «=  dSlj^^    a^dt  =  i/Ä.    ((^  »mp- 
nenten    der  Elementarwinkelbeschleunigung)    und    diese  ertheilen    li**: 
Systempunkte  {xyz)  nach  Tbl.  II,  Cap.  IV,  §.  8.  die  Elementarbcbchicj 
nigungen  parallel  den  Coordinatenaxen : 

{ay-  z  —  a,  •  y)  dl 

{ctg  '  X  —  «x  •  z)  dt  \ 

(a*  •  y  —  «y  •  x)  dt. 


lieh  der  Coordinatenaxen :  Oj-  = 


ff,  ==  -.-^  •    l^vim 
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indem  an  die  Stelle  der  dortigen  <$2x)  ^y^  ^z  l^i^r  cixdij  ^ydt^  a^dt 
treten.  Dividirt  man  diese  drei  Aasdrücke  mit  dt^  so  erhält  man  die 
Cumponenten  der  Beschien nigung  des  S jstempimktes ,  herrührend  von 
der  Winkelbeschlennignng,  nämlich 


ayZ  — 

«zV 

UsX  — 

dofZ 

«*y 

UyX, 

Die  Gesammtbeschlennignng  des  Systempunktes  hat  also  folgende  Com- 

ponenten : 

X  =    Sta:  {X^x   +    y^y    +    zSl^)    9?  X    +    CtyZ    Of«  y 

7  =  Äy  {xSlx  +  ySly  +  «Ar)  —  -^^y  +  ^zX  —  CtxZ 
Z  =  Ä^  (xSlx  +  ySly  +  z^z)  —  Sl'^z^-\-  ce^y  —  ctyx. 
Wählt  man  insbesondere  die  Momentanaxe  zur  Axe  der  z  und  zwar 
so,  dass  der  Sinn  von  Sl  mit  dem  positiven  Sinne  der  z  Übereinstimmt; 
ferner  zur  a;z*Ebene  die  gemeinsame  Tangentenebene  der  Kegel  (C) 
und  (r)  und  zwar  so,  dass  der  positive  Sinn  der  rr-Axe  mit  dem  Sinne 
der  Normalwinkelbeschlennigung  übereinstimmt,  so  sind  Sl^  =^  Sly  :==  0, 

nnd  erhält  man  für  die  Gomponenten  der  Beschleunigung  des  System- 
Punktes  xyz  die  einfacheren  Ausdrücke: 

^0  dSl 

Z  =  —  Sl^x  —  -^  •  y 

at 

F  =  —  ß?y  +  ^^'X  —  ^ü  '  z 
^  ^    dt 

Z  =         SIU*  y. 

§.  5.  Die  Systempunkte,  deren  Beschleunigung  der  gemeinsamen 
Taogentenebene  der  Kegel  ((7)  und  {P)  parallel  ist,  liegen  in  der  Ebene 
Y  =  0,  d.  h. 

~  .  a:  —  Sl^y  —  SlVz  =  0, 

welche  durch  den  Punkt  0  hindurchgeht,  um  welchen  das  System  rotirt. 
Für  die  Punkte,  deren  Beschleunigung  senkrecht  zur  Momentanaxe  ist, 
wird  Z  =  0,  sie  liegen  daher  in  der  Ebene  y  =  0,  d.  h.  in  der  Tan- 
gentenebene der  beiden  Kegel.  Alle  Punkte,  deren  Beschleunigung 
parallel  zur  Momentanaxe  ist,  genügen  den  Bedingungen  X  =  0^  Y  =  0 
zugleich.    Sie  liegen  in  der  zur  Momentanaxe  senkrechten  Geraden 

r.-^       X    dSl  ^ 

Sl'x  +  --y  =  0 

^  a:  —  Ä^y  —  SlVz  =  0, 
Bin  Punkt,    dessen   Beschleunigung  zur  Zeit  i  verschwindet,    soll 
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ein BeschleunigungBcentrum  für  diese  Zeit  beissen.  Seine  Coordinaten 
seien  x^y  y^j  z^-j  sie  müssen  den  drei  Bedingungen  genügen: 

0  =  Sl'^x,     +  ^  y, 

0  =  ^  a:,  —  Sl^y^  —  Slüz^ 

0  =  ÄJ/yj. 

Da  diesem  Gleichungssystem  im  Allgemeinen  durch  arj  =  yj  =  z,  =  " 
genügt  wird,  so  folgt)  dass  das  Beschleunigungscentrum  immer  exibtirt, 
aber  mit  dem  Rotationscentrum  des  Systems  zusammenfällt.  In  beson- 
deren Fällen  gibt  es  eine  continuirliche  geradlinige  Folge  solcher  Be- 
schleunigungscentra,  oder  eine  Beschleunigungsaze.  Dies  ist  der  Fall. 
wenn  .^  =  0  ist;  denn  dann  ist  die  dritte  Gleichung  von  selbst  erfiilh 
und  liefern  die  beiden  andern  a:^  =  y^  =  0,  d.  h.  die  Beschleunigangs- 
axe  fällt  mit  der  Momentanaxe  zusammen.  Im  strengen  Sinne  kann 
freilich,  wenn  52  =  0  ist,  von  einer  Momentanaxe  nur  als  einer  Grenz- 
läge  die  Rede  sein.  Auch  wenn  V  =^0  ist,  d.  h.  wenn  die  Momentan- 
axe nicht  wechselt,  liefert  das  Gleichungssystem  x^  =^  y\  =0,  d.  k 
gleichfalls  die  Momentanaxe  als  Beschleunigungsaxe. 

Ein  sphärisches  System,  welches  sich  auf  seiner  Kugelfläche  bevegt. 
ist  der  Schnitt  eines  um  einen  Punkt  rotirenden  Systems  mit  einer 
Kugel,  welche  um  diesen  Punkt  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist.  Da.«- 
Bflbe  besitzt  zwar  stets  zwei  diametral  gegenüberliegende  Momentai.- 
centra,  ein  Beschleunigungscentrum  (oder  eigentlich  auch  zwei  solch* 
aber  nur  dann,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  verschwindet  oder  <li<' 
Momentancentra  nicht  wechseln.  Denn  ein  Beschleunigungscentrum  d^* 
sphärischen  Systems  kann  nur  der  Schnitt  einer  Beschleunigungsaxt 
mit  der  Kugel  sein.  Wir  sahen  im  vorigen  Capitel,  dass  das  ebnit* 
System,  welches  der  Schnitt  eines  körperlichen,  sich  einer  Ebene  parallel 
bewegenden  Systems  ist,  stets  ein  Beschleunigungscentrum  besitzt.  Das- 
selbe ist  der  Schnitt  der  für  das  körperliche  System  stets  existirendoR 
Beschleunigungsaxe  mit  der  Ebene  des  Systems. 

§.  6.    Mit  Hülfe  der  im  vorigen  §.  entwickelten  Ausdrücke  Hir  di^ 

Componenten  JT,    F,  Z  der  Beschleunigung  eines  Systempunktes  (xy: 

wollen  wir  jetzt  dessen  Normal-  und  Tangentialbeschleunigung  fpm  «nd  7 

bestimmen,    dieser  Bestimmung   aber  die   zuletzt  gegebenen  einfacbiTf 

Formeln  jener  Ausdrücke  zu  Grunde  legen.     Der  Abstand  des  Spteu. 

punktes   von   der   Momentanaxe  sei  r;   die.  Richtung  desselben   in  dr:- 

Sinne  von  dem  Schnittpunkte  mit  der  Momentanaxe  nach  dem  Syrten 

punkte  hin  genommen  bildet  mit  den  Coordinatenaxeu  Richtnngswiiil 

X      t/ 
deren  Cosinusse  — ,       ,  0  sind.    Daher  liefern  A",  F  in  dieser  Kichiu: . 

r      r 

den  Bestandthcil  der  Normalbeschlcuuigung  fp^ 
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* 

r  r  r 

Hierzn  tritt  aber  noch  Z  =  Slüy  als  weiterer  Bestandtheil  von  q>n^  da 
es  rechtwinklig  zur .  Geschwindigkeit  ist.  Wir  erhalten  demnach  jetzt 
für  das  Quadrat  der  Normalbeschlennigung: 

^,2   _   ^    (^^2    +.   J|y^)2    _|.   Ä2j72y2. 

r 

Die  Tangentialbeschleunigung  wird  erhalten,  indem  man  die  Compo- 
oenten  von  X  und  Y  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeiten  vereinigt. 
Nun  bildet   die  Richtung   der   Geschwindigkeit  des   Systempunktes   mit 

den  Coordinatenaxen  Winkel,  deren  Cosinusse  —  ,  — ,  0  sind^  daher 
erhält  man 

g)/  =  —  X f-   Y—  =  —r  '  r  —  SIU 

r  r  dt  r 

Die  Systempunkte,   welche  keine  Beschleunigung  in   der  Richtuug 
von  r,  also  nur  Normalbeschleunigung  parallel  zur  Momentanäxe  besitzen, 

genügen  der  Bedingung  Sl^r  -j-  ^U—  =  0,  oder  wenn  wir  für  r^  sei- 

r 

nen  Werth  x^  +  y*  einsetzen 

Ä  (^^  +  y')  +  uy^  =  0. 

Sie  liegen  daher  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  senkrecht 
zur  Momentanäxe  Kreisschnitte  besitzt.  Dieser  Kegel  enthält  die  Mo- 
mentanäxe selbst  und  berührt  die  Kegel  (6*)  und  (F)  längs  ihr. 

Die  Systempunkte,  deren  Normalbeschleunigung  senkrecht  zur  Mo- 
mentanäxe ist,  genügen  der  Bedingung 

Slüy  =  0 

Qnd  sind  also,  wenn  nicht  .$2  oder  ü  verschwindet,  die  Punkte  der  ge- 
meinsamen Tangentenebene  der  Kegel  (C)  und  (r). 

Die    Sjstempunkte,    deren    Normalbeschleunigung  vollständig    ver- 
schwindet, genügen  den  beiden  Bedingungen 

Ä  (a:^  +  y^)  +  Uyz  =  0,        Slüy  =  0 

zQgleich.  Ist  nun  Sl  nicht  Null,  so  sind  sie  die  Punkte  der  Momentan- 
äxe; ist  aber  i2  =  0,  so  sind  beide  Bedingungen  für  alle  Systempunkte 
f^rfiillt  und  besitzen  in  demselben  Momente  alle  Punkte  des  Systems 
nar  Tangentialbeschleunigung. 

Die   Systempnnkte,    deren  Tangentialbeschleunigung  verschwindet, 

welche  also  im  Allgemeinen  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Geschwin- 

dSl  xz 

'ligkeit  besitzen,   genügen    der  Bedingung  -7-  •  r  —  Slü  —  =  0;  sie 

dt  r 

liegen  daher  auf  dem  Kegel  zweiten  Grades 

^(^^  +  y2)  -  Slüxz  =  0. 
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Derselbe  hat  senkreclit  zur  Momentanaxe  gleichfalls  Kreisschnitte  und 
geht  durch  die  Momentanaxe  hindurch.  Die  gemeinsame  Tangenten- 
ebene  der  Kegel  {C)  und  (F)  ist  für  ihn  eine  Hauptebene;  er  schneidet 
daher  den  vorigen  Kegel  rechtwinklig,  für  welchen  die  yz- Ebene  eine 
Hauptebene  ist. 

Ausser  der  Momentanaxe  haben  die  beiden  genannten  Kegel  noeh 
eine  weitere  Gerade  gemein.  Die  Punkte  derselben  besitzen  keine  Tan- 
gentialbeschleunigung, haben  also  zwei  Zeitelemente  unveränderlicbp 
Geschwindigkeit  und  werden  blos  parallel  zur  Momentanaxe  beschleunigt 

Die  beiden  hier  erwähnten  Kegel  zweiten  Grades  sind  das  Analogon 
zu  den  beiden  B res s ersehen  Kreisen  des  vorigen  Capitels  und  ilire 
gemeiuBchaftliche  Erzeugungslinie,  welche  nicht  Momentanaxe  ist,  ent- 
spricht dem  Beschleunigungscentrum  der  ebenen  Systeme.  Da  tp^^  cvel 
Bestandtheile  hat,  welche  unabhängig  von  einander  verschwinden  müs- 
sen ,  wenn  tpn  selbst  verschwinden  soll  und  dies  im  Allgemeinen  noi  für 
das  Rotationscentrum  des  Systems  eintreten  kann,  so  sieht  man  dentlich 
den  inneren  Grund,  weshalb  ein  sphärisches,  sich  auf  seiner  KugelflHcb«' 
bewegendes  System  kein  Beschleunigungscentrum  besitzen  kann.  Für 
den  Schnittpunkt  d^r  genannten  gemeinschaftlichen  Erzengungslinic 
beider  Kegel  mit  der  Kugel  wird  von  der  Beschleunigung  des  spbä- 
rischen  Systems  möglichst  viel  gleich  Null. 

Die  beiden  Kegel  schneiden  das  sphärische  System  in  zwei  sphä- 
rischen Kegelschnitten,  deren  Gleichungen  in  sphärischen  PolaKoor- 
dinaten  9,  •&  für  das  Momentancentrum  als  Pol  und  den  Schnitt  der 
Kugel  mit  der  Tangentenebene  der  Kegel  (C)  und  (F)  als  Polarax^ 
erhalten  werden,  wenn  man  r  =  sin  q^  x  =  sin  g  cos  ^,  y  ^sss  sin  ft  sin  t 
z  SS  COS  Q  setzt,  wobei  der  Radius  der  Kugel  als  Einheit  angenommeD 

ist,  nämlich: 

SltQQ  +       üsin^  ^==  0 

dSl 

-—  tag  -—  Slü  COS  ^  =  0. 
dt    ^^ 

§.  7.    Da  das  Bogon dement  MAt  der  Bahn  eines  Systempunktcs  V 
durch  Rotation  um  die  Momentanaxe  beschrieben  wird,  so  ist  die  Eben-' 
welche  durch  den  Systempunkt  und  die  Momentanaxe  C  geht,  die  N«^r 
malebene  der  Bahn  im  Punkte  M,    Ebenso  ist  die  Ebene  durch  M  nc! 
die   folgende  Momentanaxe  C*  die  Normalebene  für  den  Punkt  .V  odt-r 
das  folgende  Bahnelement  M^M",  welches  um  C  beschrieben  wird.    Pi^^- 
beiden   aufeinander  folgenden   Normalebenen   bilden   miteinander  eine'j 
unendlich  kleinen  Winkel,  welcher  gleich    dem   Contingenzwinkel  dr: 
Bahn  in  M  ist  und  schneiden   sich  in  einer  Geraden,  welche  im  Krr::.> 
mungsmittelpunkte  IC  der   Bahn   auf   der    Schmiegungsebene   derselbr-r 
senkrecht  steht,  der  Krümmungsaxe.    Die  Hauptnonnale  der  Bahn  in  V 
ist  die  Schnittlinie  der  Schmiegungsebene  mit  der  Normalebene  und  hi* 
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die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  und  folglich  auch  die  der  Nor- 
malbeschlennigung.    Die  Richtung  der  Normalbeschleunigung  gewinnt  man 

durch  das  Yerhältniss   ihrer  beiden   Componenten  —  ISl^r  -\-  Slü  —  J 

and  Slüy.    Ist  f*  ihre  Neigung  gegen  die  Momentanaxe,  so  hat  man 

Slr^  +   üyz 

^n  —  (i  ist  die  Neigung  der  KrÜmmungsaxe  gegen   die  Momentanaxe. 
Die  Länge  q  des  Krümmungshalbmessers  ist 

_  Slh^ Ar» 

^       9>n  ~  yisir^  +  üyiy  +  ü'^yv^' 

Das  Maximum,  dessen  der  Krümmungshalbmesser  fähig  ist  für 
Pankte,  welche  auf  derselben  um  0  beschriebenen  Kugelfläche  liegen, 
ist  der  Radius  dieser  Kugel;  denn  der  Krümmungskreis  einer  sphäri- 
schen Curve  liegt  mit  dieser  zugleich  auf  der  Kugel,  da  er  mit  dieser 
die  drei  aufeinander  folgenden  Curvenpunkte  gemein  hat.  Alle  Punkte, 
fiir  deren  Bahn  in  dem  betrachteten  Momente  q  dies  Maximum  erreicht, 
liegen  so,  daas  die  Schmiegungsebene  ihrer  Bahn  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt 0  hindurchgeht.     Damit  dies  eintrete,  muss 

r 

^g(^  =  — 

z 
^-  ^'  _    ^r^  -f    üyz   _    r_ 

üry  z 

werden.    Die  fraglichen  Punkte  liegen  daher  auf  der  Kegelfläcke  dritten 

Grades 

{Slz  +  üy)  {x^  +  y^)  +  üyz^  =  0. 


Vm.  Capitel. 

Beflchleuni^ranflr  im  unveränderlichen  System,  welches  die  allgemeinste 

Art  der  Bewegnmg  besitzt. 

§.  1.  Im  Falle  der  allgemeinsten  Bewegung  eines  unveränder- 
lichen Systems  besitzt  dasselbe  zur  Zeit  t  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
am  die  Momentanaxe  C  und  eine  Translationsgeschwindigkeit  T  parallel 
derselben.  Ebenso  hat  es  zur  Zeit  t  -]-  dt  eine  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  -j-  dSl  um  die  folgende  Momentanaxe  C  und  eine  Translationsgeschwin- 
digkeit T  -]-  dT  parallel  zu  ihr.  Die  Momentanaxe  (f  hat  aber  von  C 
einen  unendlich  kleinen  kürzesten  Abstand  de  und  bildet  mit  ihr  einen 
anendlich  kleinen  Winkel  da-,   es  besitzt  daher  die  Momentanaxe  selbst 

de 
eine  Orthogonalgeschwindigkeit  ü  =^  ~ ,  vermöge  welcher  sie  im  Räume 
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fortschreitet  und  eine  Winkelgeschwindigkeit  ^  =  ;r  i  vermöge  welcher 

sie  sich  neigt  und  beide  zusammen  bilden  die  Wechselgeschwindigkeit 
der  Momentanaxe.  TJ  und  ^P  sind  die  Componenten  einer  Schranben- 
geschwindigkeit  um  die  Richtung  des  kürzesten  Abstandes  von  C  and  (' 
als  Axe.  Durch  ^  wird  die  Momentanaxe  C  parallel  zu  C  gerichtet. 
durch  TJ  hierauf  in  die  Lage  (f  hineingeschoben. 

Ein  Sjstempunkt,  welcher  zur  Zeit  t  den  Abstand  r  von  der  Mo- 
mentanaxe C  besitzt,  beschreibt  in  Folge  der  Elementarschraubenbewe- 
gung  um  diese  das  Element  einer  Schraubenlinie  mit  einer  Geschwindig- 
keit v,  welche  die  beiden  Componenten  rSl  senkrecht  zu  C  und  T^arallvl 
C  hat.  Zur  Zeit  /  -f-  dt  beschreibt  er  das  folgende  Element  seiner  Bahr. 
als  das  Element  einer  Schraubenlinie  um  C  mit  einer  Geschwindigkeit, 
deren  Componenten  in  ähnlicher  Weise  durch  (r  -|-  ^^)  («^  +  *^)  ^^^ 
T  -|-  dT  dargestellt  werden.  Die  unendlich  kleine  Geschwindigkeit!- 
componente,  welche  zu  seiner  Geschwindigkeit  v  hinzutreten  muss,  nm 
diese  nach  Grösse  und  Richtung  in  die  Geschwindigkeit  umzuändern, 
welche  der  Systempunkt  zur  Zeit  i  -{-  dt  besitzt,  ist  dessen  Elemen 
tarbeschleunigung  und  der  Quotient  aus  ihr  und  dem  Zeitelemer.tc 
dt  seine  Beschleunigung.  Die  Elementarbeschleunigung  bildet  sich  aus 
mehreren  Componenten,  die  wir  sofort  bestimmen  wollen  und  die  Beschlt'u- 
nigung  hat  diesen  entsprechende  Componenten,' welche  man  erhält,  indem 
man  jene  mit  dt  dividirt. 

Damit  die   Translationsgeschwindigkeit  T  parallel  C  in    die   Trans 
lationsgeschwindigkeit    T  -{-  dT  parallel   C   übergehe,    muss    zu    T  Tiif 
Elementarbeschleunigung  dx  hinzutreten,    die   man  durch    die   unendlich 
kleine  dritte  Sßite  eines  Dreiecks  erhält,  dessen  beiden  anderen  Seitm 
T  und    T  -^  dT  nach    Grösse    und   Richtung   darstellen,    die    ihr   ei.t- 

sprechende   endliche  Beschleunigung  m  =  —    der  Translationsgeschvii.- 

digkeit  T  ist  parallel  der  Ebenenschicht,  welche  durch  C  and  C  bestimiDt 

wird  und  kann  zerfällt  werden   in  eine   Componente  -.-    parallel  C  nn.i 

da 
eine  andere  T  —  =  TW  senkrecht  zu  C  und  parallel  zur  Schicht. 

Um  zu  bestimmen,  welche  Elementarbeschleunigung  zu  der  Hota* 
tionscomponente  rSl  der  Geschwindigkeit  des  Sjstempunktes  um  ' 
hinzutreten  müsse,  damit  sie  tibergehe  in  (r  -f-  dr)  {Sl  -|-  dSl)  um  «  . 
verfahren  wir  folgendermassen.  Es  sei  00'=:  de  der  kürzeste  Abst%r  * 
der  beiden  Momentanaxen  C,  C  und  durch  0  mit  C  die  Parallele  '' 
gezogen.  Die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -\-  dSl  des  Systems  um  C  i< 
alsdann  äquivalent  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -f-  dSl  um  C  und  ein  ' 
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Translationsgeschwindigkeit  Ö'O  {Sl  -|-  dSl)  oder  mit  Unterdrückang  des 
Unendlichkleinen   zweiter   Ordnung  Slde    des   Systems  senkrecht  zn  C 
und  Off   nnd    übereinstimmend    im    Sinne    mit   Sl  -f-   dSl.     Daher    ist 
auch  die  Geschwindigkeit  (r  -f-  dr)  (Sl  -\-  dSl)  des  Systempunktes,  welche 
er  dieser  Winkelgeschwindigkeit  verdankt,  äquivalent  der  Geschwindig- 
keit r"  (Ä  -(-  dSl)  (unter  r"  den  Abstand  desfiolben  von  C"  verstanden), 
die  er  besitzen  würde,  wenn  das  System  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
52  -|-  (/i2  um  C"  rotirte  und  der  Translationsgeschwindigkeit  Sl  de. ,  Nun 
Ist  aber  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -\-  dSl  um  die  Axe  C"  die  Resul- 
tante der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  €  und  der  Elementarwinkelbeschleu- 
nigang  adt^  welche  Sl  nach  Grösse  in  il  -^  dSl  zu  ändern  und  die  Axe 
C  in  die  Lage  C*  zu  neigen  vermag.     Daher  ist  auch  die  Geschwindig- 
keitscomponente  /'  (i^  -|-  dSl)  äquivalent  der  Geschwindigkeit  rSl,  welche 
<ier  Systempunkt  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  C  verdankt,  der  nach 
der  Momentanaxe    C  hin    gerichteten    Elementarbeschleunigungscompo- 
nente  r^Sldt  und    der  von   der  Winkelbeschleunigung  et  herrührenden 
£Iementarcomponente  orpe//,  wenn  p  den  Abstand  des  Punktes  von  der 
Aie  der  Winkelbeschleunigung  bedeutet  und  unter  der  Axe  der  Winkel- 
beschlennigung  diejenige  Axe  verstanden  wird,  welche  sich  bei  der  Zer- 
legung von  Sl  -|-  dSl  um  die  Axe  C  ergibt,  welche  durch  den  Punkt  0 
des  kürzesten  Abstandes  0  0'  geht.     Aus   diesen  Betrachtungen   erhel^) 
das»  die  Geschwindigkeit  (r  -f"  dr)  {Sl  -j-  dSl)  die  Resultante  von 

rSl,     r^Sldi,     apdi,     Slde 

ist  nnd   dass   mithin  r^Sldt,   ctp  dt  und  Slde  die  Componenten    der  Ele- 

mentarbeschleunigung  sind,   welche   zu   rSl  hinzutreten,   um  diese   Ge- 

scbwindigkeitscomponente  in  (r  +  dr)  (Sl  +  dSl)  überzuführen.    Dividirt 

man  dieselben  mit  dt  und  fügt  zu  ihnen  die  oben  dargestellte  Beschleu- 

nignng  u  der  Translationsgeschwindigkeit  hinzu,  so  ergeben  sich  mit  Rück- 

de 
^icht  auf  —:   =  £^  als   Componenten   der  Beschleunigung   des   System- 
dt 

pnnktes  folgende:  .^  ^__ 

^  r*Sl^     ap,     Slü^     u 

und  erhält  man  den  Satz: 

Für  die  allgemeinste  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Systems  besteht  die  Beschleunigung  jedes  Systempunktes 
AUS  folgenden  vier  Componenten:  1.  einer  centripetalen, 
die  Momentanaxe  senkrecht  schneidenden  Beschleunigung 
^'r  gleich  dem  Produkte  aus  dem  Quadrate  der  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  um  die  Momentanaxe  und  dem  Abstände 
f  des  Systempunktes  von  dieser;  2.  der  Beschleunigung  ap, 
welche  herrührt  von  der  Winkelbeschleunigung  des  Systems, 
d^ren  Richtung  senkrecht  ist  zu  der  Ebene,  welche  der  Mo- 
mentanaxe und  der  Axe  der  Winkelbeschleunigung  parallel 
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läuft  und  derei^  Grösse  durch  das  Produkt  aus  der  Winkel- 
beschleunigung  cc  und  den  Abstand  p  des  Systempunktes 
von  deren  Axe  dargestellt  wird;. 3.  aus  einer  für  alle  System- 
punkte  gleichen  Beschleunigung  Slü^  deren  Richtung  normal 
zu  der  durch  die  Momentanaxe  und  die  Richtung  der  Ortho- 
gonalgeschwindigkeit gkolegten  Ebene  ist,  deren  Sinn  er- 
halten wird,  indem  man  die  Qrthogonalgeschwindigkeit  V 
um  den  Winkel  ^n  um  die  Momentanaxe  rotiren  lässt  nni 
deren  Grösse  das  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit 
£1  und  dieser  Orthogonalgeschwindigkeit  ist;  endlich  4.  der 
gleichfalls  allen  Systempunkten  gemeinsame  Translations- 
beschleunigung u  des  Systems. 

Die  Winkelbeschleunigung  cc  kann  in  ihre  beiden  Componenten,  die 

dSl  da 

tangentiale  -r-  um  die  Momentanaxe   und  die    normale  Sl  —-  =i  SIW 

dl  dt 

senkrecht  zu  ihr  in   der  Ebene   der  Axen  C,  C\   d.  h.  also   senkrecht 

zur  Momentanaxe  und   der  Richtung  des   kürzesten  Abstandes  aufgelöst 

werden.     Demnach  zerfKllt  auch   die  Beschleunigung  ttp  in  zwei  Com- 

dSl 
ponenten,  nämlich  r -i-'  und  r^Sf^y  wenn  r^  den  Abstand  des  System- 
punktes von  der  Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung  darstellt.   Die  Ttn- 
gentialcomponente  r  -r-  bildet  aber  mit  der  centripetalen  Componente  U-r 

zusammen  die  Beschleunigung,  welche  der  Systempunkt  besitzen  wfirde 
um  die  Momentanaxe,  wenn  diese,  nicht  wechselte.  Man  kann  daher 
den  vorstehenden  Satz  auch  so  fassen: 

Die  Beschleunigung  des  Systempnnktes  ist  die  Resnl- 
tante  1.  von  der  Beschleunigung,  welche  derselbe  besitzes 
würde,  wenn  die  Momentanaxe  nicht  wechselte;  2.  einer 
Beschleunigung  r^Sl^^  herrührend  von  der  normalen  Winkel- 
beschleunigung, parallel  gerichtet  zur  Ebene,  welche  durch 
die  Momentanaxe  und  die  Richtung  ihres  kürzesten  Ab- 
standes von  der  folgenden  Momentanaxe  geht  und  propor- 
tional dem  Abstände  des  Systempunktes  von  einer  zu  dieser 
Ebene  senkrechten,  durch  den  Fusspunkt  des  kürzesten 
Abstandes  gehenden  Axe,  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
der  Rotationscomponente  der  Wechselgeschwindigkeit  der 
Momentanaxe,  3.  der  gemeinsamen  Beschleunigung  A^  alle: 
Systempunkte,  senkrecht  zur  eben  erwähnten  Ebene  nmi 
4.  der  Translationsbeschleunigung  u  des  Systems,  welchr 
dieser  Ebene  parallel  ist. 

Die  Fläche  (C),  welche  der  Ort  aller  Momentanaxen  im  absoluten 
Räume  ist,  und  die  Fläche  (r),  welche  alle  Axen  des  Systems  begreift. 
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welche  nach  und  nach  zu  Momentanaxen  werden,  berühren  sich  längs 
den  zasammenfaUenden  Erzeugnngslinien  C,  F  dieser  beiden  im  AUge- 
meinen  windschiefen  Flächen  so,  dass  sie  in  allen  Punkten  derselben 
gemeinschaftliche  Tangenten  ebenen  besitzen.  Denn  durch  die  Elementar- 
schranbenbewegung  am  C  gelangt  die  nächstfolgende  Systemlinie  V  in 
die  Lage  C  Während  der  Elementarbewegung  bleibt  aber  F  mit  C 
vereinigt.  Nach  Ausführung  derselben  haben  also  beide  Flächen  zwei 
aofeinander  folgende  Erzeug^ingslinien  gemein  und  berühren  sich  mithin 
längs  C  in  ullen  Punkten  dieser  Geraden.  Die  oben'  erwähnte  Ebene, 
welche  den  kürzesten  Abstand  00'  und  die  Axe  C  enthält,  ist  die  ge- 
meinschaftliche Tangentenebene  beider  Flächen  im'  Fusspunkte  0  des 
kürzesten  Abstandes.  Sie  kam  dadurch  in  die  Untersuchung,  dass  wir 
die  Axe  C  durch  0  legten.  Wir  können  aber  ebenso  gut  jeden  anderen 
Pnnkt  A  der  Momentanaxe  an  die  Stelle  von  0  treten  lassen,  der  EfPect 
davon  ist  der,   dass   die  Axe  von  et  alsdann   durch  A  geht  und  an  die 

de  .  AÄ 

Stelle  der  Beschleunigung  Ä  —    oder    Sl  Ü   eine    andere    Sl  •  — —  tritt, 

wenn  A'  den  Fusspupkt  des  von  A  auf  (f  gefällten  Perpendikels  angibt 
nnd  diese  ist  senkrecht  zur  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  beider 
Flächen  {(T)  und  (jT)  im  Punkte  A.  Auf  die  Grösse  von  a  und  deren 
Axenrichtung  hat  diese  Aenderung  keinen  Einfluss,  wohl  aber  auf  die 
Länge  p. 

In  dem  obigen  allgemeinen  Satze  sind  die  entsprechenden  Sätze 
der  beiden  vorigen  Capitel  als  Spezialfälle  enthalten;  um  den  Fall  des 
vorigen  Oapiteb  wieder  zu  erhalten,  genügt  es,  1/  =  0  zu  setzen;  für 
den  des  zweitvorhergehenden  ist  ^''  =  0. 

§.  2.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  X^  F,  Z  der  Beschleuni- 
gung eines  beliebigen  Systempunktes  {xyz)  parallel  dreien  rechtwink- 
ligen Axen  darstellen.  Zur  a:-Axe  wählen  wir  die  Richtung  der  Ortho- 
gonalgeschwindigkeit üj  positiv  im  Sinne  derselben,  zur  ^-Axe  die  Bich- 
tnng  der  Beschleunigung  SIU^  positiv  in  dem  Sinne  dieser  und  zur  2;- Axe 
die  Momentanaxe  dem  positiven  Sinne  nach  Übereinstimmend  mit  dem 
ßinne.von  1^.  Es  seien  a^,  Uyj  a^  die  ComponeAten  der  Winkel- 
beschlennigung  er,  deren  Axe  durch  den  Coordinatenursprung  gehend 
Angenommen  werde.     Man  hat  dann 

of,  =  0,      cfy  =  Ä^,      a,  =    -- 

und  hiermit  erhält  man  für  die  von  der  Winkelbeschleunigung  herrüh- 
renden Bestandtheile  Ä,    F,  Z,  wie  in  Cap.  YII,  §.  4.: 

am  ^^ 

dSl 

dt 
u,y  —  ayX  =s  —  SlWx, 
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Die  Componenten^  der  centripetalen  Beschleanignngscomponente  Sifr  sind 

—  9?x,     —  9?y,     0; 

die  von  u  :  0,  TS*",   —    und  die  Beschleunignng  SIT]  fÄUt  in  die  y-Axe. 

Demnach  erhalten  wir: 

A^=  —  SL'^x   —  -f^y  +  ÄiPz 

'    dt 
Fragen  wir  zunächst   nach  dem  Orte  der  Punkte,   deren  Beacbleo- 
nignng  zur  Zeit  /  gleich  Null  ist,  so  genügen  die  Goordinaten  a:, ,   y^^   Zy 
eines  solchen  den  Gleichungen 

^  a:,  —  ß'y,    +  Ät^  +  T'P  =  0 

Ä^a:,  —  ^~  =  0 

zugleich.  Dies  sind  die  Gleichungen  dreier  Ebenen,  deren  Darchschnitt 
den  fraglichen  Ort  darstellt. 

Von  diesen  Ebenen  sind  die  beiden  ersten  zu  einander  senkxecLt; 
denn  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  zweier  Ebenen 

Äx  '\'  By  -\-  Cz  -\-  D  =  (^ 

™^  ./o:  +  ^y  +  Cr  +  />'  =  0  . 

aufeinander,    nämlich  ÄÄ  -\'  BB"  +  CC  =  0   ist  wegen    ^  =    Sl", 

B  =  ^"^^^   C  =  Ä^;    ^'  =  ?>   ^'  =  —  ^^^   C=  0  erftillt,      IMe 
dt  dt 

erste  der  drei  Ebenen  geht  durch  den  Fusspnnkt  0  des  kttrzeaten  Ab- 
Standes  und  ihre  Normale  bildet  mit  den  Richtungen  der  Orthogonal- 
geschwindigkeit   l/,   der  Normalen   zur  Fläche   (C)   ^^   ^  ^^^    der    Mo- 

mentanaxe  Winkel,  deren  Cosinusse  den  Grössen    —  il'^,    —     -      ^    StW 

proportional  sind.     Die    zweite   Ebene    ist    der   Momentanaxe    panlU^U 

besitzt  den  Abstand 

SIV  +  TW 

- "+  (?)■ 

von  dieser  und  die  Bichtungscosinusse  ihrer  Normalen  sind  proportional 

den  Grössen     ,    ,    —  .^^  0.     Die  dritte  Ebene  ist  senkrecht  sur   Kicli- 

dt 

tung  der  Orthogonalgosch  windigkeit  {/und  hat  von  0  den  Abstand    -  -  - 


y^ 
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Die  drei  Ebenen  liefern  als  Durchschnitt  im  Allgemeinen  einen 
Punkt  ohne  Beschleunigung,  das  Beschleunig ungscentrnm,  welches 
übrigens  auch  ins  Unendliche  rücken  kann.  In  besonderen  Fällen,  wenn 
nämlich  die  drei  Ebenen  durch  dieselbe  Gerade  hindurchgehen,  «xistirt 
eine  Beschleunigungsaxe,  d.  h.  eine  geradlinige  continuirliche  Reihe 
von  Systempnnkten  ohne  Beschleunigung.  Die  Coordinaten  des  Be- 
schlennigungscentrums  sind 

dT  ^  ^ 
dt_              _     dl    dt      i    ^    i     T^ 


dT  rfÄ  {d^Y  dT 


dt  \dtj     dt 


U^  —  ßSlW^  a:,   —  aÄ^y,   +  a  {Slü  +  TW)  +  ß 


SIW2  ^A  Tjrz 

Die  Bedingungen,  dass  eine  Beschleunigungsaxe  bestehe,  erhält  man, 
indem  man  ausdrückt,  dass  eine  lineare  Verbindung  zweier  der  Glei- 
chungen der  drei  Ebenen  identisch  mit  der  dritten  Gleichung  werde, 
d.  h.  dass  sich  Coefficienten  a,  ß  finden  lassen,  welche  bewirken,  dass 

dT 
dt 

~  -  ^^^^  "  ?  ^*  +  ^"^^^ 
werde.    Dies  liefert 

flf^  ^  ßSlW  +  Ä^  =  0,       aSl^  —  ^  =  0,       SIW  =  0, 

a{Slü+  TW)  +  |3^=0. 
Eliminirt  man  hieraus  cc  und  ß,  so  bleiben  die  Bedingungen 

Ä«F  =  0,       f  [Sl*  +  (f )']  +  {au  +  TW)  £IW±^-  =  0, 

von  denen  die  erste  sagt;  dass  entweder  Sl  oder  W  verschwinden  müsse, 
wenn  eine  Beschleunigungsaxe  existiren  soll.     Ist  nun  1,  Sl  =  0,  aber 

dSl^  dT 

.   ^0,  so  muss  ~r  =  0  sein,  d.  h.  es  muss  die  Translationsgeschwin- 
digkeit des  Systems  parallel   der  Momentanaxe  zwei  Zeitelemente  hin* 

durch    dieselbe    sein.     Ist     -  =  0,   so    kann    T  sich  ändern.      2.   Es 

dt 

sei  9^  BS  0,    d.  h.    es   neige  sich   die  Momentanaxe  nicht,   dann   muss 

/IT* 

ZQgleich  -7-  ="^  0  sein.     Dies  ist  z.  B.  der  Fall  beim  System,   welches 

einer  Ebene  parallel  bleibt. 

§.   3.      Ziehen   wir  die   Gleichungen   für  ar, ,  y, ,  Zi   von   den   Aus- 
drücken X\    ¥,  Z  ab,  so  erhalten  wir 

Schell,  Theorie  cL  Bew.  a.  d.  Krärte.  27 
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A'  =  -  Ä»  {x  -  X,)  --f^(y  -  y,)  +  smr(^^  ,,) 

oder  indem  wir  das  Besclileanigungscentrum  als  Ursprung  eines  Coor- 
dinatensystems  der  |,  17.  ^  wählen,  dessen  Axen  den  Axen  der  Xy  y,  : 
parallel  laufen,  d.  h.  o*  —  a:,  =  ?,-y  —  ^i  =  ^j  2  —  *,  =  f  setzen: 

Z  =  —  ß^f.  ^ 
Nun  sind  aber  —  Ä^l  =  Ä'p  (—   ^\     ^  St^r^  =  Sl^p  (-  '^\  dk 

Componenten  einer  Beschleunigung  Sl^p^  welche  senkrecht  nach  einer 
durch  das  Beschleuuigungscentrum  zur  Momentanaxe  parallel  gesogenen 
Geraden  hin  gerichtet  ist,  wobei  p  den  Abstand  des  Systempnnktes  von 
dieser  Geraden  bedeutet;  ebenso  sind 

d^      _  dSl 

~di^  ~    dt   '^    \p 


_  ....        /^\         ,         dSl  dSl        /       fi\ 

"  ^  "'    ^    \p/  dl    '  dt   ^    \       p) 


dSl 
die  Componenten  einer  Beschleunigung         •  p,   senkrecht  zn  jener  Axf 

und  zu  p.  Beide  Componenten  zusammen  bilden  die  Beschleanignn^. 
welche  der  Systempunkt  haben  würde,  wenn  die  Momentanaxe  dorcb 
das  Beschleunigungscentrum  ginge  und  nicht  wechselte.     Endlich  sind 

ßjpf  =  Sl^^^r^  rf)  und   —  ß^^  =  ß?p.r,  (—    M 

die  Componenten  einer  zur  Ebene  der  |S  parallelen  Bescbleanigncr 
Ä^Fr,  =  Sl       Tj,  welche  nichts  anderes  ist,  als  die  Normalcoroponeut- 

der  durch  die  Winkelbeschleunigung  her vorgern fönen  Beschleunigung  J«*' 
Systempunktes,  wobei  r^  den  Abstand  desselben  von  der  ^-Axe,  d.  h.  rv.' 
der  Axe  der  Normalwinkelboschleunigung  bedeutet,  wenn  dieselbe  dnn^ 
das  Beschleunigungscentrum  geführt  gedacht  wird.  Diese  und  die  rorif 
Componentc  bilden  die  gesammte,  von  der  Winkelbeschleonigiing:  h'f 
rührende  Beschleunigung.     Man  kann  daher  den  Satz  aufstellen: 

Die  Beschleunigung  eines  Punktes  im  unverXnderli^'her 
System,  welches  die  allgemeinste  Art  doT  Bewegung  besiti: 
ist   dieselbe,    welche   er   besitzen    würde,   wenn    das   Systcu 
um  das  Beschleu  nigun  gscentrnm   rotirte,   und   zwar  om  rin^ 
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zur  Homentanaxe    parallele    Axe    mit    derselben    Winkelge- 
schwindigkeit Sl  und  derselben  Winkelbeschlennignng  a. 

Die  Punkte  gleicher  Beschlennig^ng  ordnen  sich  auf  folgende  Weise 
am  das  Beschlennignngscentmm.  Alle  Punkte,  welche  von  der 
durch  dies  Centrnm  asnr  Momentanaxe  parallel  gelegten  Oe- 
T&den  denselben  Abstand  p  besitzen,  haben  dieselbe  centri- 
petale  and  tangentiale  Beschlennigangscomponente  i^'p  und 

~p]  sie  liegen  daher  auf  einem  Cylinder,  welcher  um  diese 

Gerade  als  Axe  in  dem  Abstände  p  beschrieben  werden  kann. 
Alle  Punkte,  welche  von  der  durch  das  Beschleunigungs- 
centram zur  Axenrichtung  der  Normalwinkelbeschleunigung 
(abo  zur  gemeinschaftlichen  Normalen  der  Flächen  (C)  und  (F)  im  Punkte 
Oy  dem  Fusspunkte  kürzesten  Abstandes  der  Momentanaxe  von  ihrer 
nächsten  Lage)  parallelen  Geraden  denselben  Abstand  r^  be- 
sitzen, haben  gleiche  Beschleunigungscomponente  i$l^rp  Sie 
liegen  mithin  auf  einer  mit  dem  Abstände  r^,  von  dieser  Axe 
beschriebenen  Cjlinderfläche. 

heraus  folgt: 

Alle  Systempunkte,  welche  sich  auf  der  Durchschnitts- 
eorve  zweier  Cylinder  befinden,  deren  Axen  sich  im  Be- 
schleunigungscentrum  rechtwinklig  schneiden  und  von 
denen  die  Axe  des  ersten  der  Momentanaxe,  die  des  andern 
der  Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung  parallel  ist,  be- 
sitsen  gleiche  Beschleunigung. 

§.  4.  Wir  wollen  jetzt  die  Normal-  und  Tangentialcomponente  der 
Beschleanigung  eines  Sjstempunktes  M  (xyz)  bilden.  Zu  dem  Ende 
baben  wir  die  Grössen  JT,  F,  Z  jede  zu  zerlegen  in  zwei  Componenten, 
Ton  denen  die  eine  in  der  Richtung  der  Tangente  der  Bahn  des  Punktes 
^Ut,  während  die  andere  dazu  senkrecht  ist.  Indem  wir  hierauf  die 
Componenten  der  ersten  Art  summiren,  erhalten  wir  die  gesuchte  Tan- 
gentialbeschleunigung q)t  und  indem  wir  aus  den  Componenten  der  zweiten 
Art  die  Sesultante  ziehen,  ergibt  sich  die  Normalbeschleunigung  9?«|. 
Die  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn  des  Sjstempunktes  ist  die 
Tangente  einer  Cylinderschraube  um  die  Momentanaxe,  deren  Bogen- 
element  der  Systempunkt  beschreibt  Durch  den  Systempunkt  legen 
^r  eine  Ebene  senkrecht  zur  Momentanaxe  und  beschreiben  in  ihr  um 
<len  Schnittpunkt  mit  dieser  Axe  einen  Kreis  im  Abstände  r.  Die  Bich* 
tungen  Mt^  Mt^^  MX  der  Tangente  an  die  Schraubenlinie,  an  den  Kreis 
lind  die  Richtung  parallel  der  or-Axe  bilden  in  M  eine  dreiflächige  Ecke, 
in  welcher  die  Ebene  tii  senkrecht  auf  t^x  ist.     Daher  erhalten  wir 

cos  {lÄ)  =  cos  (//j)  •  cos  (/,  X). 

27* 
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Ebenso  bildet  die  ^-Richtung  mit  Mi  und  Mti   eine  Ecke,  ans  welcher 

sich  ergibt 

cos  (/  r)  =  —  cos  {i  i^)  •  cos  {i^  Y). 

o 
Nun  ist  aber,  wie  leicht  zu  sehen,  cos  (tii)  =  -j=r- — ^-^^-3:»  cos  (t.Ä)  =     , 

sc 
cos  {ty  F)  = und  deshalb 

cos  (iX)  =  — .  ._z^^._ ,         C05  (r  K)  =  — 


und  hierzu  erhält  man  weiter  sofort 

COS  {tZ)  = 


Mit  Hülfe  dieser  Werthe  ergibt  sich  die  Tangeutialbeschleunigang  7« 
des  Sjstempunktes : 

(pt^  X  cos  {tX)  +  Y  COS  {t  Y)  +  Z  COS  (/2), 

oder  indem  man  die  Ausdrücke  für  X^   F,  Z  aus  §.  2.  einführt: 

di  dt 

Die  Bestandtheile,  welche  die  Normalbeschleunigung  tpn  bilden,  sind  aaf 
folgende  Art  leicht  darzustellen.  Die  beiden  Componenten  X  und  Y, 
welche  in  die  Ebene  senkrecht  zur  Momcntanaze  fallen,  zerlegen  wir 
jede  in  zwei  Componenten,  eine  in  der  Richtung  von  »,  die  andere  senk- 
recht dazu,  letztere  Richtung  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  von  Sl 
genommen.   Da  diese  beiden  Richtungen  mit  den  Coordinatenaxen  Win  kr! 

bilden,    deren    Cosinusse    sind:    — ,   —  für  die  erste,     -, für  di»^ 

r       r  r  r 

zweite,   so   erhalten  wir  durch   diese  Zerlegung  in   der  Richtung  von  r 

die  Componente 

S  =  X-+  F^  =  — äV  —  Ä'F  — +  {Slü  +  T^)^ 
r  r  r  r 

und  senkrecht  dazu 

r  r         dl  r         ^  '  V 

W  aber  spaltet  sich  wieder  in  zwei  Bestandtheile,  einen  Ton  der  Ricl 
tung  der  Tangente  an  die  Bahn    des   Sjstempunktes,  welcher    bereit« 
in  g>i  enthalten  ist,  und  einen  andern,  welcher  normal  dazu  in  die  Tan- 
gentenebene   des   Cylinders   um    die  Momentanaxe    fällt«     Letzterer    i^t 

(7t               \                                                         rSl 
-    +   /r,)  =  —    ^  C05   //,    =  —      ,.         .  IF.     Hier»-: 

rÄ 

tritt  nun    noch    von   Z   der    normale  Bestandtheil   Z  *  -        :  _    -  .       in 
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derselben  Ricbtung  wie  —  W  cos  (/^i),  sodass  beide  zusammengehen  in 
einen,  nämlich  ^o 

j/r^Ä»  ^  J^l       dt     ^  r'"^         '  ^r'  'dd 

Die  beiden  Componenten  5,  5"  fallen  in  die  Normalebene  der  Bahn  und 
sind  zu  einander  rechtwinklig.  Ihre  Resultante  ist  tpnj  bat  die  Ricbtung 
der  Hauptnormalen ,  d.  b.  der  Schnittlinie  der  Normalebene  und  der 
Schmiegnngsebene  oder  die  des  Krümmungshalbmessers ,  mit  welchem  sie 
anch  dem  Sinne  nach  übereinstimmt.     Man  hat  demnach 

r2g,.2  =  [—  äV^  —£l^xz  +  {SIU  +  TW)yY 

Qnd  erhält  weiter  für  die  Tangente  der  Neigung  a  der  Hauptnormalen 
gegen  die  Richtung  von  r 

während  die  Neigung  X  der  Normalebene  gegen  Ebenen  senkrecht  zur 
Homentanaxe,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Neigung  der  Bahn  gegen  die 
Momentanaxe  angegeben  wird  durch 

Die  Richtung  der  Hauptnormalen  oder  des  Krümmungshalbmessers 
der  Bahn  des  Sjstempunktes  schneidet  die  Momentanaxe  nicht,  sondern 
kreuzt  sie  unter  einem  Winkel  fi,  für  welchen 

T  sin  a 

cos  tt  =  • 

^^T  Krümmungshalbmesser  der  Bahn   ergibt  sich   mit  Hülfe  der   61ei- 

chnng  —  =  ^^,  nämlich: 

^  r2Ä2  +  r2 

§.  5.  Die  Systempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  tpi  Null 
ist,  welche  also  im  Allgemeinen  eben  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
Oetfchwindigkeil  besitzen,  liegen  auf  der  Fläche  zweiten  Grades 

Diese  Fläche  besitzt  einen  Mittelpunkt,  dessen  Coordinaten 

dt 
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sind.  Die  x-Axe  ist  eine  Hanptaxe  der  Fläche  and  von  den  beiden 
anderen  Hanptaxen,  welche  parallel  der  yt- Ebene  laufen,  bildet  die 
eine  mit  den  Axen  der  y  nnd  z  Winkel,  deren  Cosinusse  den  Grossen 

—  Ä'^nndÄ  (^+^r^y+Ä2^»)    proportional    sind.     Wählt 

man  nnter  Beibehaltung  der  x-Axe  diese  letztere  Axe  aar  y- Axe,  so  ist 
die  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  auf  Mittelpunkt  und  Hanptaxen: 


«f"+*-(?-/(f)'+H 


y» 


+*«(f+/(f)+'^"")''-tf+-f-» 

dt 
Die  Fläche  ist  daher  im   Allgemeinen   ein  Hyperboloid   und   zwar  ehi 

einfaches  oder  ein  doppeltes,  je  nachdem--—  positiv  oder    negativ  ist. 

Für  constante  T  und   [7=0  wird  sie  ein  Kegel,  für  ^  =  0  ein  Cylinder, 

dSl 
Für  —  =s  0  stellt  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar: 

Sl^^yz  +  Sl^üx—  r^=0. 

§.  6.  Die  Punkte,  deren  Normalbeschleunigungscomponente  5  =  *> 
ist,  welche  also  blos  senkrecht  zur  Richtung  von  r  beschleunigt  werden. 
liegen  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

Ä^  (x^  +  y^)  +  Sl^xz  —  {Slü  +  rV)  y  =  0, 
welche   die  Momentanaxe   enthält.     Der  Mittelpunkt  derselben   hat  die 

(ü        TW\ 
Q -{-  "qy/i  ^*®  y-Axe   ist   die  Rich- 
tung einer  Hauptaxe  und  von  den   beiden   anderen,  welche   in  die  x: 
Ebene  fallen,  bildet  die  eine  mit  den  Axen  der  y  und  z  Winkel,  dere= 

Cosinusse  proportional  Ä^  und  Ä  +  j/ß*  +  Ä^^  sind.  Wählt  m«. 
diese  Axe  zur  a;-Axe,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  r/. 
Mittelpunkt  und  Hauptaxen 

'SIÜ  +  Tvy^ 

Die  Fläche  ist  ein  einfaches  Hyperboloid  mit  der  y-  und  z-Axe  *^> 
reellen  Hauptaxen.  Für  7»»0  und  ü=^0,  d.  h.  fttr  die  RoUtion  da 
Systems  um  einen  Punkt  geht  dasselbe  in  einen  Kegel  Aber,  desseo 
Mittelpunkt  im  Rotationscentrum  liegt.  Für  T  >»  0  und  9^  »«  0,  d.  b.  tor 
das  System,  welches  sich  parallel  einer  Ebene  bewegt,  wird  aus  ihr  ^ic 
Cylinder;  ebenso  wenn  'F  allein  verschwindet. 


-*(' 
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Die  Sjstempankte,  für  welche  die  Normalbeschleanigungscomponente 
g=  0  wird,  welche  also  senkrecht  zur  Momentanaxe  beschleunigt  werden 
nnd  welche  Bahnen  beschreiben,  deren  Krümmangshalbmesser  eben  die 
Momentanaxe    rechtwinklig    schneiden,    liegen    auf   der    Fläche    vierter 

Ordnung: 

welche  blos   für  -r-  =  0  nnd  SIW  =^  0  sich   auf  eine  Fläche  zweiter 

dt 

Ordnung  redacirt. 

Der  geometrische  Ort  aller  Systempunkte,  deren  totale  Normal- 
beschleunigung Null  ist,  ist  die  Darchschnittscurve  der  beiden  zuletzt 
genannten  Flächen  und  mithin   im   Allgemeinen    eine   Curve   doppelter 

J/T? 

Krümmung  der  achten  Ordnung.     Nur  in  dem  Falle,  dass  ;r^  =  0  und 
Ä'P"  =  0,  in  welchem  Falle  beide  Flächen  sich  auf  die  Cylinder 

^^  +  y^  —  j^  y  =  0 

^^  +  y^  +  ^2  ^  =  0 

reduciren,  besteht  der  Ort  ans  zwei  Geraden,  nämlich  der  Momentanaxe 
und  der  Bescfaleuuigungsaxe. 

§.  7.  Man  kann  die  bisher  geführten  Untersuchungen  auch  rein 
analytisch  in  grösster  Allgemeinheit  behandeln.  Es  sei  hierfür  ein  festes 
Coordinatensystem  der  ar,  y,  z  und  ein  bewegliches  der  x\  y\  z\  welches 
mit  dem  System,  um  dessen  Bewegung  es  sich  handelt,  fest  verbunden  ist. 
Man  hat  dann  wie  früher  die  Transformationsformeln 


(IX  -j-  ay  -^  a  z 
y  =  yo  +  ^^'  +  ^V  +  *"«' 

ex   -}-   C1J   +   c  z, 

* 

Worin  Xf^^  y^,  z^  die  Coordinaten  des  beweglichen  Ursprungs  0,  den  wir 

^^i  der  Momentanaxe  im  Fusspunkte  ihres  kürzesten  Abstandes  von  der 

folgenden  Momentanaxe  annehmen  wollen,   a,  ft,  C]  a\  b\  c\  a\  h'\  c" 

&b'er  die  Richtungscosinusse   der  Axen  x\  y\  z    gegen   die  festen  Axen 

kodcnten.    Differentiirt  man  diese  Gleichungen  zweimal  und  bedenkt,  dass 

^'>V^z  von  der  Zeit  nicht  abhängen,  sondern  die  unveränderliche  Lage 

^es  Systempunktes  im  System  bestimmen,   so  erhält  man  für  die  Com- 

cn*r    du     drz 
ponenten  --j,   — y,    -^  der  Beschleunigung  9  des  Systempunktes  parallel 

den  festen  Axen  die  Gleichungen: 
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rr 


n 


dl'  ~  di'  +  "^  rf/2  -r  y  -^(i  +  2  ^(i 

dl'     ~      dl''      "^  rf/^     "^    ^    d/^     "^    ^     d/2 

(//^    ~    J/'^    +  ^  d/'^    +  ^  df    +  ^    (//^  • 

Die   Coovdinatcn   x^,  y^,  Zj    des   Beschleunigungscentrams  genügen  den 

Bedingungen 

*  d^x.  <Py.  d'^z. 

df  "'  dC  "'  dC  ^' 

seine  Lage  im  System  wird  daher  durch  die  Gleichungen 

^  ==    d/^    +  ^^  d/^-  +  ^'    d/^    +  ^«    dC 
^  ""    d/^    "^  ""*  d/2    +  ^'    di^    +  '»    dt^ 

bestimmt.  Subtrahirt  man  diese  Gleichungen  von  den  vorigen,  für  dif 
Componenten  der  Beschleunigung  aufgestellten,  so  erhält  man  dies«- 
Componenten  etwas  einfacher  dargestellt,  falls  man  das  Beschleunignngs- 
centrum  zum  Ursprünge  der  Coordinaten  |  =  a;  —  Xj,  i|=y  —  yp 
f  =  t' —  2j'  wählt,  nämlich: 


*f 


tf 


öPx  d'^a  ^.        Sa    ^^  .  dPa" 

dC    ~  ^  dC    "•"  ''  (f/2    +  ^  d/2 

iPy  _  .d^  iPb'  dH" 

dt'    ~  ^  dt'   "^  ^  dC    +  ^  dC 

d^z  d^c     ^^       d^c  .  (Pc" 

dC    ~  ^  dC    "•"  "^  dC    "^  ^  c//-^   ' 
Nachdem  man  die  Coordinaten  x(^  y/,  Zj'  des  BeschlounigungBcentnuiL* 
im  »System  gefunden,  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  zu  Anfang  des  §.  »n^ 
gestellten  Gleichungen  auch  dessen  Coordinaten  X\^  y\%  z^  im  abfolot» 
Kaume. 

Die  Normal-  und  Tangentialbeschleunigung  g)«»  9/  eines  Syvten- 
puuktes  ergeben  sich  auf  folgende  Weise.  Nach  S.  316,  Anm.  ist  der 
Contingeuzwinkel  dB  der  Bahn  eines  Punktes  (wenn  wir  die  Differco 
tiationen  alle  auf  die  Zeit  /  als   unabhängige  Yariabele  beziehen  on^ 

dx  ,    dy  ,    dz         ,    ds         ,  ,,  ^    .    .^-j  •  .' 

dt  '^^^  di^^'  dT"^^'  di^^  setzen,  woraus  *»  —  x'»  +  y^  +  • 

und  wenn  zwei  Accente  eine  zweimalige  Differentiation  nach  t  bedeotfo. 
s's'  =  x'x"  +  t/y"  +  zz"  folgen)  gegeben  durch  die  Gleichung 
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nad  folglich  nach  Aasfübrung  der  Differentiationen: 

=  (»j:  —  «  «)-  -f-  (sy  —  s  yy  -\-  \s  z  —  s  ty 

=  {^{x"^  +  y"'  +  z"*)  +  «"»(a:'»  +  »'*  +  *'')  -  2iV'(a;V'+  j/y"+  zz') 

=  fy'  +  y''  +  ^'^)  (^"*  +  y"'  +  ^"')  -  (a^V'+  yV'+  z'z")^ 

=  (^y  —  «  y)^  +  (y^;  —  y  2)^  +  (to;  —  xz  y. 

Da  der  Krümmungshalbniesser  q  durch  die  Gleichung 

ds  s 

^  ^  de  ~   d£ 

•  

dl 
beistimmt  wird ^  so  hat  man  zufolge  der  vorstehenden  Relationen  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  zur  Abkürzung  gebrauchten  Schreibweise 
s2  ^  (dx  ^y  _  dy  «^arV       /rfy  rf?^  ^  az  ^hj^      (dz  d^x  _  dx  d[^z\ 

r ""  \di  di^       dt  dfi )  +  \dt  dC^       dt  dt'^ )  "^  \dt  dt'       dt  diO  ' 

ds 
Da  aber  —   ^  t?,  so  stellt  dieser  Ausdruck  das  Quadrat  von 

—  .  V  =  g>„  '  V 
Q 
dar,  wodurch   q)n   als   gefunden   zu   betrachten   ist.      Ferner   ergibt   sich 

durch  Differentiation  von 

O  =  »■  =  ©'+ G)  + ©' 

iie  weitere  Gleichung 

dv  dx  d'^x    ,     dy  df'y    ,     dz  d'^z 

„  -  =  .y,  =  -^.  ^^,  +  _  ^^^-  +  ^^^  ^^^. 

Hiermit  erhält  man  für  die  geometrischen  Orte  der  Systempunkte  ohne 
Normalbeschleanigung  und  ohne  Tangentialbeschleunigung: 

€Px    die  (fy    dy         d'^z    dz 

d?  '  dt    ~  di'  '  dt  ^  dt'  '  dt 

dx    dPx  ^.     dy    dP'y  ^,     dz    dH  

dl     dt^    *^   dt    dt'    "^  i/7    üf/^   ""      ' 
der  erste  Ort  ist  stets  eine  Curve,  der  zweite  eine  Fläche. 

In  den  Ausdrücken  für  die  Compönenten  der  Beschleunigung  kom- 
men die  ersten  und  zweiten  Derivirten  der  Cosinusse  a,  «',  a";  6,  b\  6"; 
^t  c^  c'  vor.     Um  dieselben  zu  entwickeln,  bedenken  wir,  dass 

a  =  cos  (XJt) ,     a  =  cos  {Ä  V) ,     a"  =  cos  {XZ) 
<lie  Coordinaten   eines  Punktes  P  sind   in   der   Einheit   der   Entfernung 
▼on  dem  beweglichen  Ursprünge  0,   dessen   Radius vector   OP  parallel 
derx-Axe  ist,  in  Bezug  auf  das  bewegliche  Coordinaten  System  der  x\  y\  z\ 

Daher  sind  -—  ,  -— ,  ——  die  Compönenten   der  relativen  Geschwindig- 
keit des  Punktes  P  bezüglich  dieser  Axen.    Zerlegt  man  nun  die  Winkel- 
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geschwind igkeit  Sl  um  die  Momentan axc  in  ihre  Componenten  A«*,  5ly,  51.. 
paralleV  den  Axen  der  x\  y\  z\  so  sind 

die  Componenten  jener  relativen  Geschwindigkeit,  also 

da  ,^  ,/^ 

--  -       SSSS      a    &tz'      a     l>Cy» 


da 


Hieraus  ergibt  sich 


dt 
da" 
dt  ^ 


d^a  „dSl^'  dSli'    .     ^    rfa'         _    <fa 


a 


—  « -;^-  +  ^''  :zr  ~  % 


und  in  ähnlicher  Weise  --«- ,    —rr-  • 

rf/^  '     dt^ 

In  jenen  Ausdrücken  kommen  auch  die  Grössen   -,  ,^ ,      ,\^ ,    ,  ' 

vor,  welche  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  Coot- 

dinatenursprungs   darstellen.     Wir  wollen   auch  diese   zweckmässig  om 

formen.     Der  Punkt  otq,  y^,  Zq  besitzt  die  Componenten  der  Geschinn- 

digkeit 

dXa  ^  y  ^x-        dy^  =  y  ^'        -^0  =  T  ^*' 
dt  Sl    '       dt  Sl    ^       dt  Ä, 

parallel  der  Momentanaxe  und  erlangt  von  Seiten  der  Translation»- 
geschwindigkelt  des  Systems   die  Elementarbeschleunigungscomponeotra 

'(-«').  ^(-2^).  -i^^y 

Durch  die  Rotation  um  die  folgende  Momentanaxe,  deren  kürzester  A>> 
stand  von  der  ersteren  de  sei,  erlangt  er  aber  weitere  Elementarbe^chleo- 
nigungscomponenten,  nämlich  wenn  iL,  /i,  v  die  Cosinusse  der  Ricktnngf 
Winkel  von  de  gegen  die  beweglichen  Axen  sind 

(f»  .  Ä,'  —  V  .  Äy)  dCy     (v  •  Ä,'  —  l'  Ä.0  de,     (A  .  Äy  —  fi  •  Ä^' '.'^ 

Daher  sind  seine  Beschleunigungscomponenten  überhaupt: 

dt^ 


Bisher  liessen  wir  die  Wahl  der  Coordinatenaxen  ganz  frei;  nebo^' 
wir  aber  jetzt  an,  dass  die  Axe  der  z'  mit  der  Momentanaxe  und  *Uf 
Axe   der  x  mit  der  Richtung   des  kürzesten  Abstandes  de  imarnffl«»* 


\ 
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falle,  sowie  dass  za  Anfang  des  Zeitelementes  dl  die  Richtungen  der 
beweglichen  Axen  in  den  Richtungen  der  correspondirenden  festen  Axe 
liefen  9  durch  die  Bewegung  des  Systems  aber  aus  dieser  Lage  heraus- 
gehoben werden.     Dann  erhält  man  folgendes  System  von  Werthen  für 

^0^0^01     ^f*^'     aaa  ,     bbb  y     ccc 
und    ilire  Derivirten  der  ersten  und  zweiten  Ordnung: 

Sl^^  =0,    Äy'  =  0,     Sl,'  =  Sl,     A  =  1,     ^  =  V  =  0 

'dT  ~  ^'    dl  ~  "' 

ö  =  1 

6  =  0         6  =  1         6"=  0 
c  =  0         c  =  0         c'  =  1 

da         ^  da'  ^         da' 

=  0  ^~  =  —  Ä  ,-    =  0 

dl  dt  dl 

db         ^         db'         ^  db' 

—  =  Ä         3-=0  =0 

dl  dl  dl 

^^  =  0         ^''  =  0  ^'"  =  0 

dl  dl  dl 


Ä/  — 

Sl, 

A  = 

dz^ 
dl 

T, 

% 

a  — 

0 

ff 
a 

b' 

1 

b" 

* 

c  

0 

c 

da 
dt 

-  Ä 

dl 

1 

€pa  ^,      dC^a  dSl,        d^a  dSl 


y 


di^                    '      dl^                 dl    '  d/"^  dl 

dPb dV dSl^r  fb^  _  d^ 

d?  ~             '     ~dl^  ~         ~dt    '  df  ~  dl 

dPc              ..,        d'^c                dSl„  ä^c'  dSl 


=         0 


y  MO  i^ki'wj. 


#f/2                             dl'i  dl    '  cf/^  rf/ 

^^          Sl   dt  '       dl^  ~  Sl  m  dl  '      'dl^    ~  dt 

c/<                     ^'  dl  'dt 

w  =      dl-'-  -  -^  y  -  -JT "  +  ^r"^ 


0 


dl'^  dl^  dl  '      rf/ 

flehe    AnBdrücke    für    die  weitere  Verfolgung    eines  Problems  in    die 
obigen    Gleichungen  einzuführen  sind. 

g.  8.  Die  oben  §.  1 — 6.  entwickelten  Lehren  verdankt  man  zum 
Tbeil  Rivals,  zum  Theil  R^sal  (Memoire  sur  les  proprieles  geomeiriques 
du,  wnouvemenl  le  plus  general  dun  corps  solide,  Journ.  de  Vecole  polyt 
X.  XXI  (^V^^  Cah,)  JS58).  Wir  sind  bei  Darstellung  derselben  vorzugs- 
^vreise  dem  Ideengange  des  Letzteren  gefolgt,  haben  aber  mancherlei 
LTngenatiigkeiten    und    Unrichtigkeiten,   welche    sich    in   seine  Betrach- 
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tungen  eingeschlichen  haben,  berichtigt  und  die  Rechnung  nicht  unbe- 
deutend vereinfacht.  Indessen  kann  man  der  ganzen  Untersuchung  über 
die  Beschleunigung  des  Systems  für  den  Fall  der  allgemeinsten  Be- 
wegung auch  leicht  folgende,  etwas  andere  Grundlage  geben. 

Das  System  besitze  zur  Zeit  t  die  Schraubengeschwindigkeit  (T,  51) 
um  die  Momentanaxe  C,  wie  früher,  zur  Zeit  t  -j;-  dl  aber  die  Schrauben- 
gesell  windigkeit  (7^,  SV)  um  die  folgende  Momentanaxe  C\   welche  von 
C  den  kürzesten   Abstand    0  0'=  de  habe   und  mit  ihr  den   unendlich 
kleinen  Winkel  d(S  bilde.    Wir  fragen  zunächst,  welche  unendlich  kleine 
Schraubengeschwindigkeit  und  was  sonst  noch  muss  zu  (T,  Sl)  hinzntrr- 
ten,  um  diese  Grösse  in  (7^,  Sl')  überzuführen  ?   Während  des  ersten  Zeil 
dementes  besitzt  das  System  der  Schraubengeschwindigkeit  (T,  A),  wah- 
rend des  zweiten  (T',  Sl'),     Nun  ist  Ä'  äquivalent  der  Winkelgeschwiu 
digkeit  Sl'  um   eine   durch  0  gehende,   zu  &  parallele  Axe  Cf'  und  <ler 
unendlich  kleinen  Translationsgeschwindigkeit.  Udt  senkrecht  zu  C*  oder 
C,  parallel  der  Ebene  C'C,  also  senkrecht  zu  00\    Die  Wink elgeschwin 
digkeit  PJ  um  C"  ist  aber  äquivalent  Sl  um  C  und  der  unendlich  kleinrn 
Winkelgeschwindigkeit  adt,  welche  durch  die  Winkelbeschleunigung  ge- 
geben wird  um  die  Axe  er,  welche  in  die  Ebene  C'C  fallt  nnd  durch  *f 
geht.     Die  Translationsgeschwindigkeit  T"  parallel  C  ist  äquivalent  <ler 
Translationsgeschwindigkeit  T  parallel  C  und  der  unendlich  kleinen  Trans- 
latiousgesch windigkeit  udi^  welche  von  der  Translationsbesclileunignng  o 
gegeben  wird  und  gleichfalls   der  Ebene  C"C  parallel  ist.     Die  beiden 
Translationsgeschwindigkeiten  üdt  und  udl^  welche  beide  der  Ebene  C'^' 
parallel  sind,  vereinigen  wir  nun  zu  einer  einzigen,  gleichfalls  dieser  Ebene 
parallelen  und  zerlegen  wir  diese  wieder  parallel  der  Axe   der  Winkel- 
beschleunigung  a  durch  0  und  senkrecht  zu  ihr,  wobei  die  letztere  Com- 
ponente  immerhin   parallel  C'C  wird.     Die  zur  Axe  a  senkrechte  Com- 
ponente    gibt    nun    mit  adt   zusammen    eine    unendlich    kleine   Winkel- 
geschwindigkeit derselben   Grösse    um  eine    zur  Axe  a  parallele  Axe, 
welche  in  einer   durch   diese  Axe    gehenden,    zu  jener  rechtwinkligen 
Componente  senkrechten  Ebene  in   endlichem  Abstände  von  der  Axe  r 
liegt.     Die  zu  dieser  Axe  parallele  Componente   der  Translationen  pbt 
mit  ccdt  eine  unendlich  kleine  Schraubengeschwindigkeit,  welche  Udi,  wi' 
und  €(dl  zusammen   äquivalent  ist.     Die   Componente  Sl  um  C,   wclc!.- 
sich  aus   der  Zerlegung  von  Sl'  um  C^  ergab,   findet  nun  während  d"*» 
zweiten  Zeitelementes  um  C  statt  und  damit  dies  eintrete,  muss  so  H, 
welches  während  des  ersten  Zeitolementes  um  dieselbe  Axe  C  stuttfindr:. 
blos  die  centripetale  Elementarbeschleunigung  Sl^di  ftir  die  Entfemnnf 
gleich  der  Einheit  hinzutreten,  während  eine  tangentiale  Besehleanignor: 
nicht  hinzutritt,  da  die  Grösse  von  Sl  sich  fclr  das  folgende  Zeitclemov.* 
nicht  ändert.  Aus  dem  Entwickelten  geht  hervor,  dass  wenn  die  Schraub«*»' 
gcschwindigkeit  (T,  Sl)  um  C  in  die  geänderte  Schraubengesckwindigkeil 
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« 

{T^  SV)  tun  C  übergeführt  werden  soll,  zu  ihr  hinzutreten  qiuss:  1.  eine 
nnendlich  kleine  Schraubengeschwindigkeit  um  eine  bestimmte  Axe,  welche 
in  endlicher  Entfernung  von  der  Momentanaxe  liegt  und  2.  eine  unend- 
lich kleine  Geschwindigkeit  senkrecht  zu  dieser  Axe  und  nach  ihr  hin 
gerichtet,  deren  Werth  für  die  Einheit  der  Entfernung  Sl'^dl  ist.  Die 
Schraubengeschwindigkeit,  mit  dt  dividirt,  d.  h.  auf  die  Zeiteinheit  be- 
zogen, nennen  wir  die  Schraubenbeschleunigung  und  ihre  Axe  die  Axe 
der  Schraubenbeschleunigung;  die  nach  der  Momentaxe  hin  gerichtete 
zweite  Componente,  durch  dt  dividirt,  nämlich  die  Grösse  Sl\  nennen 
wir  die  Aq^ialbeschldunigung  und  den  Inbegriff  beider,  der  Schrauben- 
ond  der  Axialbeschleunigung,  die  Systembeschleunigung.  Aus  ihr  erhal- 
ten wir  leicht  die  Beschleunigung  jedes  Systempunktes,  indem  wir  die 
Rotationscomponente  der  Schraubenbeschleunigung  und  die  Axialbeschleu- 
nigung  mit  den  Abständen  des  Systempunktes  von  den  Axen  dieser 
Grössen  multipliciren  und  mit  der  Translationscomponente  der  Schrauben« 
beschleunigung  verbinden. 

Ans  dem  Gesagten  ergibt  sich,  dass  es,  damit  die  Bewegung  des 
Systems  zu  Stande  komme,  nicht  genügt,  dass  zu  der  Schraubengeschwin- 
digkeit (T,  Sl)  eine  blose  Schraubenbeschleunigung  hinzutrete,  dass  viel- 
mehr in  dem  Systeme  noch  eine  Beschleunigung  auftreten  muss,  welche 
die  Punkte  desselben  gegen  die  Momentanaxe  hindrängt,  die  Axial- 
beschleunigUDg. 

An  diese  Betrachtung  kann  man  leicht  die  Auffindung  des  Beschleu- 
nigangscentrums  mit  Hülfe  der  Beschleunigung  dreier  Systempunkte,  der 
oben  entwickelten  geometrischen  Oerter  ausgezeichneter  Systempunkte 
Qud  die  Bestimmung  der  Beschleunigung  der  Bewegung  eines  Systems, 
dessen  Bewegung  aus  mehreren  anderen  Bewegungen  zusammengesetzt 
ist,  anschlicssen. 


IX.  Capitel. 

Die  BeachlermifiTung  der  relativen  Bewegung   eines  Punktes   im  unver- 
änderlichen Bestem;  Beschleunigung  der  relativen  Bewegung  eines  unver- 

änderliclieA  Systems  in  einem  anderen. 

§.  1.  Bereits  im  Y.  Cap.,  §.  1.  des  II.  Theiles  wurde  gezeigt, 
dass  die  absolute  Geschwindigkeit  eines  Punktes  die  Kesultante  seiner 
relativen  Geschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes 
ist,  welchei  eben  mit  ihm  zusammenfällt.  Hier  soll  nun  untersucht 
werden,  in  welcher  Weise  die  Beschleunigung  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit von  den  Beschleunigungen  der  relativen  Geschwindigkeit  und 
üer  Beschleunigung  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  abhängt. 
£s  wird  sich  zeigen,  dass  die  erstere  nicht  blos  aus  den  beiden  letzteren 
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allein  sieb  bildet,  sondern  dass  zu  diesem  nocb  eine  dritte  Componente 
binzntritt,  die  zusammengesetzte  Centripetalbeschlennignng. 

Es  sei  V  die  absolute  Oescbwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  M 
zur  Zeit  t]  sie  ist  die  Resultante  seiner  relativen  Geschwindigkeit  Vr  im 
System  und  der  Geschwindigkeit  Vs  des  Systempunktes  m,  der  zur  Zeit  ( 
mit  ihm  zusammenfallt.  Ebenso  seien  v\  f/,  v/  die  absolute  und  relative 
Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  /  -|-  di^  zu  welcher 
er  die  absolute  Lage  3f  hat,  sowie  die  Geschwindigkeit  des  System- 
punktes  m',  der  zur  Zeit  t  -j-  di  mit  ihm  zusammentrifft.  Auch  hier  ist 
V  die  Resultante  von  v/,  v/.  Ziehen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  ^ 
(Fig.  143.)  des  Raumes  zwei  Gerade  OVy  OV  gleich,  parallel  und  von 
demselben  Sinne  mit  den  absoluten  Geschwindigkeiten  v,  v\  so  stellt  W 

die  Elementarbeschleunigung  du  der  absoluten 
Bewegung  zur  Zeit  t  dar.  Ziehen  wir  ebenso 
ff'  durch  0  zwei  andere  Gerade  OV^  0  Vr  gleich 
parallel  und  von  gleichem  Sinne  mit  den  Ge* 
seh  windigkeiten  v,.,  v/  der  relativen  Bewegung, 
so  würde  VyVr  =  di\^  die  Elementarbeschleu- 
nigung  der  relativen  Bewegung  dur  sein,  wenn 
die  relative  Bahn  ruhte  und  nicht  selbst  in  Folg** 
der  Elementarsch  raub  enbewegung  des  System» 
eine  Lagenänderung  erlitte  und  dadurch  ein« 
Richtungsänderung  der  relativen  Geschwindigkeit  herbeigeführt  wfirdc. 
So  aber  zerfällt  dr]^  in  zwei  Coraponenten,  von  denen  nur  eine  dif 
relative  Elementarbeschleunigung  ist,  während  die  zweite  eine  gani 
andere  Bedeutung  hat^  wie  sich  nachher  zeigen  wird.  Zwei  Geradf 
endlich  durch  0,  parallel,  gleich  und  gleichen  Sinnes  mit  den  Geschwin- 
digkeiten Vsy  Vs  der  Systempunkte  m  und  m  zu  den  Zeiten  /  und  (  -|-  «2^. 
nämlich  OF«,  OVg  liefern  eine  dritte  unendlich  kleine  Bosch leunigun,: 
VgVs'  =  dq^y  welche  zwar  nicht  unmittelbar  die  Elementarbesclilennigunj 
dug  des  Systempunktes  m  zur  Zeit  t  darstellt,  wohl  aber  durch  di«*»** 
und  die  Elemente  der  Bewegung  des  Systems  zu  dieser  Zeit  ausdrnckl>ai 
ist,  wie  sich  sogleich  ergeben  wird.  Durch  parallele  Uebertragung  der 
Linienelemente  Jf^j ,  dt],^  an  V  F'  zeigt  sich ,  dass  V  l^  =  du  die  Resnl 
taute  von  VVr'=  dri^  und  Vr'V'^  dt]^  ißt.  Wir  ziehen  nun  durch  '' 
eine  weitere  Gerade  OH^  welche  die  Geschwindigkeit  des  Systenpunk- 
tes  m' zur  Zeit  i  darstellt;  dann  wird  HF/  die  Elementarbeschleuniguni: 
dUg'  dieses  Punktes  tn  zur  Zeit  /,  VsH  aber  eine  unendlich  kleine  Br 
schleunigungcomponente  di  darstellen,  welche  zu  der  Geschwindigkeit  r, 
des  Systempunktes  m  hinzutreten  muss,  um  diese  in  die  OeschwiniHg 
keit  des  Systempunktes  tn  zu  derselben  Zeit  /  überzuführen.  Utette 
Componente  tritt  dadurch  in  die  Untersuchung  ein,  dass  der  Pankt  V 
im  System  vom  Punkte  m  zum  Punkte  m  wandert.    Die  nnendlicb  kleine 
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Beschleanigang  V,  V,  =»  dri^  ist  demnach  die  Resultante  aas  der  Elementar- 
beschleanignng  Vglf  =»  dug  des  Systempnnktes  m  and  jener  unendlich 
kleinen  Beschleunigang  dt-  Durch  parallele  Uebertragung  ergibt  sich 
der  Punkt  iT,  sodass  Vr'B'  ==  du/  und  Jff' V'  =  dt  wird  und  erscheint 
demnach  die  absolute  Elementarbeschleunigung  du  als  die  Resultante 
der  drei  Componenten  dn^^  du/  und  e/^  Dividirt  man  diese  drei  un- 
endlich kleinen  Grössen  durch  das  Zeitelement,  so  erhält  man  mit  Rück- 

sieht  darauf,   dass  -^  in   der  Grenze  in   die  Be.schleunigung  ~  -des 

dt  dt 

Systempunktes  m    zur   Zeit    t   übergeht,    die    Beschleunigung   9  =   - 

der  absoluten  Bewegung    als   die  Resultante  von   —  * ,    -— -  =  9,  und 

'  dt        dl 

dt 
einer  weiteren,    noch    näher  zu  ermittelnden   Beschleunigung   -     ,   mit 

deren  Bedeutung  wir  uns  sofort  beschäftigen  wollen. 

Es  stellt  dt  die  unendlich  kleine  Geschwindigkeitscomponente  dar, 
nm  welche  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  m  von  der  Geschwin- 
digkeit des  Systempunktes  m  zur  Zeit  t  verschieden  ist.  Nun  haben 
beide  Punkte  eine  Geschwindigkeitscomponente  T  parallel  der  Momentan- 
aie  gemein;  in  diese  Richtung  fällt  mithin  kein  Bestandtheil  von  dt>  Sie 
haben  aber  beide  auch  Geschwindigkeitscompouenten  rSl^  r'Sl  senkrecht 
zu  den  Ebenen,  welche  man  durch  sie  und  die  Momentanaxe  legen  kann, 
unter  r,  r  ihre  Abstände  von  dieser  Axe  verstanden.  Stellt  daher  die 
Ebene  der  Fig.  144.  die  Prbjectionen  von  m,  m',  r,  r  auf  eine  zur 
Momentanaxe  senkrechte  Ebene  dar  und  zieht  man  zu  m  F  =  r52  noch 
die  Linie  mV^  gleich,  parallel  und  gleichen  Sinnes  mit 
«  f'' s=s  r'Ä,  so  bedeutet  FF*  die  gesuchte  unendlich 
kleine  Grösse  dt.  Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
«r;"  und  Omtn   ergibt  sich  aber  sofort 

VV':  rSl  =  mm  :  Vy 

d.  h.  =      -     .  Ä.      Nun   wandert    der   Punkt   M  im  ^ 

dt  dt 

System  von   m  nach   w'  und   ist   mm'  die  Projection   sei- 
nes Elementarweges  in  demselben   auf   die  Ebene  senk- 

recht  zur  Momentanaxe.    Daher  stellt  — -—  die  Projection 

dt  •' 

l'r  seiner  relativen  Geschwindigkeit  auf  dieselbe  Ebene 

dar  und  wird  folglich  'i~  =  ^Ur.    Diese  Componente  ist  senkrecht  zu 

f^m\  also  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  durch  die  relative  Geschwin- 
digkeit parallel  zur  Momentanaxe  gelegt  werden  kann  und  ihr  Sinn 
stimmt  ttberein  mit  dem  Sinne  von  Sl.    Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
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m  Fr   und  Omm\  von  denen  zwei  Seiten  paare  zn  einander  recklwiBklig 
sind,  folgt  nämlieh,  dass    W  senkrecht  ist  zn  mm\ 

Es  bleibt  uns  Jinn  noch  übrig,  die  oben  angefahrte  Componente  <fr,. 
in   die  Elementarbeschlennignng  dur   der  relativen   Bewegung  nnd  ene 
weitere  unendlich  kleine  Beschleunigungscomponente  zu  spalten,  weide 
durch  die  Lagenänderung  der  relativen  Bahn  herbeigeführt  wird.    Dard. 
die  Translationsgeschwindigkeit   T  tritt    zur   rehitiven    Geschwindigkeit 
keine  Elementarbeschleunigung,   da  ihre  Grösse   überhaupt   nicht  durch 
die  Schraubenbewegung  des  Systems,  ihre  Richtung  aber  blos  durch  die 
Kotationscomponente  dieser  geändert  wird.     Die  Botadon  um  die  Mo- 
mentanaxe    ist   aber    äquivalent    derselben    Botation    um    eine  durch  ■ 
gehende,  ihr  parallele  Axe  und  einer  Transhition.    Letztere   übt  auf  die 
relative   Geschwindigkeit   ebenso  wenig,   wie   die  eben   erwähnte  eineu 
verändernden  Einfluss.    Die  gesuchte  Beschleunigungscomponente  hsii^ 
also  blos  von  der  Rotation  um  die  durch  m  gehende  Axe  ab.    Nun  \t 
schreibt  aber  der  Endpunkt  von   Vr  in  Folge   dieser    einen    unendLc!-. 
kleinen  zur  Ebene,  welche  durch  Vr  und  die  Momentanaxe  gefuhrt  werden 
kann,   senkrechten  Kreisbogen   im   Sinne  von  Sly   dessen   Grosse  gleich 
Sldt  multiplictrt  mit  dem  Abstände  dieses  Endpunktes  von  der  Rotation^- 
axe  bt.     Dieser  Abstand   ist  aber  die  Projection   ür  von  Vr  auf  die  nr 
Momentanaxe  senkrechten  Ebene  und   daher  wird  Slürdt  die  gesucL*.  • 
unendlich  kleine  Beschleunigungscomponente,   welche  mit  dUr  zusammt*:: 
(/i}i  äquivalent  ist,   und  Slür  die  ihr  entsprechende  endliche  Beschlenni 
gung  9/. 

Da  die  beiden  Componenten  — -  und  9/  der  Grrösse,  Richtung  uci 
dem  Sinne  nach  übereinstimmen,  so  liefern  sie  eine  Resultante  9^  «r  2i2r 

Die  bisherigen  Entwickelungen  liefern  uns  daher  den  folgend«?!. 
zuerst  von  Coriolis,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Form,  auf  analrti 
schem  Wege  gefundenen  Satz: 

Die  Beschleunigung  9  der    absoluten   Geschwindigke.' 
eines  Punktes  M  hat  drei  Componenten:    1.  die  Besekleuni 
gung  (fr  der  relativen   Geschwindigkeit,    2.   die  Besekleuni 
gung  9«  des  Sjstempunktes  m,  mit  welchem  eben  M  auaammei 
trifft    und    3.   eine  Beschleunigung  ip^  «=  2SlUr^    an    Gr<>»r' 
gleich  dem  doppelten  Produkte  aus  der  Winkelgeschwindi^ 
keit  um  die  Momentanaxe  und  der  Projection  der  relatiTe: 
Geschwindigkeit   auf  eine   zur  Momentanaxe    rechtwinklig* 
Ebene,   der  Richtung  nach   senkrecht   zu  der  Ebene,  welcb- 
durch    den    beweglichen   Punkt    zur  Momentanaxe    parali- 
geführt  werden   kann   und   dem   Sinne  nach  mit   Sl   Qbcr^in 
stimmend. 


IX.  Cap. 


ZasammesgdBetzte  Centripetalbeschleunigung. 


433 


Vig.  145. 


Diö  letztere  Componente  heisst,  freilicli  wenig  passend,  die  zu- 
sammengesetzte C'entripetalbescblennigung  des  Punktes  M 
und  wenn  sie  in  umgekehrtem  Sinne  genommen  auftritt,  die  zusammen- 
gesetzte Centrifugalbeschleunigung,  von  der  wir  bald  reden  werden. 
Sie  ist  aus  zwei  gleichen  Bestandtheilen  gebildet,  von  denen  der  eine 
ans  dem  Fortschreiten  des  Punktes  im  System,  der  andere  aus  der 
Drehung  der  relativen  Bahn  um  die  Momentanaxe  entspringt. 

§.  2.  Besitzt  das  System  blos  eine  Translationsgeschwindigkeit  T, 
aber  keine  Winkelgeschwindigkeit  Sl^  so  ist  die  zusammengesetzte  Centri- 
petalbeschleunigung <Pq  =  0.  Dasselbe  findet  statt,  wenn  der  beweg- 
liche Punkt  sich  in  relativer  Ruhe  befindet,  dann  ist  v^  s=  0  und  folg- 
lich auch  seine  Projection  ür  auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebeno. 
Ebenso  verhält  es  sich,  wenn  Vr  der  Momentanaxe  parallel  läuft. 

Ist  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  in  einem  un- 
veränderlichen System  aus  zwei  anderen  relativen  Bewe- 
gungen in  demselben  Systeme  zusammengesetzt  oder  wird 
sie  in  zwei  solche  zerlegt,  so  ist  die  zusammengesetzte  Cen- 
tripetalbeschleunigung derselben  die  Resultante  aus  den 
zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigungen  jener  in 
Beziehung  auf  dasselbe  System.  Sind  nämlich  r/,  v/'  die  beiden 
Componenten  der  relativen  Geschwindigkeit  Vr 
des  beweglichen  Punktes  M  (Fig.  145.),  so 
ziehe  man  durch  M  eine  Gerade  parallel  der 
Momentanaxe  des  Systems  und  lege  durch  sie 
Qnd  die  Richtungen  dieser  drei  Geschwindig- 
keiten drei  Ebenen.  Diese  liefern  die  Pro- 
jectionen  ür\  U/f  ür  derselben  auf  eine  zur 
Momentanaxe  senkrechte  Ebene  und  es  sind 
die  letzteren  drei  Linien  die  Seiten  und  die 
Diagonale  eines  Parallelogramms,  welches  die 

l^rojection   des   Parallelogramms   der   drei    ersteren   auf  dieselbe   Ebene 
darstellt. 

Zu  diesen  drei  Ebenen  senkrecht  sind  die  drei  zusammengesetzten 
Centripetalbeschleunigungen  9>q'=  2  Slür\  9ß"=  2  Slür\  q>Q  =  2  Slür] 
sie  bilden  untereinander  dieselben  Winkel,  wie  die  drei  Ebenen,  auf 
denen  sie  senkrecht  stehen  und  also  auch  dieselben  Winkel,  welche 
^V,  17/',  ür  untereinander  bilden.  Da  sie  nun  zugleich  diesen  drei 
Grössen  proportional  sind,  so  ist  (Pq  die  Diagonale  eines  über  (Pq  und 
%j  construirten  Parallelogramms,  mithin  die  Resultante  dieser  beiden, 
l^er  Satz  lässt  sich  für  beliebig  viele  Componenten  erweitern. 

Wird  die  Winkelgeschwindigkeit  ^  des  Systems  um  die 
Momentanaxe   in   zwei   Componenten  Sl\  Sl"  um  irgend   zwei^ 
ändere  Axen   zerlegt,    so   ist  die  zusammengesetzte  Centri- 

Sfhell,  Thcori«  d,  Bew.  a.  d.  KiiHe.  28 
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petalbescbleanignng  der  Bewegung  eines  Punktes  Jlf  in  Bezng 
auf  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  des  'Systems  die  Beaul- 
tante   der  beiden   zusammengesetzten  Centrifugalbeschlen- 

nigungen,  entsprechend  den  Winkelge* 
sebwindigkeiten  Sl\  SV\  Zerlegt  man  naiL- 
lieb  (Fig.  146.)  die  relative  Oescbwindigkeit  ' 
des  Punktes  M  in  zwei  Componenten  Ury  Ur\  Ton 
denen  die  erstere  senkrecht  zur  Ebene  des  Axen- 
parallelogramms  der  Sl  ist,  während  die  letaien" 
in  diese  Ebene  bineinnillt;  bezeichnet  man  ferner 
12  die  zusammengesetzte  Gentripetalbeschleimigiin^. 
welche  irgend  einer  relativen  Geschwindigkeit  ' 
in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Systems  um  eine  Aze  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit 09  entspricht,  mit  (p^^^  und.  bedient  sich  des  Zeichens 
um  die  Aequivalenz  der  Beschleunigungen  auszudrücken,  so  hat  mtii 
dem  vorigen  Satze  zufolge: 

Da  nun  Ur  auf  der  Ebene   der  drei  Axen   senkrecht   steht,   so  liegt  f> 
in   der  Schnittlinie   der  drei  Ebenen,   welche   durch   die   Axen    von  y 
Sl\  Sl''  gehen  nnd  fKllt  mit  seiner  Projection  auf  drei  durch  Jü  gelegti 
zu  den  drei  Axen  senkrechte  Ebenen  zusammen;   daher  fallen  die  dn 
zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigungen 

,,(«-)  ^2Slur,   9.^"')  =  2ÄV,   9>J''=  2ÄV 

in  die  Ebene  der  Axen,  stehen  senkrecht  suf  diesen  Axen  und  bildt*^ 
da  sie  Sl^  Sl\  Sl''  proportional  sind,  eine  Parallelogramm,  ans  welchei. 
folgt : 
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Da  ferner  t//  in   die  Ebene  der  Axen   il,  Sl\  Sl"  fl&llt,  so   sind  tth- 
Projectionen   auf  drei  zu   diesen  Axen   senkrechten  Ebenen    den    dir. 
Perpendikeln  p,  p\  p    gleich,  welche  von   dem  Endpunkte  von    Ur    ai 
diese  Axen  gefällt  werden  können  und  fallen  die  drei  zusamneiigvML: 
ten  Centripetalbeschleunigungen 

sämmtlich  in  die  Richtung  von  Ur,    Die  Grössen  i2p,  S^p^  SCp'  strl\ 
aber   die   Momente   der   Seiten   il,  Sl\  Sl"  des   Azenparallelogrmi 
Bezug  auf  den  Endpunkt  von  u/  dar  und  ist  daher,  wie  S.  211 

Slp  =  Sl'p  -{-  Sl"p\ 


vJ"'^  =  2Äp,  9j'')  =  2Äy.  vjr'^ 
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Durch  Sobstitution   der   für    9^   ^   und    9^"'" '    gefundenen    äquivalenten 
Grossen  in  die  erste  der  obigen  Aequivalenzen  erhält  man  daher: 

^i-'-W"\    9^^'.   9^''^    ^i^'^)-W'^    *^    ^i"^^    e'^). 

§.  3.  Nach  Tbl.  I,  Cap.  VI  kann  man  die  relative  Bewegung  eines 
Punktes  M  auf  eine  absolute  redueiren,  indem  man  dem  System  jeden 
Angenblick  die  entgegengesetzte  Elementarbeweg^ng  ertheilt,  die  es 
besitzt  und  den  beweglichen  Punkt  an  dieser  Bewegung  Theil  nehmen 
I&st.  Zu  der  absoluten  Geschwindigkeit  v  tritt  dann  die  entgegeji- 
gesetzte  Geschwindigkeit  —  Vs  des  Systempunktes  hinzu,  welcher  eben 
mit  M  zusammenfällt  und  aus  beiden  geht  die  relative  Geschwindigkeit 
Pi- als  Resultante  hervor;  zu  der  absoluten  Beschleunigung  9  aber  gesellt 
sich  ausser  der  entgegengesetzten  Beschleunigung  <p_^  des  Systempunktes 
Qoch  die  der  zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigung  9)^  entgegen- 
^setzte  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung  9_q>  nm  mit  jenen 
kiden  zusammen  die  relative  Beschleunigung  q>r  als  ihre  Resultante  zu 
nlden.  Man  erkennt  dies  insbesondere  deutlich,  wenn  man  (Fig.  147.) 
m  dem  Parallelepipede  aus  9>r)  9«)  9>q  als  Eckkanten,!  dessen  Diagonale 
P  ist,  dies  Parallelepiped  aus  9,  9>__,,  9>_q  als  Kanten  y.    ^^^ 

oDstruirt,  als  dessen  Diagonale  alsdann  die  relative 
Beschleunigung  q>r  auftritt.  Man  hat  daher  den  wich- 
tgen,  von  Coriolis  {Memoire  sur  les  iqualions  du  mou- 
^^t  relatif  des  systtmes  de  corps,  Journ,  de  Vecole 
<^ylechn.  T.XV.  CaÄ.  Z2"/ F,  p. /42)  aufgestellten  Satz :   ^^ 

Die  relative  Beschleunigung  eines  Punk- 
^iMin  Bezug  auf  ein  bewegliches  System  E 
at  drei  Componenten:  1.  die  absolute  Beschleunigung  des 
Paktes,  2.  die  entgegengesetzt  genommene  Beschleunigung 
es  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunktes  und3.  diezu- 
ftmmengesetzte  Centrifugalbeschleunigung,  welche  letztere 
em  Werthe  nach  dem  doppelten  Produkte  aus  der  Winkel- 
eschwindigkeit  des  Systems  um  die  Momentanaxe  und  der 
rojeetion  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  die  zur  Mo- 
entanaxe  senkrechte  Ebene  gleich,  ihrer  Kichtung  nach 
-okrecht  zu  der  durch  die  relative  Geschwindigkeit  zur 
omentanaxe  parallel  geführten  Ebene  ist,  deren  Sinn  aber 
rhalten  wird,  wenn  man  die  genannte  Projection  der  rela- 
veu  Geschwindigkeit  im  Sinne  der  Winkelgeschwindigkeit 
^  \n  sich  umdrehen  lässt. 

28* 
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Die  Beschleunigung  q>—s  wird  dabei  den  Principien  der  drei  letzten 
Capitel  gemäss  bestimmt.  Alle  Lebren,  welche  in  den  vorhergehenden  Ca- 
piteln  über  die  absolute  Bewegung  eines  Punktes  aufgestellt  worden  sind. 
gelten  jetzt  unmittMbar  auch  für  die  relative  Bewegung,  sobald  der  Be- 
schleunigung der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  die  beiden  Beschleu- 
nigungen g>__j  und  ^_^Q  zugefügt  werden. 

Der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  in  relativer  Ruhe,  sobald^r  Qu^ 
q>r  gleich  Null  sind ;  da  q>__  ^  in  diesem  Falle  wegen  Vr  =  0  verschwin- 
det, so  tritt  dies  ein,  sobald 'die  absolute  Beschleunigung  9  der  Beschleu- 
nigung q>s  des  Systempunktes  entgegengesetzt  gleich  wird.  Die  relalivt- 
Bewegung  ist  gleichförmig,  wenn  9  die   Kesultante  von  9«  und  7^  ist. 

Ein  beobachtender  Punkt,  welcher  dem  Systeme  angehört  und  di? 
Bewegung  des  Systems  nicht  bemerkt,  sieht  die  relative  Bewegung  ali 
absolute  an;  für  ihn  sind  9>_^>  9>_q  Beschleunigungen,  welche  ihm  der 
bewegliche  Punkt  zu  besitzen  scheint.  Sie  heissen  deshalb  vielfach  auch 
die  scheinbaren  Beschleunigungen. 

Die  Elementararbeit  der  relativen  Beschleunigung  längs  des  Elemen- 
tes ds  der  relativen  Bahn  heisst  die  relative  Elementararbeit;  sie  \»* 
zufolge  Thl.  III,  Cap.  I,  §.  18.  die  Summe  der  Elementararbeiten  de; 
absoluten  Beschleunigung  9,  der  Beschleunigungen  q>_^^  und  7_q  län^< 
dieses  Elementes.  Da  9>_q  aber  senkrecht  ist  zur  Richtung  der  relaL- 
ven  Geschwindigkeit,  ako  auch  senkrecht  zum  Elemente  der  relative: 
Bahn,  so  ist  die  Elementararbeit  der  zusammengesetzten  Centrifup^ 
beschleunigung  Null.  Bezeichnen  also  a  und  ß  die  Winkel,  welche  d:- 
absolute  Beschleunigung  9  und  die  Beschleunigung  ^,  des  Systempuiik 
tes  mit  der  Tangente  der  relativen  Bahn  bilden,  sodass  also  insbesondcr 
TT  —  ß  der  Winkel  ist,  den  tp^s  mit  dieser  Richtung  einschliesst,  so  »• 

Kp  cos  ads  —  9)_ ,  cos  ß  ds 

die  Elementararbeit  der  relativen  Beschleunigung  q>r  und  folglich  nu\ 
dem  Principe  der  lebendigen  Kraft,  welches  nach  der  obigen  Bemerkuc: 
jetzt  auch  für  die  relative  Bewegung  Gültigkeit  hat, 

d  '  ^  Vr^  =  (p  cos  a  ds  —  9)—,  cos  ß  ds^ 

und  weiter  unter  Anwendung  bekannter  Bezeichnungen: 

^  Vr^  —  ^  (fr)^  =  I  g>  COS  a  ds  —  I  9—,  cos  ß  ds . 

Besitzt  das  System  blos  eine  Rotation  von  constanter  Winkelge^chwini  ^ 
keit  CO,  so  ist  g>,  =  o^r,  die  zusammengesetzte  Centrifngalbesclileunipivr 
if-s  reducirt  sich  auf  die  blose  Ccntrifugalbeschleunigung  und  man  l* 


$•=:  s  r 


I  fp    s  COS  ß  ds  =  I —  to^rdr  =  —  -J  w^  (r-  —  Tp*), 
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da  ds  cos  ß  =^  dr  wird ,   wenn  r  den  Abstand  des  beweglichen  Punktes 
ron  der  Momentanaxe  des  Systems  angibt.   Daher  wird  in  diesem  Falle 

i  Pr^  —  i  (vrY  =  /y  cos  ads  +  i  »^  ('•^  —  ''o^)  • 


»  =  *« 


Die  Erde  ist  ein  System  der  Art;  für  einen  fallenden  Pnnkt  hat  man 
daher,  wegen  der  ansserordentlich  kleinen  Differenz  zwischen  r  und  r^ 
und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Beschleunigung  tp  ==  G  der  Sch'v^ere 
rüT  die  ruhend  gedachte  Erde  vertikal  uud  constant  ist, 

0 

wenn  h  die  Fallhöhe  bezeichnet. 

§.  4.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  der  relativen  Beschleu- 
nigung parallel  dreien  mit  dem  System  beweglichen  Coordinatenaxen, 
deren  Ursprung  0'  heissen  mag,  darstellen.  Die  relativen  Coordinaten 
des  Punktes  M  in  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  seien  x\  y\  Zy 
die  Componenten  der  absoluten  Beschleunigung  von  M  parallel  denselben 
Axen  seien  X*^  Y\  Z",  die  der  Beschleunigung  des  mit  ihm  zur  Zeit  / 
znsammenfallenden  Systempunktes  Z/,  F/,  Z/  und  Xq^  Fq',  2q'  die 
der  zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigung.  Die  Componenten  der 
entgegengesetzten  Beschleunigung  des  Systempunktes  und  der  zusammen- 
gesetzten Centrifugalbeschleunigung  ergeben  sich  aus  diesen  durch  Vor- 
setzung des  Zeichens  ( — )  und  da  die  zweiten  DeriviHen  der  relativen 
Coordinaten  x\  y\  z  die  Componenten  der  relativen  Bescbleunigung 
gleichfalls  darstellen,  so  erhalten  wir  zunächst  folgende  Gleichungen  für 
die  relative  Bewegung  des  Punktes  iKf,  wenn  auch  noch  in  unentwickel- 
ter Form: 

dC'  =  -^  -  -^'  -^  -^ß 

iPy 


dt^ 


r—   ¥/—  }q 


^^2-  =  '2'  —   Zs'  —  Zq\ 

Was  die  Componenten  ^,  Y\  Z'  betrifft,  so  erhält  man  sie  durch 
Projection  der  entsprechenden  Componenten  X,  F,  Z  der  al^soluten  Be- 
schleunigung parallel  dreien  festen  Axen  auf  die  beweglichen.  Sind 
nämlich  wie  früher  abCy  ab'c\  ^''^^c"  die  Richtungscosinusse  der  beweg- 
lichen Axen  gegen  die  festen,  so  ergibt  sich: 

X'=aX+br-{-€Z 
F'=  aX  -f  b'  Y  \-  c  Z 
t  =  ({'X  +  Ö"F+  c'Z. 

Da  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  Af  und  die  Bewegung  des 
Systems  bekannt  sind,   so  sind   in   diesen   Formeln   X^   F,  Z,  a,  6,  c\ 
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a\  b\  c';  fl",  h'\  c*  gegebene  FuDCtionen  der  Zeit  und  können  insbe- 
sondere die  neun  Cosinusse  durch  die  drei  En  1er 'sehen  Winkel  (s.  S.  15.^»^ 
ausgedrückt  werden. 

Die  Beschleunigungscomponenten  des  Sjstempunktes  in  Bezug  auf 
die  festen  Axen  seien  X,,  F«,  Z,;  sie  werden  durch  swcimalige  Diffe- 
rentiation der  Transformationsformeln 

ax  -^  ay  -^  a  z 

y  =  y,  +.  bx  +  b'y  +  b"z 

+        '    t      *  *    I      ff  f 
ex  -};-  cy  -y  c  z 

erhalten,  wenn  darin  o:',  y\  z  als  nicht  von  der  Zeit  abh&ngig  ange- 
sehen werden,  unter  welcher  Voraussetzung  sie  und  x,  y,  z  die  Coor- 
dinaten  des  Systempunktes  für  das  bewegliche  und  für  das  feste  Coor 
dinatensystem  darstellen,  während  x^^  yj,  Zj  die  Coordinaten  des  bc> 
weglichen  Ursprungs  als  gegebene  Functionen  der  Zeit  anzusehen  sind. 
Man  erhalt: 

^x  rf^Xi  ^.       f  (JPa  j^     ,  i^a  ,  d^a" 

^*  ~  di^    ~    dt^  +  ^  dt^   '^  ^  dt^    +  ^    di^~ 

y  _<Py  _  ^y,    ,      fd'b  df'b'        fiPb- 

^*  —  jii  —   y»i     I    *  j-2    I    y  ~j,2  T  2 


di^  dl^     ^        dt^     '    "^   dt^     •         dt^ 

_rf«2_rf^  ,rf^  ^fc_  ^iPc" 

^'  ~  di^    ~    dfi    '^  ""  dt'   "f"  ^  df'    "^  ^   di^ 

und  hiermit  in  ähnlicher  Weise,  wie  bei  den  Componenten  X*^    T\  Z: 

X/=  a  Äs  +  b  y,  +  c  Zs 
r/«=  a'Xs  +  6'F,  +  cZs 
Z;=  a'Xs  +  6"r,  +  c"Z,. 

Will  man  übrigens  die  als  bekannt  anzusehende  Lage  der  Momentanax'' 
benutzen,  so  kann  man  Xg\  Ts\  Z/  auch  unmittelbar  darstellen.  Mal 
löst  dann  die  Bewegung  des  Systems  in  die  Translation  des  Urspninp 
(/  und  die  Rotation  um  die  zur  Momentanaxe  parallele  durch  O'  geführt 
Axe  auf.  Sind  ^«',  Sl^'^  Slg-  die  Componenten  der  Winkelgeschwindig* 
keit  um  die  Axen  der  x\  y\  z\  so  erhält  man,  wie  Cap.  VII,  §•  4.: 

f  dSly'  ,  dSlt' 

~dt  ^  ~di 

7/  =  V.,'  +  x  ^  ~  z'  ^^  +  {Sl^^x  +  Sl,y  +  Ä,0  Sl,   —  Sl^y 

Z;  =   t/v  +  y  ^^  ~  a:'^  +  {SL^-x  +  %y'  +  Sl,z)  Sl.^  —  Ä-': 

worin  ^;r'»  ^^%  ^»'  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  Pnnktes  '' 
parallel  den  beweglichen  Axen  bedeuten. 

Um  die  Componenten   der  zusammengesetzten   Centripetalbeschl^'Q 
nigung  t'q  =  ISlVr  parallel  den  beweglichen  Axen  zu  finden»  serlrgiL 


X;  =  t/;,.  +  z  ?!^  _  y'  -^  +  (Ä,.x'  +  Äyy  +  Ä.2')  Ä,.  —  Ä-.. 
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doc      du     dz 
wir  Pr  in  ihre  drei  Componenten  -  — ,  — ,  —  und  2Sl  in  die  ihrigen: 

2ily,  2i2y',  2Sl,'  und  bestimmen  die  Beschlennigungsbestandtheile,  welche 

diese  sechs   Componenten   für   den  Punkt  M  veranlassen.     Die  Compo- 

dx 
nente  —  liefert  mit  Slj^'  keinen  Beschleunigungsbestandtheil ,  weil  ihre 


Projection  auf  die  zur  Axe  von  Sl^'  senkrechte  ^'s- Ebene  Null  ist,  mit 

dx'  dx' 

Ä-'  and  Slg'  aber  liefern  sie  —  2  Sl„>  -— ,    2  Sl,»    -—  in  den  Kichtungen 

'  '^    dt  dt 

der  j'-  und  w'-Axe.     Ebenso   liefert  -       mit  Ä,«  und  Ä^'  die   Bestand- 

dt 

theile  —  2  Ä,«  •  -J^,     2  Slx'  —  -  in  den  Richtungen  der  x'-  und  z'-Axe, 

endlich  — -    mit  Sl^'  und  Ä«'  die  Bestand  theile  —  2  Äj.»  — -  >     2  Ä«'  -r- 
dt  ^  dt  ^  dt 

in  den  Richtungen   der  y'-  und  or'-Axe.     Sammelt  man   die   denselben 

Aien  entsprechenden  Bestandtheile ,  so  findet  man: 


X,  -  2  («,  ^  -  «,  ^:) 


Auch  kann  man  diese  Componenten  auf  folgende  Art  finden*     Es 
seien  1,  fi,  v  die  Richtungscosinusse  Ton  q>^  gegen  die  beweglichen  Axen^; 

dann  bestehen  vermöge  des  Senkrechtstehens  von  9>q  auf  der  Richtung 
der  Momentanaxe  und  der  relativen  Geschwindigkeit: 

dx  dy  dz 

A  •*  +  -*•'*+    A    ■''  =  ^' 

V  1     . 


woraus 

l 

= 

^ 

Ä, 

dz' 
dt 

Ä. 

dy 
dl 

Ä. 

da;' 
dt 

— 

Ä.r- 

(/2 

dt 

dy  dx  L  ' 

^'^di-^oiT 


-'=(^^'7-^4T+(«-'l'-^'IT+(^«-^'-^ 


dxy 
"  dt ) 


-(«'•w+«.f+»-wT. 
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Daher  hat  man: 

,, . »  _  V  =  .  (a,  f  -  fl..  *■) 


=  V=2( 


o .  ^y'  _  a.  ^4>i 


wie  oben.  • 

Mit  Hülfe  der  entwickelten  Ausdrücke  für  X\  Y\  7!\  *V/,  IV,  1l\ 
^Q»  ^'ßi  ^ö  können  die  zu  Anfang  des  §.  gegebenen  Gleichnngen 
der  relativen  Bewegung  ausgeführt  werden.  Ist  der  Punkt  M  nicht  frei. 
sondern  auf  eine  dem  Systeme  angehörige  Fläche  der  Curve  gezwungeo, 
so  treten  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  noch  die  Compo- 
nenton  der  Widerstandsbeschleunigung  dieser  Fläche  oder  Curvc  hinro. 

Soll  der  bewegliche  Punkt  sich  in  relativer  Kühe  befinden,  so  müssen 
die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

v^  =  0,  X'—  x;—  Xq  =  o[  r—  r/—  10'=  0,  2r  —  z/—  Zq==  <», 

oder,  da  tp^  mit  Vr  verschwindet, 

vr  =  0,   jr=  x;,    r=  r;,   2-=  z/. 

§.  5.     Als  ein  umfangreiches  Beispiel  zu  den  Lehren  dieses  Capitels  wo)Ki 
wir  die  relative   Bewegung  eines  schweren  Punktes  in  der  Mähe  der 
Erdoberfläche   in  Bezug  auf  das  bewegliche  Sjrstem  der  Erde  nnter- 
suchen.   Dies  Problem  zerfällt  in  mehrere  einzelne,  welche  Gegenstand  des  Stadial-^ 
ausgezeichneter  Mathematiker  geworden  sind.     Die  betreffenden  Gleichnngeo  f  .r 
die  Behandlung  derselben  wurden  zuerst  von   Qanss,   später  Ton  Poisson  (V 
moire  gitr  le  mouvemerU  des   projecleles  dam  Vair.    Journ.  de  Vecole  polyteckn,  AT 
7«^  Cah.^  p.  21)  gegeben.     Eine  Arbeit  über  das  Pendel  mit  Rücksicht  aaf  d.- 
Rotation  der  Erde,  wenn  auch  auf  kleine  Schwingungen  beschränkt,  yon  Bioet. 
findet  sich   in  den  Comptes  rendus  de  Vacadimie  des  sciences  de  Paris ^    T.  XXXH, 
1851,  1*^  sem,,  p.  197]   eine  vollständig  durchgeführte  Bearbeitung  dieses  Gec  r. 
Standes  ohne  Beschränkung   auf  kleine  Schwingungen  mit  Hülfe   der  elliptiscL  & 
Functionen  gab  Dumas  (Grelle,  Journ.  Bd.  L,  S.  52).    Neuerdings  lieferte  Pa: 
\n  den  Nonvelles  annales  de  Gerono   et  Bonrget  eine  Reihe  von  Abb  and  lue*«:. 
Mouvemenls  relatifs  ä  la  surface  de  la  terre^  2**»*  Serie ^   T,  VI  (1SS7),  p.  97,  ^^' 
H.  4SI;  T.  VII  (lS68)y  p.  337,  welche  sämmtliche  hierher  gehörige  EinzelprobU -- 
behandeln;  sie  reihen   sich  einer  früheren  kleinen  Arbeit  ihres  Verfassers:    > 
sur  les  mouvements  relatifs  (Souv,  ann.  T.   VI  (1866)  p.  414)  an. 

Die  Erde  ist  ein  System,  dessen  Elementarbewegung  eine  Schraabenbewec ^r : 
ist  um  eine  Axe,  welche  sich  nahezu  parallel  bleibt  und  unter  einem  Winkel  t>  : 
66-^  Grad  gegen  die  Ebene  der  Bahn  ihres  Mittelpunktes  geneigt  ist.    Die  Wink'! 
geschwind igkeit  St  dieser  Bewegung  ist  constant  und  wird  erhalten,   wenn  n<- 
2»  durch  die  Länge  des  Sterntages,    in  Secunden    mittlerer  Zeit    aasgedniLs', 
dividirt.    Letzterer  beträgt  86164,t  Secunden  (23\  56",  4',t),  daher  ist 

ß  „  -.  ^*__  =  O»  000073, 
86164,1  »wvvio, 

eine   sehr   kleine    Grösse.     Die    Translationsgeschwindigkeit  7  parallel   der  Ai' 
ist  unveränderlich  und  wird  erhalten,  wenn   man  die  Geschwindigkeit  des  L:: 
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mittelpnnktes  in  äer  elliptischen  Bahn  anf  die  Axe  projicirt.  Sie  tritt  in  den 
folgenden  Untersnchangen  ebenso  wenig,  als  die  Translationsbeschleonignng  auf, 
denn  dieselben  Ursachen,  welche  allen  Punkten  der  Erde*  Translationsgeschwindtg- 
keit  and  Translationsbeschleunigungen  erthellen,  ertheilen  sie  auch  in  gleicher 
Grosse  dem  Punkte,  dessen  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  dns  System  der  Erde 
Qotersucht  wird  und  da  sie  als  Bewegungselemente  des  mit  dem  beweglichen 
Punkte  sosammenfallenden  Systempunktes  jenem  in  umgekehrtem  Sinne  zugefügt 
werden  müssen,  so  tilgen  sie  die  ihm  eigenthümlichen,  sodass  die  Erde  für  Unter- 
suchungen der  relativen  Bewegung  als  ein  blos  rotirendes  System  voii  constanter 
\?inkelgesch windigkeit  anzusehen  ist. 

Um  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  M  als  eine  absolute  behandeln  zu 
können,  müssen  zu  der  absoluten  Beschleunigung  desselben  noch  hinzutreten  die 
entgegengesetzte  Beschleunigung  des  Systempunktes  m,  der  mit  M  zusammenfällt 
und  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung.  Ausser  der  Translations- 
beschleunignng,  welche  wir  bereits  eliminirt  haben,  besitzt  nun  m  noch  die  Centn- 
petalbeschleunignng  i2*r,  wenn  r  seinen  Abstand  von  der  Erdaze  angibt,  senk- 
recht zu  der  letzteren  und  ihr  zugewandt,  ferner  die  von  der  Winkelbeschleuni- 
^ng  ff  herrührende  Beschleunigung  ccp  und  die  Beschleunigung  i2£^  senkrecht  zur 
Ebene  durch  die  Momentanaxe  und  ihren  kürzesten  Abstand  von  ihrer  folgenden 
Lage.  Die  entgegengesetzte  Centripetalbeschleunigung  ist  die  Centrifugalbeschleu- 
nigang  und  verbindet  sich  mit  der  absoluten  Beschleunigung  des  Punktes  M, 
Die  von  der  Winkelbeschleunigung  a  herrührende  Beschleunigung  ap  des  System- 

dSl 
panktes  zerfällt  in  zwei  Componenten,  die  Tangentialbeschleunigung  --r-  ,  welche 

Kuli  iat,  weil  i2  constant  ist,  und  die  Normalbeschleunigung  SlWr,  welche  aus 
doppeltem  Grunde  ausserordentlich  klein  ist,  erstens  vermöge  der  Kleinheit  von  Sl 
Qnd  zweitens  vermöge  der  Kleinheit  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die 
Krdaxe  neigt.    Diese  Grösse  kann  daher  vernachlässigt  werden. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,   die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung 

V~Q  zu  bestimmen.  Ihr  Werth  ist  das  Doppelte  des  Produktes  aus  der  Projection 
C'f  der  relativen  Geschwindigkeit  vr  des  Punktes  M  auf  die  zur  Erdaze  senk- 
rechte Ebene  des  Aequators  und  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl.  Ihr  Sinn  wird 
leicht  erkannt,  wenn  man  durch  den  Punkt  M  zur  Erdaxe  eine  Parallele  zieht 
und  durch   diese  und  vr  eine  Ebene  legt;   q>_  q  ist  nach  derjenigen  Seite  dieser 

Ebene  gewandt,  nach  welcher  die  Rotation  nicht  erfolgt  und  ist  senkrecht  zu 
dieser  Ebene. 

Als  Bcheinbare  Beschleunigungen  treten  demnach  zu  der  absoluten  Beschleu- 
nigung tp  des  Panktes  ilf,  um  dessen  relative  Beschleunigung  zu  bilden,  blos  hinzu : 
1.  die  Centrifugalbeschleunigung  Sl^r  senkrecht  die  Richtung  der  Erdaze  schnei- 
'iend  und  tod  dieser  abgewandt  und  2.  die  zusammengesetzte  Centn fugulbeschleu- 
si^nng  2  Sll/r  senkrecht  zu  der  Richtung  der  Ebene,  welche  zugleich  parallel 
läaft  mit  der  Erdaze  und  der  relativen  Geschwindigkeit  von  M  und  zwar  nach 
der  Seite  hin  gerichtet,  welche  dem  Drehungssinne  von  Sl  abgewandt  ist.  Für 
''ie  relative  Ruhe  des  Punktes  At  verschwindet  auch  noch  die  zusammengesetzte 
^'entrifugalbeschlennigung  und  ist  die  relative  Beschleunigung  blos  die  Resultante 
iQs  der  absoluten  und  der  Centrifugalbeschleunigung. 

Die  Beschleunigung  g  der  Schwere,  welche  wir  beobachten,  ist  die  Resul- 
tante der  absoluten  Beschleunigung  der  Schwere  G  und  der  Centrifugalbeschleu- 
nigung A'r.  Die  absolute  Beschleunigung  G  ist  die  Resultante,  welche  sich  aus 
den  sämmtlichen  Beschleunigungen  bildet,  welche  ein  beweglicher  Punkt  durch 
die  Einwirkung   der   materiellen   Punkte* der  Erde    erleidet.     Für  die  Erde    als 
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homogene  oder  auch  als  ans  homogenen  Schichten  gebildete  Kagel  ist  G  nach 
dem  Mittelpunkte  gerichtet  und  yariirt  mit  dem  reciproken  Quadrate  des  Abstandet 
des  Punktes  von  diesem  Mittelpunkte.     Da  aber  der  mittlere  Abstand  der  Erd- 
oberfläche vom  Mittelpunkte  ^59,5  Meilen  oder  6,376,000  Meter  beträgt,  so  ist  für 
geringe  Erhebungen  G  als    constant   anzusehen.      Die  Centrifugalbeschleani^ng 
yariirt  mit  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  der  Erdaxe;  für  mittlere  Breiten  ist 
dieser  gleichfalls  sehr  gross  (gegen  4,780,000  Meter]  und  bringen  geringere  Orti* 
Veränderungen  daher  in  der  Grösse  der  Centrifugalbeschleunigung  nur  sehr  schwach« 
Differenzen  hervor.    Daher  kann  in  den  folgenden  Untersuchungen,  wenn  für  die- 
selben nur  geringe  Ortsunterschiede  in  Anspruch  genommen  werden,  die  reUtire 
Beschleunigung  g  der  Schwere   als  constant  nach  Intensität  and  Richtung  ance* 
sehen  werden.    Da  aber  in  g  bereits  die  Centrifugalbeschleunigung  mit  aofgenoio- 
men  ist,  so  kommt,  wenn  es  sich  um  die  Bewegung  eines  blos  schweren  Panktu 
handelt,  für  denselben  blos  noch  die  zusammengesetzte  Centrifugalbesehleanifnui^ 
in  Frage.    Indessen  gilt  dies  nur  unter  der  Voraussetzung«  dass  in  der  Grosse  S}t 
der  Abstand  r  von  der  Erd.aze  sich  nur  wenig  mit  der  Lagenändemng  des  beweg- 
lichen Punktes  ändere.     In  der  Nähe  des  Poles    sind  solche  Aendemngen  aber 
bedeutend,  daher  wird  in  gewissen  Fällen  für  die  Nähe  des  beweglichen  Punkte 
am  Pole  eine  besondere  Untersuchung  geführt  werden  müssen. 

Um  den  Einfluss  der  Centrifugalbeschleunigung  deutlich  zu  erkennen,  wollet 
wir  zunächst  annehmen,  der  bewegliche  Punkt  befinde  sich  unter  dem  Aeqsatnr. 
Dort  sind  sich  die  absolute  Schwere  und  die  Centrifugalbeschleunigung  direet  ti\- 
gegengesetzt;  man  hat  also,  wenn  R  den  Radius  des  Aequators  bedeutet, 

g  ^  G  —  Ä«Ä. 

Mit  Rücksicht  darauf,   dass  der  Umfang  des  Aequators  2nl{  -■  40,000,000  Uctrr 

und  wenn   T  =»  86164,1  See.  die  Umdrehungszeit  der  Erde,   also   A  i»  -^   nti 

für  g  a  9,808,896  erhält  man  für  das  Verhältniss  der  Centrifugalbeschleunigc^: 
am  Aequator  zur  beobachteten  Beschleunigung  der  Schwere  nahezu 

/4  «Y  it  ^     1    ^     1 

V" 7'  /   ~g   '^  289  ^   17«  ' 

g  fl 

d.  h.  für  die  Centrifugalbeschleunigung  am  Aequator  --^,  sodass  g  b»  G  —    . 
also  ^  =  (7  (l  +  -^j)"    =  ö  —  --  wird.     Es  tilgt  also  dortselbs!  die  C^nt-. 

fugalbeschleunigung  ---|  der  absoluten  Schwere.    Würde  also  die  Winkelgescb« 

digkeit  der  Erde  plötzlich  das  17  fache  werden,  so  würde  die  Centrifogalbeschlc'i. 

gung  Sl^R  auf  das  17*  fache  steigen,  also  gleich  (7  werdT 
Uff.  148.  .jj  p^igg  dessen  verschwände  g  und  würde  am  Aequator  ;:•' 

keine  Beschleunigung  der  Schwere  mehr  beobachtet  veri' 
-jf^  die  Körper  würden  nicht  mehr  zur  Erde  fallen« 

Um  die  Rechnung  für  die  Breite  X  durchsnführeB,  21' 
man  unter  Voraussetzung  der  kugelförmigen  Erde  (Fig.U^ 
^t  aa  ö«  -|-  ß*r«  —  2ÖÄ*r  cos  i,   woraus   mit  Bück«.-' 

auf  r  =*  R  COM  l  und  darauf,  dass   A'A  «»   ^,  nim-- 

gleich    der    Centrifugalbeschleunigung    am    Aeqnator  i> 

folgt: 

7  -  G^  (1  j^^i  cos  i«)*  ^  0  -  jj,  cos'l . 
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Es  wird  demnach  die  absolute  Schwere  durch  die  CentrifagalbeBchleunigung  um 
ein  Glied  vermindert,  welches  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  geographischen 
Breite  proportional  ist.  Hierbei  ist  auf  die  Abweichung  der  Erde  von  der  Kugel- 
gestalt keine  Bücksicht  genommen;  wurde  auch  diese  in  Rechnung  gezogen,  so 
würde  sieh  eine  weitere,  gleichfalls  dem  Quadrate  des 
Cosinus  der  Breite  proportionale  Yerminderung  ergeben. 
§.6.  Relative  Bewegung  eines  schweren  Punk- 
tes auf  der  Horizontalebene  unter  der  Breite  X. 
Wir  wählen  mit  Tilgung  der  Accente  an  den  Coordinaten 
zar  xy-£bene  die  Horizontalebene,  auf  welcher  der  be- 
wegliehe Punkt  bleiben  soll  und  zwar  zur  Axe  der  x  die 
Tangente  des  Parallelkreises  (Fig.  149.),  positiv  nach 
Osten  gerechnet,  zur  ^-Aze  die  Tangente  des  Meridians 
oder  die  Mittagslinie,  positiv  nach  Süden  gerichtet,  und 
zur  z-Aze  die  Vertikale,  positiv  im  Sinne  der  Beschleu- 
nigung' g  der  Schwere.  Da  die  Erde  sich  von  Westen 
nach  Osten  dreht,  so  ist  die  Linie,  welche  Sl  darstellt, 

aof  der  Erdaze  nach  Süden  gerichtet*  aufzutragen  Und  bildet  mit  den  positiven 
Axen  der  «,  y,  «  die  Winkel  ^ä,  X,  \n  —  X;  daher  werden  Ä*  =  0,  i2^  s>  i2  cos  X, 
Slzv=z  Sl  sin  X.  Die  Componenten  der  zusammengesetzten  Centrlfugalbeschleuni- 
g^ng  sind  daher: 


X 


2Äco<X^  — aÄ<mX^,    r_Q 


Sl  sin  X 


und  hiermit  werden  die  Gleichungen  der  Bewegung 


dx 
H 


^-0 


—  2  Ä  CO«  X 


dx 
dt 


dfi 

d^y 
dfi 
d^z 
1^ 


—  2  Ä  «n  X  •  ^  +  2  Ä  ro«  X 


dt 


2  i2  «t  n  X  • 


dx 

dt 

dx 


^  2Sleasl'  ~-  +^  —  iv. 


wo  N  die  Widerstandsbeschleunigung  der  Horizontalebene  bedeutet.    Da  der  Punkt 

0; 

tu  Ul' 

hiermit  werden  diese  Gleichungen  einfacher: 

d'x 


auf  dieser  Horizontalebene  bleiben  muss,  so  ist  zu  allen  Zeiten  3-  =>  0,  3-r 

dt  dt* 


di^ 

d^y 
dt* 


—  2  Ä  « n  X 


2  Sl  sin  X 


2  Sl  cos  l 


dy^ 
dt 
dx 
dt 


Bildet  man  mit  ihrer  Hülfe  die  Grösse  -r- 


dx  tPx   ,    ^  d*y 
dt   dF"^  dt  W 


so  verschwindet 


diese  and    erhält  man,  wenn  vq  die  relative  Anfangsgeschwindigkeit  bezeichnet, 

\dt)  ^\dt)      ''«' 

d.  h.  es' bleibt  die  Geschwindigkeit  der  Grosse  nach  constant.  Dies  ist  auch  von 
Tomheretn  einleuchtend,  denn  die  relative  Beschleunigung  der  Schwere  ist  als 
constant  nach  Grösse  und  Richtung  angenommen  und  da  sie  senkrecht  zur  Bahn 
des  Punktes  ist,  so  ist  ihre  Elementararbeit  Null;  die  Elementararbeit  der  zu- 
sammengeaetzten  Centrifugalbeschleunigung  ist  aber  ohnehin  immer  Null;  es  ist 
also  alle  Elementararbeit  zu  jeder  Zeit  Null  und  ^her  auch  <f  •  ^0*  ^^  0. 
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Integrirt  man  die  beiden  ersten  Gleicliangen  einseln,  so  erh&lt  man,  wenn 
die  Anfangslage  des  Punktes  der  Coordinatenarspmng  nnd  a  der  Winkel  ist,  den 
t'o  mit  der  x-Axe  bildet,  für  die  Componenten  die  Geschwindigkeit 

dx 
vx  =  -^-  =  »0  cö«  o  —  2  Sl  sin  l '  y 

üy  =  -^  =  Vosin  a  '\'  2&  sinX  '  X 

und  indem  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (  \— )  +  (i  )  ==  *•'  ein^t^i- 
ergibt  sich  als  relative  Bahn  des  Punktes  der  Kreis 

/     _    "o  cos  a  Y  .    /      ,      »0  «'»  a  Y^  /       »o       V 

vom    Radius    ^—^—.r    und    den    Mittelpunktscoordinatcn    a:«  =  —   -X'^".   ,  • 
\  2Sl  sink  ^  '  %SImI 

yi  =3  —  ^    .    .   .     Dividirt   man  Vq  durch  den  Radius  des  Kreises,   so  druckt  dt: 

Quotient  m  ^  2  Sl  sin  l  die  Winkelgeschwindigkeit  aus,  mit  welcher  der  R«4n< 
der  Bewegung  des  Punktes  folgt;  dieselbe  ist  unabhängig  von  t^,  alao  für  ■!)' 
Bewegungen    dieselbe.      Für    die    Breite    von    30®    ist    der    Radius    des   KreiK^ 

— rjrjj^  -  =  13698  •  Vq»  Die  Zeit  /,  nach  welcher  der  Punkt  an  seioeo  Ausgin^i- 
0,OvOÜ7o 

ort  zurücksuk ehren  strebt,  ist  t,  =*   ^  --.— r  • 

'  '         Slsinl 

Nach  der  Zeit  fi  hat  der  bewegliche  Punkt  auf  dem  Kreise  einen  Weg  soniik 
gelegt,  dessen  Projection  auf  die  Richtung  von  Vq  den  Werth  e  =  -       '.      • ««  •' 

hat  und  seine  Abweichung  von  dieser  Richtung  beträgt  d  a^       -  **,       (i  ^catmt 

Entwickelt  man  sin  mt  und  cos  ml  in  Reihen  und  nimmt  für  kleine  t  deren  Anfacr* 
glieder,  so  erhält  man  vermöge  der  Bedeutung  von  n  die  Ausdrücke:   e  »  r«' 

d  =  PoÄ  sin  X  .  /«  =    -*—  .  e*. 

»0 

Die  dritte  der  obigen  Gleichungen:   0  =^  —  2  Sl  cos  l    .-  +  ^  —  *V  lief»" 

di 

die  Widerstandsbeschleunigung,   welche  die  Horizontalebene  leisten    mos«.    T  * 

a  =^  \n  bewegt  steh  der  Punkt   anfangs  in  der  Richtung  des  Meridians  wbA  >*- 

dx 

^-  «—  0,   also    N  =^  g;   für   a  =  0   geht    er    von    Westen    nach   Osten   und  i* 

dx 
y  =•  0,  ^T  ==  »Ol  »^80  iV  ==  ^  —  2  Äüo  CO«  A;  für  «  «-  «  wird  *V  =»  ^  +  ä  fl r,  r  i  »* 

Unter  dem  Aequator  ist  Z  ==  0,  also  der  Radius  der  Bahn  onendlich  fj^- 
dort  beschreibt  der  Punkt  eine  Gerade   und  weicht  also  nicht  von  der  Rirblu: 

von  »0  ab,  indessen  ist  der  W^iderstand  N  ^  g  —  2  A    .-  • 

di 

Für  den  Pol  muss  die  ganze  Untersuchung  etwas  anders  geführt  wcrdeo,  '> 

dort  die  Voraussetzung  nicht  mehr  zulässig  ist,  dass  der  Abstand  des  beweclicb'' 

Punktes  von  der  Erdaxe  sich  nur  wenig  im  Laofe  der  Bewegung  ändere.    Ac 

Pole  ist  die  relative  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Erdaxe;  es  f&IU  mitkis  '- 

zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunignng  in  die  Horizontal  ebene.    Man  trU^' 

dort  die  Bewegungsgleichungcn 


J 
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woriii    die  Glieder   Sl^x,   Sl^y  von  der  Centrifugalbeschleunigung  A'r  herrühren. 
Behufs  der  Integration  ist 


d.  h. 


dx  ePx    .    dy  dh/         n%  {     ^    \       ^y\ 


»*  =  Wo'  +  ß'»^,   sowie  *jT~"y^  =  ^^  (^*^  +  V^y)y 

Diese  beiden  Gleichangen  liefern  nach  Elimination  des  Zeitelementes  dt  als  Diffe- 
renüalgleichong  der  Bahn: 

d-  ^ 

X  du  *^^  t/  dx  3c 

welche  in  Polarcoordinaten  q^  ^  heisst:  Sldq^v^dO"^  und  zeigt,  dass  der  heweg- 
tiche  Pnnkt  eine  archimedische  Spirale  9  =  -ff  ^  beschreibt. 

§.7.  Belative  Bewegung  eines  freien  schweren  Punktes.  Zur  £r- 
leicbterang  der  Rechnung  wählen  wir  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  der, 
Anfangslage  des  Punktes,  die  z-Aze  in  der  Meridianebene  parallel  der  Erdaxe  und 
positiv  nach  Norden,  die  y-Axe  in  der  Richtung  des  Radius  des  Parallelkreises, 
positiv  nach  aussen,  zur  a;-Axe  die  Tangente  des  Parallelkreises,  positiv  nach 
Osten  gerichtet.  Unier  der  Breite  X  sind  dann  die  Componenten  der  Beschleuni- 
gung   der  relativen  Schwere:   0,    —  g  cos  A,    —  g  sin  X   and  die  der   zusammen- 

dtt  dx 

gesetzten  Centrifugalbeschleunigung   —  2  Sl  -!- ,   2  Sl  — ,  0.      Hiermit   sind  die 

drei  Bewegungsgleichungen : 

dieselben  gestatten  eine  unmittelbare  Integration  und  liefern,  wenn  a^  by  c  die 
Componenten  der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  bezeichnen  für  die  Componenten  der 
Oesch windigkeit  zur  Zeit  i: 

-^  saa  a  —  2flw,      --^  =  i^-|-2  Slx  —  g  cosX-t ,         -  =  c  —  g  sin  X  - 1 , 
di  "        di  '  m    ^  'dt  ^ 

Oies  Oleichungssystem  ist  linear  und  also  nach  bekannten  Methoden  leicht  integrir- 
l>:^r.  Indessen  da  die  dritte  Gleichung  unmittelbar  z  =st  et  —  \g  sinX- 1  liefert 
and  also  blos  die  beiden  ersten  übrig  bleiben,  so  kann  man  ohne  Anwendung  der 
&Ilg:emeinen  Methode  folgendermassen  zum  Ziele  kommen.  Die  Combination  der 
n rsprünglichen  Gleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  die  Gleichung  der  leben- 
dil^en   Kraft  gibt,  liefert  hier: 

dx  d^x    .    dg  d^g  .    dg 

^r-  T"5 — r  zi     ~.  i~  =■  —  g  cos  X'  f 
dt   dt^    ^  dt  dl*  ^  dt 

und   folglich  r.  .  .,        ....n 

40+.(S)]-*('"  +  *'>  =  -^-*-^- 

dm 
Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  -—  =s  a  —  2  Slg  ein,  so  folgt 

dt 


if^i«  +  2  (ä  aß  —  ^  COT  1)  y  —  4  fl«y« 
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b          >,     2  üSt  — '  g  eo9  1 
Hieraas  ergibt  sich,  indem  man  abkürzend  r-^  =  p,    Tot "^  **  **^*» 

2ÄA.-  ''y  ^y 


also  '  

2  A<  a-  -4rc  sin  -^ -_  —  Jre  rin  ,  r  -  -   "  _ 

oder 

2  i2<  —  Are  sin  -7=^_       i—  ^rc  «n  r~i;__^^  - 

Ka«  +  p«  K«*  +  |5» 

und  hieraus,  indem  man  rechts  und  links  Sinusse  nimmt  und  berucksiehtigt,  dau 

a  ß 

cos  Are  sin  — — rr s=  - .    ^Lr^_~    ist:    ß  sin  2  Sit  —  a  eos  2  Sit  '^  v  —  er   und 

also  nach  Wiedereinführung  der  Werthe  für  a  und  ß: 

4  AV  =  (2Sla  —  geos  l)  (1  —  cos  2  Sit)  +  2  Slb  sin  2  Sit. 

Hierzu  liefert  die  Gleichung  —  s»  a  —  2  Slyi 

2  Sla  —"  Q  cos  X  ,^  ^  .^Äv         ,  ,^  «.*vv 

X  '^  at --^^ (2  Sit  —  sin  2  Sit)  --  b  {l  —  eos  ^  Sit) . 

Demnach  ist  die  Lösung  des  Problems  in  folgendem  Gleichangssjstem  eatha)t«a; 

X  —  ^j~^  (2  at  —  «tn  2  Ä/)  +  J  ^  «n  2  Ä/  —  i  ^  (1  -  co»  2  Ä/) 

z  s«  c/  —  ^  j7  «in  1  •  /' 
»«  =  fl  —  2  Äy 
Vy  BS  6  -|-  2  flx  —  g  cos  l '  t 
Vx  =■  r  —  g  sin  lt. 

Wir  leiten  hieraus  in  den  folgenden  §§.  die  Behandlung  einiger  spedellar  FUle  ab 

§.  B.  Relative  Bewegung  eines  frei  fallenden  schwernn  Punkte» 
Für  dieselbe  ist  zu  setzen  a^^aicsVosaO.  Dann  sind  die  GteichoofeB 
für  die  Lage  und  Geschwindigkeit  des  Panktes 

X  «       ^^^  (2  Slt  —  sin2  Sit),    o«  »  —  2  % 

o  cos  X  * 

y^'"    ATit   (1  — ro»2Ä0i     »y  =       2  Slx--  geos  X't 

t  =■  —  \g  sin  X'i*  »»  s=  —  gsinX-t, 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Projection  der  Bahn  des  Pnakt/« 
auf  die  Ebene  des  Parallelkreises  der  Anfangslage  ein  Cyclo'idenbogeB  ist:  dU 
Cycloide  hat  die  Linie  von  Osten  nach  Westen  zur  Basis  und  liegt  dem  Mttt«!- 

punkte  des  Parallelkreises  zugewandt;  der  Radius  des  W&lznngskreises  ist       ^j 

und  der  WUlzungswinkel  zur  Zeit  t  gleich  2  Sit.  Der  Will zungsk reis  dreht  »c^ 
daher  mit  der  doppelten  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  um  den  BerShmag^QB'^' 
mit  der  Cycloidenbasis  um.  Die  übrigen  Combinationen  der  drei  ersten  Gleiehaa 
gen  za  zweien  geben  die  Projectionen  der  Bahn  auf  den  Meridian  and  die  i-' 
Erdaxe  parallele  Ebene  der  xz.  Da  y  und  z  negativ  sind,  so  folgt,  daas  die  fr.- 
jectionen  des  fallenden  Punktes  dem  Mittelpunkte  des  Parallelkreises  nad  de 
Ebene  des  Aequators  zufallen. 

Die  vorliegende  Untersuchung  gilt  übrigens  nur  für  mittler«  Breiten,  ta 
die  Grenze  der  Präcision  der  Formeln  zu  bestimmen,  moss  daran  erinnert  weri'f 
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da88  die  Intensität  g  der  Beschleunigung  der  Schwere  in  der  Höhe  h  über  der 

n  1  1 

Erdoberfläche  (s.  S.  228)  durch  die  Formel  ^  =  ttti — rrs  •  :si  gegeben  wird,  aus 
•  ^         (/t  4"  ^}      "^ 

welcher    man    für   die  Differenz   äg  =  ^  —  g*  die  Näherungsformel   äg'  =»  -—■ 

constnilrt.      Der   Erdradius   ist    im   Mittel   R  ==  6  366000   Meter,    daher   würde 

für  h  SB  3000  Meter  p  um  0,001  variiren.     Für  mittlere  Breiten,  wie  z.   B.  für 

o  cos  Z 
Paria,   beträgt  der  Radius  des  Wälzungskreises  der  Cjrcloide  ^j-^^-  =  303  743  650 

Meter  und  da  derselbe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2  Sl  sich  umdreht,  so  würde 
er  sa  einer  vollen  Umdrehung  43  082  Secunden,  zu  ^  Grad  also  29,918  Secunden 
g^ebraachen.  In  dieser  Zeit  fällt  der  Punkt  aber  von  .der  Höhe  von  4  380  Meter, 
einer  Hohe,  für  welche  die  Variation  Ton  g  bereits  grösser  als  0,001  ist.  Man 
wird  also  die  obigen  Formeln  nicht  über  i  =  29,918  oder  30  Secunden  ausdehnen 
dürfen.  Dafür  bleibt  2  Sit  unter  0,00438  und  wenn  man  o?,  y,  z  in  Reihen  nach  t 
entwickelt y  so  wird  ^(2  Üt)^  erst  an  der  21.  Stelle  eine  Zififer  liefern  und  werden 
far  acj  y,  z  folgende  Formeln  bis  zur  16.  Decimale  exact  sein: 

jc  =B  ^  gSl  €08  X't^^      y  =8  —  ^g  cos  l'fi  -{-  ^ gSl*  cos  It*^      z  =  ^  ^g  sin  X-  <•. 

Transformirt  man  die  Coordinatenaxen  so  (Fig.  150 ),  dass  die  z-Axe  die  Vertikale 
der  Anfangslage  positiv  aufwärts  und  die  y-Axe  die  Tangente  des  Meridians,  positiv 
von  Norden  nach  Süden  gerechnet  wird,  während  die 
^-Axe  bleibt,  so  werden  die  neuen  Coordinaten  x\  y\  z 
sein  jc'=  x,  y'  ^=y  9inX  —  z  cosX,  2'=  y  cos  X -\'  z  sin  X 
und  feierlich: 

a;'=        \gSl  cos  X'i^^ 

y'  =        i  ^  ß*  i»  ^  00s  X  '  t\ 

z'  =  —  ^^/*  +  J gSl^  cos^  X  •  i*. 

Man    sieht  hieraus,   dass  die  Abweichung  des  Punktes 

nach  Osten  vorwiegt,  dass  eine  sehr  kleine  Abweichung 

naeli  Süden  stattfindet  und  dass  die  Fallhöhe  um   ein  Unbedeutendes  verringert 

wird    durch  die   Rotation  der  Erde.     Vernachlässigt  man  die  mit  dem  Quadrate 

von   Ä   behafteten  Glieder,  so  wird  a:'  =  J  gSl  cos  i  •  /',  y'  ==  0,  z'  =  —  ^  ^/*.    Die 

Balin     stellt  sich    dann   approximativ   unter    der   Form    der  KeiP  scheu   Parabel 


-»/ 


2  i 

—  Sl  cos  X'  z'  in  der  Vertikalebene  von  Westen  nach  Osten  dar. 


§.  9.  Relative  Bewegung  eines  vertikal  in  die  Höhe  geschleu- 
derten Punktes.  Für  denselben  ist  a  »  0,  6  =  VqCos  2,  c  =  Vosin  X,  mithin 
nach  §•  7. ; 

jr  =^^^ii2Slt^8in2Sli)'-i^-^^(l'-cos2Slt),    v^^^^Sly 

^=^\^^^^    sin2Slt  —  ^-~^   (1— roÄ2Ä0,  %=     v^cosX  +  'lSlx  —  gcosX^t 

z  s=^Vo9inX-t-' \g8inX-i^  v^  =      v^sinX— g sinX't. 

M^n  kann  sehr  leicht  die  Bahn  der  Projection  des  Punktes  auf  die  Ebene  des 
I'arallelkreises  ermitteln.  Zu  dem  Ende  schreiben  wir  die  beiden  ersten  Qlei- 
cfanng'en  so: 

^  +  4?!L^(l  _  eo,2flO  -        ^/^-i^(2Ä/  -  ««2Ä0 
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and  setzen 

,  »0  cos  l  ,.  «  ^  V         u         «  »0  coa  X    .   a.  ^ 

-  4  ^  ^-  (1  -  CO*  2  ß/)  =  4  ,       \  -""—^  -  sin  2  Ä£  =  ij, 

wodurch  wir  erhalten 

x-i=  ^/^r  (2  at  -  sin  2  at),        y  -  •,  -  -  ^JJ/  (l-co»iSU]. 

welches  in  Bezug  auf  ein  in  Translation  begriffenes,  in  der  Ebene  des  Par&Ud- 
kreises  bewegliehes  System,  dessen  Punkte  sämmtlich  cong^ente  Bahnen  mit  di-m 
Punkte  I,  rj'  beschreiben,  die  Gleichungen  einer  Cyclo'ide  von  derselben  B'.- 
schaffenheit,  wie  die  des  §.  8.  sind.     Der  Punkt  {,  17  beschreibt  aber  einen  Krti« 

(g  +  i"JL_<^f  iy+  ,,  =,  (1  "".^fiyyon,  Eadias  i"-^^^-^  ,   dessen  MItUlpcni: 

die  Coordinaten  |  =  —  \  -"     — ,  ij  ^  0  hat.    Der  Radius  dieses  Kreises,  wtl- 

eher  nach   dem  Projectionspunkte  x,  y  führt,   dreht  sich  in   der  Ebene  oüt  Jer 

Winkelgeschwindigkeit  2  A  in   entgegengesetztem  Sinne  wie  die  Erde.    Die  Fr  ^ 

jection  des  beweglichen  Punktes  ist  also  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Kreis « 

o  cos  %  ___ 

vom  Radius  —.>,•->  welcher  auf  einer  zur  Linie  von  Westen  nach  Osten  partllr*. 
4  W 

fortrückenden   Geraden  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  -2  A  rollt,  deren  Pnnit 

sämmtlich  Kreise  beschreibe^  parallel  und  gleich  dem  vom  Punkte  (|,  97]  beschri 

benen.     Anfangs  findet  eine  Abweichung  nach  Westen  statt,  später  nach  Ostrr. 

dx 

Das  Maximum  der  westlichen  Abweichung  wird  zur  Zeit  erreicht,  welche    .   » ' 

dt 

tq  Sit  2  Vn 

macht.    Diese  Bedingung  liefert  - -_  -  •  ^  =s  — ^ ;  da  Sit  sehr  klein  bleibt,  so  i-  / 

2  V 
hieraus    approximativ   t  =  — - ,    also  doppelt  so  gross,  wie   die   Stcig^eit  eiL  > 

Punktes  von  der  Geschwindigkeit  Vq  bei  ruhender  Erde. 
Entwichet  man  in  Reihen,  so  erhält  man 

a?  =a  —  »0  Ä  CO«  i  •  /'  4"  i  9^^  <^os  l '  /', 

y  =  VqCOS  l't   —  \g  cos  l  .t^  —  *J  »0  Ä*  CO«  ;i  •  I'  +    i  ^  Ä*  CO«  1  •  t\ 

•     2  =s        VQsin  l'  l  —  \g  sin  X'  tK 

Transformirt  man  das  Coordinatensystem,  sodass  die  y-Axe  horizontal,  die  :*A\' 
vertikal  wird,  d.  h.  substituirt  man  in  die  Gleichungen  y  ^^  y  sin  l  —  :  ruf  <. 
z'  =  y  cos  l  +  z  9in  X,  wie  §.  8.,  so  ergibt  sich: 

y'  «  J  ß.«  sin  X  cos  X  0//*  —  4  »o^'), 

r'=  v^t  —  i/7/«  —  ivoSl^gcos^  X'i^  +  i  Slg^  cos^  Xi^, 
während  x  =^  x  bleibt.     Weiter: 

^^   ==  §  Ä«  sin  X  cos  X  [gl^  -  3  v^t'^),     ^^   ^  v^  -  gt  +  i  Sl^  co^  X  {gt^  -  3-  .- 

Die  Steigzeit  ergibt  sich   aus  der  Bedingung  —  0.     Sie  ist  nar  aehr  wi:>. 

verschieden  von  der  Steigzeit  bei  ruhender  Erde.  Nimmt  man  für  sie  »!* 
/  sa.     *^  ,  so  ergibt  sich  hierzu  die  Steighöhe  h  ans  der  Formel  für  zi 

h^^(t^Sl^,os^X.lo^, 
2g  \  g  / 

Die  Gleichung  f ür  y'  zeigt,  dnss  im  Meridian  eine  Abweichung  nach  Korden  ^t■!• 
findet;  für  die  höchste  Lage  ist  dieselbe  ^  Sl^  sin  X  •        ;  sie  ist  sehr  gering.    V 
Abweichung  nach  Westen,  welche  die  Formel  für  .r  ergibt,  ist  für  die  höchsic  If 
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—  jSl  COM  X'k^ — .     Diese  Abweicbung  ist  doppelt  so  gro^s,   als  die   östliche 

Abweichung,  welche  der  Punkt  bei  freiem  Falle  von  der  Höhe  h  erleiden  würde. 

§.  10.  Relative  Bewegung  eines  schweren  Punktes  von  beliebig 
gerichteter  Anfangsgeschwindigkeit.  In  diesem  Falle  sind  alle  drei  Com- 
ponenten  a,  b,  e  der  Anfangsgeschwindigkeit  von  Null  verschieden ;  daher  hat  man 
die  allgemeinen  Gleichungen  des  §.  7.  zu  discntiren.  Wir  schreiben  dieselben  be- 
hufa  ihrer  Interpretation  so: 

x^h~nn2Slt  —  i^{X  —  cos2  Ä/)l  =        ^-^—^  (2  Sil  -  sin  2  Sit) 

y  -  h^sin2Sll  +  i^(l  -  CO*  2fl0l T^(^  *"  cos2Sl() 

z  SB  et  —  {  g  sin  X  '  i!^. 
Setzt  man  wieder 

J  =  4^«/i2Ä/  -  i^(l  -  cos2Slt),    n  «  \^sin2Slt  +  \~{\  —cos2Slt), 

so  erkennt  man,  dass  die  Gleichungen 

X  -  6  =  ^^  (2  Ä<  -  «n  2  flO ,      y--n '-^  (1  -  eo,  2  Hl) 

anf  einer  im  Parallelkreis  in  Translation  begriffenen  Ebene  eine  Cyclo'ide  bestim- 
men. Die  Basis  derselben  bleibt  der  Tangente  des  Parallelkreises  parallel;  der 
Wälzungskreis  hat  wie  früher  die  Winkelgeschwindigkeit  2  A,  die  Translations- 
babn  ist  auch  hier  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  aber  nicht  mehr  in  der  Tangente 
des  Parallelkreises  liegt.    Die  Gleichung  dieses  Kreises  ist 

0 +  )-•)■+ (,-i-S)--(*^'+ OD". 

der  Mittelpunkt  hat  die  Coordinaten  |<=  —  '^'H'   1°~i'ö  ""^  ^^^  Eadins  be- 

'"8** Ä 

Um  alle  übrigen  Umstände  der  Bewegung  mit  genügei^der  Genauigkeit  zu 
erörtern,  wollen  wir  x^  y,  z  in  Reihen  entwickeln,  aber  die  Glieder,  welche  A'* 
eothalteny  unterdrücken.    Wir  erhalten  dadurch 

X  ^  ai  —  hSli^  +  \  Slg  cos  X  •  /' 
y  ^  bi  +  {aSl    —  \g  cos  X)  ^ 
z  SS»  et  —  \g  sinX'  <•. 

Grösserer  Bequemlichkeit  wegen  wollen  wir  aber  als  xy-'Ethtii^  den  Horizont,  als 
i'-Axe  die  Vertikale,  positiv  nach  oben  gerechnet,  annehmen  und  dabei  die  y-Axe 
in  die  Richtung  der  Projection  der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  ^uf  den  Horizont 
le^en,  positiv  im  Sinne  dieser  Projection  gerechnet,  während  die  x'-Axe  Senkrecht 
anf  der  durch  Vq  gehenden  Vertikalebene  stehen  soll,  positiv  nach  links  genommen 
far  einen  im  Sinne  der  Projection  von  Vq  sehenden  Punkt.  Die  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  sei  bestimmt  durch  den  Winkel  a  ihrer  Vertikalebene 
mit  dem  Meridian  (positiv  nach  links}  und  den  Winkel  9,  den  sie  mit  dem  Hori- 
zonte bildet.  Aus  den  sphärischen  Dreiecken,  welche  auf  einer  um  den  Ursprung 
beschrieben  Kugel  die  Richtungen  von  x^  y^  z\  x\  y\  z\  v^  und  seine  Projection 
anf  den  Horixont  bestimmen,  ergeben  sich  dann 

0  SB  Og  cos  9  Wn  tf ,      &  =  Vq  {sin  9  cos  X  -{-  cos  fp  cos  a  sin  X) 
c  s=a  Vq  (sin  vp  sin  X  —  cos  tp  cos  a  cos  X) 

SeheU,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Kräfte.  29 
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X  SB  X  COM  a  —  y  sin  a  rin  l  '\-  z  sin  «  cos  l 

y'  =  a? ««  a  -f-  y  cos  a  «tu  1  —  z  cos  a  cos  l 

z'  ea  y  cos  l  -{-  z  sinl 
nnd  hiermit  also 

«  =  —  Slv^  {cos  tp  sin  l  -{-  cos  a  sin  tp  cos  i) **  +  i  Slg  cos  a  cosl-fi 
y  BS  Vq  cot  9  - 1  —  9o  i2  #tn  a  sm  9  cos  X  *  '*  -f~  i  ^9  ^^  a  cos  l  0 
2*  =»         Vq  sim  tp  ^  t  -{-  {v^Sl  sin  a  cos  tp  cos  l  —  \  g)  /•. 

Aus  diesen  Formeln  sieht  man  nachstehende  Folgerangen: 

1.  Für  z'  =  0  erhält  man  als  Flugzeit  /,: 

2  00  sin  tp 
*       g  —  2  A  Oq  <tn  CK  cos  tp  cos  X 

2  01«  s%n  tD 
Fällt  «^  in  den  Meridian,  so  ist  a  =»  0,  also  /,  = -^  dieselbe  Dauer,  nif 

nach  S.  249  bei  stillstehender  Erde.  Ist  a  positiv,  liegt  also  Vo  auf  der  Ostseiu 
des  Meridians,  so  ist  f|  etwas  grosser,  für  die  Westseite  des  Meridians  ist  1,  etwis 
kleiner  als  dieser  Werth,   doch  sind  die  Unterschiede  sehr  gering,  sodass  m» 

t,  =  — —  als  Mittelwerth  annehmen  kann. 

9 

2.  Die  Formel  für  y  liefert  die  Wurfweite  tr,  wenn  man  den  Werth  far  f. 
in  sie  einfuhrt.  Mit  Hülfe  des  eben  gegebenen  Näherungswerthes  für  /|  erhalt 
man  w  etwas  grosser  oder  kleiner,  als  für  die  ruhende  Erde,  je  nachdem  t^  ostlkl 
oder  westlich  gegen  den  Meridian  geneigt  ist;  für  den  Meridian  selbst  ist  er  genas 
ebenso  gross,  wie  bei  ruhender  Erde. 

3.  Die  Formel  für  x  liefert,  indem  man  ff  in  sie  einsetst,  die  Abweichang  ^ 
nach  rechts  oder  links  von  der  vertikalen  Zielebene.    Man  findet 

Die  Abweichung  ist  nach  rechts  gerichtet,  so  lange  die  Parenthese  positiv,  welch.' 
immer  stattfindet,  so  l&nge  tgtp  <^  3/^X  ist;  sie  ist  in  diesem  Sinne  bei  glcichcL 
Werthen  tp  ein  Maximum  für  a  =»  0,  d.  h.  für  das  Zielen  im  Meridian  von  Nori^a 
nach  Süden,  sie  wird  ein  Minimum  für  das  Zielen  von  Süden  nach  Norden,  W.r. 
^9  9  ^  S'i^X»  so  wird  bei  einem  gewissen  Werthe  von  a  die  Parentheae  negatli 

dann  fällt  die  Abweichung  nach  links  von  de^  Ziel  ebene.     Für  den  Ae^at4^r  »t 

3.  • 

9  ^  —  f  A  *^ — ü"^  cos  tf.     Die  Abweichung  zeigt  nach  rechts  beim  Schuss  vi  r 

9^ 
Süden  nach  Norden,  links  im  umgekehrten  Falle;  sie  ist  Null  für  den  Schuss  vci 

Westen  nach  Osten  oder  von  Osten  nach  Westen. 

Für  die  Breite  t  =  i«  wird  bei  qp  =»  j^«  die  Abweichung  ^  =*  —  |  — -~  {com  «4  • 

IT 
Bei  tvi  a-  600  Meter,  wofür  w  »  26,484  sein  würde,  erhält  man  für  den  Scbo» 

von  Süden  nach  Norden  9  ^^m  —  25,2  Meter,    für  den  Schuss  von  Norden  sa.-- 

Süden  aber  9  —  412,6  Meter. 

§.  11.  Relative  Bewegung  des  sphärischen  Pendels.  Die  jiy-KVctf 
sei  der  Horizont,  der  Ursprung  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  die  xAxe  die  Tar 
gente  des  Parallelkreises,  positiv  nach  Osten  gerechnet,  die  y-Axe  die  Ta&frtu 
des  Meridians»  positiv  nach  Norden,  die  z-Aze  aber  die  Tertikaie,  {»ositir  sacl 
oben  gerichtet.  Dann  sind  die  Qleichungen  der  Bewegung  unter  der  Brelu  i 
für  das  Pendel  von  der  Länge  r,  wenn  N  den  Widerstand  des  Fadeiti  t- 
zeichnet: 
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dir  dt  dt  r 

«■  dt  r 

WOZU  noch  a:*+y'  +  -'  =  r',   a?—   4"y>+2^  =  0  kommen.    Das  Princip 

der  lebendigen  Kraft  liefert  -J  »*  —  ^  »j,«  =s  p  (2^  —  z) ,   wenn  2  ==  Zq  für  £  x=i  0. 
Die  Combination,  welche  dem  Principe  der  Flächen  für  die  xy-Ehene  entspricht, 

gibt  mit  Rücksicht  auf  x~ |-y-^=3  —  z  --  : 

dt  dt  dt 

£•1/  d^x  dl 

Die  Projection  ^  von  r  anf  die  a:^- Ebene  durchstreicht  demnach  einen  Sector  S, 
far  welchen 

^   =  SliycoaX  +  znnX)—' 

Es  sei  nnn  9  der  Winkel,  den  q  mit  der  x-Axe  bildet,  positiv  gerechnet,  von  rechts 
nach  links  drehend;  ferner  sei  ^  der  Winkel,  den  r  mit  der  Richtung  der  Schwere 

bildet,  und  seien  —  ---  =  p,    — ^-  =  y  die  beiden  Winkelgeschwindigkeiten  von  r 

in  der  vertikalen  Schwingungsebene    und  von  q  in    der   Horizontalebene.     Man 
hat  dann 

p  =  r  «in  -^1      2  =»  —  r  cof  ^,     «o  =*  —  **  <*<>*  "^o»  wenn  ^  «»  ^0  für  <  ss  0; 

X  ^=  r  sin  tp  cos  9 ,      y  =^  r  sintp  gin  q> 

dz  -       dy  ^ 

—  =  —  r  sinip'ßj      -^  =a  —  r  #iji  <p  ro*  -^  •  p  +  r  ro*  9  «n  ^  •  y , 

—  =  —  r  ro*  9  coÄ  V  *  P  —  r  sin  (p  sin  Tff ' '^ 

«^'y         fi^^      « fps        •  rf  («'«*  ^  •  y) 

"^    dt*  ^  dfi  "^  dt^  "^  dt 

Mit  Hülfe  dieser  Werthä  gehen  die  Gleichungen  der  lebendigen   Kraft  und  des 

Frincips  der  Flächen  über  in 

2  ff 
P*  -f"  «'**  ^  •  y*  =•  — ^  (coÄ  -^  —  cos  ipo)  +  Po*  4"  "'»'  ''^o  •  yo* 

fi  (sin*  t&  •  y) 

— i — — — -?^  Bx  («tn  il  cö*  ip  —  cos  l  sin  ^  sin  <p)  -2  Sl  siniff  ß, 

aaf  welchen  Gleichungen  die  weitere  Behandlung  des  Problems  beruht. 

Setzen   wir  zunächst  Sl  ==  Q,   d.  h.  nehmen  wir  die  Erde  als  ruhend  an,  so 

haben  wir  die  beiden  Integrale  wie  Cap.  V,  §.  8.,  S.  354  und  355.   Das  durch  das 

Princip  der  lebendigen  Kraft  gegebene  ist  von  Sl  unabhängig,  wie  sich  von  selbst 

versteht,  da  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung  keine  Arbeit  leistet. 

^ie  sind 

2  ff 
p»  +  sin*  iff-y^t^-f  (cos  ip  —  cos  ^0)  +  ßo*  +  ««*  ^0  '  Vo' 

gtn^ip'f   ^^  sin'ifjQ'Yo, 

wo  die  Grossen  6q  und  yo  die  dortigen  —  -^g',   90'; cos  tpo  +  *<*'''  ^0  *  Vo*  +  Po* 

r 

aod  flu*  ^0  •  yq   aber  A  und  C  bedeuten.     Das  zweite  Integral  liefert  sofort  auch 

29* 
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noch  S  =  \r^sin^  '^o'Yo^-  Eliminirt  man  y  ans  dem  ersten  der  beiden  Integrale, 
80  kommt,  wenn  ß^  =s  0  angenommen  wird, 

ß.  «  y  {cot  ^-  cos  y,,)  +  ^^"^  («in»  V  -  «V  »o). 

Für  den  Fall  kleiner  Werthe  von  ip  kann  man  ro*^  =  Kl  —  «n*i^,  co^^o"^  KT--  «Vt, 
in  Reihen  entwickeln  und  daton  nur  die  ersten  Qlieder  beibehalten,  wodurch  mtn 
erhält: 

dt  sin  ip 

welche  Gleichung  in  Verbindung  mit 

y  =  ^  =  ^*^'*  ^0  •  Vo 

, .    -     .  dt  siri*  tfr 

liefert  ^ 


<fq? 


«n  -v  ^  *i'»*  y^o  —  *^'»*  "V*  I^  —  *t«'  *^  —  «w*  "^ö  •  yo* 


Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  sphärisehen  Bahn  des  Pendelpunktes  für 
kleine  Excursionen.  Um  ihre  Projection  auf  die  Horizontalebene  mit  grosserer 
Genauigkeit  zu  finden,  als  die  S.  362  angewandte  Methode  sie  gibt,  nehmen  wir 
ein  bewegliches  System  zu  Hülfe,  welches  sich  um  die  vertikale  :-Axe  mit  eiccr 
noch  näher  zu  bestimmenden  Winkelgeschwindigkeit  y^  umdreht.  Ist  dann  7,  dit 
relative  Winkelgeschwindigkeit  der  Schwingungsebene  des  Pendels  gegen  dies 
System,  so  wird  y,  =s  y  —  y,.  Wählen  wir  die  Bewegung  unseres  Hnlfssvsteiu 
nun  so,  dass  yi  ^^  y  con  ip  wird  und  bezeichnen  mit  qp|  den  y,  entsprechendeB 
Drehungswinkel  des  Systems,  sodass 

dw*  sin*  tpa  •  y,}  dq> 

-7-  =«  y,  =  y  CO*  -V»  =  .  ,"    ^    cosip  =■  -^-eosfb 

dt  ri         t         y  ^„1  ^  ^         dt  ^ 

wird,  so  tritt  in  den  obigen  Ausdruck  für  dqi  noch  im  Zähler  der  Factor  cot  t 
ein  und  wird 

,  —  «in*  ^0  •  Vo  cos  fpdfp 

sin  Tp  Vsin*  ip^  —  *m*  ^  y   ~  sir^  ^  —  # tV  ^q  •  y,' 
Dieser  Ausdruck  ist  integrabel,  weil  man  ihn  auch  schreiben  kann: 

\sin  tfr  / 

9  ' 


-, /  »•  ^    \sin  fp 

rfy,  —  yo  ^  — 


Man  erhält,  wenn  man  qpj  so  bestimmt,  dass  91  ^  0  wird  für  ^  ^  0: 

(«V  tPi  +  X^  cos*  (pi)  «•««  V  —  —  «V  ♦o 

und  wenn   man  mit  o?},  y^  die  Coordinaten  der  Projection  des  Pendelpanktes  »j' 

die  Horizontalebene  bezeichnet,  welche  die  Winkelgeschwindigkeit  y^  beeilst  oAi 

für  welche 

Xi  s«  r  sin  ip  cos  91 ,        y,  «■  r  sin  fp  sintpf, 

so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Projectionscurve : 


\rsinip)  +  (         AT*  )"* 


9 
Die   Horizontalprojection    beschreibt    demnach    eine   Ellipse    von   den    Halbaxfc 

7*  sin  ipj  und  yoj/ r  sin  1p^^,  welche   in  ihrer  Ebene  um  ihren  Mittelpaakl  s>c: 
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mit  der  Winkelgeschwindigkeit  y^  =ss  y  (^i  —  cos  ip)  umdreht.  Für  kleine  ip ,  wie 
sie  Toraasgesetzt  sind,  ist  1  —  cos  ^  sehr  klein  und  daher  kann  die  Drehung  der 
Ellipse  vernachlässigt  werden,  wie  in  der  Behandlung  8.362  geschah.'*') 

Wir  wollen  jetzt  unser  Prohlein  für  den  Fall  der  beweglichen  Erde  und 
kleine  Winkel  ip  behandeln,  jedoch  ß^  ^^  0  annehmen.  Indem  wir  aus  der  Glei- 
chnng,  welche  die  Combination  des  Flächenprinclps    lieferte,   ß  mit  Hülfe   von 

-    =  —  Ä  eliminiren,  erhalten  wir: 

dt 

d  {sin*  ^  •  y)  =  —  (sin  X  eos  fp  —  cos  X  sin  7p  sin  qp)  •  2  i2  sin  ip  drp . 

In  dieser  Gleichung  ist  sin  tp  eine  noch  unbekannte  Function  von  i^  und  daher 
eine  anmittelbare  Integration  nur  möglich,  wenn  das  Qlied,  welches  diese  Grösse 
enthält,  wegfällt.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Schwingungsebene  des  Pendels 
lüT  Zeit  /  sa>  0,  welcher  ipQ  entspricht,  senkrecht  auf  dem  Meridian  stehe,  d.  h. 
dass  qp  =3  0  sei  für  i  ss  0,  so  schwankt  zwar  sin  q>  zwischen  -{-  1  und  —  1,  aber 
tin  }p  nimmt  mit  wachsendem  sin  9  ab  und  sin  <p  sin  ip  bleibt  gegen  cos  tp  sehr 
klein;  ferner  haben  sin  tp  und  dip  bald  gheiche,  bald  entgegengesetzte  Zeichen, 
es  tilgen  sich  also  in  dem  Integrale  des  fraglichen  Gliedes  viele  Klementarbestand- 
iWih  gegenseitig,  endlich  wenn  wir  dazu  noch  cos  X  <^  sin  X^  d.  h.  A  ^  j^tt 
annehmen,  so  wird  jenes  Glied  einen  sehr  kleinen  Beitrag  im  Integrale  der  rech- 
ten Seite  unserer  Gleichung  geben  und  wir  werden  approximativ  setzen  dürfen: 

d  {sin'^  1^  .  y)  s=  —  2  Ä  *i»  X  sin  tp  cos  fp  dtp . 
Nehmen  wir  an,  dass  yo  =°  0»  ^*  h-  ^^^^  das  Pendel  keinen  anfänglichen  Impuls 
erleide,  sondern  blos  der  Schwere  und  dem  Einflüsse  der  Erdrotation  folge,  so  gibt 
uns  die  Integration  dieser  Gleichung: 

y=Ä««A^^-^--~  1;. 

Diesen  Ausdruck  haben  wir  nun  in  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  einzufüh- 
ren, wodurch  wir  mit  Rücksicht  auf  ßg  «:  0  und   y^  =»  0  zu  der  Formel  für  ß 

gelangen:                 2  0  ,                            x    .     Ä*  ."*«•  ^  («n*  V^o  —  *«>»'  V^)' 
ßf  ^  -^(cosip  —  cosipo)  H —.--," —  • 

In  Bezug  auf  ein  um  die  Vertikale  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  y^  =  —  Sl  sin  X 
rotirendes  System  besitzt  die  Schwingungsebene  des  Pendels  eine  relative  Winkel- 
geschwindigkeit y, ,  sodass 

y^   as   y   —   y,  =   y   -j-    Sl  sin  X 

ist.    Mit  Hülfe  des  eben  gefundenen  Werthes  für  y  erhalten  wir  daher: 


' '  \stn  ip  / 


nnd  da  "ip^  nicht  sehr  ron  ip  verschieden  ist,  so  ist  yi  dem  Sinus  der  geographi- 
schen Breite  nahezu  proportional. 

Für  den  Pol  muss  aus  dem  bereits  früher  erwähnten  Grunde  die  Unter- 
snchang  appart  geführt  werden,  weil  nämlich  die  Centrifugalbeschleunlgung  stark 
Tariirt.    Für  denselben  gelten,  da  il  »»  -(n  ist,  die  Gleichungen: 

dfi  dl  r   ^ 

dP  dt  r    ^        " 

*)  In  «iner  der  Pariser  Academie  vorgelegten  Note  (s.  Comptea  rendus  de  l'Acadfhnie  de»  Kiencts 
T  LS  VIIL  15,  Mars  JS69)  hat  neuerdings  B^al  fOr  diese  Winkelgeecb windigkeit  die  Formel  J  V'o  V'iK  '^ 
^eben,  woxlii  Vo'  V'i  das  Hinimiun  nnd  Maximtim  des  Elongationswinkels  \p  bedeuten. 
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Sind  Xq^  yo,  1q  die  Coordinaten  des  Pendelpunktes  für  /asO,  so  gibt  dts  Princip 
der  lebendigen  Kraft,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist, 

0^  =  2g  +  Ä'  (x«  +  y«  -  a:,'  -  y,»). 

Die  Gleichungen  für  ß  und  y  werden: 

2  Q 

P*  =»  -^  {cos  ^  —  cos  7po)  —  *iV  ^  .  y«  —  a«  (*m«  ^^  —  «V  ^) 
oder  nach  der  Substitution  von  y  in  die  Gleichung  für  ß: 

§.  12.  Relative  Bewegung  zweier  Punkte,  welche  sich  gegec 
seitig  beschleunigen.  Die  beiden  Punkte  seien  A  und  B;  der  Punkt  ß  «iri 
von  einer  Beschleunigung  afficirt,  welche  nach  A  gerichtet  ist  und  eine  Funeti^D 
der  Entfernung  r  beider  Punkte  sei;  sie  heisse  <p.  Der  Punkt  A  wird  von  einer 
anderen  Beschleunigung  q>*  ergriffen,  welche  nach  B  gerichtet  iat.  Um  nun  A'.-. 
relative  Bewegung  des  Punktes  B  gegen  A  zu  untersuchen,  betrachten  wir  A  &1> 
Ursprung  eines  mit  A  in  Translation  begrififcnen  Coordinatensjstems  der  |,  19,  .. 
sodass  £,  17)  £  die  relativen  Coordinaten  von  B  bedeuten.  Da  das  System  bl< 
eine  Translation  besitzt,  so  ist  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigncj 
des  mit  B  zusammenfallenden  Systempunktes  Null,  es  ist  mithin  der  absolatvs 
Beschleunigung  9  des  Punktes  B  blos  die  Translationsbeschlennigung  des  SjstcR 
punktes,  d.  h.  die  Translationsbeschleunigung  von  A  in  entgegengesetztem  SiDi)- 
zuzufügen.     Diese  ist  die   entgegengesetzt  genommene  Beschleunigung  9'.    Nu? 

sind  die  Componenten  von  9,  weil  sie  nach  A  hin  gerichtet  ist:  —  9  -  1  —  9   ' 

—  9    -  und  die  Componenten  der  Beschleunigung  von  9',  weit  sie  nach  B  c^ 

t  Yl  t 

richtet  ist:  9'-    ,    9  — - ,    9'—  und  folglich  die  Componenten  der  ihr  eotgeJ^'a 

t  ^ 

gesetzten  Beschleunigung:    —  9'--i   —  9'--i    —  9'--.     Daher  erhält  man  ft? 

die  Gesammtcomponenten  der  relativen  Beschleunigung  des  Punktes  Bz  —  (9  ~h  7 

n  t 

—  (9  4"  9')       t    —  (<P  "f*  7')     ~  ^^^  folglich  sind  die  Gleichungen  der  relatiT.i 

Bewegung : 

rf7« (9>  +  9)v- 

diß (9  +  9)7 


wäre,  hätten  die  Form: 


di* 

-(9  + 

9') 

1 

r 

n  Bewegung  des 

Pui 

ak 

d^x 

a: 

di* 

=  —  9- 

r 

tPy 

y 

=  —  9. 

d(* 

r 

rf«r 

z 

- 

«.  _  9. 

—  • 

dfi 

r 
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Daher  haben  auch  die  Integrale  jener  dieselbe  Form,  wie  die   Integrale  dieser 
und  beruht  der  ganze  Unterschied  darin,  dass  g>  -|-  g>'  an  die  Stelle  von  9  tritt. 

Es  wurde  am  Schlüsse  von  Cap.  III.  bemerkt,  dass  die  Kepler^schen  Gesetze 

Gesetze  der  relativen  Bewegung  seien.     Newton  hat  von  ihnen    ausgehend   die 

Theorie  der  allgemeinftn  Gravitation  aufgestellt.   Hiemach  beschlennigt  die  Sonne 

des  Planeten,    aber  dieser  auch  die  Sonne,  nur  ist  die  letztere   Beschleunigung 

ausserordentlich  gering  im  Vergleich  zu  der  ersteren,   aber  beide  befolgen  das- 

# 

selbe  Gesetz ,  wonach  9  ss  -i^ ,  qp'  ss  -^  .     Daher  ist  in  den  obigen  Gleichungen 

qp  4.  tp  =s  —  (tt  ^  ^'),     Die  Coefficienteu  ft,  fk    hängen   von    der  Menge   der 

Sonnen  -  und  Planetenmaterie  ab  und  ist  ft  weit  grosser  als  ft'.  Ein  Planet  erleidet 
nicht  blos  von  der  Sonne,  sondern  auch  von  den  übrigen  Planeten  eine  Beschleu- 
niguDg;  die  Beschleunigungen,  welche  ihm  diese  ertheilen,  sind  aber  im  Vergleich 
zu  der  von  der  Sonne  herrührenden  sehr  klein  (insbesondere  noch  wegen  der 
grösseren  Entfernung)  und  ist  es  nur  eine  geringe  Äenderung,  welche  durch  sie 
hervorgebracht  wird.  Wenn  aber  ein  Planet  einen  Trabanten  besitzt,  wie  z.  B. 
die  Erde  den  Mond,  so  bewirkt  die  grössere  Nähe  des  Trabanten  Störungen, 
welche  nicht  zu  vernachlässigen  sind.  Um  die  Bewegung  des  Mondes  relativ 
gegen  die  Erde  zu  untersuchen,  hat  man  den  Bescbleanig^ngen ,  w'elche  er  von 
Seiten  der  Erde  und  Sonne  erleidet,  die  entgegengesetzten  Beschleunigungen  zu> 
zafugen,  denen  die  Erde  unterworfen  ist. 
Sind  daher  /*,  /»',  ft"  die  drei  Coefficienteu 

der  Beschleunigung,  welche  der  Sonne,  der  ^^-— — -^\" ^~ ^' 

Erde  and  dem  Monde  zukommen,  sind  fer- 
ner (f,  i{  die  Entfernungen  des  Sonnen- 
mittelpunktes von  den  Mittelpunkten  der 
Krde  und  des  Mondes,  r  die  des  Mondes  von  der  Erde,  so  ist  der  Mond  L  (Fig.  151.) 

unterworfen : 

§ 

1.  der  Beschleunigung  von  Seiten  der  Erde  7  in  der  Richtung  Z»  7  gleich  -^  , 
2.  der  Beschleunigung  durch  die  Sonne  S  in  der  Richtung  LS  gleich  ^, . 

Nun  wird  aber  die  Erde  afficirt  von  zwei  Beschleunigungen  —^    — ,  her- 

rührend  von  Sonne  und  Mond  und  gerichtet  nach  TS  und  TL,     Daher  treten  ztf 
den  vorigen  Beschleunigungen  des  Mondes  noch  hinzu: 

1.    eine   Beschleunigung   -^ ,  gerichtet  nach  Zr5',  parallel  ST^   2.  eine  Be- 

svhlennignng  ^,  gerichtet  nach  LT, 

Die  Resultante  dieser  genannten  vier  Beschleunigungen  ist  die  relative  Be- 
schleunigung des  Mondes  in  Bezug  auf  die  Erde.  Da  die  Entfernung  r  des  Mondes 
von  der  Erde  gegenüber  seiner  und  der  Erde  Entfernung  von  der  Sonne  sehr  klein 

Ut  (r  =a  — ) ,   so  werden  die   beiden  Beschleunigungen    'Jj  und   ~  einen  sehr 

stampfen  Winkel  bilden  und  da  sie  nahezu  gleich  gross  sind,  so  wird  ihre  Resultante 
^ebr  klein  sein,  so  dass  die  Bewegung  des  Mondes  der  Hauptsache  nach  so  erfol- 

sren  wird,  als  ob  er  nach  der  Erde  zu  die  Beschleunigung  ^  ""^^    besässe.   Diese 

Bewegung  wird  also  den  beiden  ersten  Kepler*schen  Gesetzen  folgen.    Jene  Resul* 
u&te  der  beiden  anderen  Beschleunigungen  wird  daher  nur  als  „Störungsbeschlea- 
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nigung"  auftreten,  welche  die  elliptische  Bewegung  des  Mondes  etwms  modificift 
Aehnliche  Störungsbeschleunigungen  treten  von  Seiten  der  übrigen  Planeten  hinzu. 

Da  die  Hauptbeschleunigung  des  Mondes      ']\        und  der  Coefficient  ^"  de» 

r* 

Mondes  ungefähr  —  ft   ist,  so  kann  man  approximativ  ^  als  Beschleunigang  dei 

88  r* 

Mondes  annehmen.  Diese  Beschleunigung  ist  aber  nichts  anderes,  als  die  Be- 
schleunigung, welche  die  irdische  Schwere  einem  Punkte  in  der  Entfemnog  r 
ertheilen  würde.  Ist  also  die  Newtou'sche  Theorie  richtig,  so  moss  man  am  der 
Bewegung  des  Mondes  die  Beschleunigung  g  der  Schwere  an  der  Oberfliche  drr 
Erde  näherungsweise  bestimmen  können.  Diese  Prüfung  seiner  Theorie  hat  Ncwtoo 
selbst  durchgeführt;  anfangs  gelangte  er  zu  sehr  abweichenden  Besnltaten,  bu  er 
seinen  Rechnungen  bessere  Maasse  zu  Grunde  legte,  als  die  alten  Picart^sclim 
waren,  worauf  er  sodann  seine  Theorie  sehr  wohl  bestätigt  fand.  Der  Mond  voll 
endet  seinen  Umlauf  um  die  Erde  in  27,321661  Tagen  oder  2  360  592  Secundfc. 
Nimmt  man  seine  Bahn  als  nahezu  kreisförmig  und  ihren  Radius  alt  das 
60fache  des  Erdradius  an,  so  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Mondes  loir»,: 
Meter  in  der  Secunde  beträgt.  Das  Quadrat  dieser  Geschwindigkeit,  dividirt  dan-'.. 
den  Radius  der  Bahn,  gibt  die  Beschleunigung  des  Mondes  nach  dem  MittelpQfiV; 
der  Erde-  zu  im  Werthe  von  0,0027061  Meter.  Um  hieraus  die  Beschlenoi^r^* 
an  der  Oberfläche  der  Erde  abzuleiten,  deren  Entfernung  vom  Mittelpunkt  der 
selben  den  60.  Theil  der  Mondsentfernung  von  demselben  beträgt,  hat  man  dir-« 
Zahl  mit  60'  zu  multipliciren.  Dies  liefert  9,7421  Meter,  welches  in  der  Tb%i 
ein  sehr  annähernder  Werth  für  g  es  9,8088  ist,  um  so  mehr,  wenn  man  bedenkt, 
dass  man  die  störenden  Einflüsse  und  die  Ellipticität  der  Mondsbahn  ausser  AcV* 
gelassen  hat.  —  Die  irdische  Schwere  ist  ein  specieller  Fall  der  allgemein  *c 
Gravitation,  nach  welcher  alle  materiellen  Punkte  einander  dem  Newton Vhn 
Gesetze  entsprechend  sich  gegenseitig  beschleunigen. 

In  den  vorstehenden  Betrachtungen  sind  die  Himmelskörper  wie  Pankte  be 
handelt  worden.  Die  Berechtigung  liegt  hierzu  zum  Theil  in  ihrer  gegensetiif«  * 
grossen  Entfernung,  zum  Theil  in  ihrer  kugelähnlichen  Gestalt.  In  der  Thr\r- 
der  Ättractionskräfto  der  Massen,  welche  die  Ursachen  der  hier  auftretenden  H<- 
schleunigungen  sind,  wird  gezeigt  werden,  dass  solche  kugolähnliehe  Massen  ai.< 
einander -einwirken,  als  ob  sie  im  Punkte  concentrirt  wären. 

§.  13.    Einige  Uebungsbeispiele. 

Nr.  1.     Ein  Punkt  wird  nach  einem  beweglichen  Ccntnim  hin  proporti«*t» 
seiner  Entfernung  von  ihm  beschleunigt;  das  Centrum  beschreibt  eine  Qeradr  k:' 
constanter  Geschwindigkeit;  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  deaPonkt'* 
fällt  mit  der  Geraden,  welche  das  Centrum  beschreibt,  in  eine  Ebene.     Man  t.  . 
die  relative  und  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  bestimmen. 

Die  Gerade,  welche  das  Centrum  durchläuft,  sei  die  x-Axe  eines  rechtwici 
ligon  Systems  der  acy;    et,  ß  die   Componenten   der  Anfangsgeschwindigkeit  c'  • 
Centrums,  a,  b  die  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes,  m,  n  die  Coordta«t<- 
seiner  Anfangslage,  f*  die  Stärke  der  Beschleunigung  in  der  Einheit  d«r  Kati?- 
nung  vom  Centrum. 

Nr.  2.     Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  einer  schiefen  Ebene.     Di«««  Bhet 
besitzt  eine  gleichförmige  Translationsbewegung  von  geradliniger  BeschaffenL*  .*> 
so  zwar,  dass  die  Linie  des  steilsten  Abfalles  immer  iu   derselben  Vertikal«>brt 
bleibt.    Man  soll  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  bestimmen.  —  Dtesetb«  ic* 
gäbe  für  den  Fall,  dass  die  Translation  der  Ebene  gleiohfbmig  beschlennift  i< 
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Nr.  3.  Ein  Punkt,  der  Schwere  unterworfen,  bewegt  sich  auf  einer  geneigten 
Geraden  (befindet  sich  z.  B.  in  einer  engen  Rohre);  die  Gerade  beschreibt  um 
die  Vertikale  eine  Kegelfläche  mit  kreisförmigem  Schnitt  senkrecht  zur  Vertikalen 
mit  con8tanter  Winkelgeschwindigkeit,  welches  ist  die  Projection  der  absoluten 
Bewegung  des  Punktes  auf  die  Horisontalebene? 

Nr.- 4.  Ein  schwerer  Punkt  wird  längs  einer  Ebene  geworfen,  welche  sich 
um  eine  horizontale  Axe  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  umdreht.  Welches 
iit  die  Bewegung  des  Punktes,  wo  und  wann  verlässt  er  die  Ebene? 

Nr.  5.  Ein  schwerer  Punkt  bewegt  sich  in  einer  Vertikalebene,  welche  sich 
Qiii  eine  vertikale  Axe  gleichförmig  umdreht.  Welches  ist  die  Bewegung  des 
Punktes? 

Nr.  6.  Eine  horizontale  Platte  sinkt  mit  der  Beschleunigung  cc  vertikal  ab- 
wärts, ein  schwerer  Punkt  liegt  auf  ihr;  welches  ist  die  relative  Bruckbeschleu- 
nignng  des  Punktes  gegen  die  Platte? 

Nr.  7,  Eine  Hob  Ischaale  (Rotationsfläche)  .dreht  sich  m'it  constanter  Winkel- 
;;eschwindigkeit  um  ihre  vertikal  stehende  Rotntionsaxe;  in  ihr  liegt  ein  schwerer 
Punkt;  in  welchen  Lagen  kann  der  Punkt  sich  in  relativer  Ruhe  gegen  die  Schaale 

befinden? 

Nr.  8.  Ein  sphärisches  Pendel  beschreibt  einen  ^Kreis;  man  soll  seine  Be- 
«re^ing  bestimmen,  indem  man  dasselbe  als  in  relativer  Ruhe  befindlich  ansieht 
in  Bezog  auf  ein  gleichförmig  um  die  Vertikale  rotirendes  System. 

§.  14.  Wir  wollen  in  diesem  Capitel  in  Kürze  noch  die  Hanpt- 
betrachtnngen  über  die  relative  Beschleunigung  eines  unveränderlichen 
Systems  in  einem  anderen  durchführen. 

Es  seieil  ^,  ^'  zwei  unveränderliche  Systeme,  welche  sich  inein- 
ander bewegen.  Die  Elementarbewegnng  eines  jeden  ist  eine  Scbraaben- 
bewegung  von  bestimmter  Translation  und  Botation  um  eine  bestimmte 
Axe.  Die  Elementarbewegung  von  £^'  zur  Zeit  t  lässt  sich  nun  in  zwei 
Componenten  auflösen,  nämlich  in  die  relative  Elementarbewegung  von 
^'  im  System  ü^  und  die  Elementarbewegung  des  mit  2^'  zusammen- 
fallenden, dem  System  IT  angehörigen  Systems  a'\  welche  letztere  Be- 
vegnng  unmittelbar  durch  die  Bewegung  von  £^  gegeben  ist.  Jede  dieser 
Bewegungen  zerfällt  in  eine  Botation  und  Translation.  Nun  seien  Sl\  7^; 
il'\  T'  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Translationsgeschwindigkeiten 
der  absoluten  Bewegungen  von  2!j  2^'  zur  Zeit  iy  ebenso  Slr\  Tr  die 
entsprechenden  Grössen  der  relativen  Bewegung  von  2!'  in  2^  zu  der- 
selben Zeit  und  mögen  dieselben  auf  den  betreffenden  Schraubenaxcn 
iI.H  Längen  aufgetragen  werden.  Die  analoge  Bedeutung  für  die  Zeit 
f  +  dt  mögen  Ä/,  T/;  SL^\  T,";  Äj/',  Tj/'  haben.  Dann  wird  jede 
iieser  drei  Bewegungen  zur  Zeit  i  eine  bestimmte  Beschleunigung  be- 
sitzen, welche  ihrerseits  durch  Translations  -  und  Winkelbeschleunigung 
iargestellt  werden  kann  und  es  fragt  sich,  in  welchem  Zusammenhange 
iiese  verschiedenen  Beschleunigungen  untereinander  stehen.  Dabei  kön* 
len  wir  die  Translationsbeschleunigungscomponenten  hier  übergehen, 
lenn  die  Translationsbeschleunigung  wird  als  die  Beschleunigung  irgend 
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dnes  Punktes  nach  den  Capp.  VI,  VIT,  VIII  zu  bestimmen  sein  und 
brauchen  wir  blos  von  der  Abhängigkeit  der  Winkelbeschlennignngen  tu 
reden.  Nun  sei  0  (Fig.  152.)  irgend  ein  Punkt  der  absoluten  Momentan- 
axe  von  2^  und  auf  ihr  OSl'  s=  A'  nach  Grösse  und  Sinn  aufgetragen. 
Durch  0  legen  wir  0 Sir'  =  Sir'  parallel  der  relativen  Momentanaxe 
von  2^\   dann   liefert  das   Parallelogramm    beider  Linien    durch   sein« 

Diagonale  OSl"  die  Grösse,  Axenrichtung  und  den 
Sinn  der  absoluten  Winkelgeschwindigkeit  St 
von  ^'.  Ziehen  wir  ferner  durch  0  eine  Linie 
OSl^' =  Sl^  und  eine  andere  0Ä,/'=  ä,/',  s" 
liefert  ein  weiteres  Parallelogramm  durch  die  Dia- 
gonale Oil/'  die  absolute  Winkelgeschwindigkeit 
von  IT'  zur  Zeit  t  -\-  dU  Die  unendlich  klein» 
Linie  Sl"Sl^''  ist  die  Elementarwinkelbeschleunigoog 


Figr.  152. 


der  absoluten  Bewegung  von  ^',  also 


di 


dessrn 


Winkelbeschleunigung  selbst.   Eine  parallele  Ueber- 
tragung  genügt,   um   zu  zeigen,   dass    Sl"Sl{'   die  Resultante  von  den 
beiden  Elementarbeschleunigungen  Slr'Sl^r'  nnd  Sl'Sl^  ist     Von  dieser, 
beiden  ist  die   letztere   die  Elementarwinkelbeschlennigung  von  £^  oder 
also  auch  von  a",    die  erstere  aber  hängt  mit  der  relativen  Elementar- 
winkelbeschlennigung von  Z'*  in   Z'  folgendermassen   zusammen,     ^'^i'' 
würde  die  relative  Elementarbeschleunigung  selbst  sein,  wenn  die  relativ' 
Momentanaxe   nicht   durch  die  Rotation  um   die  absolute  Momentanai^ 
OSl*  von  iT  eine  unendlich  kleine  Drehung  erlitte,  in  Folge  deren  Slr^Sl  . 
die  Resultante  der  relativen  Elementarbeschleunigung  von  2"  im  8ystr: 
£'  und  einer  weiteren    unendlich  kleinen  Elementarbeschleanigung   '.* 
wird,  welche  durch  die  Rotation  um  OSl'  hervorgerufen  wird.     Yenn«»^" 
dieser  beschreibt  nämlich  der  Endpunkt  der  relativen  WinkelbeKhleani 
gung  um  die  Momentanaxe  OSl'  einen  kleinen  Kreisbogen,  dessen  Radis« 
die  Projection  ü/'  von  Sl/'  auf  eine  zu  dieser  Momentanaxe  senkrecht' 
Ebene  ist.     Seine  Länge   ist  daher    U/'Slrdt  und   tritt  als  Componenv 
der  Elementarbeschleunigung  Sl/'Sl^r"  ^vlL    Dividirt  man  die  erbah^o's 
unendlich  kleinen  Componenten  mit  dem  Zeitelemente,  wodurch  man  dit 
entsprechenden  endlichen  Beschleunigungscomponenten  erhält,  so  erci^' 
sich  der  Satz: 

Die  Winkelbeschleunigung  Sl"  der  absoluten  Bewegar.j 
eines   Systems    £"'  ist    die   Resultante    aus   drei  Winkelbf 
Bchleunignngen:  1.  der  relativen  Winkelbeschlennigiing  .*•! 
des  Systems  I^'  in   einem  anderen  System  ^,  2.  der  absol? 
ten   Winkelbeschleunigung  Sl'  dieses  Systems  £  oder,   wt- 
dasselbe   ist,   der  Winkelbeschleunigung  des  mit  JT*'  sa>aa 
men  fallen  den  Bestandtheils  (^'derselben  und  3.  einer  Wink  f> 
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beschlennigung,  welche  erhalten  wird,  indem  man  die  Pro- 
jection  27/'  der  relativen  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems 
^"anf  eine  zar  Momentanaxe  von  Z*' senkrechten  Ehene  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl'  dieses  Systems  multiplicirt. 
Die  Axe  dieser  Winkelbeschleunignng  ist  senkrecht  znr 
Ebene,  welche  dnrch  die  Momentanaxe  und  die  Axe  der  rela- 
tiven Winkelbeschleunigung  gelegt  werden  kann  und  ihr 
Sinn  harmonirt  mit  dem  Drehungssinne  der  letzteren. 

Aas  der  Natur  des  Parallelogramms  OSl,''Sl''Sl*  erkennt  man,  dass 
der  Endpunkt  Sl'*  der  absoluten  Winkelbeschleunigung  Sl''  einen  Kreis- 
bogen von  derselben  Grösse  wie  Sly'  beschreibt,  sodass  die  Projectionen 
U"  von  ^"  und  Ür"  von  Sir''  gleich  sind  und  im  Ausdruck  des  Satzes 
also  auch  für  einander  gebraucht  werden  können. 

Die  dritte  Componente  entspricht  der  zusammengesetzten  Centri- 
petalbeschleunigung  eines  Punktes;  nur  hat  jene  den  Factor  2,  weil  sie 
aus  einer  doppelten  Quelle  entsprang,  der  Kotation  um  die  Momentan- 
axe und  dem  Fortschreiten  des  Punktes  im  System,  von  welchem  die 
letztere  hier  nicht  mitwirkt,  weil  für  die  Winkelgeschwindigkeiten  nur 
Hotationen  von  Einfluss  sind.  Die  dritte  Componente  verschwindet,  so- 
bald £  blos  Translationsgeschwindigkeil^  besitzt  oder  i2/'  der  Momentan- 
axe OSl'  parallel  ist,  oder  £"  sich  blos  in  relativer  Translation  oder  in 
relativer  Ruhe  befindet. 

Fügt  man  Z''  die  entgegengesetzte  Bewegung  von  £'  noch  zu  seiner 
absoluten  Bewegung  hinzu,  so  erhält  man  aus  vorstehendem  Satze  sofort 
einen  entsprechenden  für  die  relative  Bewegung  von  2^"  in  Z\  nämlich : 

DieWinkelbeschleunigung  der  relativen  Bewegung  eines 
Systems  £"  in  einem  anderen  Systeme  £'  besteht  1.  aus  der 
absoluten  Winkelbeschleunigung  von  £'\  2.  aus  der  in  ent- 
^'egengesetztem  Sinne  genommenen  Winkelbeschleunigung 
des  Systems  £'*  und  3.  aus  einer  Winkelbeschleunigung  gleich 
dem  Produkte  aus  der  Projection  der  relativen  oder  absolu- 
ten Winkelgeschwindigkeit  von  £'  auf  eine  zur  Momentan- 
axe von  Z'  aenkrechte  Ebene  in  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  diese  Momentanaxe;  die  Axe  derselben  ist  senkrecht  zur 
Ebene  der  Momentanaxe  und  der  Axe  der  relativen  Winkel- 
beschleunigung und  nach  derjenigen  Seite  dieser  Ebene 
gerichtet,  nach  welcher  die  Botation  um  die  Momentanaxe 
nicht  hinzeigt. 

Wird  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  Sl/'  in  mehrere  Compo- 
nenten  zerlegt,  oder  geschieht  dies  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  des 
•Systems  iT,  oder  aach  mit  beiden  Grössen  zugleich,  so  ist  die  dritte 
l'omponente  der  Winkelbeschleunigung  stets  äquivalent  den  dritten  Com- 
ponenten,  welche  aus  den  einzelnen  Winkelbeschleunigungen  und  Winkel- 
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gescbwindigkeiten  entspringen,  zosammengenommen.  Denn  wird  snnicbst 
Sir'  in  zwei  Componenteu  o>r^^^  fi>/^^  vermöge  des  Parallelogramms  der 
Winkelgeschwindigkeiten  zerlegt  nnd  projicirt  man  dies  Parallelogramm 
auf  eine  zur  Momentanaxe  von  S*  senkrechte  Ebene,  so  bilden  die  Pro- 
jectionen  Ur^^\  Ur^^^  von  tOr^^\  o^^*)  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen 
Diagonale  Ur'  die  Projection  von  Sly'  ist.  Errichtet  man  in  dieser  Ebene 
auf  die  Seiten  und  Diagonalen  dieses  Parallelogramms  Perpendikel,  so 
geben  sie  die  Riebtungen  der  drei  fraglichen  dritten  Componenten  der 
relativen  Winkelbeschleunigung  an  und  da  diese  Ur^^^  'Sl\  Ur^^  «Ä',  F^-Ä'. 
also  Ur^^^  Ur^^^^  ür'  proportioual  sind,  so  bilden  sie  wieder  ein  Paralle- 
logramm, dessen  Diagonale  Ur'Sl'  ist.  Daher  ist  ür'Sl'  die  Resultante 
von  Ur^^^Sl'  und  Ur^^^Sl!.  In  bekannter  Weise  dehnt  man  diese  Betrach- 
tung auf  mehr  als  zwei  Componenten  aus. 

Wird  ferner  Sl'  in  zwei  Componenten  o)<^),  q)^*>  mit  Hülfe  eine» 
Parallelogramms  aufgelöst,  so  lege  man  durch  Sl\  (a^^\  co^')  und  Sir'  dr^^i 
Ebenen.  Dieselben  projiciren  jenes  Parallelogramm  auf  die  zu  Sir'  senk- 
rechte Ebene  wiederum  als  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale  and 
Seiten  U\  u^^\  u^'^^  resp.  die  Projectionen  von  Sl\  (äS^\  taS^^  sind.  Fallen 
wir  nun  vom  Endpunkte  von  Sir'  die  Perpendikel  CT/',  ü^'\  V^  am 
Sl\  o)(i>,  a)(2),  so  sind  Vr"Sl',  ü^(o^^U  l^/'oW  die  drei  dritten  Beschleo- 
nigungscomponenten,  welche  Sl\  g)^^\  co^^^  entsprechen.  Denkt  man  sicL 
nun  in  jenen  drei  projicirenden  Ebenen  über  Sir'  und  Sl\  Sir''  nnd  » * . 
Sir"  und  G)^^)  Parallelogramme,  so  werden  deren '  Inhalte  sowohl  durch 
ür"Sl\  i7i"a)(i>,  ^2'«(«)  als  auch  durch  Sl'ü',  Slu^^\  ä'mW  ausgedrückt. 
Letztere  drei  Grössen  sind  daher  gleich  jenen  drei  dritten  Beschleani- 
gungscomponenten.  Sie  sind  aber  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  dvti 
Parallelogramme  an  0  anzutragen  und  da  diese  drei  Ebenen  sich  in  ^ 
schneiden,  so  fallen  sie  alle  in  die  zu  Sir"  senkrechte  Ebene  and  sici 
also  senkrecht  zu  Ü'^  u^^\  u^^K  Da  sie  nun  untereinander  dieselben 
Winkel  bilden,  wie  diese  Linien,  und  ihnen  proportional  sind,  so  bÜdea 
sie  ein  Parallelogramm,  in  welchem 

Sl'(r=  Bes.  (Ä'ttCi),  Ä'fiW),  d.  h.  ür'Sl'^  Res.  (17/«^,    U^^u''\ 

Die  beiden  vorgetragenen  Fälle  unseres  Satzes  gestatten  offenbir 
eine  unmittelbare  Combination  zu  dem  allgemeinen  Falle,  dass  sowi*b. 
Sl'  als  Sir"  zerlegt  werde. 

§.  15.  Wir  wollen  jetzt  den  analytischen  Ausdruck  für  die  Vr^ 
jectionen  der  absoluten  Winkelbeschleunigung  von  £"  auf  drei  recbt- 
winklige,  mit  dem  System  £'  verbundene  Coordinatenaxe  der  x',  f\  z 
suchen  und  projiciren  zu  dem  Endo  den  Linienzng  der  WinkelbescUfS' 
nigung  des  Systems  ^',  der  relativen  Winkelbeschleunignng  und  dtt 
der  dritten  Beschleunigungscomponente  auf  diese  Axcn,  wodurch  «" 
die  gesuchten  Projectionen  erhalten.     Nun  sind 
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dStjc'       dSly'^'      dStx' 


dt    '       dt    '       dt 
die  Projectionen  der  absolnten  Winkelbeschleunignng  von  2"^ 


dStrx'  dStry'  dStrz' 


dt  '  dt  '  dt 
die  der  relativen  Winkelbeschleanigung  von  2f'  in  Z\  es  seien  ferner 
ff^',  flTy',  or,'  die  Projectionen  der  Winkelbeschleunignng  von  H'  parallel 
den  Coordinatenaxen ;  endlich  ergeben  sich  die  Projectionen  der  dritten 
Beschleanignngscomponente  TJr'Sl'  leicht  mit  Hülfe  des  vorigen  Satzes, 
indem  man  sowohl  Sl'  in  St^F,,  Sly',  Slx',  als  auch  Z7/'  in  drei  Componen- 
ten  auflöst.  Indem  man  die  jeder  Axe  entsprechenden  Bestandtheile 
sammelt,   erhält  man  für  letztere  Projectionen  bezüglich   der  Axen  der 


Aus  allen  einzelnen  Bestandtheilen  erhält  man  demnach  jetzt: 

— jp    =     -^^    +    «*•    +    {Slry'Sl.'  —    Slrt'  Sly') 

^  =  ^'  +  «,,  +  {si„rsij  -  sirJ'si,-') 

,  ==  ,.         +    a*'    +    \^rx'   Wy-   Ury'   W^p'). 

Sind  SlJ^    Sty'\    Slz'\   cca/j   a^',   a^-   nicht   unmittelbar  bekannt,    dagegen 

Äx,   Äy,    Ä, ,    of^p  =   -^,    ay  =  -^,    a^  =  -^    m    Bezug    auf 

ein  festes  Coordinatensjstem,  so  erhält  man  erstere  Grössen  aus  letz- 
teren durch  Projection  und  zwar  am  einfachsten  mit  Hülfe  der  drei 
Enler^schen  Winkel,  welche  die  Lage  des  Coordinatensjstems  der  x\  y\  z 
gegen  das  feste  System  der  x^  y^  z  bestimmen. 


X.  Capitel. 

Besohleunigung  aweiter  und  höherer  Ordnung. 

§.  1.  Die  Elementarbeschleunigung  eines  Punktes  ist  das  geome- 
trische Differential  und  die  Beschleunigung  selbst  die  geometrische  Deri- 
▼irte  der  Geschwindigkeit  (S.  184).  In  derselben  Weise  heisst  die 
geometrische  Derivirte  der  Beschleunigung  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung,  die  geometrische  Derivirte  dieser  die  Beschleunigung  dritter 
Ordnung  u.  8.  f.,  das  geometrische  Differential  der  Beschleunigung 
die  Elementarbeschleunigung  zweiter  Ordnung,  das  geometrische  Diffe« 
rential   der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung    die  Elementarbeschleuni- 
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gung  dritter  Ordnung  u.  s.  f.    Trägt  man  die  Geschwindigkeit  als  Lange 
auf  der  Tangente  auf,  so  erscheint  die  Beschleunigung  als  die  Geschwin- 
digkeit des  Endpunktes  derselben  und  wird  diese  selbst  an  jenem  End- 
punkte nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  angetragen,  so  ist  die  Beschien- 
nigung  zweiter  Ordnung  die  Geschwindigkeit  ihres  Endpunktes  n.  s.  f. 
Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  des  Baumes  nach  dem  bewegliehen 
Punkte  den  Radiusvector,  so  erscheint  die  Geschwindigkeit  als  die  geu 
metrische   Derivirte   dieses.     Fängt  man    mit  diesem   an   und   constmiit 
die    Geschwindigkeit    und    die    Beschleunigungen    aller  Ordnungen,  s<> 
erhält  man  ein  Polygon,  dessen  Natur  die  Bewegung  des  Punktes  voll- 
kommen  charakterisirt.      Dasselbe    ist  mit  der  Bewegung  des  Punkten 
veränderlich.     Der  Ausdruck  „  Geschwindigkeit  erster,   zweiter,  dritter 
Ordnung"  u.  s.  w.  oder  selbst  der  Ausdruck  „Radiusvector  erster,  zwei- 
ter,  dritter  Ordnung"  u.  s.  w.   würde  ausreichen  und  das  Wort  „Be- 
schleunigung" könnte  entbehrt  werden.    Der  Grund  seiner  Existens  ia 
dass  man   die  Bedeutung   der  ganzen  Kette  von  Beschleunigungen  n&l 
insbesondere  den  Umstand»  dass  jedes  folgende  Glied  derselben  für  di> 
vorhergehende  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  dieses   für  das  sweitvorfaer 
gehende,  erst  in  neuerer  Zeit  erkannt  hat.    Indem  man  von  irgend  einu: 
Punkte   mit   den   Beschleunigungen  n^^^  Ordnung,  welche   den  verscblt 
denen    Zeiten    entspricht,    Strecken    parallel,    von   gleicher  Länge  nnc 
gleichem  Sinne  zieht,   erhält  man   durch  deren  Endpunkte   eine  Car▼^ 
den  Hodographen   (n  +  ^)  s^^r  Ordnung,    ähnlich   wie  wir   S.  186  deL 
Hodographen  erster  Ordnung  erhielten. 

Die  Kette  der  Beschleunigungen  steht  in  innigem  Zusanunenha&ft 
mit  der  Evolut'enkette  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes  und  las^fc 
sich  eigenthümliche  Eigenschaften  der  Periodicität,  des  Abbrechens  etc 
von  der  einen  auf  die  andere  überführen.  Andererseits  hängen  beide  oh 
der  Theorie  der  Berührung  höherer  Ordnung  der  Curven  zusamui^s- 
Es  ist  daher  die  Theorie  der  Beschleunigungen  höherer  Ordnung  el:) 
Gebiet,  auf  welchem  Geometrie  und  Mechanik  aufs  Innigste  verschmelx^i.. 
Es  kann  natürlich  nicht  im  Plane  dieses  Buches  liegen,  diesen  fiir  tir* 
Fortschritt  beider  Disciplinen  gewiss  sehr  fruchtbaren  Specnlationen  Ki**r 
weiteren  Raum  zu  geben. 

Aus  dem  Inhalte  der  SS.  298 — 304  ist  ersichtlich,  dass  die  MetkoJ' 
des  Imaginären  sich  auf  dem  hier  zu  besprechenden  Gebiete  ala  äns^^n^t 
fruchtbar  erweisen  muss.  Da  eine  Strecke  in  der  Ebene  doreh  die  Yonz 
X  -j*  yi  dargestellt  wird,  so  folgt,  dass  wenn  der  reelle  Bestandtbeil  oni 
der  CoefQcient  des  imaginären  Bestandtheils  der  Beschleunigung  ir^mi 
einer  Ordnung  für  jeden  Werth  von  t  Null  sind,  also  die  Beschl««iigiiTf 
dieser  Ordnung  selbst  verschwindet,  die  Ooordinatcn  des  beweglichen  Punk* 
tes  algebraische  Functionen  der  Zeit  seiii  mtlssen  und  umgekehrt,  wen' 
dies  der  Fall  ist,  so  muss  die  Kette  der  Beschleunigungen  abbrechen. 
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§.  2.  Wir  wenden  uns  jetzt  znnfichst  zar  Bestimmung  dei  Beschien- 
nignng  zweiter  Ordnung  eines  Punktes.  Es  seien  (Fig.  153.)  Af,  lUt^ 
M'\  M'"  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes, 
entfiprechend  den  Zeiten  /,  <  +  di^  etc.,  MT^  M'T\  M'T"  die  Tangenten 
in  My  f/t^  M!\  also  MMM\  M'M"M'"  die  Schmiegungsebenen  in  M  und  M\ 
Die  Beschleunigung  erster  Ordnung 
tp  =  MO  zur  Zeit  t  fällt  in  die  er- 
stere  dieser  Schmiegungsebenen,  die 
Beschleunigung  €p  ^  dfp  =  M'O'  zur 
Zeit  t  -\'  dt  in  die  letztere;  jene  bil- 
det mit  der  Tangente  MT  des  Pank- 
tes  M  einen  Winkel  er,  diese  mit  der 
Tangente  des  Punktes  ilf  den  Win- 
kel a  -|-  da,  Zieben  wir  nun  durch 
^  eine  Linie  BfO  parallel,  gleich  und  gleichen  Sinnes  mit  9,  so  stellt 
die  nnendlich  kleine  Strecke  O^  die  Elementarbeschleunigung  zweiter 
Ordnung  nach   Grösse,   Richtung   und    Sinn    dar   und   ist   der   Quotient 

-  -  die  Beschleunigung  q>^^^  zweiter   Ordnung  selbst,    die  wir  in   der 

Richtung  O^  9kn  O  oder  auch  an  M  antragen  können.  Wir  zerlegen 
nun  zunächst  q>^^  in  zwei  Componenten,  eine  längs  9,  die  andere  senk- 
recht zu  9;    dieselben  sind,    wenn   dk   den   unendlich  kleinen   Winkel 

1>'}fO  bezeichnet ,    — -  und   cp  — ,   nämlich  —7-  und   — -— .     Die  erstere 

'dt  ^  dt^  dt  dt 

dieser  Componenten  zerlegen  wir  weiter  in   zwei   andere,   parallel  der 

dw 
Tangente  und   der  Hauptnormalen  des  Punktes  iRf,  nämlich  in  —  cos  a 

t  dw  dk 

nnd    ,-  sin  a.     Die   zweite  Componente  <p  --  aber  spalten  wir  in  zwei 

andere,  von  denen  die  eine  in  die  Schmiegungsebene  des  Punktes  M 
^llt,  während  die  andere  zu  dieser  Ebene  senkrecht  ist.  Beschreiben 
vir  nämlich  um  Hf  mit  ütO  ss  9  als  Radius  eine  Kugel,  so  bestimmen 
die  Ebene  O'JtfOy  in  welcher  tp  und  tp  -\-  dq>  liegen,  die  Schmiegungs- 
ebene TM'O  des  Punktes  M  und  die  Schmiegungsebene  TMO'  von  Äf' 
Hn  iphärisches  Dreieck  ^O'r',  dessen  Seiten  ^ö'=  ydA,  ^Pr'ss^?.  (a — de), 
wo  dl  den  Contingenzwinkel  TMT  bedeutet  und  Q'T=  9?  (a  +  ^")  s^^^- 
Fällen  wir  in   demselben  die  Höhe  Q'H^   so  zerfällt  q>dX  in  die  beiden 

Componenten  OH  und  Q'H  und   also  €p  — -   in  —  -    und  --— ,   oder  weil 

dt  dt  dt 

Ht  =z  Q'f^  also  <S>H  =  9)  •  (a  —  de  —  «  —  efa)  =  —  9  (da  +  de) 
and  Ö'jy  «=  9  sin  u  •  da  ist,  wenn  dc  den  unendlich  kleinen  Winkel  der 
beiden  Schmiegungsebenen  in  M  und  ilf' *1bedeutet ,  in  die  Componenten 

*-  9(    -  +  ;r)   '^'^^  q>  sin  tt  '  —,    erstere    in   der   Scbmiegungsebene 
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von  Mj  letztere  senkrecht  zu  ihr.  Die  erstere  dieser  beiden  Compo- 
nenten  ist  senkrecht  zn  q>  nnd  bildet,  da  tp  gegen  MT  unter  dem  Win* 
kel  a  geneigt  ist,  mit  der  Tangente  nnd  der  Hanptnonnalen  in  M  die 
Winkel  ^it  —  o  nnd  it  —  a    nnd   zerHÜlt  daher    in    die   tangentifl!' 

Componente   —  q>  (—  +  — j  sin  a    nnd    die   Componente    längs   de: 

Hanptnormalen  9^  ( -;^  -\-  -\-)  cos  a.    Demnach  hatten  wir  nach  pssseo- 

der  Rednction  an  Componenten  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnnni^ 
längs  der  Tangente 

dq>  da  di    ,  d  (q>  cosa)  di   .  dwt  ^ 

-r  cos  a  —  w  —  sina  —  op-— «iia  =  — ^^ — ; ^  —  w  --sma  =  ~ ff,  - 

di  ^  dt  ^  dl  dt  ^  dt  di       ^  d: 

nnd  längs  der  Hanptnormalen 

dq>    .         ,  da    ,  de  '    d(q)Sina)    ,  de       dm^^  .       di 

-s,na  +  g,cosa-  +  g,cosa-=        ^^        +  y cox« -  =  — 4-»,^^. 

sowie  endlich  zur  Schmiegnngsebene  senkrecht,  also  parallel  der  Bimr- 

malen  oder  der  Krümmungsaxe  *}  q>  sin  et  —  =  9>ii  t~  •     ^ii*  wollen  die 

drei  Componenten  von  (p^^^  parallel  der  Tangente,  Hanptnormalen  ua: 
Binormalen  mit  gp/^^  9>m^^\  ^b^^^  bezeichnen,  sodass  wir  also  setzen: 

worin  ^/,  9»  die  Bedeutung  der  Tangential-  und  Normalbeachlennigtiag 
erster  Ordnung  haben,  wie  früher.    Nun  sind  der  Krümmungshalbmesser  i 

nnd  der  Schmiegnngshalbmesser  r  einer  Curve  P  "^^  3-9   '*  ^=  :^«  ^^** 

ds 
erhält  man  mit  Rücksicht  auf  -—«»«: 

di 

de  V        dö         V 

'di   ~  '^^     Yi  ~  ~r 

und  kann  die  vorstehenden  Formeln  auch  folgendermassen  schreiben: 


^t 


(2)    «= 


dt          ^'^  g          di^          Q^ 

.     v^                               ./«^\ 

d'                                .   dl     -] 

dtpn    ,          V                g           V  dv         1      \g  /        ^  v  dr 

r    <* 

dt      ^    ^'  g             dt       ^     g   dt          v       dl                g  di 

9  ••^ 

V           tfl 

m^  —   = 

r           gr 

Der  Inhalt  dieser  Formeln,  welche  zuerst  von  R^sal  (Trat!'  •' 
cindmatique  pure^  Chap.  FJ,  p.  17 J)  in  etwas  anderer  Weise  als  hier  «• 
geleitet  wurden,  kann  in  folgenden  Satz  gefasst  werden: 

*)  Vgl.  meine  „Allgemeine  Theorie  der  Carven  doppelter  Krummang**,  :^  6  a  ^ 
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Die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  einesPunktes  zer- 
fallt in  drei  Componenten,  parallel  der  Tangente,  der  Haupt- 
normalen  und  der  Binormalen  der  Bahn  desselben.  Die  Tan- 
gentialcomponente  ist  der  Ueberschuss  der  zweiten  Deri- 
virten  der  Geschwindigkeit  Über  dem  Quotienten  des  Cubus 
der  Geschwindigkeit  durch  das  Quadrat  des  Krümmungs- 
halbmessers; die  Normalcomponente  in  der  Schmiegungs- 
ebene  ist  der  Ueberschuss  des  dreifachen  Produktes  aus 
dem  Quotienten  der  Geschwindigkeit  durch  den  Krümmungs- 
balbmesserindie  Tangentialbeschleunigung  erster  Ordnung 
über  das  Produkt  aus  dem  Quotienten  vom  Cubus  der  Ge- 
schwindigkeit durch  das  Quadrat  des  Krümmungshalbmes- 
sers in  das  Verhältniss  des  Differentials  des  Krümmungs- 
halbmessers zum  Bogenelemente  der  Bahn;  die  Binormal- 
componente  endlich  ist  gleich  dem  Cubus  der  Geschwindig- 
keit, dividirt  durch  das  Produkt  aus  dem  Krümmungshalb- 
messer und  dem  Schmiegungshalbmess  er. 

Die  Formel  für  9/^)  ist  bei  R^sal  unrichtig;  er  findet  eine  Summe 
statt  der  Differenz,  worauf  bereits  So m off  {Memoire  sur  les  aceelera- 
ttons  de  divers  ordres.  St,  Petershourg^  1864  ^  in  den  Mem,  de  Vacad.  des 
scienses  de  SL  Päiersbourg^  VIP  Serie  ^  T.  VlII^  No,  5)  aufmerksam  gemacht 
hat.  Die  beiden  ersten  Componenten  enthalten  den  Krümmungshalb- 
messer der  Bahn,  die  dritte  ausser  diesem  auch  den  Schmiegungshalb- 
messer.  Für  ebene  Bahnen  ist  q>if'^^  =  0;  für  die  gleichförmige  Kreis- 
bewegung jst  q>n^^^  =  0.  Damit  ein  Punkt  eine  Curve  doppelter  Krüm- 
moDg  beschreibe,  muss  die  Schmiegungsebene  sich  continuirlich  ändern 
nnd  da  die  Beschleunigung  in  sie  hineinfällt,  auch  diese.  Damit  dies 
eintrete,  muss  zu  der  Beschleunigung  jeden  Augenblick  die  binormale, 
nnendlich  kleine  Beschleunigangscomponente  q>b^^^dt  hinzutreten. 

§.  2.     Einige  Beispiele  sollen  das  Vorstehende  erläutern. 
1.  Ein  Punkt  besitzt  eine    nach  Grosse  und  Richtung  constante 
ßescblennigang.     In  diesem  Falle  ist  9(2)  =±b  0,    9/^)  »=  Vn^^^  '^  ^if^^  ^^  ^' 

l)ie  Bedingang  q)^(^)  =  0  liefert  die  Gleichung  ^  -?  e=a  —  :  —   oder,   da  dg  das 

Bogenelement  der  Evolute  ist  und  diese  Curve  mit  der  Bahn  gleichen  Contingenz- 

''^iükel  di  besitzt,  also  ~~  =  .      .   =«  —  ist,  wenn  0,  den  Krümmunirshalbmesser 

dM       ds:  ds       ff  ^ 

<itr  Evolute  bezeichnet: 

-  Pi         dv     ü* 

^  Q    "'  di  '  Q 

I'er  bewegliche  Punkt  beschreibt  in   Folge   der  constanten  Beschleunigung  eine 

Parabel,  deren  Diameter  die  Richtung   der  Beschleunigung  besitzen.     Bildet  nun 

»iiese  mit  der  Normalen  der  Parabel  den  Winkel  ^,  so  ist  — -  =  <p  sin  d,  —  ■=•  <p  cos  d 
QQ'l  erhält  man  mithin  ^  ^ 

Schell,  Theorie  <L  Bcw.  u.  d.  KräOe.  30 
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d.  h.  bei  jeder  Parabel  schneidet  der  daroh  den  Carvenpunkt  laufende 
Dnrchmesser  auf  einem  im  Krümmungsmittelpankte  auf  der  Norma* 
len  errichteten  Perpendikel  von  dessem  Fusspunkie  aus  ein  Drittel 
des  Krümmungshalbmessers  der  Evolute  der  Parabel  ab. 

2.  Ein  Punkt  besitzt  eine  Beschleunigung,  welche  fortwährend 
nach  einem  festen  Centrum  C  gerichtet  und  seinem  Abstände  von 
diesem  proportional  ist,  welches  ist  seine  Beschleunigung  qpt-'  der 
zweiten  Ordnung? 

Es  sei  (Fig.  154.)  C  das  feste  Centrum,  MC=r,  M'C  =  r  -f-  dr,  M9  =  ^  =  fr, 

M*^'  =  <p  4"  ''y  =  *  ('^  4"  ^'"'X     Zieht  man  durch  M'  die  Lini^ 
M!^  parallel  und  gleich  9,  so  stellt  $^'  die  Elementarbeschlen- 

nigung  zweiter  Ordnung  (pi^)dt  dar  und  ist  folglich  9!^)^=    . 

Das  Dreieck  Af'^^^'ist  aber  ähnlich  C^f^\  weil  zwei  Seiten- 
paare  einander  proportional  sind  und  der  von  ihnen  einrt- 
schlossene  Winkel  in  beiden  derselbe  ist.  Daher  ist  M'  pt 
rallel  der  Tangente  in  M.  Der  bewegliche  Punkt  besitzt  ddhf r 
nur  tangentielle  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  and  z«^'' 
liefern  dieselben  Dreiecke  (p('^)dt :  6r  =  rff  :  r,  d.  h.  9)(2)  =  1- 
Man  hat  also,  da  q>fiß)  für  alle  ebenen  Bewegungen  Kall  t«t' 


Fig.  154. 


JltJ£ 


tp{2)     =     tp^(i)     =     SVy 


dt* 


-,  +  BV 


dv  t»'  dg 

dt  Q   ds 


0. 


Der  Punkt   beschreibt    eine  Ellipse  um  C  als  Mittelpunkt;  wenn   ^  den  Knis- 


roungshalbmesser  der  Evolute  bedeutet,  so  wird 


dg 
ds 


Pf  ^' 

-^  .     Ferner  ist  wt  =   , 


fpn 


>  — und  wenn  man  wieder  mit  6  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Nom^l 

9 

dv     ij* 
mit  dem  Diameter  de»  Punktes  M  bildet,  so  hat  man  tgo  s=»  --  :  —  und  mit  Hujt 

di     if 

dieser  Relation  ergibt  die  letzte  Gleichung 


tg^ 


4^^ 


welche  den  Krümmungshalbmesser  der  Evolute    der  Ellipse   liefert,    ähnlich  i^^- 
bei  Nr»  1. 

Man  kann  von  der  vorliegenden  Aufgabe  zur  vorhergehenden  zurück ;rt)  ' 
wenn  man  r  ins  Unendliche  wachsen  und  s  Null  werden  lUsst,   aber  so,   das.«   * 
constant   bleibt.     Der   Mittelpunkt   der   Ellipse    rückt   ins   Unendliche«    et  nir 

<p{2)   =-  0    U.   S.    f. 

Kennt   man   überhaupt   für  irgend   eine  Bewegung  q>J*^,  so  kann    man  «' 
Verhältniss  der  Krümmungshalbmesser  ^1  und  q  für  die  Evolute  der  Balin  nad  « ■ 
Bahn  selbst  finden.     Es  ist  nämlich,  wenn  d  wie  oben  den  Winkel  bedeutet,  «1«: 
die  Beschleunigung  q>  mit  der  Normalen  der  Bahn  bildet, 

mithin 

3.   Ein  Punkt  besitzt  eine  nach  einem  festen  Centrum  f*(s.  Pig  Ti 
gerichtete,   dem    Quadrate  des  Abstandes  von  demselben    Qmgrkr 
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proportionale  Beschleanigung  erster  Ordnung,  welches  ist  seine  Be- 
schleanigang  zweiter  Ordnung? 

Nach  Cap.  I,  §.3.,   8.  188  ist  die  Beschleunigung  9  =  —'2aa  und  also 

der  Geschwindigkeit  2  am  des  Punktes  H  proportional  und  der  Richtung  nach  um 
\n  von  dieser  verschieden.  Daher  ist  die  gesuchte  Beschleunigung  tpi^)  der  zwei- 
ten Ordnung  des  Punktes  M  proportional  der  Beschleunigung  des  Punktes  ff, 
gleichfalls  um  \n  umgedreht.  Der  Punkt  ^  ist  ein  Punkt  eines  Systems,  welches 
um  F  Totirt  und  in  welchem  M  eine  relative  Bewegung  längs  des  Radiusvectors 
FM  besitzt.  Der  Punkt  ff  besitzt  daher  eine  Tangentialbeschleunigung  senkrecht 
ZQ  MF  und  eine  Norma'lbeschleunigung  längs  MF,  Um  die  erstere  zu  bestim- 
meo,  müssen  wir  die  Winkelbeschleunigung  des  Systems  mit  2  a  multipliciren ;  die 
Normalbeschleunigung  ist  2  col^a.  Um  aber  die  Winkelbeschleunigung  des  Systems 
zu  finden,  dividiren  wir  die  Componente  des  mit  M  zusammenfallenden  System- 
pdoktes,  welche  senkrecht  zn  MF  ist,  durch  r.  Nun  besteht  die  gesammte  Be- 
«chlennignng  dieses  Systempunktes  aus  der  absoluten  Beschleunigung  von  M  und 
dessen  relativer  Beschleunigung  im  entgegengesetzten  Sinne  genommen  nebst  der 
znsam mengesetzten  Centrifugalbeschleunigung.  Die  beiden  ersteren  sind  längs  MF 
gerichtet  und  liefern  also  keineu'Beitrag  zu  der  hier  gesuchten  Grösse,  die  letztere 
aber  ist  2(d  •  or,  senkrecht  zu  MF  und  entgegengesetzt  gerichtet  mit  der  Geschwin- 
digkeit sor.     Die  relative  Geschwindigkeit  vr  von   M  ergibt  sich  mit  Hülfe  des 

Dreiecks  MM'Q,  nämlich  »r  =  ^  =  ^-^  •  ig  (M'MQ)  =>^  tgß,  wenn  ß  den 

Winkel  bedeutet,  den  die  Normale  in  M  mit  dem  Radiusvector  MF  bildet.  Da 
san  MQ  =s  rtodi  ist,  so  wird  vr  =  cor  ig  ß  und  folglich  die  zusammengesetzte 
Centrifng&lbeschleunigung  2  oiV  tg  ß.  Sie  liefert  daher  für  die  Winkelbeschleuni* 
gang  des  Systems  2  m*  tg  ß  und  hiermit  die  Tangentialbeschleunigung  von  ff  gleich 
^a*aigß.    Die  Beschleunigung  q>(^)  zweiter  Ordnung  des  Punktes  M  hat  demnach 

HC 

die  Componenten :  längs  des  Radiusvectors  f^M  gleich  ^-^tgß  » (o*  und  senkrecht 

2  HC 
dazu  im  entgegengesetzten  Sinne  von  cor,  gleich  —  -  co^.    Indem  wir  die  Projec- 

tionssumme  dieser  Componenten  für  die  Tangente  und  Normale  von  M  bilden, 
erhalten  wir 

tp^^v  =.  4  1^  #m  (J .  ©«  —  2  1^  CO*  (J  •  flo»,      <p^(2)  ^  —  6  1^  ««  P  •  CO«,      9^(2)  =  0  . 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  Vq  eine 
Schraubenlinie  auf  einer  beliebigen  Oylinderfläche,  welches  sind 
die  Componenten  seiner  Beschleunigung  zweiter  Ordnung? 

Da  V  constant  ist,  so  erhält  man 

flp  iz;    aas    — -  U)„V*^    =»    — m  '  ~T  t  9h   *^    

^'  e« '       ^^  Q*    ds  '       ^*  Qr 

hi  nun  dsQ  das  Bogenelement  und  Qq  der  Krümmungshalbmesser  des  zu  den  £r- 
zeugungslinien  senkrechten  ebenen  Cylinderschnittes  und  ß  der  Neigungswinkel 
der  Schraubenlinie  gegen  die  Er^eugungslinie ,  so  wird 

^  -      '"  -  -    v-^'^-.*),       dg  =    %,       ds=^^^ 


'^         «Vi«  ß  •  sin  ß  coaß   "        "^        sin"  ß'  sinß 

dp.  ^      ^        dQo  _^      1         Qi 
ds         sin  ß     dsQ         sin  ß     Qq  ' 

')  Vgl.  meine  ,,  AUgemeioe  Theorie  der  Cnryen  doppelter  Krümmung"  S.  BS, 

30* 


468         Beziehung  der  Normalcomponente  ^p,^i^^  zar  Schmiegangsparabel.     I.  Cap. 

wenn  ^f  den  KrümiDungshalbmesser  der  Evolute  jenes  Cylinderschnitts  bedeutet 
Hierdurch  gelangt  man  zu  den  Formeln 

»/«)  —  ^'^*^'   ''-'*' — ^  (?.«■«*<».    ,)» - ^' •  •«»•  p «. ?. 

Die  Grösse  Vq  sin  ß  ist  die  Qeschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Projection  dei 
beweglichen  Punktes  auf  den  Cylinderschnitt  bewegt.  Bezeichnen  wir  sie  mit  v^. 
so  gehen  die  Formeln  über  in 

und  sind ~  und  —  -^  die  Werthe  von  fpß),  Vj-^^t  welche  der  Projectioni 

9o  Po 

bewegang  in  dem  Cylinderschnitt  entsprechen. 

Ist  der  Cy linder  ein  Kreiscylinder,  so  ist  ^|  =&=>  0,  also  <pj^^)  ss  0. 

§.  3.     Für   ebene   Curven  besteht  zwischen  der  NormalcompoDen- 
ten   9>M^^)    der  Beschleunigung  zweiter   Ordnung  und   der   Schmieguogs- 
parabel,   d.  b.  der  Parabel,   welche  die  Curve  vierpunktig  berührt,  ein 
inniger  Zusammenhang.     Wie  sich  §.  2.,  N/).  1.  ergab,  bildet  bei  jeder 
Parabel  der  Diameter  mit  der  Normalen  seines  Endpunktes  einen  Win- 
kel d,  dessen  Tangente  gleicb  dem  dritten  Theile  des  Verhältnisses  von 
Krümmungshalbmesser  der  Parabelevolute  zum  Krümmungshalbmesser  der 
Parabel  ist.     Die  Schmiegungsparabel  bat  nun  mit  der  Curve  swei  aut- 
einanderfolgende  Krümmungskreise,  mitbin  auch  zwei  aufeinanderfolgende 
Krümmungsmittelpunkte   und   hat  also   ihre   Evolute    zwei   Punkte  oder 
ein  Bogenelement  mit  der  Evolute  jener  gemein.     Da   eine  Carve  noi 
ihre  Evolute  gleichen  Contingenzwinkel  besitzen,  so  haben  die  Evolute 
der  Schmiegungsparabel  und   der  Curve  auch   gleichen  Krümmungshalb- 
messer ^j.     Daher  bildet  der  Diameter   der  Schmiegungsparabel  mit  dt-r 
Normalen  der  Curve,  welcher  sie  sich  anschmiegt,  einen  Winkel  d,  für 

welchen  ,,c.  =  i^  ist.    Es  gibt,  nebenbei  bemerk,  eine  gan.e  Scb«, 

Kegelschnitte,  welche  von  derselben  Parabel  in  demselben  Punkte  vier- 
punktig  berührt  werden,  weil  ein  Kegelschnitt  erst  durch  ftinf  Punkt'* 
bestimmt  ist.  Nach  §.  2.,  No.  2.  besteht  die  Gleichung  für  6  auch  fu' 
Ellipsen  und  Hyperbeln,  wenn  d  von  dem  Durchmesser  mit  der  Nor- 
malen gebildet  wird.  Daher  ist  für  alle  Kegelschnitte  der  Schaar,  welcb^ 
von  einer  Parabel  vierpunktig  berührt  werden,  der  Diameter  des  B^ 
rührungspunktes  gemeinschaftlich  und  liegen  also  die  Mittelpunkte  aller 
dieser  Kegelschnitte  in  gerader  Linie,  nämlich  auf  ihm.  Nun  haber 
wir,  wenn  ß  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Beschleunigung  der  eheD'C 
Bewegung  irgend   eines  Punktes   mit  der  Normalen  seiner  Bahn  bildrt. 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Formel  9»^*^  '^  ^  ~  w : 

einführt,   ergibt  sich 
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j/p  Yq        COS  p  -  cos  0 

Die  Kichtnng  der  Beschleunigung  9  bestimmt  nun  in  dem  Krümmungs- 
kreise und  in  der  Schmiegangsparabel  zwei  Sehnen,  c,  c  (Fig.  155.), 
durch  welche  sich  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  umgestalten  lässt. 
Für  c  fanden  wir  bereits  Cap.  I,  §.11.  die  Gleichung  v^  =s  ^'cy;  für  c' 
wollen  wir  jetzt  die  betreffende  Relation 
suchen.    Denkt  man  sich  die  Schmiegungs-  ^'  ^**" 

parabol  von  einem  Punkte  beschrieben,  der 
ron  dem  Berührungspunkte  ausgehend  in 
der  Richtung  der  Tangente  die  Geschwin- 
digkeit a  hat  und  in  der  Richtung  des 
Diameters  von  der  constanten  Beschleuni- 
gung a  afficirt  wird,  so  hätte  man  für  den 
I  Diameter   und   die  Tangente  als   x-  und 

y-Axen :  y  =  a^,  a;  =  -J-  er/',  also  y'  = x  5 

es  ist  aber  nach  Cap.  I,  §.  11.  a^  =  i<?«,  mithin  wird  y^  =  cxy  oder 
da  c  =  2  ^  cos  d  ist:  t/^  =  2  g  cos  d  •  x  die  Gleichung  der  Parabel.  Nun 
seien  x^  y  die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Sehne  c\  welche  die 
Beschleunigung  q>  in  der  Schmiegungsparabel  bestimmt;  dann  ist 

c  cos  d  X  cos  ß 

J  ^  7iir{ß  —  d) '      J  ""  sin  (ß~—'d)  ' 

also,  wenn  man  hieraus  x  entnimmt  und  in  die  Parabelgleichung  einführt 

-      cos  ^  cos  ß 

^  ~      ^  sin  (/3  -  d)  ' 

wodurch  -  .         ^ 

cos*  0  cos  p 

stn^  (p  —  0) 
wird.     Hiermit  ergibt  sich  nun  für  tpj^^- 

^^(2)  =.  —     =  3  tjp, 

y^  c  cos  ß 

oder  mit  Hülfe  von  »'  =  -J^cg?,    p9?»  =  »''^: 

^  ycc 

d.  h.  die  Normalcomponente  der  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung  der  ebenen  Bewegung  eines  Punktes  ist  der  sechs- 
fache Cubus  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  den  Krüm- 
mungshalbmesser und  das  geometrische  Mittel  aus  den  Seh- 
nen, welche  die  Richtung  der  Beschleunigung  im  Krüm- 
mungskreise und  der  Schmiegungsparabel  bestimmt. 


Vh- 
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Den  in  der  vorstehenden  Untersuchung  vorkommenden  Diameter  der 
Schmiegungsparabel  nennt  Abel  Transon  (Liouville,  Journal  de  tMtkim. 
T.  VI.)  die  Deviationsaze.  Da  nämlich  die  Normale  die  der  Tangestf 
parallelen  Sehnen  des  Krümmungskreises,  jener  Diameter  aber  die  der 
Tangente  parallelen  Sehnen  der  Schmiegungsparabel  halbirt,  so  gibt  die 
Tangente  des  Winkels  ö  ein  Mass  für  die  Abweichung  des  CurvenpaDk- 
tes  von  der  Schmiegungsparabel  an,  wenn  diese  Abweichung  auf  einer 
der  Tangente  parallelen  und  ihr  unendlich  nahen  Geraden  geschätst  wird 

§.  4.   Für  eine  geradlinige  Bewegung  reducirt  sich  9^*^  auf  9/*^  =  -  . 

Projicirt  man  daher  eine  Bewegung  auf  eine  Axe,  .etwa  die  x-Axe  eine» 

Coordinatensjstems ,   so   wird  -—j    die  Beschleunigung   zweiter  Ordnong 

9>x^^^-der  Frojectionsbewegung  darstellen.    Zugleich  ersieht  man,  dass  iv 
die   Projection   der  Beschleunigung   9^')   der   Hauptbewegung    auf  diebf 
Axe  ist.     Denn  das 'Dreieck  OM^O'  (Fig.  153.)  liefert  in  der  Projection  ^ 
für   (2><P'  das  Differential  dtpa:.     Bildet  also  (2>0'  mit   der  Projectionsax'* 
den  Winkel  er,  so  hat  man 

Wr  =  ®®  •  COS  er,        — —  =  q>J^)  =  -- —  '  cos  a  =  «'*>  •  cos  a, 

dt  di  ^ 

Projicirt   man    daher   die  Bewegung   auf  drei  rechtwinklige  oder  scbie*^ 
Coordinatenaxen ,  so  erhält  man 

dt^         ^'    '       dt^         ^*    '       dfi         ^^ 
als   Gleichungen    der   Bewegung,    wenn  fpj^^^  ^y^\  ^z^^  aIs  Functionen 
von  iy  a:,  ^,  z,    Vx^  Vy,  v^j  97.«,  9?y,  g>z  gegeben  sind.     Ihre  Integrati«  1 
führt  neue  willkürliche  Constanten  ein,    welche   durch    die  AnfangsU^* 
die    Anfangsgeschwindigkeit    und    die   Anfangsbeschleuntgung    bestimmt 
werden. 

§.  5.  Wir  wollen  jetzt  die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  7  * 
der   Funkte   eines   ebenen    Systems   bestimmen,    welches   sich   in  seit^r 

Fig.  15«. 


Ebene  bewegt.     Nach  Cäp.  VI,   §.  4.  hat  die   Beschleunigung  ^  eiX'? 
Ordnung  eines  solchen  Punktes  M  zur   Zeit  I  zwei   Componenteo,  «is^ 
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ceutripetale,  nach  dem  Beschleunigungscentrum  G  (Fig.  156.)  gerichtete 

Sl'p  und  eine  zu  dieser   senkrechte  —  />,   dem  Sinne  von  Sl  folgende, 

wobei  p  den  Abstand  MG  des  Panktes  vom  Beschlennignngscentrum 
bedeutet.  Znr  Zeit  /  -f-  ef/  sei  G'  das  Beschleunigangscentram  des 
Systems  und  üT  die  Lage  des  Systempunktes,  dann  sind  seine  Be- 
schlennigungscomponenten  ebenso  (Ä^  -{"  ^ '  ^^)  (P  "f"  ^p)  i^i  der  Bich- 

tuDg  3fG'  und    (■^r  +  ^'jr)   (P  +  ^P)    senkrecht    dazu.     Betrachten 

wir  zunächst  die  Componenten  von  97^^),  welche  aus  der  centripetalen  Be- 
scbleuDigung  entspringen. 

Die  centripetale  Beschleunigung  {p?-  -[-  d  •  Ä')  (p  -f"  rfp)  ist  propor- 
tional der  Linie  M'G*  =^  p  +  dp  und  längs  dieser  gerichtet;  wir  zerlegen 
m  nun  in  drei  Componenten  parallel  den  drei  übrigen  Seiten  des  Vier- 
ecks MCG^M*.  Die  Zerlegung  erfolgt  durch  ein  diesem  ähnliches  Viereck, 
dessen  Seiten  durch  Multiplication  mit  i2^  -}-  df  •  52^  aus  den  Seiten  des- 
selben gefunden  werden.  Mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Linien,  wie 
or  in  einem  geschlossenen  Polygon  auftritt,  hat  man  daher 

(Ä^  +  d  .  ä2)  (p  +  dp) 
=  Res.  {(Ä2  +  d.  ^2)  p,     (5^2  +  df.ß?)  .  ^      ^ßi2  ^  d'Sl^)'WM}  , 

resp.  im  Sinne  MGy  GG'  und  MM  zu  nehmen.  Die  Beschleunigung 
(Ä-  -|-  <^*  Ä^)/>  zerfällt  aber  in  ß^p,  welches  die  Centripetalbeschleu- 
nigung  zur  Zeit  /  ist,  und  p  •  d-Sl"^,     Daher  sind 


p  '  d'Sl^,       (^2    ^    d  .  ^2)  GG\       (Ä2    ^    d  .  i^2)  Jlf'^f 

die  Componenten  der  Elementarbeschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche 
ans  9}p  entspringt  und  liefern  als  Componenten  von  q>^'^\  wenn  wir  die 

GG' 
Wechselgeschwindigkeit  des  Beschleunigungscentrums,  nämlich  —  =  Ü* 

dt 

setzen  und   bedenken,    dass  MM'  ==  CM'  Sl  =  rSl  ist,  indem  wir  alle 

drei  mit  dt  dividiren  und  für  die  Grenze  reduciren,  2  pfl  —--  im  Sinne  MG. 

dt 

^-^f/|  parallel  der  Tangente  der  Curve  (6?)  der  Beschleunigungscentra, 
^"^r  parallel  der  Tangente  der  Bahn  und  der  Geschwindigkeit  rSl  ent- 
gegengesetzt. 

In  ähnlicher  Weise  behandeln  wir  nun  auch  die  aus  der  zu  MG 
senkrechten  Componenten  von  q>  entspringenden  Componenten  von  g>^^K 
^8  ist  nämlich  aus  denselben  Gründen 

-'■•{(f+-f)-(f+^f)-'.(f+^f)H 
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-   (S  +  ^f)«^.   (fr +  ''■§)" 


und  sind  daher 

dt 

die  betreffenden  Elemeutarcomponenten  dieser  BestandtLeile  von  ^'^ 
Dividiren  wir  mit  dt  und  verfahren  wie   vorher,   so   erhalten  wir  noch 

folgende   drei  weitere  Componenten  von  ip^^\    deren  Richtung  und  Sinn 

dSl 
leicht   aus   der   Eicbtung  und    dem   Sinne   von   — -  p  beurtheilt  werden 

dt 

cPSl  dSl 

kann,    nämlich:    — tö- •  P»   senkrecht   zu   MG,     ü* ——   normal  lur  Carve 
'  dt^     ^'  '       ^  dt 

dSl 
der  Centra  G^    rSl  —  längs  MC. 

Beziehen  wir  den  Systempunkt  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinater. 
System  der  o:,  y,  dessen  x-Axe  die  Richtung  von  {7|,  dessen  y-Aie  senk- 

recht  dazu  ist,   beide   positiv  genommen   im   Sinne   von   üi  und  ü^  -r 

und  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Momentancent  rums  C  in  Bezug 
auf  dieses  System  mit  otj,  y^^  so  sind  die  Richtungscosinusse  der  sechs 
vorstehenden    Componenten   von  fp^^^  gegen    die  Azen   der  Reihe  nach 

X  —  x^       _  y  —J\ 
r        '  '  r 

und  daher  die  Componenten  X,   Y  von  tp^^^  parallel  diesen  Axen: 

dSl  dPSl  dSl 

jr  =  _  3ß  ^  .  ^  +  ^  .  y  _  Ä'  (y  -  y.)  +  Ä  ^  «,  +  r,Ä- 

r  =  -  3  a  —  •  y  —  -^ .  a:  +  Ä»  (x  —  x,)  +  Ä  ^  y,  +  T,  ^^ 

Die  Systempankte,  deren  Beschlennigungscomponenteu  zweiter  Ordnos; 
parallel  der  Tangente  und  Normale  der  Curve  (G)  der  BeschlenDigaag' 
centra  respective  verschwinden,  liegen  anf  den  beiden  Geraden 

3Ä  ^  X  +  (a»-  ^)  y-  (ä  ''^.  X,  +  Ä'     y,  +  <7,Ä»)  =0 

welche  aufeinander  senkrecht  stehen.    Es  ergibt  sich  hieraus  die  Exi»'t<'t' 
eines    Beschleunigungscentrums  ^j  ^^^  zweiten  Ordnung,   dessen  C>-*r 
dinaten  x^^  y^  diesen    Gleichungen   zugleich   genügen.     Setzt  mau  <ii' 
selben  in  diese  Gleichungen  ein  und   addirt   letztere  cn  den  obigon  f«' 
X^  JT,  so  ergeben  sich  diese  Grössen  unter  der  etwas  einfacheren  F^tc 


Y  = 


dSl  /rf'Ä  A 
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wo  ^  =  a:  —  ^2,  1?  =  y  —  ^2  *^*®  Coordinaten  von  M  in  Bezug  auf 
ein  dem  System  (xy)  paralleles  Goordinatensystem  {^t})  in  G  sind  und 
wenn  man  die  Entfernung  des  Sjstempuuktes  M  von  G2  mit  pj  bezeich- 
net, 80  werden  die  Neigungscosinusse  der  Linie  MG^  und  der  auf  ihr 
senkrechten  Geraden,   letztere 'dem  Sinne  nach  mit  Sl  barmonirend  ge- 


nommen:    —  —  , ;    — \    —         und  sind  daher  —  3Si    —  - 1  und 

P2  P'2        P2  P'l  ot 

—  SÄ-r-  »?   die   Componenten  .einer   von   M  nach    Cj  gerichteten   Be- 

dSl                      d  '  \Sl^ 
scbleunignngscomponente  zweiter  Ordnung  3Ä    —  •p2  =  ^ P2  — 3 » 


sowie 


ie   i-TY  —  ^^)  V    ^^^   —  \~wT  —  ^^)  ^    ^iö   einer    anderen    zu 


-VCj  senkrechten  Componenten  pj  \—f2 Sl^U    Man  kann  daher  den 

Satz  aufstellen: 

Die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  eines  System- 
pnnktes  im  unveränderlichen,  in  seiner  Ebene  sich  bewe- 
genden ebenen  System  zerfällt  in  jedem  Momente  in  zwei 
Componenten,  von  denen  die  eine  nach  dem  Beschleuni- 
gongscentrum  der  zweiten  Ordnung  hin  gerichtet,  die  andere 
aber  zu  ihr  senkrecht  ist  und- dem  Sinne  nach  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit des  Systems  harmonirt.  Beide  sind  dem  Ab- 
stände des  Punktes  vom  Beschleunigungscentrum  propor- 
tional und  werden  erhalten,  die  eine,  indem  man  diesen  mit 
der  dreifachen  Derivirten  de^  halben  Quadrates  der  Winkel- 
geschwindigkeit, die  andere,  indem  man  ihn  mitdemUeber- 
schusse  der  zweiten  Derivirten  der  Winkelgeschwindigkeit 
über  den  Cubus  derselben  multiplicirt.  Die  Beschleunigung 
der  zweiten  Ordnung  selbst  ist  jenem  Abstände  gleichfalls 
proportional,  also  auf  concentrischen  Kreisen  um  das  Be- 
(»chlennignngscentrum  der  zweiten  Ordnung  constant  und 
unter  constantem  Winkel  gegen  die  Kadien  dieser  Kreise 
geneigt. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  constant,  so  reducirt 
bich  die  Gesammtbeschleunigung  zweiter  Ordnung  auf. —  p2^^i  senkrecht 
£Qm  Abstände  MG2  und  dem  Sinne  von  Sl  entgegengesetzt. 

§.  6.  Wir  wollen  jetzt  die  Normal-  und  Tangentialcomponente 
<r«*',  9>/^*^  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  bilden.  Um  dies  be- 
quemer auszufahren,  bilden  wir  zunächst  die  Componenten  derselben 
parallel  zur  Tangente  und  Normalen  der  Curve  der  Momentancentra. 
Betrachten  wir  diese  Geraden  als  Axen  der  x  und  ^,  nennen  x^ ,  y^  die 
Coordinaten   des  Beschleuhigungscentrums  G  erster  Ordnung  und  X  den 
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Winkel,    welchen    die   Tangente   des    Ortes   {G)    mit   der  Tangente  der 
Curve  {(T)  bildet,  so  sind  die  Richtungscosinosse  für  die  frtilieren  seclis 

Componenten  der  Reihe  nach  jetzt: -^  —  ^ =^;  cos  i,  «n  i; 

P  P 

_y     -    y_-^    _x-x,    _,.„i   ^^;i    _*    _y     ^j, 

r        r  ^       p  P  r  r 

erhalten  daher  für  jene  Componenten,  die  wjr  wieder  X^   Y  nennen: 

rf .  9?  ifÄ 


—'4^''+(t# -«■)»+ 


dSl 

+   Ü^SL^  cosl  —  (7,    -  «nl 

dt 

« 

+  Ü.Sl^  sink  +   ü.    ^    cosl. 

Nnn  hat  die  Normale  CM  der  Bahn  des  Systempunktes  gegen  die  Axei: 

die   Richtungscosinusse    — ,      -,   die    Tangente    aber   —    -   ,    -     ;    wir 

r        r  r         r 

erhalten  daher: 

Die   Systempunkte,   deren   Normalbeschleunigung  zweiter   Ordnung  \ft- 
schwindet,  liegen  auf  dem  Kreise 

3  •  —\^  (.T^  -\-  y^  +  Ax  +  By  ^  0, 

welcher    durch    das    Momentancentrum  geht,    dessen    Mittelpunkt   <ii« 
Coordinaten 

_         _.  Ä_   __  1    _    ^„ 

^  ~  ^-^^^    '      y  =  —  *  -  rfj.  Ä2 

dt  dt 

besitzt  und   dessen  Radius 


^„(2)  - 

X 

X' 

r 

'          r 

<p/«)  - 

x^ 

r 

+    Y  "^   — 
r 

wo 

ist. 
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Die  Sjstempunkte,  deren  Tangentialbeschleunigung  zweiter  Ordnung 
zur  Zeit  /  Null  ist,  liegen  auf  einem  zweiten  Kreise 


(S^  ~  ^')  ("^^  +  ^'^  +  ^' 


Ay  =  0 


von  den  Mittelpuoktscoordinaten 

B 


X  =^—  ^ 


—  Sl^ 


y  =  k 


si^ 


und  dem  Radius 


i 


j/Ä^  +   ß'^ 


dHl 
dt^ 


Sl^ 


Auch  dieser  Kreis  geht  durch  das  Momentancentrum.  Ausser  dem  Mo- 
mentancentrum schneiden  sich  beide  Kreise  noch  in  dem  Beschleuni- 
gungscentrum  (^2^2)  ^^^  zweiten  Ordnung,  da  für  dieses  sowohl  g?„<^^ 
als  g>t^^^  verschwindet. 

§•    7.      Man   kann   ganz  in   derselben  Weise,   wie    Cap.  VI,    §.    6. 

die  yorstehenden  Untersuchungen  vollständig   analytisch    einkleiden  und 

die   Existenz    des   Beschleunigungscentrums   so   darthun,    dass    man    die 

d^x     d  y     dz 
Ausdrücke   ftir   --^  ,    -7«- ,    -r-s-   gleich  Null  setzt,   wodurch  man  zur  Be- 

(//■*  '    dfi  *   dt^    ^  ' 

Stimmung    dieses    Punktes    drei    lineare    Gleichungen    erhält.      Zugleich 

ersieht   man   hieraus,    dass   für   alle  Ordnungen   der  Beschleunigung  ein 

solches  Centrnm  existirt. 

Die  vorstehenden  Lehren  können  in  ähnlicher  Weise  zur  Bestim- 
mung des  Krümm uugshalbme^ers  der  Evoluten  ebener  Cnrven  dienen, 
wie  die  Lehren  des  Cap.  VI  zur  Bestimmung  des  Krümmungshalb- 
messers der  Bahnen  der  Systempunkte  führten. 

§.  8.  Wir  bestimmen  jetzt  die  Beschleunigung  9?^*^  der  zweiten 
Ordnung  eines  Punktes  in  einem  unver- 
änderlichen System,  welches  um  einen 
Punkt  rotirt«  Die  Beschleunigung  (p  der 
ersten  Ordnung  dieses  Systempunktes  M 
'  Fig.  157.)  zur  Zeit  i  hat  zwei  Compo- 
Deuten,  eine  centripetale  Si^r  in  der  Kich- 
tung  von  JHP  =  r  senkrecht  zur  Momen- 
tauaxe  C  und  eine  andere  orp,  von  der  Win- 
kelbeschleunigung  cc  herrührende «  senk- 
recht zur  Ebene,  welche  durch  M  und 
die  Axe  A  der  Winkelbeschleunigung  ge- 
legt werden  kann.  Ebenso  hat  der  be- 
wegliche Punkt  zur  Zeit  t  -f-  (//,  wo  er  in  JW'  sich  befindet,  diecentripetale 
Beschleunigung  (Ä-  -f"  ^  •  ^^)  (t  H"  ^'')  i»  der  Richtung  M'P^  senkrecht 


dt/ 
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zur  Momentanaxe  C  und  die  Componente  (a  +  da)  (jp  -(-  ^p)»  wekhe 
er  der  Winkelbeschlennigun!};  a  -f-  efa  verdankt  und  welche  senkrecbt 
zur  Ebene  ist,  die  durch  die  Axe  jf  und  den  Punkt  M*  bindarcfagebt. 
Von  jeder  der  beiden  Beschleunigungscomponenten  rühren  nun  Bestand- 
theile  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  her;  wir  bestimmen  sie  ein- 
zeln und  beginnen  mit  denjenigen,  welche  die  centripetale  CompoBente 
veranlasst. 

Wir  zerlegen  hierzu  die  Beschleunigung  {Sl^  +  d  •  fl^)  AfP^  in  drei 
Componenten,  welche  die  Richtungen  MP^  PP\  M'M  dreier  Seiten  des 
Vierecks  MPP'M'  besitzen,  längs  dessen  vierter  Seite  jene  Beschlenni- 
gung  selbst  gerichtet  ist.  Diese  Componenten  sind,  da  diese  Beschleu- 
nigung der  Seite  M'P^  proportional  ist,  zufolge  des  Satzes  vom  Polyg->c 
der  Beschleunigungen   den   drei   anderen  Seiten   proportional  and  sind 

{fl^  +  d-  Ä2)  .  ^p^     (512  -(_  ^  .  ^2)  .  pp^^    _  (5i2  _|_  rf  .  ^2)  .  jjßf     ^^,bfi 

das  Zeichen  ( — )  vor  der  letzten  andeuten  soll,  dass  diese  Cooiponente 
mit   dem  Sinne   der  Geschwindigkeit  Sl  -  r   entgegengesetzten   Sinn  bat 

Nun  ist  {Sl^  +  d'Sl^)'¥P  =  Sl^'MP+2^dSl'XfP  und  da  Ä* •  Mi 
die  centripetale  Beschleunigung  zur  Zeit  i  ist,  so  folgt,  dass 


2  SldSl .  MP,     {Sl^  +  d'  Sl^)  PP\     —  (^2  -j.  d'  Ä')  MM' 

die    Componenten    der   Elementarbeschleunigung    zweiter    Ordnung   de* 

Punktes  M  sind,   welche  von    der   centripetalen    Beschleunigungscomp r 

nente  Sl^  -  r  herrühren.     Dividirt   man   sie  mit  dt^   reducirt  und  berück 

sichtigt  MM' =^  rSldlf    so    liefern   sie    als   Beschleunigungscomponent«-: 

dSl  ,  ^    PP' 

zweiter   Ordnung  2  Ä  —  •  r  längs   r,    ß^  •  -—  parallel    PP^   und  Ä  ■ 

längs  der  Tangente  der  Bahn  und  entgegengesetzt  der  Gescbwindigk«h 
Die  zweite  dieser  Componenten  zerlegen  wir  weiter  parallel  aar  Mtv 
mentanaxe  und  senkrecht   zu  ihr.     Ist   nämlich  de  der  Winkel  der  >(«• 

mentanaxen   C,    C,   so   zerfällt  PP'  in    OP-da  und   d'OP  und   mitli*- 

wird,  wenn  OP  =  h  gesetzt  wird,  S^  —  -  äquivalent  Ä^A  -—  senkrecht 
zur  Momentanaxe  und  parallel  der  Ebene  CC^  nämlich  der  Tangenteoebec^ 

äih 

des  Kegels  aller  Momentanaxen  und  52^  —  parallel  der  MomentAnaxe .   K« 

ist   aber  h  die  Projection  von  OM  auf  6',   h  -^  dh  die  von  OM'  aof  '' 
und  wenn  also  if;  der  Winkel  ist,  den  OM  =i  R  mit  C  bildet ,   6o  «ir. 
dh  =  d  (R  '  cos  ^If)  =  R  '  d  cos  tf;.     Dies   Differential  erhalten    wir  al<. 
folgendermassen.      Die  beiden   Momentanaxen   und   der   Stral    OM    >•* 
stimmen   auf  einer  um  0  in    der  Einheit   der  Entfernung  beschriebeDi  -. 
Kugel  ein  sphärisches  Dreieck  ppniy  in  welchem  pp'^=  dff^  pm^=i  pm  =  • 
pm  =  -^  -f-  rftf;,  während  der  Winkel,  welcher  p'm  gegenüberliegt,  gk.v 
dem  Neigungswinkel  ^  der  durch  M  und   die  Momentanaxe  gehenil'-t 
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Ebene  gegen  die  Ebene  von  da  geneigt  ist,   weniger  dem  Winkel  Sldi, 
Daher  hat  man 

cos  (i^  +  ^^)  =  ^^^  ^  dtf  +  sin  ilfdß  •  cos  («^  —  ^dt), 

also,  indem  man  redncirt, 

d  cos  ijf  =:  sin  tlf  cos  -ö*  •  d(S. 

Hiermit  wird  dh  =  R  sin  i(;  cos  &d<s  =  r  cos  &d<s  und  hiermit  die  ge- 

SQchte  Componente  Ä^ -,-  =^  Sl'^r  cos^^  —  und  hat  man  also  schliesslich 

^  dt  dt 

folgende  von  der  Centripetalbeschleunigung  herrührende  Coraponenten  von 

dSl  d<s 

(p''\  nämlich:    2Sl—  r  längs  r,  Sl^Rcost\f  ---  senkrecht  zur  Momentanaze 

und  parallel  der  Tangentenebene  des  Kegels  (C),   Sl^rcos%—-  parallel 

zur  Momentanaxe  nnd  Sl^r  der  Geschwindigkeit  entgegengesetzt  gerichtet. 
Die  von  der  Winkelheschleunigung  veranlassten  Bestandtheile  von 
(p'-^  ergeben  sich  folgendeimassen.  Der  Winkelbeschleunigung  a  zur 
Zeit  /  verdankt  der  Systempunkt  M  eine  Beschleunigung  a  -  MQ  =  ccp 
in  der  Richtung  der  Tangente  an  einen  mit  MQ  um  die  Axe  A  der 
Winkelbeschleunigung  beschriebenen  Kreis  übereinstimmenden  Sinnes 
mit  a.  Der  Winkelbeschleunigung  ce  -|-  da,  welche  der  Zeit  t  -\-  dt  ent- 
spricht, verdankt  er  ebenso  die  Beschleunigung  (er  +  da)  MQ\  tangent 
an  einen  Kreis  um  Ä .  Nun  ist  aber  a  -^  da  die  Eesultante  von  a 
und  der  Elementarwinkelbeschleunigung  zweiter  Ordnung  a^^dt  =  AA*  dt 
und  folglich  ist  auch  die  Beschleunigung  {a  -\-  da)  MQ*  die  Eesul- 
tante der  Beschleunigungen  a  •  Mq  und  der  Elementarbeschlennigung 
tt'^AfBdt  =  a^^^qdi,  welche  von  Seiten  der  Grösse  a^^>  ihm  erwächst, 
wo  IHR  =  q  das  Perpendikel  von  üT  oder  M  auf  die  Axe  A2  der  Be- 
/ichleunignng  zweiter  Ordnung  bedeutet,  d.  h.  es  besteht  für  die  Zeit 
t  -f-  di   die  Gleichung 

(a  +  da)  W(^  =  Res.  {a  -  Wq,     o W  •  qdt)  . 

Die  Beschleunigung  ex  •  it/'^,  welche  der  Punkt  in  der  Lage  M'  zur  Zeit 
/  -\-  di  um  die  Axe  A'  erhält,  hat  die  Hieb  tun  g  der  Tangente  eines  um 
A  mit  dem  Abstände  Mq  beschriebenen  Kreises  und  es  ist  Mq  von  MQ 
verschieden,  weil  der  Systempunkt  sich  während  des  Zeitelementes  nicht 
um  die  Beschleunigungsaxe  A,  sondern  um  die  Momentanaxe  C  dreht. 
Erriehten  wir  nun  auf  der  Axe  ji  eine  Ebene  senkrecht  in  einem  be- 
liebigen Punkte,  etwa  in  jp,  und  projiciren  M'q  auf  sie  als  ot'0,  so  er- 
balten wir  ans  dem  geschlossenen  Polygon  QMmMqQ,  in  welchem  die 
Seiten  niM,  qQ  parallel,  gleich  und  von  entgegengesetztem  Sinne  sind. 
Indem  wir  a-Mq  nach  seinen  Seiten  zerlegen: 

or .  Mq  =  Res,  {«  •  MQ,     a  •  Mm} 
and  es  ist  Mm    die  Projection  von  rSldt  auf  eine  zur  Axe  der  Winkel- 
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beschleunigung  senkrechte  Ebene.  Bezeichnen  wir  sie  mit  U^dt^  so  folgt 
jetzt,  indem  wir  die  so  gewonnene  Gleichung  mit  der  obigen  Terbinden, 

(a  +  da)  .  M'Q'  =  Res.  {a  •  p,     «  U^dt,     «Wyrf/}  . 

Demnach  sind  txü^dt,  a^^^qdt  die  Componenten  der  Elementarbeschleo- 
nigung,  welche  der  Punkt  M  der  Winkelbeschlennigung  verdankt  und 

die  entsprechenden  endlichen  Beschleunignngscomponenten.  Von  diesen 
ist  <x  {/^  senkrecht  zu  U^  in  einem  Sinne,  den  man  findet,  wenn  C^iiiji 
^  TT  im  Sinne  von  or  sich  in  der  zu  A  senkrechten  Ebene  umdrebt 
Den  Inhalt  vorstehender  Untersuchung  können  wir  in  folgenden  Satz 
zusammenfassen : 

Während  der  Rotation  eines   unveränderlichen  SjsteiLf 
um   einen  Punkt  besitzt  jeder  Systempunkt  eine  Besohlen 
nigung  zweiter  Ordnung,    welche   in  folgende  sechs  Comp«^ 

nenten    zerfällt:     1.    eine   Componente   2  Sl     -    r   centripctal 

^  dt  ^ 

gerichtet   gegen   die  Momentanaxe  und   gleich  Hern  doppe! 

ten  Produkte  aus  der  Geschwindigkeit  Sir  des  Punktes  aDvl 

dSl 
der  Tangentialwinkelbeschleunigung  -—  des  Systems;  2.ciü' 

t.  d6  da        * 

weitere  Sl^R  cos  lU    i-  =  Sl  -  R  cos  ti;  -  Sl  — -,  parallel  zur  A  xe  d^r 

^  dl  ^         dt'  ^ 

Normalwinkelbeschleuuigung  und   im  Sinne   dieser  gericL- 

tet,    gleich   dem  Produkte   aus    der  Winkelgeschwindigkeit 

dem  Abstände   des   Radius  r  vom   Rotationacentrum   des  Sy 

stems    und    der    Normalwinkelbeschleunigung    Ä  =  .Q^ 

3.    eine   fernere   Ä^r  cos  &  -  -  =  Sir '  cos  ^«Ä  -     ,    parallel   de* 

dt  dt'    ^ 

Momentanaxe    im   Sinne    der   Linie,    welch^    auf  ihr   Sl  dar 

stellt,  gleich  der  Geschwindigkeit  multiplicirt  mit  der  N"" 

nialwinkelbeschleunigung  und  dem  Cosinus  der  Neigung  c*- 

durch    die    Momentanaxe    und    den    Systempunkt    gehend^* 

Ebene  gegen  die  Tangentenebene  des  Kegels  der  Momentan 

axen;     4.    eine    Componente    Sl^r^    der   Geschwindigkeit   «i*- 

Systempnnktes    entgegengesetzt;    5.    die    Componente    *• ' 

gleich    dem    Produkte    aus    der    Winkelbeschleunigung   Q- : 

der  Projection   U^  der  Geschwindigkeit  i$2r  auf  eine  lurAx- 

A  der  Winkelbeschlennigung  senkrechte  Ebene,  deren  Riii 

tung  und  Sinn  erhalten  wird,    wenn  man   die   genannte  Vi 

jection  in  dieser  Ebene  um  ^9vim  Sinne  von  a  umdroht,  soi*:' 

endlich    6.    die    Componente   a^'^^q  gleich    dem   Produkte    l*' 
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Winkelbeschleanigung  zweiter  Ordnung  und  dem  Abstände 

des    Systempunktes    von    deren    Axe,    senkrecht    gerichtet 

gegen  die  Ebene,  welche  durch  den  Systempunkt  und  diese 

Axe  geht. 

Di^  letztere  Componente  kann  man  wieder  in  zwei  andere  zerfallen, 

du 
indem  man  a^^^  in   zwei  Componenten   auflöst,    eine   tangentiale  —  um 

die  Axe  A  und   eine  normale   a  •    -  ,   wenn  dfi  den  Winkel  der  Axen 

di 

y  dct  du 

A.  A    bedeutet.    Man  erhält  p  ~r  und  Ptcc  ~    •,  unter  p,  den  Abstand  des 

^  dt  '^^     dt'  '^^ 

Punktes  von   der  Axe  jener  Normalcomponente   der   Winkelbeschleuni- 
gung zweiter  Ordnung  verstanden. 

§.  9.  Wir  suchen  jetzt  die  Componenten  von  9)^^^  parallel  dreien 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen.  Die  z-Axe  sei  die  Momentanaxe,  die 
j:-Axe  die  Axe  der  Normalwinkelbeschleunigung  und  die  ^-Axe  folglich 
die  Normale  der  Kegelfläche  der  Momentanaxen.    Die  Richtungscosinusse 

für  die  centripetale  Componente  2  Ä  — ^  r  ==  —7.—  *  ^  sind  dann , 

y 

,   0  und    daher  ihre   Componenten   parallel   den   Coordinatenaxen 

d'Sl^  d'Sl'^ 

—      -- —  •  a:,    —   — - —  •  y,   0;    die  Kichtungscosinusse   der  zweiten  der 

obigen  sechs  Componenten  Sl'^R  cos  if;  — -  =  Ä^  IJR  cos  'tp  sind  '1,  0,  0: 

dl 

1/  sc 

die  der  dritten:  0,  0,  1;  für  die  vierte  sind  sie  -| — —^ ,   0.    Um 

r  r 

die  Bestandtheile  zu  finden,  welche  die  fünfte  Componente  parallel  den 
Axen  liefert,  zerlegen  wir  die  Geschwindigkeit  und  die  Winkelbeschleu- 
nigung parallel  den  Axen  und  bestimmen,  ähnlich  wie  Cap.  IX;  §.  2. 
das,  was  die  einzelnea  Partialcomponenten  zur  Bildung  jener  Grössen 
beitragen.  Denn  es  lassen  sich  die  dort  durchgeführten  Betrachtungen 
Auf  den  vorliegenden  ganz  analogen  Fall  unmittelbar  übertragen.  Die 
^  omponenten  von  Sir  sind  Sly^   —  52a?,  0,    die  von  cc  aber  cr^  =  SIU^ 

dSl 

ffy  =  0,  «s  =  -^  (S.  407).    Für  a^  hat  Äa:  die  Projection  Null,  Sly  ist 

$>^ine  eigene  Projection  auf  die  zu  cr^  senkrechte  Ebene,  es  liefert  also  o^ 

in  der  Richtung  der  z-Axe  den  Bestandtheil  Slxctj;p  =  Sl^Ux\  ebenso  liefert 

dSl 
u.  in  den  Bichtungen  der  a:  und  ^  die  Glieder  —  iiara,  =  —  Ä  —  x 

dSl  ,  .        . 

und  —  Slya^  =  —  Sl  -—  y-     Die  sechste  Componente  endlich  liefert, 

wenn  Ä*^*^  ^y^\  ^z"^^  die  Componenten  von  a^^^  in  Bezug  auf  die  Axen 
Zedenten  y  wie  Cap.  Vp,  §.  4.,  die  Bestandtheile 


480         Beschleunigfang  qpi^)  im  System  von  der  iillg-emeinsten  Bewegung.     X.  Ctp 


von  a^  =  Slüj   €iy  =i  0,   cf«  =  — /  zunächst  nnmittelbar  aj^^  = 


'  Die  Grössen   aj^\  ^/^\  ^z^^^  ergeben   sich   durch  Projection  des  aus  a, 

a  -^  da  und   a^^^di  gebildeten  Dreiecks.     Man   erhält   nämlich  zunächst 

ctj^^dt  =  d'Ujp,   ccy^^^dt  =  rf'ffy,   dz^^^dt  =  d  •  ct;  und  weiter  mit  Hülfe 

dSl  d{9,V) 

—  -  zunächst  unmittelbar  aj^^  =     -,     , 

aj^^^  =  --—  ;  ay^2)   ^Qj  muss  direct  bestimmt  werden.    Nun  ersiebt  man 

aus  Fig.  157,  dass,  weil  a  in  der  arz-Ebene  liegt,  die  Projection  tod 
a^^'^dt  auf  die  y-Axe  gleich  der  Projection  von  u  -\-  da  auf  diese  Axe  ist. 
Es  ist  diese  Grösse  daher  mit  dem  Sinys  des  Winkels  zu  roultipliciren, 
den  ihre  Kichtung  mit  der  0:2 -Ebene  bildet.  Ist  nun  di  der  Winbl 
zwischen  den  Richtungen  von  a  und  a  -\-  da^  %  aber  der  Winkel,  den 
die  Ebene  dieser  beiden  Linien  mit  der  a:z- Ebene  bildet,  so  wird 
di '  sin  X   der   gesuchte   Sinus,    also  ay^^^dt  =  (a  -j-  da)  di  -  sin  «,  mithin 

i9\  .  di       . 

cr„w  =  a  sm  X  *  -  -  sein. 
^  dt 

Man  erhält  daher  nach  einer  kleinen  Reduction  für  die  Componen- 

ten  von  9^^^: 


dt 

d'  SV 
Y  =  —  2    —  ~ 

di 


Z=    '   U9?ü-asinx4-)x  +  ^-^^^\ 
\  dl/       ^        dt       ^ 


Aus  diesen  Ausdrücken  ergibt  sich,  dass  ein  Beschleunigaogscentnin. 
zweiter  Ordnung  ezistirt,  dass  dasselbe  aber  mit  dem  Kotationscentrair 
des  Systems  zusammenfällt. 

Mit  Hülfe  derselben  Ausdrücke  bildet  man  auch  mit  Leicbtigkfl: 
die  Tangential-,  Normal-  und  Binormalcomponente  9/^*^,  9«^*^  V*^*^  ^'^'^ 
(p^^^  für  den  Systempunkt  M,  Man  hat  X^  y,  Z  nur  auf  den  Ricbtan|:<D 
der  Tangente,  Hanptnormale  und  Binormale  zu  projiciren,  deren  Rieh 
tungen  durch  die  Betrachtungen  Cap.  VII,  §.  6.  u.  7.  bereits  bestimmt  sind 

§.  10.    In  gleicher  Weise  kann  man  auch  die  Beschleunigung  svri 
ter    Ordnung   im   System   behandeln,   welches    die   allgemeinste  Art  df 
Bewegung  besitzt.     Die  Beschleunigung  zur  Zeit  /  hat  die  beiden  Cor 
ponenten  i^^r,  ap  (s.  S.  418),  wie  das  System,  welches  um  einen  Pnckt 
rotirt;  aus  ibnen  entspringen  daher  dieselben  Beschleunigungscomponec 
ten  zweiter  Ordnung,   wie   bei  jenem  System.     Ausserdem  hat    es  abrr 
noch  die  beiden  Translationsbescbleunig^ngen  Slü  und  m.    Man  hat  dahfr 
bloB  noch    die  aus   diesen  entspringenden  Componenten  von  tp^*^  hinri;- 

zufügen.    Dabei  kann  man  u  durch  seine  beiden  Partialcomponenten 

parallel   der  Momentanaxe  und  T^  senkrecht  zu   ihr  and   parmllel  dft 
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Schicht  der  beiden  aufeinanderfolgenden  Momentanaxen  vertreten  lassen. 
Die  erstere  liefert  eine  Bescblennignng  zweiter  Ordnung,   parallel   zur 
Schicht,    die  zweite  eine    zur  Schicht    geneigte.     Denkt  man  sich   die 
Translationsbahn,  welche  der  Geschwindigkeit  parallel  der  Momentanaxe 
entspricht,   so   ist  die  aus  u  entspringende  Beschleunigung   der  zweiten 
Ordnung  in   drei  Componenten  zerfällbar,   längs  der  Tangente,  Haupt- 
normalen und  Binormalen  dieser  Curve.     Die  Tangenten  derselben  lau- 
fen den   Momentanaxen   parallel,   die  Schmiegungsebenen  sind  parallel 
den  Tangenteneben eu  eines  Kegels,   dessen  Erzeugungslinien  den   Mo* 
mentanaxen  parallel  laufen  und  auf  ihnen  stehen  mithin  die  Binormalen 
Mnkrecht,  während   die  Hauptnormalen    ihnen   parallel    gerichtet    sind. 
Aehnliches  gilt  von  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche  aus  SIU 
entspringt.     Diese  Beschleunigung  hat   die  Richtung  der  Normalen   an 
die  Fläche  der  Momentanaxen  im  Punkte,  in  welchem  die  Momentanaxe 
die  Strictionslinien  der  Fläche  schneidet. 

Das   System  besitzt  ein  Beschleunig^ngscentrum  zweiter  Ordnung, 
welches  sehr  leicht  auch  analytisch  nachgewiesen  werden  kann,  indem 

man  die  drei  Gleichungen  aufstellt,  welche  ausdrücken,  dass  -^3-,  -ry,  -r^ 
rerschwinden  sollen. 

§.  11.  Die  Theorie  der  Beschleunigungen  höherer  Ordnung  ist  bis 
jetzt  weder  im  Allgemeinen,  noch  für  irgend  eine  specielle  Ordnung 
hinreichend  ausgebildet.  Die  beiden  Quellen  für  das  Studium  derselben 
sind  die  in  §.  1.  erwähnte  Abhandlung  von  Somoff  und  das  6.  Capitel 
der  Cmämaiique  von  R^sal.  Indessen  lässt  sich  wenigstens  fUr  die  Be- 
wegung eines  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  der  Hauptsatz  über  die 
Existenz  des  Beschleunigungscentrums  und  seine  Haupteigenschaft  für 
alle  Bescbleunigungsordnungen  entwickeln.  Dieser  Satz  kann  so  aus- 
gesprochen werden: 

Wenn  für  irgend  eine  Ordnung  n  der  Beschleunigung 
eines  in  seiner  Ebene  sich  bewegenden  ebenen  Systems  in 
[edem  Zeitmomente  ein  Punkt  Gn  existirt  von  der  Elgen- 
iichaft,  dass  die  Beschleunigung  tp^**^  aller  Systempunkte  M 
den  Abständen  MGn  von  jenem  Punkte  proportional  ist  und 
mit  MGn  einen  constanten  Winkel  a  bildet,  so  gibt  es  im 
System  einen  weiteren  Funkt  Gn+u  aber  auch  nur  einen 
einzigen,  dessen  Beschleunigung  97("+^)  nächst  höherer  Ord- 
nung verschwindet,  während  die  Beschleunigung  der  Ord- 
nung (^n'\-i)i^T  alle  Systempunkte  dem  Abstände  derselben 
ron  £rjs^i  proportional  ist  und  mit  diesem  Abstände  constan- 
en  Winkel  bildet. 

SchcU,  TlMorie  d.  Bew.  n.  d.  Krifte.  31 
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Fiy.  158. 


Ist  Dümlicb  C  das  Momentancentram  für  die  Zeit  i  (Fig.  158.)  und 
sind  M^  M'  zwei  aufeinanderfolgende  Lagen  des  Systempnnktes  M,  ent- 
sprechend den  Zeiten  t  und  t  -\-  dt^  sowie  G»,  Gn  die  beiden  Lagen 
von  Gn  für  dieselben  Zeiten ,  so  kann  zunächst  9?<*i  des  Punktes  Jf  in 
zwei  Componenten  zerlegt  werden,  die  eine  längs  MGn^  die  andere  län^» 

der  zu  dieser  Linie  senkrechten  Gera- 
den MT,  Diese  beiden  Componenten 
sind  9)^")  cos  a  und  q)^"^  sin  a  und  gleich- 
falls proportional  MG,,;  wir  bezeicbneD 

sie  mit  S^^'^^-ldGn  nnd  e/->.  JfC"„  »-• 
also  Ojy^«)  und  ö/*^  die  betreffenden 
Componenten  für  einen  in  der  Einheit 
der  Entfernung  von  (?„  befindlicbec 
Systempunkt  bedeuten. 

Für  M\  also  entsprechend  der  Zei: 
i  '\-  dt^  sind  di^e  Componenten 

resp.  längs  l^fGn    und  ü/T.    Wir  wollen  beiderlei  Componenten  eini«*lr 
behandeln. 

Mit  Hülfe   einer  Zerlegung  von  (ö^t*)  -j.  </ .  e^,«"))  MG^    nach  a^r 
Seiten    des  Vierecks  M'G^GnM  ergibt  sich 


und  hieraus  folgt  mit  Hücksicht  darauf,  dass  MM'  =  Sl  -  CMdi^  vt^n- 
Q^Gn=  ündt  gesetzt  wird,  wo  ün  die  Wechselgeschwindigkeit  des  Punk 
tes  Gn  bedeutet*,  dass 


d  •  e^c») 

~~di 


M  G„ ,     e^(») Sl '  CM,     e^W  17, 


die  von  Oj^^"^  herrührenden  Componenten  der  Beschleunigung  <p<*+"  d^f 

(n  -f-  l)**^*^  Ordnung  des  Systempunktes  3f  sind,  welche  resp.  längs  .V'* 
M'M  und   parallel  der  Tangente  an   die   Curve  {Gn)  im   Sinne   von   ' 
gerichtet  sind.    Für  die  Punkte  31  des  Perpendikels,  welches  man  dor>t 
C  auf  die  Tangente  von  {Gn)  fällen  kann,  können  die  beiden  letit^re: 
Componenten  von   entgegengesetztem  Sinne  werden,    es  gibt  mithin  »t* 
diesem  Perpendikel  einen  Punkt  M,  den  wir  Gn^i  nennen  wollen,  f-* 

welchen  Ö^^^Ä  -  CGn^i  =  ^jy^"^  •  Uh  wird.     Seine  Lage  bestimmt  iut 
leicht,  denn  aus  dieser  Gleichung  folgt  CGn^i  "»=  ^  und  da  der  Poe ^' 
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(■  die  Punktreihe  des  Perpendikels  in   zwei   solche  Theile  theilt,    deren 

Gescliwindigkeiten  Sl  •  CM  entgegengesetzten  Sinn  haben,  so  ist  die  Lage 
vou  (^«4.1  eindeutig  bestimmt. 

Mit  Hülfe  einer  Zerlegung  von  (Ö^/")  +  d-  ö^t«))  Wo'n  nach  den 
leiten  eines  Vierecks,  congruent  mit  M*G„'GnM^  dessen  Seiten  auf 
denen  des  eben  benutzten  senkrecht  stehen,  ergibt  sich  ebenso: 

und  weiter  folgt  hieraus,  dass 

d '  0y,H 


dl  "^  ^ 

die  von  Öy^"^  herrührenden  Componenten  der  Beschleunigung  {p('*  +  ^)  des 
Sjstempanktes  sind,  welche  aber  resp.  längs  MT,  MC  und  parallel  der 
Normalen  an  {G^  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  von  Sl  gerichtet  sind. 
Für  die  Punkte  M  des  Perpendikels,  welches  von  C  auf  die  Tangente 
von  (G„)  gefüllt  werden  kann,  können  auch  hier  die  beiden  letzteren 
f  ^finponenten  entgegengesetzt  gleich  werden.    Man  sieht  leicht,  dass  der 

Punkt  ^„4.1,  für  welchen,  wenn  er  an  die  Stelle  von  M  tritt,  G„^iC  =  -~ 
ist,  dies   herbeiführt.      Wenn    daher   öj^^"^  und    ©y('*)   constant  sind,   in 


welchem  Falle   die   beiden   noch   übrigen  Componenten   — - —  •  G„^iGn 

dejS") '  "^^ 

und   — ; — •  Gn^iGn  von   ©('•  +  ^)  beide  verschwinden,   so   ist  Gn-ui  das 
dl 

Contmm  des  Systems  und  auch  der  einzige  Punkt,  dessen  Beschleuni- 
gtmg  der  (n  -f-  1)^"  Ordnung  verschwindet,  und  da  aus  den  Dreiecken 
CG,  +  iM,  GnGn-^iM  folgt: 

0^(*)Ä  .  CM  =  Bes.  {0/')ß  .  CG„  +  i ,     6^")^  •  G„^iM} 
Sj^^^^Sl  '  MC  =  Bes.  {e/")Ä  .  Gn  +  jyf,     0/')Ä  •  MGn  +  l}, 
80  ergibt  sich,   dass  die  Beschleunigung  q^^  +  ^)  blos  die  beiden  Compo- 
nenten S^'^^SL'  Gn^iMunA.  Sj!^'*^Sl'  MG^j^i  besitzt,  beide  dem  Abstände 

MG„^i  proportional  und  die  erstere  senkrecht  zu  demselben  Abstände, 
die  zweite  längs  desselben  gerichtet  l^ind,  in  Folge  dessen  97^''  +  ')  für 
alle  Systempunkte  M  mit  G^^iM  constanten  Winkel  bildet. 

Eis  kann  indessen  auch  für  den  allgemeinsten  Fall,  dass  0^^^")  und 
^^^"^  nicht  constant  sind,  der  Beweis  des  Satzes  leicht  geführt  werden. 
Zu  dem  Ende  bilden  wir  die  Componenten  Xn^iy  Yn^i  von  gp^^  +  ^J  in 
Hezug  auf  die  Tangente  und  Normale  der  Curve  (C«)  als  x-  und  y-Axe. 
Wir  erhalten  hierfür,  wenn  o:,  y  die  Coordinaten  von  M  und  x^^  y^  die 
des  Momentancentrums  C  sind: 

31* 


VT" 
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^«+1  = äT-  2^  -  -^  "^  +  ^^''•'•^  ("^  -  ^^ 

—  e^WÄCy  — yo)  +  »r^->^.. 

Es  gibt  nun  immer  ein  System  von  Werthen  ^^  i  j,  ^„4.1?   wekb« 

für  Xy  y  eingesetzt,  -^^11  und  P^  .  ^  anf  Null  bringt.     Hiermit  ist  die 

Existenz  des  Beschlennigungscentrnms  ^^^.i  bypotbetiscb  dargetban,  nia- 

licb,  dass  es  für  die  Ordnung  n  -f-  1  ezistirt,  sobald  es  für  die  Ordnung  • 
bestebt.     Ziebt  man  aber  die  so  zu  bildenden  Gleicbungen 

d .  e  „(">  d  •  e  J»> 

d  •  e  J«)  d .  e  J-) 

von    den    vorigen    ab    und    setzt    die    Coordinaten    x  —  ^  ^,  =  r 
y  —  y«+i  =  ^»  8<^  erbält  man  in  Bezug  auf  (?^  .  ^  als  Ursprang: 

d  •  Ö  J")  de  J-) 

d  •  e  j«)  de  j") 

welebe  ausdrücken,   dass  (p^'*'^^^  in  zwei   Componenten  serfkDt  werder 
kann,   von   denen   die   eine   die  Ricbtung  von  MG^,^  bat,   die   aadfr* 

senkrecbt  dazu  ist,  wäbrend  beide  MG^n^  proportional  sind  und  IblgUci 

^(•  +  1)  Constanten  Winkel  mit  MG^,^  bildet. 

Zugleicb  folgt  nocb  nebenbei:   dass  die  Bescblennigang  ^*^ 
in  allen  Punkten  auf  concentrischen  Kreisen  um  ^^  .  .  coa- 
stant  ist. 

Nun    ist  die  Existenz    des   Bescbleunigungsccntrums  G  dar  trt^et 
Ordnung  früber  erwiesen  worden,  mitbin  gibt  es  naeb  dem  eben  be«i^ 
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senen  Satze  ein  Centram  für  die  zweite  Ordnung  und  da  dieses  besteht, 
ein  solches  für  die  dritte  u.  s.  w. 

Zugleich  können  die  hier  gewählten  Betrachtungen  zur  successiven 
Bildung  der  Componenten  der  Beschleunigung  aller  Ordnungen  dienen. 

Auch  kann  man  leicht  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  welchen 
zwei  Beschleunigungscentra  irgend  welcher  Ordnung  zusammenfallen. 
Nicht  minder  einfach  ist  es,  für  eine  beliebige  Ordnung  die  Tangential- 
uDd  Normalcomponente  der  Beschleunigung  zu  bestimmen  und  die  geo- 
metrischen Orte  zu  finden,  für  welche  die  eine  oder  die  andere  derselben 
verschwindet. 

Wir  führen  diese  Betrachtungen  nicht  weiter  aus,  ebenso  wenig,  als 
wir  auf  die  Theorie  der  relativen  Beschleunigungen  höherer  Ordnung 
eingehen,  um  die  dem  Buche  gesteckten  Grenzen  nicht  zu  überschreiten. 


Vierter  Theü. 

Theorie  der  Kräfte. 


I.  Capitel. 

Allgemeine  Erörterungen  über  die  Kräfte  und  das  Maass  derselben. 

§.  1.  Die  Punkte  eines  in  Bewegung  begriffenen  Systems  wur.:«'. 
bisher  von  gleicher  Beschaffenheit  angenommen,  sie  waren  in  Y*\z' 
dessen  von  rein  geometrischen  Punkten  nicht  verschieden.  Wir  werdfi 
jetzt  Mittel  suchen,  um  sie  quantitativ  oder  intensiv  und  in  gcwi&<>: 
Hinsicht  aucli  qualitativ  von  einander  zu  unterscheiden  und  den  Lva 
fluss  dieser  Unterschiede  auf  die  Bewegung  auszudrücken. 

Ein   System    gleichartiger  Punkte    sei    in    irgend    einer  BewOjT   : 
begriffen;  dieselbe  sei  vollständig  bekannt,  insbesondere  seien  zur  beliel  ; 
annehmbaren  Zeit  t  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  die  Gescli^^i" 
digkeit  mit  inbegriffen,  gegeben.    Ein  zweites,  diesem  congruentes  S}>t<  - 
besitze   dieselbe  Bewegung  und  sei  so   über  jenes   hingclagert,  da>s  y 
zwei  homologe  Punkte  A\  Ä'  zusammenfallen.     Dieselben  werden  d.^ii'^ 
während  der  Bewegung  fortwährend  vereinigt  bleiben  und  beide  Systtsi« 
werden  ein  System  bilden,  dessen  Punkte  A  die  Punkte  Ä^  Ä'  enthalt' . 
Die  Geschwindigkeiten  und   die  Beschleunigungen  aller  Ordnungeu  df 
Punkte   Ä^   Ä*   sind    nach   Richtung,    Sinn    und   Grösse   dieselben  u:* 
summiren  sich   daher   an   dem  Gesammtpunkte  Äy   ohne  dass   die  Bev< 
guug   dieses   eine   andere  wird,   als   die   der  Punkte   Ä^  Ä\     X^ti^^i' 
wird  der  Punkt  selbst   ein  doppclwerthiger.     In  gleicher  Weise  köno'-i 
wir  2 ,  3 ,  4 ,  . . .  .  m  congrnente  Systeme  übereinanderlagom ,  welche  i  ii 
Gesammtsystcm  von  derselben  Bewegung  bilden,  die  sie  selbst  besiur'. 
in  welchem  aber  jeder  Punkt  als  ein  2,  3,  4,  . . . .  m  werthiger  P' -^ 
aufzufassen  ist.     Umgekehrt  können  wir  ein  System  in  2,  3,  4,...- 
andere  spalten,   welche  dieselbe   Bewegung  wie  das  ursprflnglicht-  ^^ 
sitzen ;   die  Punkte  dieser  besitzen  dann   gegenüber  den  Punkten  jt  n- 

i,  ^, der  Werthigkeit  jeuer.     Auch  können  hierauf  Sy»ti&. 


I.  Cap.  BeschleunigUQgscoefficient,  Maasse.  487 

der  eben  erhaltenen  Art  mit  Systemen  der  vorigen  Art  zu  Systemen 
derselben  Bewegung  verbanden  werden,  deren  Punkte  im  Vergleich  mit 
den  Punkten  des  ursprünglichen  Systems  m-werthig  sind,  wo  m  eine 
ganse  oder  gebrochene  oder  auch  eine  Irrationalzahl  sein  kann. 

Lagern  wir  jetzt  Über  ein  System  ein  anderes,  ihm  nicht  congruen» 
tes,  dessen  Punkte   untereinander  gleichwerthig ,  aber  mit  den  Punkten 
jenes  gleichwerthig  oder  ungleichwerthig  sein  mögen.    Beide  sollen  die- 
selbe Bewegung  besitzen.    Dann  bildet  sich  aus  ihnen  ein  neues  System, 
welches  nicht  gleichartige  Punkte  enthält.    Es  wird  Punkte  von  der  Art 
der  Punkte   des   ersten   Systems,   solche  von  der  Art  des   zweiten  und 
endlich   solche   enthalten,  in  welchen  ein  Punkt   des   ersten   mit  einem 
Pankte   des   zweiten  verbunden   ist.     In    derselben   Weise  werden    die 
Beschleunigungen   der  verschiedenen   Ordnungen   zusammentreten,   aber 
dennoch  wird   das   Gesammtsystem   dieselbe  Bewegung  haben,   wie   die 
beiden,    aus   welchen   es  gebildet  ist.     Lagern   wir   drei   oder   mehrere 
Systeme  auf  diese  Weise  übereinander,  so  gelangen  wir,  wie  man  leicht 
sieht,  zu  Systemen  der  allerheterogensten  Beschaffenheit,  welche  alle  die- 
selbe Bewegung  haben,   deren   Punkte   die  mannigfaltigste  Werthigkeit 
nnd  eine  dieser  entsprechende  Gesammtbeschleunigung  besitzen,  welche 
aber  die  Energie  der  Bewegung  des  einzelnen  Punktes  nicht  ändert,  weil 
sie  sich  auf  die  einzelnen  Bestandtheile  vertheilt,  welche  in  dem  Punkte 
zusammengetreten  sind.    Fügen  wir  hinzu,  dass  wir  Systeme  auch  trennen 
können,  so  übersieht  man  leicht,  wie  durch  diese  Uebereinanderlagerung 
^ggf^g&te    von   Systemen    entstehen,    deren   Punkte    selbst    eine    Null- 
wpfthigkeit  oder  auch  eine  negative  Werthigkeit  besitzen. 

Der  Coefficient,  welcher  die  Werthigkeit  eines  Punktes  und  dem 
entsprechend  die  Werthigkeit  der  Beschleunigungen  aller  Ordnungen 
ausdrückt,  kann  nach  dem  Vorstehenden  jede  reelle  positive  oder  nega- 
tive,  ganze  oder  gebrochene,  rationale  oder  irrationale  Zahl  sein,  die 
Null  mit  inbegriffen.  Erlangt  ein  Punkt  des  Gesammtsystems  den  Coeffi- 
cienten  Null,  so  verschwinden  seine  Beschleunigungen  aller  Ordnungen, 
er  nimmt  nicht  mehr  an  der  Bewegung  des  Systems  Theil  und  wird  aus 
demselben  ausgeschieden.  Trifft  dies  bei  allen  Punkten  einer  ganzen 
Parthie  des  Systems  ein,  so  scheidet  auch  sie  aus.  Durch  das  Ver- 
winden jenes  Coef&cienten  ist  also  das  Mittel  gegeben,  ein  System  auf 
einen  bestimmten  Raum  zu  beschränken  oder  in  bestimmter  Weise  ab- 
zugrenzen. Jener  Coefficient  spielt  hier  vollständig  die  Rolle  des  Dis- 
continuitätsfactors  der  bestimmten  Integrale.  Ein  negativer  Coefficient 
eines  Punktes  deutet  auf  einen  Mangel  der  Werthigkeit  desselben  und 
einen  Wechsel  des  Sinnes  in  der  Beschleunigung.  Er  kann  auf  zwei 
Arten  entstehen :  entweder  durch  Abtrennen  einer  vorgeschriebenen  Puiikt- 
parthie  oder  durch  Combination  von  Systemen  mit  vollkommen  entgegen- 
gesetzten Beschleunigungen  aller  Ordnungen. 
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Man  kann  diesen  Coefücienten,  welcher  die  qualitative  YeiBcliiedeQ- 
heit  der  Systempunkte  charakterisirt  nnd  ihre  BeschlennigangBcapicitiU 
misBt,  den  Beacbleunigangscoefficienten  derselben  nennen.  In 
den  Anwendungen  der  Mechanik  auf  Physik  stellt  er  in  vielen  Untersuchun- 
gen die  Menge  der  Materie  dar,  welche  in  den  Systempnnkten  eoneen- 
trirt  gedacht  wird,  in  anderen  Gebieten  dieser  Wissenschaft  drückt  er 
das  Quantum  Agens  der  Punkte  aus  und  die  positive  oder  negative 
Beschaffenheit  stellt  den  Gegensatz  der  Agentien  (z.  B.  bei  EleetriciUt 
und  Magnetismus)  dar,  das  Verschwinden  derselben  die  Neutralitit.  Die 
Lehrbücher  der  Mechanik  nennen  diesen  Coefficienten  durchweg  di« 
Masse.  Allein  wenn  wir  auch  weit  entfernt  sind,  irgend  einen  allge- 
meinen Namen  einführen  zu  wollen,  so  dient  das  Gesagte  doch  voU 
hinreichend  dazu,  auf  das  BedÜrfniss  eines  solchen  hinzudeuten.  Andere 
möchten  vielleicht  lieber  „Actionscoefficient^'  odqr  „  Bescbleunignngs- 
gewicht*'  sagen. 

Man  erkennt  aus  der  Entstehungsweise  des  BeschleunigungscoeM* 
cienten,  dass  seine  Beschaffenheit  sich  auf  alle  Ordnungen  der  BescUea- 
nigungen  fortpflanzt,  sodass,  wenn  er  an  irgend  einer  Stelle  des  System 
für  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  verschwindet,  an  dieser  Stelle 
die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  Null  sind,  die  Geschwindigkeit 
mit  inbegriffen.  Bei  gewissen  Vorgängen,  bei  welchen  er  die  Materialitit 
ausdrückt,  bleibt  er  constant,  bei  anderen,  wo  eine  Verftuderung  im 
Agens  auftritt,  wie  z.  B.  bei  der  Vertheilung  der  ElectricitKt,  ist  er 
mit  der  Zeit  oder  mit  dem  Orte  veränderlich.  Für  die  in  diesem  Bocb^ 
durchzuführenden  Betrachtungen  wird  er  als  constant  angenommen  und 
steht  nichts  im  Wege,  ihn  die  Masse  zu  nennen,  obgleich  dieser  Name 
nicht  die  Allgemeinheit  seines  Wesens  ausdrückt« 

Um  die  Werthigkeit  der  Punkte  eines  Systems  zu  bestimmen,  ist 
erforderlich,  dass  man  eine  bestimmte  Werthigkeit  annimmt,  welche  duck 
den  Coefficienten  1  ausgedrückt  werden  soll.  Die  Beschleanignng  irgend 
einer  Ordnung  eines  solchen  Punktes  sei  <p.  Ist  alsdann  m  der  BeschleB- 
nigungscoefflcient  des  Punktes,  wenn  seine  Werthigkeit  m  wird,  so  treten 
in  ihm  Beschleunigungsbestandtheile  zusammen,  welche  mtp  snr  Resnl- 
tante  haben,  in  Folge  deren  er  aber  dennoch  dieselbe  Beschleunigung  r 
behält,  weil  die  Resultante  sich  auf  die  Bestandth^ile  des  Gesimmf- 
punktes  vertheilt. 

§.  2.  Zu  jeder  Veränderung  kann  eine  Ursache  gedacht  werden« 
welche  die  Veränderung  hervorbringt.  Die  Bewegung  ist  continuiriidie 
Ortsänderung,  ihre  Ursache  ist  demnach  im  strengen  Sinne  der  labe« 
griff  alles  dessen,  was  den  Punkt  oder  das  System  fortfahrt  und  ihm 
die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigungen  aller  Ordnangen  ertheiH. 
Indessen  pflegt  man  den  Begriff  der  Ursache  etwas  beschränkter  n 
fassen  und  sich  vorzugsweise  fUr  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  eise 
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Ursache  zu  denken.  Die  Ursacjie  der  Beschleunigung  erster 
Ordnung  heisst  Kraft  und  ihre  Wirkung  besteht  darin,  dass  sie 
die  Beschleunigung  erster  Ordnung  hervorbringt,  d.  h.  die  Geschwindig- 
keit nach  Richtung  und  Grösse  ändert,  indem  sie  in  jedem  Momente 
die  Elementarbeschleunigung  zur  Geschwindigkeit  hinzutreten  lässt.  Diese 
Wirkung  ist  eine  continuirliche,  so  lange  die  Geschwindigkeit  sich  con- 
tinuirlich  ändert.  Wo  keine  Beschleunigung  erster  Ordnung  ist,  wirkt 
keine  Kraft;  mit  dem  Aufhören  der  einen  verschwindet  die  andere. 
Die  Kraft  ist  nicht  die  unmittelbare  Ursache  der  Geschwindigkeit,  son- 
dern nur  der  Beschleunigung,  d.  h.  der  Aendorung  der  Geschwindigkeit. 
Sie  kann  niemals  augenblicklich  eine  Geschwindigkeit  hervorbringen  oder 
tilgen,  sondern  nur  allmählig  sie  wachsen  oder  abnehmen  lassen. 

Der  Leichtigkeit  der  Behandlung  gewisser  Parthieen  der  Mechanik 
wegen  denkt  man  sich  übrigens  die  Geschwindigkeit  oft  durch  das  mo- 
mentane Wirken  einer  anderen  Ursache  erzeugt  und  nennt  eine  solche, 
weil  sie  nur  einen  Moment  wirkt,  eine  Momentankraft  und  im  Gegen- 
satze zu  ihr  die  vorhin  betrachteten  Kräfte  continuirliche  oder  con- 
tinnirlich  wirkende  Kräfte.  Wir  werden  bald  die  Abhängigkeit 
erläutern,  in  welcher  diese  Momentan kräfte  zu  den  continuirlichen  Kräf- 
ten stehen. 

Ist  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  nach  Grösse  und  Richtung 
unverSnderlich,  so  reicht  die  Kraft  aus,  um  alle  Veränderung  der  Be- 
wegung hervorzubringen.  Ist  sie  aber  veränderlich,  sei  es  nach  Grösse 
oder  nach  Richtung  allein  oder  in  beiderlei  Hinsicht  zugleich,  so  setzt 
die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche  diese  Aenderung  veranlasst, 
eine  Ursache  oder  Kraft  der  zweiten  Ordnung  voraus,  welche  selbst  als 
die  Ursache  der  Veränderung  der  Kraft  erster  Ordnung  angesehen 
werden  kann.  In  gleicher  Weise  gibt  es  Kräfte  aller  Ordnungen,  wo 
es  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  gibt  und  fallen  die  Kräfte  von 
einer  gewissen  Ordnung  an  hinweg,  sobald  die  Beschleunigung  der  nächst- 
vorhergehenden Ordnung  nach  Grösse  und  Richtung  constant  wird. 

§.  3.  Die  Kräfte  in  der  engeren  Bedeutung  des  Wortes,  nämlich 
die  Ursachen  der  Beschleunigungen  erster  Ordnung,  können  auf  ver- 
schiedene Weise  gedacht  werden,  je  nachdem  man  die  Bewegungs- 
ändernngen  eines  Systems  im  Ganzen  oder  im  Einzelnen  ins  Auge  fasst. 
Bleiben  wir  einen  Augenblick  beim  unveränderlichen  System  stehen. 
Die  Beschleunigungen  sämmtlicher  Punkte  desselben  sind  bestimmt,  so- 
bald die  Schraubenbeschleunigung  (Thl.  III,  Cap.  VIII,  §.  8.)  nach 
Lage,  Richtung  and  Sinn  der  Axe  und  ihren  beiden  Componenten  nach, 
der  Rotations-  und  Translationsbeschleunigung,  sowie  die  Axialbeschleu- 
nigung  bestimmt  ist.  Es  genügt  also  auch  als  Ursache  eine  Kraft,  welche 
die  Schraubenbeschleunigung  und  Axialbeschleunigung  zu  geben  im 
Stande  ist  und  ihre  Wirkung  besteht  darin,   dass  sie  jeden  Augenblick 
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eine  unendlich  kleine  Schraubengeschwindigkeit  um  eine  bestimiiite  Axe 
zu  der  bereits  vorhandenen  Schranbengesch windigkeit  hin2Titretea  liUft 
und  zugleich  das  System  nach  der  Axe  der  Schraubengesehwindi^keit 
hindrängt.  Diese  Kraft  ist  äquivalent  zweien  anderen  Kräften,  welche 
einzeln  die  beiden  Beschleunigungscomponenten ,  nämlich  die  Trans- 
lation sbeschleunigung  parallel  der  Axe  der  Schraubenbeschlennigang  und 
die  Rotationsbeschleunigung  um  dieselbe  zu  geben  vermag  in  VerbindüDg 
mit  einer  dritten,  wesentlich  anderer  Art,  welche  die  Axialbesehleuni- 
gung  hervorruft. 

Die  Beschleunigungen  im  unveränderlichen  System  sind  aber  ancb 
sämmtlich  bestimmt,  sobald  es  die  Beschleunigungen  dreier  Systempunkte 
sind.  Daher  sind  auch  nur  drei  Kräfte  erforderlich,  welche  diesen  Punk- 
ten die  Beschleunigungen  erth€ilen,  um  die  Bewegung  des  ganzen  Systenu 
zu  dirigiren.  Diese  drei  Kräfte  sind  der  vorhin  genannten  Schraubenkrat' 
und  Axialkraft  äquivalent  und  diese  können  aus  ihnen  entwickelt  werdeL 

Endlich   kann   man   auch   für   die   Beschleunigung   jedes    einzeloet 
Systempunktes   eine  Kraft  annehmen,   welche  diese  gibt  und  alle  diese 
Kräfte   zusammen   müssen  gleichfalls   den  vorgenannten  äquivalent  sein 
Thut  man  dies,  so  fällt  aber  die  Nothwendigkeit  hinweg,  dass  das  System 
als  ein  unveränderliches  vorausgesetzt  werde,  vielmehr  da  die  Kräfte  den 
Punkten  sämmtlich  die  Beschleunigungen  geben,  welche  ihnen  als  Tank- 
ten  des   Systems   zukommen,    so    erfolgt   durch  sie    die  Bewegung   de» 
Systems  von  selbst,   ohne   dass   durch   den  Zusammenhang   des  Systefl)^ 
ein  Zwang  ausgeübt  zu  werden  braucht.     Manche   Schriftsteller  nenner 
die  Elräfte,   welche   den   Systempunkten  ihre   Beschleunigungen  geWn 
wie  sie  durch  den  Zusammenhang  des  Systems  aus  den  BeschleunignngeL 
der  bestimmenden  Punkte  folgen,  Effectivkräfte.    Unterwirft  man  um- 
gekehrt ein   unveränderliches  System  gegebenen  Kräften,    welche  meb 
als  drei  Punkte  beschleunigen,  so  folgt,  dass  noch  ein  Zwang  hinsotr^ttrc 
muss,  damit  das  System  unveränderlich  bleibe;  denn  die  BeschleuDigw 
gen  von  drei  Punkten  reichen  aus,  um  die  aller  anderen  zu  bestimmeL 
Dieser  Zwang  kann  auf  verschiedene  Art  ausgeübt,  unter  allen  UmständeL 
aber  durch  Kräfte  ausgedrückt  werden,  welche  die  Punkte  so  gegeneinandrr 
beschleunigen,  dass  der  Zusammenhang  des  Systems  erhalten  wird. 

Wie  sich  das  hier  Gesagte  auf  veränderliche  Systeme  Übertrag  *i 
lässt  und  inwieweit  Modificationen  hierbei  eintreten,  wird  später  erört«  r* 
werden. 

§.  4.  Die  Kraft  ist  als  die  Ursache  der  Beschleunigung  vollkomn^t 
deiinirt,  sobald  es  die  Beschleunigung  ist.  Daher  dürfen  weiter  k<^it* 
Voraussetzungen  über  ihre  Wirkungsweise  in  die  theoretische  MecbaaA 
eingeführt  werden.  Was  man  als  Axiome  der  Mechanik  in  beie^kUnc . 
pflegt,  sind  Sätze,  welche  hier  vollständig  überflüssig  werden.  In  3tr 
That  sind  sie  auch  nur  für  einen  Lehrgang  erforderlich,  welcher  aa 
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mittelbar  mit  den  Kräften  und  nicht  mit  dem  beginnt,  dessen  Ursachen 
die  Kräfte  sein  sollen.  Sie  enthalten  implicite  Erklärungen  der  Natur 
der  Beschleunigung,   ohne  den  Namen  für  diesen  Begriff  zu  brauchen. 

Es  gibt  aber  noch  eine  andere  Art  von  Hypothesen  über  die  Wir- 
kungsweise der  Kräfte,  welche  Newton  an  die  Spitze  seiner  Principia 
philosophiae  naturalis  stellt  und  welche  von  da  in  alle  Lehrbücher  der 
Mechanik  gewandert  sind.  Diese  Grundsätze  sind  aber  gleichfalls  nicht 
Grundsätze  der  theoretischen  Mechanik,  sondern  der  Physik.  Sie  be- 
treffen Vorgänge  der  physischen  Welt  und  vermitteln  die  Anwendung 
der  Mechanik  auf  die  Erklärung  der  Naturphänomene,  indem  sie  aus- 
sagen, unter  welchen  Voraussetzungen  die  Lehren  dieser  Wissenschaft 
dort  zur  Geltung  kommen.  Der  erste  dieser  Grundsätze  ist  das  Princip 
der  Trägheit  der  Materie,  nämlich: 

Jeder  materielle  Punkt  verharrt  in  dem  Zustande  der 
Ruhe  oder  der  geradlinig  gleichförmigen  Bewegung,  so  lange 
er  nicht  durch  äussere  Kräfte  2<u  einer  Aenderung  dieses 
Zustandes  gezwungen  wird. 

Der   zweite  lautet: 

Die  Aenderung  der  Bewegung  ist  proportional  der  wir- 
kenden Kraft  und   erfolgt  in  der  Richtung  dieser. 

Der  dritte  ist  das  Princip  der  Action  und  der  Keaction, 
nämlich : 

Die  Kraftwirkungon  zwischen  zwei  materiellen  Punkten 
bind  stets  gleich  und  einander  entgegengesetzt. 

Die  Beschleunigung  ist  definirt  worden  aU  das,  was  die  Aenderung 
der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  nach  Grösse  und  Bichtung  bewirkt 
und  die  Kraft  ist  die  Ursache  der  Beschleunigung.  Ohne  Kraft  ist 
daber  eine  Aenderung  in  der  gleichförmig  geradlinigen  Bewegung  nicht 
möglich.  Für  die  theoretische  Mechanik  ist  daher  das  Princip  der  Träg- 
heit nicht  erforderlich,  es  sagt  nichts  Neues.  Für  die  Physik  sagt  es 
aber  aus,  dass  die  abstracten  Vorstellungen  von  Beschleunigung  und 
Kraft  auf  die  Materie  angewandt  werden  dürfen.  Das  zweite  Princip 
drückt  nichts  weiter  aus,  als  dass  die  Kraft  die  Beschleunigung  hervor- 
bringt und  wie  jede  Ursache  ihrer  Wirkung  proportional  ist.  Das  Princip 
der  Action  und  Reaction  spricht  im  Grunde  die  Behauptung  aus,  dass 
In  der  Natur  all^  Ursachen  der  Beschleunigung  paarweise  vorhanden 
nnd  entgegengesetzt  gleich  sind.  Ueber  die  Existenz  der  Kräfte  in  der 
Natur  lehrt  nur  die  Physik,  nicht  die  abstracto  Mechanik ;  daher  gehört 
dies  Princip  streng  genommen  jener  Wissenschaft  allein  an.  In  der 
That  kommt  es  auch  nur  in  den  Anwendungen  der  Mechanik  vor,  welche 
noch  zum  Theil  experimentelle  Resultate  zu  Grunde  legen  müssen. 

Man  hat  die  Newton'schen  Sätze  vielfach  commentirt  und  erweitert, 
ihre  Stellung  zur  Mechanik  aber  vielfach  missverstanden,  weil  man  eine 
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Forderung  theoretischer  Auffassung  von  dem  durch  die  Sinne  Wahr- 
nehmbaren  nicht  trennte.  Dass  Kraft  nur  etwas  Gedachtes  ist  und  nicht 
etwas  Handgreifliches,  in  der  Natur  Beobachtbares,  hat  Newton  bereits 
auszusprechen  für  nöthig  gefunden,  und  wenn  eine  gewisse  Naturbetrack- 
tung  die  Krftfte  beobachten  zu  können  glaubt,  sogar  von  ihrem  Sits 
spricht  und  sozusagen  eine  Dogmatik  über  die  reale  Existenz  von  Kiif- 
ten  in  der  Natur  aufstellt,  so  genügt  es  wohl,  sie  auf  folgende  Stell« 
in  den  Principiis  phüosophiae  naturalis  zu  verweisen :  „  Voces  attraetimu 
impitlsus  vel  propensionis  cuiuscanque  in  cenirum  indifferenter  et  pro  se  mutuo 
promiscue  usurpo,  has  vires  non  physice  sed  mathematice  iantum 
considerando.  ünde  caveat  lector^  ne  per  huiusmodi  voces  cogitei,  mt 
speciem  vel  modum  actionis  causamve  aut  rationem  physieam 
alicuhi  deßnire^  vel  centris  {quae  sunt  puncta  mathetnalica)  vires  vere  rt 
physice  tribuere^  si  forte  aut  centra  trahere  aut  vires  centrorum  esse  dixero:' 
(Newton,  princ.  phil.  natur.  Lib.  I.  ad  definitionem  VIII.) 

§.  5.  Bei  jeder  Kraft  (im  gewöhnlichen  Sinne  genommen)  hat  mao 
zu  unterscheiden:  1.  die  Richtung,  d.  i«  die  Gerade,  Iftngs  welcher  sie 
beschleunigt,  2.  den  Sinn,  Übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Beschleu- 
nigung, 3.  die  Intensität  oder  Stärke,  mit  welcher  sie  beschleunigt  und 
4.  den  Angriffspunkt.  Der  Angriffspunkt  ist  in  vielen  Fällen  nicbti 
Wesentliches ;  sie  vermag  allen  Punkten  ihrer  Richtung  dieselbe  Beschleu- 
nigung zu  ertheilen,  wenn  diese  in  einer  solchen  Weise  durch  diese 
Gerade  verbunden  sind,  dass  ihre  gegenseitigen  Abstände  von  einander 
unveränderlich  bleiben.  Man  drückt  dies  gewöhnlich  so  aus,  dass  man 
sagt:  Jede  Kraft  kann  an  jeden  Punkt  ihrer  Richtung  ver- 
legt werden,  wenn  derselbe  mit  dem  ursprünglichen  An- 
griffspunkte unveränderlich  verbunden  wird.  Die  Richtung 
der  Kraft  ist  constant  oder  veränderlich.  Zur  Erklärung  der  Phänomene 
des  freien  Falles  z.  B.  nimmt  man  die  Schwerkraft  an.  Ihre  Richtung 
geht  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  da  dieser  aber  sehr  weit  entfent 
ist,  so  ist  dieselbe  über  kleinere  Theile  der  Erdoberfläche  hin  von  coc- 
stanter  Richtung.  Die  Beschleunigung  der  Schwerpunkte  der  Planeten 
ist  nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet;  sie  setzt  eine  Kimft 
voraus  von  veränderlicher  Richtung,  welche  der  Bewegung  des  Plane- 
ten folgt. 

Hinsichtlich  der  Intensität  unterscheidet  man  gleichfalls  constaste 
und  veränderliche  Kräfte.  Ist  die  Beschleunigung  eines  Punktet  von 
constanter  Grösse,  so  setzt  sie  auch  eine  constant  wirkende  Ursachf 
voraus.  Eine  Kraft  von  constanter  Intensität  ist  daher  eine  solche, 
welche  constante  Beschleunigung  gibt,  welche  also  die  Geschwiadigkeit 
in  jeder  Zeiteinheit  um  dieselbe  Grösse  ändert.  Fällt  daher  die  Rick* 
tung  der  Kraft  mit  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  lusammen,  »<' 
ertheilt  die  Kraft  dem  beweglichen  Punkte  eine  geradlinig  gleieUonug 
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veränderliche  Bewegung  und  zwar  gleichförmig  beschleunigt  oder  ver- 
zögert, je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  über- 
emstimmt  oder  nicht.  Fallen  die  Bichtangen  beider  nicht  zusammen, 
80  entsteht  eine  parabolische  Bewegung,  wenn  zugleich  die  Bichtung 
der  Kraft  constant  bleibt. 

Ist  die  Intensität  einer  Kraft  veränderlich,  so  kann  man  jeden 
Angenblick  eine  constante  Kraft  angeben,  in  welche  jene  übergehen  würde, 
wenn  plötzlich  alle  Ursachen  der  Veränderlichkeit  hinwegfielen.  Unter 
der  Intensität  der  veränderlichen  Kraft  versteht  man  die  Intensität  die- 
ser Constanten  Kraft. 

Ist  eine  Kraft  nach  Richtung  oder  Intensität  oder  nach  beiden  ver- 
änderlich, so  ist  die  Ursache  dieser  Veränderlichkeit  die  Kraft  nächst- 
höherer Ordnung  und  wenn  diese  gleichfalls  veränderlich  ist,  so  ist  die 
Ursache  ihrer  Veränderlichkeit  die  Kraft  der  folgenden  Ordnung  u.  s.  f. 

Jede  Ursache  ist  ihrer  Wirkung  proportional  und  die  doppelte, 
dreifache  u,  s.  w.  Ursache  hat  auch  die  doppelte,  dreifache  u.  s.  w.  Wir- 
kung. Die  Wirkung  der  Kraft  ist  die  Beschleunigung;  die  Kraftinten- 
sität muss  daher  der  Beschleunigung  proportional  sein.  Ist  nun  der 
Beschleunigungscoefficient  m,  die  Beschleunigung  der  Bewegung  90,  so 
muss  die  Kraft  $  dem  m  werthigen  Punkte  die  Beschleunigung  90  auch 
»mal  ertheilen;  ihr  Ausdruck  ist  daher  f  ^=  mq> '  K^  wo  K  zunächst  ein 
Proportionalitätsfactor  ist. 

Für  eine  zweite  Kraft  f\  welche  einem  Punkte  von  der  Werthig- 
keit  m   die  Beschleunigung  fp   ertheilt,  hat  man  ebenso 

Daher  wird  das  Verhältniss  beider 

i^  —  ÜL  .^ 
m       <p 

d.  h.  die  Intensitäten  zweier  Kräfte  stehen  im  zusammen- 
gesetzten Verhältnisse  der  Werthigkeitecoefficienten  (M*as- 
sen)  der  Punkte  und  der  Beschleunigungen,  die  sie  ihnen 
ertheilen. 

Um  Kräfte  zu  messen,  kann  man  eine  Krafteinheit  willkürlich  an- 
nehmen« In  vielen  Fällen  wählt  man  ein  bestimmtes  Gewicht.  Die  Ur- 
sache des  Fallens  der  Körper  oder  die  Schwere  ertheilt  nämlich  allen 
ihr  unterworfenen  Punkten  die  constante  Beschleunigung  g  =^9,81  Meter. 
Die  Schwerkraft»  welche  eine  gegebene  Masse  fallen  macht,  heisst  das 
Gewicht  dieser  Masse.  Das  Gewicht  eines  Cubikdecimeters  chemisch- 
reinen Wassers  im  Znstande  der  grössten  Dichtigkeit  (bei  4^,1  C.)  heisst 
das  Kilogramm  und  wird  als  Krafteinheit  benutzt.  Für  kleine  Kräfte 
wählt  man  als  Maasseinheit  das  Gramm,  welches  der  tausendste  Theil 
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des  Kilogramms,   nämlioh   das   Gewicht   eines   Cubikcentimeters  Wasser 
derselben  Bescbaffentieit  ist. 

Auch  die  Einheit  für  die  BeschleunigungscocffLcienten  oder  die  liissf 
ist  beliebig  wählbar.  '  Wir  wollen  sie  so  bestimmen,  dass  wir  unter  ibr 
diejenige  Masse  verstehen,  welcher  die  Krafteinheit  (das  Kilogrtmm 
die .  Beschleunigung  gleich  der  Längeneinheit  (1  Meter)  ertheih.  Mit 
Zugrundelegung  dieser  Einheiten  liefert  jetzt  die  obige  Gleichung,  weiis 
nämlich  ^'  die   Krafteinheit  und  tn    die   Masseneinheit  bedeutet,  wofür 

fp  z=  1  wird,  für  die  Maasszahl  F  =  ^,  der  Kraft  </: 

F  =  mg), 
d.    h.    die    Maasszahl    der    Intensität    der  Kraft,    welche  der 
Masse    m    die    Beschleunigung    q>    zu    ertheilen    vermag,   i^t 
gleich   dem  Produkte   aus    den   Maasszahlen    der   Masse  ond 
der  Beschleunigung. 

Hierbei  wird  aber  vorausgesetzt,  daas  m  und  sn  sich  auf  Werthtg- 
keitsverhältnisse  derselben  Art  beziehen,  dass  also  z.  B.  beide  Zahlen 
sich  auf  die  Mengen  ponderabeler  Materie  oder  beide  elektrische  Mft> 
sen  etc.,  nicht  aber  die  eine  sich  auf  ponderabele  Materie,  die  ander« 
sich  auf  Electricität  beziehe.  Im  letzteren  Falle  würde  noch  ein  weiten-r 
Coefficient  erforderlich  sein. 

Aus  F  =  mg)  folgt,  dass  die  Beschleunigung  erhalten  wird,  irenn 
man  die  Intensität  der  Kraft  durch  die  Masse  und  die  Masse,  wenn 
man  die  Intensität  der  Kraft  durch  die  Beschleunigung  dividirt,  d.  h.  «^^ 

F  F 

ist  op  =   —  und  m  =  —  . 
m  9 

Wenden  wir  die  Gleichung  F  =  rmp  auf  das  Gewicht  P  der  Ma^»** 

m  an,  so  wird  g  für  q>  zu  setzen  sein;  wir  erhalten  dadurch 

P  =  mg. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  können  wir  ans   der  vorigen  Gleichung  die 

Masse  m  eliminiren;  sie  nimmt  dadurch  die  Form  an 

« 

P 

F  = w. 

9 
Die  Kraft  F  =  mq>,  welche  der  Masse  m  die  Beschleunigung  ^  fr* 

theilt,  wird  oft  auch  die  bewegende  Kraft  genannt.   Die  Kraft,  welcW 

der  Masseneinheit   dieselbe  Beschleunigung  <p  ertheilt,  wäre  1  «9  =  9' 

sie  heisst  im  Gegensatze  hierzu  die  beschleunigende  Kraft. 

Die  Gleichung  P  =  mg  gibt  für  m  =  1  den  Werth  P  «=  p,  d.  b.  dir 
Masseneinheit  hat  ein  Gewicht  gleich  g  »=  9,81  Kilogramm. 

§.  6.     So  wie   man   die  Beschleunigung  eines  Punktes  durch  ikrr 
Componenten  ersetzen   kann,   so  kann  man  die  Kraft,   welche   die  Bf 
schleunigung  erzeugt,  durch  eine  Verbindung  von  Kräften  ersetseii,  welckf 
einzeln  die  Ursachen  der  Beschleunigungseomponenten  sind.    Man  pl)^ 
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die  Kraft  durch  eine  Strecke  mit  einer  Pfeilspitze  zu  bezeichnen;  die 
Länge  der  Strecke  gibt  die  Intensität,  die  Richtung  derselben  die  Rieh- 
lang  der  Kraft  und  die  Spitze  den  Sinn  derselben  an;  der  Anfangs- 
punkt der  Strecke  bezeichnet  den  Angriffspunkt.  Da  nun  die  Kraft  der 
Beschleunigung,  welche  sie  dem  beweglichen  Punkte  ertheilt,  proportio- 
nal ist,  so  werden  die  Figuren,  welche  aus  den  die  Kräfte  darstellenden 
Strecken  gebildet  werden  können,  den  ans  den  entsprechenden  Beschleu- 
nigangen  gebildeten  ähnlich  und  können  alle  Sätze  über  die  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Beschleunigungen  sofort  auf  die  Zusammen- 
äetznng  und  Zerlegung  der  Kräfte  übertragen  werden. 

Es  sei  9^")  die  Beschleunigung  irgend  einer  Ordnung  n  zur  Zeit  /; 
damit  sie  in  die  Beschleunigung  zur  Zeit  t  -\-  dt  übergehe,  tritt  zu  ihr 
die  Elementarbeschleunigung  <p^'*'^^^d(  der  nächst  höheren  Ordnung. 
Ebenso  tritt  zur  Kraft  mg}^"^  der  w^^"  Ordnung  die  unendlich  kleine 
Kraftcomponente  mq^^'^^^dl  hinzu,  um  dieselbe  nach  Grösse  und  Rich- 
tung in  die  Kraft  überzuführen,  welche  dem  folgenden  Zeitmomente 
entspricht. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Elementarkraft  mq)^'*'^^^dt  das  geometrische 
Differential  und  mtp^'*'^^^  die  geometrische  Derivirte  von  mq>^'*^  ist,  d.  h.: 

Jede  Kraft  irgend  einer  Ordnung  ist  die  geometrische 
Derivirte  der  Kraft  nächst  höherer  Ordnung.  Kräfte  verschie- 
dener Ordnungen  können  daher  nic&t  miteinander  verglichen  werden, 
sondern  sind  Grössen  verschiedener  Dimension,  verhalten  sich  wie  Flächen 
ZQ  Linien  oder  Körperräume  zu  Flächen. 

Die  Kraft  nullter  Ordnung  ist  </^^)  =^mvK  und  wird  die  Momentan- 
kraft genannt.  Sie  ist  die  Ursache  der  Geschwindigkeit  und  ertheilt 
diese  dem  Punkte  plötzlich.  Für  m  =  1  und  »  =  1  wird  f^^^  =  K 
and'  wenn  man  also  den  Proportionalitätsfactor  ÜT,  d.  h.  die  Momentan - 
kraft,  welche  der  Masseneinheit  die  Geschwindigkeit  v  plötzlich  zu  er- 
theilen  vermag,   als  Einheit  der  Momentankräfte  wählt  und   die  Maass- 

zahl    -  — -   der  Momentankraft  f^^^  mit  /^®^  bezeichnet,  so  wird 

d.h.  die  Maass  zahl  der  Momentankraft  ist  das  Produkt  aus  den 
Maasszahlen  der  Masse  und  der  Geschwindigkeit.  Das  Pro- 
dakt  mv  heisst  die  Bewegungsgrösse  des  Punktes.  Wir  werden  später 
v^on  Kräften  erster  Ordnung  reden,  welche  eine  sehr  kurze  Zeit  hindurch 
wirken  und  sehr  grosse  Intensitäten  besitzen;  sie  heissen  Stosskräfte. 
Dieselben  sind  von  den  Momentankräften  sehr  wohl  zu  trennen;  in  dem 
Momente  jedoch,  in  welchem  eine  Stosskraft  zu  wirken  aufhört,  hat  der 
bewegliche  Punkt  eine  gewisse  Bewegungsgrösse  und  da  diese  eine  Mo- 
mentankraft  repräsentirt,  welche  dem  Punkte  die  Geschwindigkeit  zu 
ertheilen  vermag,   die   er   durch   die   Einwirkung  der  Stosskraft  erlangt 
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hat,  wenn  er  vorher  eine  solche  nicht  besass,  so  sieht  man  ein,  wie  der 
Effect  einer  Stosskraft  oft  sich  durch  eine  Momentankraft  ausspricht 

§.  7.     Wir  wollen  jetzt  noch  einige   Grundbegriffe   erUntem,  die 

mit  den  Kräften   erster  Ordnung  in  Verbindung  stehen.     Unter  allen 

Zerlegungen  der  Beschleunigung  (p  war  die  Zerlegung  in  Tangential*  vai 

Normalbeschleunigung   die  wichtigste   (Tbl.  II,   Cap.         ,   §.       .).    Die 

Ursachen  dieser  beiden  Componenten  heissen  die  Tangentialkraft  und  Nor 

dt 
mal '  oder  Centripetalkraft.  Die  Maasse  für  dieselben  sind  Fg = nupi  *=  »  . 

und  Fn^==^  ff^^n'^^f'^  —  •     Die  erstere  Kraft  wirkt  in   der  Richtung  der 

Tangente,  die  zweite  normal  zur  Bahn,  nach  dem  Krttmmungsmittelpimkte 
hingewandt.  Die  totale  Kraft  F  setzt  sich  aus  ihnen  zusammen  nicb 
der  Formel  

'-/"©■+ f 

Mit  der  Componenten  Ft  der  Kraft  F  stehen  in  innigem  Zusammen- 
hang die  Begriffe  von  Kraftantrieb»  Bewegungsgrösse,  Arbeit 
und  lebendiger  Kraft. 

Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  Fg^^  m  —  mit  di  und  in- 

tegrirt  sie,  indem  man  Fg  als  Function  der  Zeit  dargestellt  denkt  nach  t 
zwischen  den  Grenzen  /q  ^^^  ^  welchen  die  Werthe  Vq  und  v  der  Ge- 
schwindigkeit entsprechen,  so  erhält  man: 

i 


ß 


Fi'  dt  =  mv  —  mvQ 

Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  gebildet  aus  der  Intensität  der 
Tangentialkraft  und  dem  Zeitelemente,  heisst  'der  Elementarantrieb 
der  Kraft  F  und  das  Integral  selbst  der  Antrieb  der  Kraft  F 
während  der  Zeit  t  —  ^q*  Nun' ist  mv  die  Bewegungsgrösse  oder  die 
Momentankraft  des  Punktes  und  da  mv  —  mv^  die  Aenderung  derselben 
während  des  Zeitintenralles  /  —  /q  darstellt,  so  kann  der  Inhalt  derror- 
stehenden  Gleichung  in  dem  Satze  ausgesprochen  werden:  Bei  jeder 
Bewegung  eines  Punktes  ist  der  Antrieb  der  Kraft  währeni 
irgend  eines  Zeitintervalles  gleich  der  Aenderung,  welch« 
die  Bewegungsgrösse  während  dieser  Zeit  erleidet. 

Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  Fg  <»  F\  ist  sie  gleichfenni^. 
so  ist  der  Antrieb  Null.  Die  vorstehende  Gleichung  fttr  den  Antrieb 
geht  aus  Tbl.  III,   Cap.  I,   §.  13.  unmittelbar  henrori  wenn  man  die 

dortige  Gleichung  v  —  v^  ^=  Jq>tdt  mit  der  Kasse  m  des  bew^^icb» 
Punktes  multiplicirt. 
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dv 
Drückt  man   in  der  Gleichnng  F(  =  m  —  die  Tangentialbeschleu- 
nigung —    durch   — -_^ —  aus,   multiplicirt  mit  d$  und  integrirt,    indem 

man  Ft  als  Function  des  Üurvenbogens  $  dargestellt  denkt,  zwischen 
zwei  Grenzen  Sq  und  s,  welche  den  Geschwindigkeiten  v^^  und  v  ent- 
sprechen, so  erhält  man; 


Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  nämlich  das  Produkt  aus  der 
Tangentialkraft  und  dem  Wegelemente  ds^  durch  welches  der  bewegliche 
Punkt  fortgeführt  wird,  heisst  die  Elementar  arbeit  der  Kraft  F 
und  das  Integral  selbst  die  Arbeit  der  Kraft  F  längs  des  Weges 
5  —  s^.  Die  Grösse  mv^^  das  Produkt  aus  der  Masse  des  beweglichen 
Panktes  und  dem  Quadrate  seiner  Geschwindigkeit  heisst  die  leben- 
dige Kraft  des  Punktes.  Mit  Hülfe  dieser  Begriffsbestimmungen 
lautet  der  Inhalt  der  vorigen  Gleichung:  Bei  jeder  Bewegung  eines 
Punktes  ist  die  Arbeit  der  denselben  treibenden  Kraft  längs 
irgend  eines  Weges  gleich  der  Aenderung,  welche  die  halbe 
lebendige  Kraft  des  Punktes  längs  dieses  Weges  erleidet. 
Diese  Gleichung  geht  auch  aus  der  Gleichung  in  Tbl.  III,  Cap.  I,  §.  14. 
hervor,  indem  man  dieselbe  mit  der  Masse  m  multiplicirt  und  bedenkt^ 
dass  tp  cos  a  =  9/,  also  mg)  cos  a  =^  mq>(  =^  F(  ist.  Alles,  was  dort 
selbst  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung  und  in  den  folgenden  §§. 
über  Momente  der  Beschleunigung  gesagt  ist,  gilt  auch  unmittelbar  von 
der  Kraft.  Die  Elementararbeit  einer  Kraft  kann  hiernach  sowohl  als 
das  Produkt  der  Projection  der  Kraft  auf  die  Richtung  des  Wegelemen- 
t<'S  ds  und  dieses  Wegelementes  selbst,  als  auch  als  das  Produkt  der 
Kraft  F  nnd  der  Projection  des  Wegelementes  auf  ihre  Richtung  auf- 
gefasst  werden.  Die  Elementararbeit,  der  Kraft  ist  positiv.  Null  oder 
negativ,  je  nachdem  die  Richtung  von  ds  mit  der  Richtung  von  F  einen 
spitzen,  rechten  oder  stumpfen  Winkel  bildet. 

Die  eigenthümliche  Benennung  „lebendige  Kraft^*  rührt  von  Leibnitz 
her;  sie  bat  mit  der  Vorstellung  des  Belebten  nichts  gemein,  auch  ist 
n  rathsam,  den  Gedanken  fern  zu  halten,  als  sei  der  bewegliche  Punkt 
der  Sitz  einer  Kraft,  die  ihn  treibt.  Leibnitz  unterschied  zwischen  todten 
ond  lebendigen  Kräften;  erstere  waren  für  ihn  diejenigen,  welche  keine 
Bewegung  hervorbringen,  sondern  nur  Druck  oder  Spannung  ausüben; 
letztere  waren  die  Kräfte,  welche  Bewegung  hervorrufen.  Die  ersteren 
maass  er  durch  die  Intensität,  die  zweiten  durch  die  Arbeit  oder  durch 
die  Aenderung  von  ^w»^,  also  wenn  ursprünglich  keine  Geschwindig- 
keit vorhanden  war,  durch  \mv^.     Die  Geschichte  der  Mechanik  kennt 
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einen  heftigen  Streit  über  das  richtige  Maass  der  Kräfte,  geführt  zwischen 
Verfechtern  der  Leibnitz*  sehen  und  d'AIemb  er  tischen  Ansicht  über 
diesen  Punkt;  derselbe  endete  vop  selbst,  als  man  die  Benennnogen 
sorgfältiger  wählte  und  nicht  mehr  Intensität  und  Arbeit  verwechseltp. 
Bezeichnet  man  die  Arbeit  einer  Kraft  F  mit  7",  nämlich  setzt  min: 


* 
fF,äs  = 


r. 


so  folgt  "  dT 

^'^  ds  ' 

d.  h,  die  Tangentialkraft  ist   die  Derivirte    der  Arbeit  nac)- 
dem  Wege. 

Setzt  man  den  Antrieb  der  Kraft  F  gleich  /,  nämlich 


ß 


dl  =  /, 


fo 


so  folgt  dJ 


I  ■' » 


d.    d.    die  Tangentialkraft    ist    die   Derivirte    des   Antriel 
nach  der  Zeit. 

Die  Arbeit   einer  Kraft   kann   immer   als   das  Produkt   einer  Intt'L 
sität  und  einer  Länge   dargestellt  werden/     Die  Einheit  der  Arbeit 
ist    die  Arbeit,   welche    die  Krafteinheit    leistet,   wenn  sie 
eine   Masse  in   ihrer  Richtung    um   die  Längeneinheit  fort 
bewegt.     Da   die  Krafteinheit    das  Kilogramm   und   die   Längeneinheit 
das  Meter  ist,  so  heisst  die  Arbeitseinheit  das  Kilogrammeter. 

Die  hier  erläuterten  Begriffe  lassen  sich  auf  Kräfte  aller  Ordnung: 
ausdehnen.  Construirt  man  nämlich  die  Hodographen  aller  Ordnang:er 
indem  man  von  einem  beliebig  annehmbaren  Pole  aus  mit  den  Geschvir. 
digkeiten  und  Beschleunigungen  der  1.,  2.,  3.,  ...  Ordnung  Radies- 
vectoren  parallel  zieht  und  die  Endpunkte  zu  continuirlichen  Curre: 
verbindet,  so  ist  das  Bogenelement  des  Hodographen  H^  der  n^  Onl 
nung  die  Elementarbeschleunigung  n^"  Ordnung  ^pWrf/  und  wenn  gleich 
zeitig  mit  dem  Hauptpunkte  ein  heweglicher  Punkt  den  Hodographeii 
beschreibt,  q)^"^  dessen  Geschwindigkeit  und  parallel  der  Tangente  dr- 
Hodographen   gerichtet.     Die   Beschleunigung  der  («  -f*  1)**™  Ordnnnr 

9('*  +  i)  zerfällt  dann  in  eine  Componente  9>^<"  +  *)a=3  -^  -  längs  der  Tan 

gente   des  Hodographen   und  eine  andere  9^^"  +  *)  in   der  Richtung  J«'? 
Hauptnormalen  nach  dem  Kiümmungsmittelpunkte  des  Hodographen  fit 
hin  gerichtet.    Letztere  ist,  wenn  ds,,  den  Oontingenzwinkel  ton  //•  ^' 

deutet,  q)^^""^^^  =  qpi'') '    -   ,  oder  wenn  ds^  =  fp^'*^dt  das  Bogeneleni»  ' 
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dSn  rm^")]^ 

nnd  Qu  =  — -  der  KrÜmmangshalbmesser  von  Hn  ist,  9>y<«  +  ')  =  ■-  --'  • 
Man  kann  daher  auch  die  Kraft  F^''  +  ^)  der  (w  +  1)*^*^"  Ordnung  zcr- 
legen  in   die   Tangentialkraft  J^V^""^'^  =  »i     ^       und    die  Normalkraft 

f^in  +  i)  -_>  in  L  — j^^  welche  die  Richtungen  der  Tangente  und  Ilaupt- 
normalen  der  Curve  H^  besitzen.     Man  erhält  daher ^  wie  früher 

nlfp[-)  ^  f«9>o<«)  =  I  Ft^" -^  ^^ dt 

f/(p(«)  (i '  <p^*^ 

nnd  da  ds„  =  (p^»^dt,   also  ---  =  g)(«) -- -^      ist, 

di  dSft 

0        »y 


'o 


mW         ^m  mm        Mm  mm         ^F 

iut,  dass  die  Coroponenten  sind :  jF*^"^  =  m  --- ,  Fy  ^"^  =  m  —~ ,  i^,^*^  =  m  -^  . 


§.  6.    Wenn  man  die  Kraft  F^**^  der  »*'*"  Ordnung  nach  drei  Coor- 

uinatenaxen  der  a:,  y,  «  zerlegt,  so  ergibt  sich,  da  F^^"^  =  m  — - —  =  — ~ — 

dt  dt 

(//"  '     ^  e/r '  dt 

Die  Intensität  und  die  Eichtungscosinusse  cos  ccn ,  cos  ß„ ,  ^os  ^^n  ergeben 
»ich  hieraus  als 

cos  a„         cos  ß„  cos  yn  1 

"d^x  d^y  //"2  F^  ' 

dZ«^  rf/"  dV' 

Denkt  man  sich  eine  Curve,  welche  die  Bahn  des  Punktes  an  der  Stelle, 
wo  er  zur  Zeit  /  sich  befindet,  /t-punktig  berührt,  so  stimmen  die  n  —  1  er 
.>teD  Differentialquotienten  der  Coordinaten  beider  überein  und  beginnen 
liie  Coordinaten differenzen  in  der  Entwickelung  der  Coordinaten  des  Haupt- 
panktes  nnd  eines  Punktes,  welcher  auf  der  berührenden  Curve  mit  jenem 
zugleich  vom  Berührungspunkte  ausgeht  und  eine  Bewegung  besitzt,  für 
welche  die  Beschleunigungen  bis  zur  n  —  1***^"  Ordnung  den  Beschleu- 
nigungen jenes  gleich  sind  mit 

>[s^+--].  „•-[?+••••]■  ;,-[^+;-]- 

Hieraus  schliesst  man,  wie  S.  201,  dass  die  Verbindungslinie  beider 
Punkte  in  der  Grenze  die  Richtung  der  Kraft  F^"^  angibt  und  dass, 
wonn  man  die  verschwindend  klein  werdende  Entfernung  beider  mit  J«, 
^Deviation  u*^*"  Ordnung)  bezeichnet, 

32* 
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Bevor  wir  die  Theorie  der  Aeqaivalenz  der  Kräfte  beginnen,  welche 
den  hauptsächlichsten  Gegenstand  dieses  ganzen  vierten  Theiles  bildet 
wollen  wir  zunächst  eine  Frage  aus  der  Geometrie  der  Massen  erledigen, 
welche  von  grosser  Bedeutung  ist.  Dadurch  dass  man  nämlich  den  Pank 
ten  eines  Systems  eine  gewisse  Werthigkcit  oder  Masse  beilegt,  ent^tehfo 
eigen thümliche  geometrische  Probleme,  welche  von  den  Verhältnissec 
der  Massenvertheilung  abhängen.  Man  kann  alle  diese  zu  einer  eigen* 
thümlichen  Theorie  zusammenfassen,  welche  den  eben  gebrauchten  Nameu 
verdient.  Das  nächste  Capitel  enthält  die  Lehre  vom  Mittelpunkte  d*-i 
Massen,  ein  späteres,  welches  zwar  hier  gleichfalls  Platz  finden  konnte 
welches  wir  aber  verschieben,  bis  es  von  dem  Bedürfniss  berangezogr:. 
wird,  wird  die  Theorie  des  Trägheitsmomentes  enthalten. 


IL  Capitel. 

Mittelpunkt  der  Massen. 

§.  1.    Die  Punkte  M,  M\  M\  .  . .  eines  Systems  sollen  die  Wertbi^: 
keitscoefficienten    (Massen)   m,  m',  m",  .  .  .  besitzen.     Wir   ziehen  durrl 
sie  Parallelstralen  von  derselben,  übrigens  beliebigen  Richtung,  schneide:. 
diese  mit  einer  Ebene  E  senkrecht   in  den  Punkten  ft,  il,  ft'',  ...  n^^ 
bezeichnen   die   Abstände   -Äffi,  I^^\  ^'V'»  •  •  •  *^®'  Punkte  von  die.*-«-: 
Ebene  mit  p,  p\  p\  . . .    Das  Produkt  mp  aus  der  Masse  und  dem  AI 
Stande   eines   Punktes   M  von    der    Ebene  E  heisst   dessen   Moment  in 
Bezug  auf  diese  Ebene.     Bilden  wir  die  Summe  Zmp  aller  dieser  M. 
mente.     Wenn  ntm  unter  Festhaltung   der   Stralenriclitung  die  Ebene  > 
parallel  mit  sich   fortrückt,   so  ändert  sich  2m p  continuirlich  und   kai ' 
jeden  positiven   und  negativen  Werth   zwischen  -*—  cx)  und  -|-  ^  err«-: 
eben,  falls  auf  den  Stralen  ein  Unterschied  des  positiven  und  negativ«*^ 
Sinnes   zugelassen  wird.     Beim  Uebergange  von    einer  Lage  der  Kber.* 
zu  einer  anderen,  welche  von  ihr  um  die  Strecke  |  absteht,  ändert  »ii*' 
diese   Summe  um   Zm^  oder    da  £   ein    gemeinschaftlicher  Factor  aü«* 
Glieder   der   Summe   ist,   um   IZm  =  IM^   wenn   wir  die  Summe  :»!••' 
Massen   mit  M  bezeichnen.     Es   ist  demnach    die   Summe   der  Momeu'-' 
für  die  zweite  Lage   der  Ebene  Zmp  —  Ml  und  gibt  es  offenbar  oin< 
Werth  (,  aber  auch  nur  einen  einzigen,   für  welchen  diese  Snmtne  \*' 
schwindet,  nämlich 

£mp 
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Für  jeden  Punkt  der  Ebene  in  dieser  Lage  ist  M^  =  £mp,  d.  h.  wenn 
man  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems  znertheilt,  so  ist  sein  Moment 
in  Bezng  auf  irgend  eine  zu  der  Richtung  der  Straten  senkrechte  Ebene 
gleich  der  Summe  der  Momente  des  Systems.  Ziehen  wir  nach  zwei 
anderen  Richtungen  Parallelstralen,  so  gibt  es  für  sie  gleichfalls  zwei 
Ebenen,  ftir  deren  Punkte  die  Summe  der  Momente  verschwindet  und 
Tür  deren  Parallelebenen  die  Summe  der  Momente  gleich  dem  Momente 
der  ganzen  Masse  wird,  sodass  noch  zwei  weitere  Gleichungen  der- 
selben Art 

_   ^mpi  .  _  Zmp.^ 

^  M     '        ^  ~      M 

bestehen,  worin  17  und  ^  Abstände  parallel  mit  den  beiden  anderen 
Stralenrichtungen  von  zwei  beliebigen  zu  diesen  Richtungen  senkrechten 
Ebenen  bedeuten. 

Die  drei  Ebenen,  für  welche  die  Summe  der  Momente  des  Systems 
verschwindet,  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  welcher  die  Eigenschaft 
besitzt^  dass  für  jede  beliebige  andere,  durch  ihn  hindurchgelegte  Ebene 
die  Summe  der  Momente  gleichfalls  Null  wird.  Nehmen  wir  nämlich  die 
drei  Schnittlinien  der  drei  EbenQu,  welche  im  Allgemeinen  schief  gegen- 
einander geneigt  sein  werden,  als  Axen  der  x^  y,  z  an  und  legen  durch 
ihren  Schnittpunkt  eine  beliebige  Ebene,  deren  Normale  mit  den  Axen 
die  Winkel  A,  fi,  v  bilden  mag,  so  ist  der  Abstand  n  eines  Systempunk- 
tes M  (or,  y,  z)  von  dieser  Ebene  die  Summe  der  Projectionen  des  Linien- 
zages der  Xj  yy  z  auf  deren  Normale,  nämlich: 

7t  =  X  cos  ^  '{'  y  cos  IL  '{'  z  cos  V . 

Sind  nun  aber  f,  s\  t'  die  Winkel,  welche  die  Richtungen  der  x^  y,  z 
mit  den  Normalen  der  Ebenen  der  (yz),  {zx)^  {xy)  bilden,  so  wird 
X  cos  e  =  Pj  y  cos  e'  =  Pi ,  z  cos  «"  =  p2  und  mithin 

_                cos  k                    cos  n                     cos  V 
Zm%  = Zmp  -4 -,  Zmpt  + t,  £mp^ 

cos  B  *      cos  6  ^      '      cos  6 

und  da  nach  der  Voraussetzung  Zmp  =  Zmp^  =  ^^Pz  =  0  sind,  so 
wird  auch  Zmit  =  0. 

Wenn  aber  die  Summe  der  Momente   des  Systems   für  die   Ebene 

^/iv),   welche    durch    den   fraglichen  Punkt   geht,  verschwindet,    so   ist 

dem  Vorigen  zufolge   diese  Summe  für  jede  Parallelebene  zu  ihr  gleich 

dem  Momente  dieses  Punktes,  wenn  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems 

zuertheilt  wird.     Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

In  jedem  Systeme  von  Massenpunkten  gibt  es  einen  ein- 
zigen bestimmten  Punkt,  für  welchen  die  Summe  der  Mo- 
mente des  Systems  in  Bezug  auf  jede  durch  ihn  hindurch- 
gehende Ebene  verschwindet  und  für  jede  andere  nicht 
darch  ihn  hindurchgehende  Ebene  gleich  dem  Momente  des- 
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selben  ist,  wenn  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems  zaer- 
tbicilt  wird.  Dieser  Punkt  heisst  der  Mittelpunkt  der  Ifassen 
des  Systems. 

Dieser  Punkt  ist  bestimmt,  sobald  seine  Abstände  von  drei  belie- 
bigen Ebenen  bekannt  sind;  wählen  wir  diese  zueinander  rechtwinklig, 
so  sind  seine  Goordinaten  x^^  y,,  z^  diese  Abstände  selbst  und  genügen 

den  Gleichungen 

M  '  x^  =  Sm  X 

M '  z^  =  £mz. 

Sind  insbesondere  die  Massen  aller  Punkte  einander  gleich,  so  viril 
£mx  =  m£x^  ...  und  M  =»  nm,  wo  n  die  Anzahl  der  Punkte  be- 
deutet, mithin 

x^  =  —  £x,       y,  =    ^^   2:y,      *i  =   -  ^^^ 

d.  h.  die  Goordinaten   des  Massenmittelpunktes   sind  die   arithmetiscbev 
Mittel  aus  den  Goordinaten  der  Systempunkte. 

Um  den  Mittelpunkt  der  Massen  zu  bestimmen,  dienen  neben  toi- 
stehenden  Gleichungen  in  vielen  Fälleji  die  in  ihnen  ausgesprochenrn 
Sätze : 

Ist  die  Summe  der  Momente  Air  eine  Ebene  Null,  so  enthält  dir 
Ebene  den  Massenmittelpunkt.  Ist  die  Summe  der  Momente  für  iiei 
Ebenen  zugleich  Null,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  in  der  Schnitt 
linie  beider  Ebenen. 

Ist  diese  Summe  für  irgend  drei  Ebenen  Null,  so  ist  ihr  Schnitt 
])unkt  der  Massenmittelpunkt. 

Der  Mittelpunkt  der  Masse  eines  ebenen  Systems  liegt  in  seiner 
Ebene;  der  Mittelpunkt  der  Masse  einer  Geraden  in  ihr. 

Zerlegt  man  das  System  in  mehrere  Partialsysteme,  für  welche  ui" 
Summe  der  Momente  Z^mx^  2*2ma;,  Z^mx^  ...,  Z^my^  •^"»Vi  ^"^9^'  ' 
Z^mz^  Z^mz^  Z^mz^  ...,  sowie  deren  Massen  mit  Z^m^  ^m>  '^"t-- 
bezeichnet  werden  mögen,  so  kann  man,  wenn  f^,  17,,  i^\  l^y  ti^\  >.: 
^3>  ''73)  ^3)  •••  ^^®  Goordinaten  ihrer  Massenmittelpunkte  sind,  schreiben- 

» 

Zmx  =  Z^mx  -f-  Z2mX'\'  Z^mx  -^ — •  =  l^Z^m  -f-  l%^fn  -(-IjZj«  -| — 

Zmy  =  Z^my  -{-  Z^my  -{-  Z^my  -^ =  i?j  2:,  m  +  ij^^^m -f  1^3 -^s*»  "T 

Zmz  =  Z^mz  +  ^2^^^  '\~  ^z^^  "] =  f  1  ^i*"  +  ^2 -^2***  +  fj'^'*  "T * 

und  werden  mithin  die  Goordinaten  x^^  y^t  t^  des  Oesammtmussenmittel 
punktes  aus  den  Gleichungen  gefunden: 

^^'  y\  =  ^i-2?,m  +  7]^Z^m  4-  fi^Z^m  -f  •••. 
d.    li.    der    Gesammtmassenmittelpunkt    ist    der   Mittelpunkt 
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der  Massen  der  Partialsysteme,  wenn  dieselben  iu  den  Par- 
tialmassenmittelpunkten  vereinigt  werden. 

§.  2.  Es  sei  S  der  Massenmittelpunkt  eines  Punktsystems,  dessen 
Punkte  ^|,  ji^i  -^39  •  •  •  ^^^  Massen  m^,  ir2j  ^3,  ...  besitzen  und  ()|,  ^2»  Q's^  ■*• 
die  Entfernungen  SA^,  SA^^^  SA^^  . . .  desselben  von  den  Systempunkten. 
Es  sei  ferner  0  ein  beliebiger  Punkt  des  Eaumes,  OS  =  R  sein  Ab- 
stand vom  Massenmittelpunkte  und  0A^=^  r^^  OA^^^r.^^  0A^  =  r^^  ... 
seine  Abstände  von  den  Systempunkten.    Aus  dem  Dreiecke  OSA^^  folgt 

''"""  =  r,*  =  Ä»  +  (.,2  -  2  Äp,  cos  (p, R) ; 

Stellt  man  die  diese!!.  Gleichungen  analogen  Gleichungen  für  r./,  r^'^,  . . . 

auf,    multiplicirt   sie  respective   mit  m|,    m2,   ^3,  ...    und   summirt  sie, 

so  kommt 

J?m.r,2  =  MR'^  +  UmQi^  —  2  RZmqt  cos  {qiR). 

Es  ist  aber  Qi  cos  {QiR)  die  Projection  von  SAt  ==  (),•  auf  SO,  d.  h.  der 
Abstand  der  Masse  m,-  von  einer  durch  S  gehenden,  zu  SO  senkrechten 
Ebene  und  daher  ZtnQt  cos  {gtR)  als  die  Summe  der  Momente  in  Bezug 
auf  diese  Ebene  Null.     Daher  bleibt 

Znun^  =  MR^  +  UmQi^ 

d.  h.  die  Summe  der  Produkte  der  Massen  aller  Punkte  und 
der  Quadrate  ihrer  Abstände  von  irgend  einem  Punkte  0 
des  Raumes  ist  gleich  dem  Produktiv  der  Gesammtmasse  des 
Systems  und  des  Abstandes  des  Massenmittelpunktes  von  0, 
vermehrt  um  die  Summe  der  Produkte  der  Massen  und  der 
Quadrate  ihrer  Abstände  vom  Massenmittelpunkte. 

Das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  unab- 
hängig von  der  Lage  des  Punktes  0;  es  variirt  also  £mir?  blos  mit  R 
und  da  rechts  die  Summe,  zweier  positiver  Grössen  steht,  so  folgt,  dass 
^ntir?  ein  Minimum  wird,  wenn  0  mit  S  zusammenfällt.  Ferner  ist 
Zmir?  constant,  wenn  R  constant  ist.  Es  kommen  daher  dem  Massen- 
mittelpunkte folgende  beiden  Eigenschaften  zu: 

Die  Summe  der  Produkte  der  Massen  und  der  Quadrate 
ihrer  Abstände  vom  Massenmittelpunkte  ist  kleiner  als  die- 
i»elbe  Summe  für  jeden  anderen  Punkt  des  Eaumes. 

Dieselbe  Summe  ist  constant  auf  Kugelflächen,  welche 
am  den  Massenmittelpunkt  concentrisch  liegen. 

Man  kann  der  obigen  Gleichung  eine  etwas  andere  Form  geben. 
xVus  dem  Dreieck  SAiAk^  welches  S  mit  irgend  zwei  Systempunkten  Ai^ 
'^k  bildet,  folgt: 

q?   +    Qk^   —    2  QiQk  cos  ißiQk)    =   Cik^, 

wenn  dk  =  AiA^  ist.  Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  1/1,  wu-  und 
summiren  sie,  so  kommt 

££mimk  ((».-^  +  ^r)  —  2  ££mimkQiQk  cos  {qtQk)  =  SZmitnkCikK 
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Führen  wir  die  Summation  nach  i  zuerst  vans ,  so  wird  erhalten: 

mkSmiQi^  +  mkQk^ '  M  —  2  mkQk^nnqi  cos  {QiQk)  =  nnZcik' 

und  hierin  ist  £miQi  cos  (QiQk)  =  0,  weil  diese  Grösse  die  Samme  der 
Momente  aller  Massen  in  Bezug  auf  eine  durch  S  gehende,  zu  ^k  senk- 
rechte Ehene  darstellt. 
•       Es  hleibt  also  noch  zu  summiren  die  Gleichung 

mk^mi^i^  4"  ^kQk^  '  ^  =  mk^niidk^ 

und  zwar  n^ch  k.     Dies  liefert: 

M{2miq?  +  EnikQk^)  =  ^ümimkCik^ 

und  wenn  wir  beiderseits  mit  2  dividiren, 

MZmiqP^  =  ZmimkCik\ 

wo  auf  der  rechten  Seite  aber  die  Summe  so  zu  verstehen  ist,  dass  nur 
zwei  verschiedene  m,-  und  nik  mit  cup^  zusammentreten  und  auch  jede 
solche  Verbindung  nur  einmal  genommen  werden  darf.  Deshalb  wurde 
ni^r  ein  Summenzeichen  geschrieben.  Entnimmt  man  aas  dieser  Glei- 
chung ZrriiQi^  und  setzt  es  in  die  oben  erhaltene  Gleichung  ein,  so  «iri 
diese  sich  so  gestalten: 

Znnri^  =  MB}  A —  --  ZmitnkCii^. 

M 

§.  3.     Die   Systeme   bestehen   aus   getrennten  Massenpunkten  oder 

ihre  Punkte  hängen  continuirlich  zusammen.    Ein  System  heisst  homo^c 

wenn   alle  seine  Punkte   gleiche  Masse  besitzen,   heterogen  im  anderen 

Falle.    Bei  homogenen  continuirlichen  Systemen  versteht  man  unter  der 

specifischen  Masse  die  Masse,  welche  jeder  Volumeneinheit  des  Systec» 

zukommt.     Das  Wort  „specifisch"  wird  durchgängig  so  gebraucht,  dvs 

es   das  bezeichnet,   was   der  Volumen einheit  je  nach    der   Species  de> 

Systems  zukommt.    Man  findet  die  specifische  Masse  q  aus  der  Masso  V 

des  Volumens    F,  indem  man  setzt 

M 

sodass  also  auch  M  ^=  gV  und    F  =  —  wird. 

Q 

Besteht  das  System  oder  ein  Theil  desselben  aus  einem  Aggrept' 

homogener  Massen  M\  M'\  M*'\  ...,  welche  die  Volumnia  V^  >"",  T",. 

einnehmen  und  die  specifischen  Massen  q\  q\  q'\  . . .  besitzen,  »o  rer 

steht  man  unter  der  mittleren  specifischen  Masse   die  specifische  Mtts'* 

welche  die  Gesammtmasse  nach  Ausgleichung  der  MassenvertheiliiDf  er 

hält,   ohne   dass   eine  Aenderung   des  Gesammtvolumens   eintritt    hi « 

die  mittlere  specifische  Masse,  so  muss  demzufolge 

p(r'+  F"+  r"'+  ...)  =  M'+  j!f"+  Jif'"+  ..• 

sein,  woraus  folgt: 
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0  =    -    -  -^    ~-^„ ,    oder  auch  q  = 


V  +  F"+  r'H — '  —  ^         F'+  r'+  F'"H — 

Bei  einem  heterogenen  continnirlichen  System  kann  nicht  von  speci- 
fischer  Masse  im  Allgemeinen,  wohl  aher  von  specischer  Masse  in  einem 
bestimmten  Funkte  die  Bede  sein.  Man  versteht  darunter  die  Masse, 
welcher  die  Volnmeneinheit  zukommen  würde,  wenn  sie  Masse  von  der 
Beschaffenheit  des  fraglichen  Punktes  continuirlich  hätte.  Um  dieselbe 
analytisch  zu  bestimmen,  sei  z/t;  ein  kleines  Volumen  des  Systems,  wel- 
ches an  jenen  Punkt  angrenzt  und  in  ihm  nachher  verschwindend  ge- 
dacht werden  soll,  und  seine  Masse  sei   z/m;   nach  Ausgleichung   der 

Massen  würde   die   mittlere  specifische  Masse  — —   sein  und   die  ])fasse 

angeben,  welche  die  Volumeneinheit  besasse,  wenn  sie  Masse  von  der 
ansgeglichenen  Beschaffenheit  enthielte.  Lässt  man  nun  ^v  ohne  Ende 
abnehmen,  wodurch  sich  ^m  immer  mehr  der  Masse  des  Punktes  nähert, 
80  nähert  sich  der  Quotient  immer  mehr  der  Masse  der  Volumeneinheit 
Ton  der  Beschaffenheit  der  Masse  dieses  oder  seiner  specifischen  Masse. 
Ist  diese  also  ^,  so  erhält  man  durch  Vollziehung  des  Grenzenüberganges 

?  =  -— ,  d.  h.  die  specifische  Masse  eines  Systempunktes  ist  darstellbar 

dnrch  den  Quotienten  des  Massenelementes  durch  das  Volumen element. 
Diese  erweiterte  Definition  der  specifischen  Masse  enthält'  die  oben  für 
das  homogene  System  gegebene  in  sich.    Aehnlich  dem  Obigen  hat  man 

auch;   dm  ^=^  qdVy    dv  =  — .     Die  Vergleichung  der  hier  aufgestellten 

Formeln  mit  den  obigen  zeigt,  dass  man  berechtigt  ist,  jedes  heterogene 
System  in  seinen  Elementen  als  homogen  anzusehen. 

Das  Verhältniss  der  specifischen  Masse  q  zur  specifischen  ^Masse  (»q 
irgend  eines  beliebig  wählbaren  homogenen  Systems  nennt  man  die  Dich- 
tigkeit dj  sodass 

d    =    --,       Q    =    ÖQq. 

Po 
In  den  Anwendungen  betrachtet  man  Wasser  als  ein  homogenes  con- 
tinnirliches  System  und  nimmt  für  ^q  die  specifische  Masse  des  Wassers. 
Leider  ist  der  Sprachgebrauch  nicht  durchweg  bei  allen  Schriftstellern 
derselbe  und  brauchen  manche  das  Wort  Dichtigkeit  im  Sinne  von  speci- 
tischer  Masse. 

Diese  Betrachtungen  sind  nicht  auf  räumliche  Systeme  dreier  Dimen- 
sionen beschränkt,  sondern  gelten  auch  noch,  wenn  das  System  nur  eine 
Flächen-  oder  Linienausdehnung  besitzt.  Es  genügt,  statt  „Volumen- 
einheit** hier  „Flächeneinheit"  und  „Linieneinheit"  zu  sagen,  um  alle 
Kesultate  auf  diese  Fälle  zu  übertragen. 


506 


Massenmittelpankt  von  Liniep. 


IL  Cip. 


Für  homogene  Systeme  erlangt  der  Mittelpunkt  der  Massen  eine 
rein  geometrische  Bedeutung;  in  diesem  Falle  werden  die  Massen  den 
Volumina,  resp.  Flächeninhalten  und  Linienlängen  proportional  und  Ter- 
schwinden  die  Massen  als  solche  aus  der  Untersuchung.  Für  homogene 
Systeme  hat  hereits  Archimedes  den  Massenmittelpunkt  bestimmt  {Arcki- 
medes  de  aequiponderantibus)\  er  bediente  sich  dabei  des  an  sich  kliren 
Satzes,  dass  ähnliche  homogene  Figuren  auch  ähnlich  liegende  Massen- 
mittelpunkte besitzen.  Wird  nämlich  für  irgend  eine  homogene  Figur 
der  Mittelpunkt  der  Masse  durch  eine  Linienconstruktion  gefunden,  s*» 
erfordert  die  Auffindung  desselben  für  eine  ahnliche  Figur  blos  eine 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  nach  dem  Aehnlichkeit8verhältQi$>e 
beider  und  führt  offenbar  zu  derselben  relativen  Lage  in  der  iweitet 
Figur  wie  in  der  ersten.  Liegen  daher  die  beiden  ähnlichen  Fignifn 
parallel  und  sind  ÄB^  Äff  zwei  homologe  Strecken  derselben,  sovir 
(1,  b\  a\  b'  die  Abstände  ihrer  Endpunkte  von  irgend  einer  beliebige! 
Ebene,  so  liefert  die  Aehnlichkeit  der  Figuren 

fl  —  6  AB 


b' 


Äff 


Fiff.  15U. 


§.  4.    Mittelpunkt  der  Masse  von  Linien. 

1.    Die    homogene  Strecke  AB  (Fig.   159.).     Man  verlängere  AB  c^- 

BC  ^  AB,  Sind  dann  P,  Q,  ü  die  Massen mtUelpoiiit- 
von  AB,  BCj  AC  und  p,  q^  r  ihre  Abstände  von  ir^t 
einer  Ebene,  so  erhält  man  2r  «»  p  -|-  ^  für  die  Somv^ 
der  Momente,  da  die  Massen  der  drei  Strecken  sieb  w:* 
1:1:2  verhalten.  Ferner  weil  P,  Q^  R  ähnliche  Ltp-t 
haben  p  —  a  *^  q  —  ^  =  ^(r  —  «),  wenn  a,  h  die  A' 
stände  von  A  und  B  von  der  Ebene  sind.  Die  EUminat.  •' 
von  q  und  r  gibt  p  ^^  \{a  -{-  b).  Der  MassenmittclpiUK: 
liegt  also  in  der  Mitte  und  ist  derselbe,  wie  wenn  blo»  *  ■ 
Punkte  A^  B  nnd  nicht  die  ganze  Linie  gleiche  Msv^s 
besässen, 

2.  \}^r  homogene  Dreiecksumfang  (Fig.  160.).    Man  xorlege  denbfli": 
in  drei  Partialsjsteme,  nämlich  die  drei  Seiten.    Die  Massenmittelpunkte  dery^P** 

sind  ihre  Mitten,  a,  ß,  y,  und  wenn  man  in  ihnen  : 
den    Seiten  AB^  BC,  CA  proportionalen  Massen  i-^ 
selben    vereinigt,    so    ist    der    Massenmittelpunkt  ^  * 
Dreiecksnmfanges  xngleich  der  Massenmittelpunkt  \  ' 
diese  drei  Punkte.    Der  Massenmittelpunkt  />  ftir  a  osi 
liegt  aber  auf  ay  so,  dass  Da  :  IXy  «a  AB  :  BC  »>  a^:  * 
Daher  halbirt  die  Gerade  ßD  den  Winkel  fi  de«  Prx.     • 
€eßy.    Auf  ihr  liegt  aber  der  Massenmittelpunkt  i  ' 
mit  der  Masse  proportional  AC  und  D  mit  der  Masse  proportional  AB  -^  i- 
also  der  Massenmittelpunkt  des  Ganzen.    Der  Massenmittelpunkt  det  bor. 
genen  Dreiecksnmfanges  ist  daher  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  • 
eher  dem  Dreieck  der  drei  Seitenmitten  eingeschrieben  werden  k%Bt 

3.  Der  homogene   Kreisbogen   (Fig.  161.).     In  Bezug  anf  den  Ri<i>-- 
welcher  nach  der  Mitte  des  Bogens  geht,  ist  die  Momentensamme  Nnll,  daher  ht: 
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Figr.  161. 


der  Massenmittelpunkt  auf  ihm;  es  genügt  daher,  die  Momentensumme  in  Bezug 
<iaf  eine  der  fiehne  des  Bogens  parallele»  zur  Ehene  der  Figur  senkrechte  Ebene 
za  finden.  Suchen  wir  zunächst  diese  Momentansumme  für  ein  dem  Bogen  ein- 
geschriebenes Vieleck  gleicher  Seiten.  Wird  die  Masse  einer 
Seite  M])i'  in  deren  Mitte  fA  vereinigt  gedacht,  so  ist  die  frag- 
liche Summe  21  {MM*  -  (ig).  Die  Aehnltchkeit  der  Dreiecke 
MM'y  und  ßCp  liefert  aber  MM':  MN  ^  Cyn  Cp  ^  Cyknt,q 
und  daher  ist  2  {MM'-  /»y)  =  F{MN'Cii)  =  C/ü  •  ZMN,  d.  h. 
gleich  Cf*,  multipllcirt  mit  der  Sehne  des  Bogens.  Geht  das 
Vieleck  in  den  Kreisbogen  über,  so  wird  Cfi  zum  Radius  und 
daher,  wenn  Xi  die  Abscisse  des  Massenmittelpunktes,  s  die 
Bogfenlänge,  e  die  Sehne,  r  den  Radius  bedeutet: 


s  'Xi  =  c-  r. 


Für  den   Halbkreis   ist   eBs2r,    s  =  nr^    also 


2r 

TS 


Fi^.  162. 


nahezu  gleich  —  r. 

4.  Massenmittelpunkt  einer  beliebigen  Curve  (Fig.  162.).  Es  seien 
^it  ^if  ^j  d>®  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  S  für  den  Bogen  AM;  nimmt 
derselbe  um  MM'^^  ii#zu,  so  werden  a?,  -f"  ^^n  !/i  +  ^t/n  *i  +  ^^i  die  Coor- 
dinaten des  Massenmittelpunktes  S*  für  AM' 
sein.  Sind  m  und  m  4'  ^^  die  Massen  von 
A.y  und  AM\  so  werden  die  Momente  der- 
selben: 

mxi  und  (m  -4-  dm)  (arj  +  dxi); 

myi  und  (w  +  ^m)  (y,  -f  z/y,); 

»Zi  und  (m  -{-  z/m)  (z,  -j-  ^Zj). 
Der  Bogen  AM*  zerfällt  aber  in  die  beiden 
Partialbogen  AM  und  MM'  und  wenn  die 
Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  1^'  für 
3/.V,  welche  von  den  Coordinaten  x^  y,  z  des 
Pnnktes  M  um  so  weniger  verschieden  sind,  je 
kleiner  MM'  ist,  mit  x  -f-  s^a?,  y  +  «'^y» 
:  -}-  f^z^z  bezeichnet  werden,  so  besteht  die 

Gleichung  {m  -{-  dm)  {x^  +  ^^i)  =  »««j  +  ^'«  •  (^i  +  *  *^^i)  »ebst  zwei  analog 
irebildeten  in  y, ,  Z| .  Aus  ihr  folgt  aber  d  •  mx^  =  «Jw  •  (xj  +  *  -^^i)  ^"^^  bei 
dem  Uebergang  zur  Grenze,  wenn  /  die  Variabele  ist,  von  welcher  die  Coor- 
dinaten der  Curve  und  die  Masse  von  AM  Functionen  sind 

d  •  mxi  dm 

~dr  - ""'  rf7  ■ 

Hieraus  erhält  man  durch  Integration  zwischen  den  Grenzen  /q»  ^i  welche  den 
Endpunkten  A^  B  des  Bogens  AB  entsprechen  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
•"^ie  Masse  des  Bogens  an  der  unteren  Grenze  mit  dem  Bogen  verschwindet,  wenn 
man  zugleich  für  die  Coordinateii  yi,  Z|  dieselbe  Betrachtung  durchgeführt  denkt: 


mxi 


-f 


dm  . 

X-zrdiy 


mx 


r'dm 

'Jyw 


d/y     mzj 


r'dm 


di. 


dl      '        ""     J''  dt 

io  /o  fo 

Die  Formel  d{mXi)  =  xdm  sagt  aus,  dass  der  Elementarzuwachs  des  Momentes 
vom  Bogen  das  Moment  des  Bogenelementes  sei,  wenn  dessen  Masse  im  Punkte 
>*•  y»  *  Tereinigt  gedacht  wird  und  begründet  die  Berechtigung,  die  Methode  des 
Uoendl ichkleinen  im  vorliegenden  Falle  anzuwenden. 
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Ist  Q  die  specifische  Masse  im  Punkte  M,  d.  h.  die  Masse,  welche  die  Langen- 
einheit  enthalten  würde,  wenn  sie  in  allen  Punkten  die  Beschaffenheit  der  Punk- 
tes M  besässe,  so  wird  dm  »>  gds;  mithin 

m  =  JQ  —  diy       mar,  «  i  e«  -^j  dt,      my^  =.  j  gy  ~.  dt,       mz^  ^jr-  ^^  '''' 


wo 


i-Zcty+d^'+G)"- 


Ist  die  Curve  homogen,  so  hat  man 


m 


^f'dt  ^^  ^  ^^'   ""^  '^J^  ft  ^''    ^'  =y  ^  Jr  ''^^    •'  ^j- 


li 


Für  ebene  Curven  fällt  die  letzte  Gleichung  hinweg,   wenn  man  ihre  Ebfoe  &!* 
Ebene  der  xy  wählt. 

5.  Der  homogene  Cycloidenast.     Die  Gleichungen  der  Curve  für  <ii- 
Spitze  als  Ursprung  und  die  Cyclo'idenbasis  als  Axe  der  x  sind  x  =  a{m  —  nn  m 
y  =s  a{l  —  cos  flo).    Die  Grundvariabele  i  ist  hier  der  Wälzungswinkel  0.    Es  U\ 
ds  ^=  2  a  sin  ^codo},  also 

2n  2>t 

S  =»  2a  jsin  ^cnda  =  8«;      a7j  =  na\      5yi  =  4«*  j sin}  \<odto  =  \^  «*, 

0  0 

4 

mithin  yi  =^    0-  «• 
o 

6.  Der  Bogen  AB  einer  ebenen  Curve  erzeugt  durch  Rotation  um  eine  An 
eine  Rotationsfläche,  deren  Inhalt  Sl  ^^  2n  fyds  ist,  wenn  y  die  Ordinate  def 
Curve  für  die  Rotationsaxe  als  Abscissenaze  und  ds  das  Bogenelement  ist,  <ia^ 
Integral  aber  über  die  ganze  Bogenlänge  erstreckt  wird.  Nun  ist  aber  far  H- 
Ordinate  y^  des  Massenmittelpunktes:  S  y^  =2  fyds  und  folglich,  wenn  man  &&* 
beiden  Gleichungen  das  Integral  eliminirt:  Sl  =»  ^ny^s,  d.  h.  da  2  sy,  der  In 
fang  des  Kreises  ist,  welchen  der  Massenmittelpunkt  des  Curvcnbogens  bei  «i«' 
Erzeugung  der  Fläche  beschreibt: 

Die  Oberfläche  eines  Rotationskörpers  wird  erhalten,  wenn  m«: 
die  Länge  «des  Meridianbogens  mit  dem  Wege  multiplicirt,  welch«* 
der   Massenmittelpunkt    desselben   bei   Erzeugung   d^s   Körpers  b- 
schreibt. 

Für  einen  Ausschnitt  Sl*  der  Fläche  Sl,  entsprechend  dem  Ton  den  bei-i- 

Grenzmeridianebenen  gebildeten  Winkel  ^  besteht  die  Proportion:  »  ^     1^ 

folglich,  wenn  man  A  =  ^ny^s  substituirt,  A'»*  ^i-f.  Es  ist  aber  auck  t  - 
d^i  der  Weg  des  Mittelpunktes  der  Masse  bei  Erzeugung  des  Ausachnttu  c- 
besteht  also  der  ausgesprochene  Satz  auch  in  dieser  etwas  allgemeineren  Fas»^* . 
Dieser  Satz,  sowie  ein  analoger,  den  wir  bei  der  Bestimmung  des  UsM.f 
mittelpunktes  ebener  Flächenräume  kennen  lernen  werden,  rührt  von  Gni-'i* 
(geb.  1577,  t  1663)  her  und  wurde  in  seinem  Werke  Centrobaryca  1643  pobh:: ' 

7.    Einige  Aufgaben   über   die  Bestimmung  des   Massenmittelpimktes  « 
Curvenbogen. 

a)    Den    Massenmittelpunkt   des    homogen    gedachten   Bogen«  der 

y  «=s  a  sin  —  von  a:  «=  0  bis  x  =^  na  zu  finden^ 
a 
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b}  Den  Massenmittelpnnkt  des  vierten  Theiles  vom  Umfange  der  Lemniscate 
r^=  a^cos  2&f  vom  Doppelpunkt  bis  zum  Scheitel  gerechnet,  zu  finden. 

c)  Den  Massenmittelpunkt  der  Hälfte  vom  Umfange  des  Ovales  r  s=2a  cos^  9" 

zu  finden. 

§.  5.    Massenmittelpunkt  von  Flüchenräumen. 
1.    Das    homogene    Parallelogramm    (Fig.    163.).      Man    ergänze    das 
Parallelogramm  AB  CD  durch  Verlängerung  der  Seiten  zu  einem  Parallelogramm 
AG  des  vierfachen  Inhalts,  bestehend  aus  vier  gleichen 
und  ähnlichen  Parallelogrammen.   Es  seien  P,  Q,  Ä,  5,  T  die  ^^'  ^^' 

Massenmittelpunkte  der  Parallelogramme  ACy  BF,  CG,  DH 
und  AG.  Sind  p,  q,  r,  «,  t  ihre  Abstände  von  irgend  einer 
Ebene  oder  auch  einer  Axe  in  der  Ebene  der  Figur,  so  hat  man 
y^rmom^  des  Satzes  von  den  Momenten  p  +  ^4"''  +  '  =  *^ 
und  vermöge  der  Aehnlichkeit  aller  5  Figuren,  wenn  a,  6,  c,  d 
die  Abstände  der  Ecken  A,  B,  C^  D  von  jener  Ebene  sind: 

p  —  fl=g  —  h  ^  r  —  c=»*  —  d  ^=^  \{t  —^  a\, 
und  folglich,  wenn  man  hiermit  aus  der  Gleichung  der  Momente  q,  r,  Sy  t  elimi- 
nirt:  p  =»  ^(a  +  6  +  c  +  rf).  Legt  man  die  Axe  durch  die  Diagonale  AC, 
jw  sind  ß  =  c=»0,  Ä  =  —  rf,  also  p  =  0;  geht  sie  durch  D  und  Ä,  so  findet 
da^elbe  statt.  Der  Massenmittelpunkt  ist  daher  der  Diagonaldurchschnitt.  Es  ist 
derselbe,  wie  für  vier  gleiche  in  den  Ecken  befindliche  Massen. 

2.  Das  homogene  Dreieck  (Fig.  164.).  Ualbirt  man  die  Seite  AC  von 
JABC  und  zieht  £Z>,  EF  parallel  den  beiden  anderen,  so  erhält  man  zwei 
g-leiche  und   dem  Ganzen  ähnliche  Dreiecke  AFE, 

Fiff   164 

EbCy  welche  mit  dem  Ganzen  ähnlich  liegen  und 
von  denen  jedes  ein  Viertel  von  diesem  beträgt, 
bind  daher  Q,  7?,  5,  P  die  Massenmittelpunkte  der 
Dreiecke  AFE^  EDC,  ABC  und  des  Parallelo- 
^amms  EB  und  sind  femer  q,  r,  s,  p  ihre  Abstände  _ 
von  irgend  einer  Axe  in  der  Ebene  der  Figur,  sowie  '^ 
i/.  6,  c,  e  die  von  A^  B,  (7,  E,  so  hat  man,  weil  das  Moment  des  Dreiecks  ABC 
die  Summe  der  Momente  der  Figuren  ist,  welche  dasselbe  bilden,  2p  +  y  +  r  =  4*. 
Ferner  liefert  die  Aehnlichkeit  der  Figuren:  q  —  a  =  r  —  e==  \(a  —  fl),  zu- 
l^'leich  ist  nach  1.  p  ■="  i  (6  -f-  e).  Eliminirt  man  zwischen  diesen  Gleichungen  p,  q,  r, 
s'o  ergibt  aich  s  «^  ^  [a -\- b  -\- c),  Lässt  man  die  Axe  mit  ausgezeichneten  Linien 
'U'%  Dreiecks  zusammenfallen,  so  gelangt  man  zu  Specialsätzen  über  die  Lage  des 
Massenmittelpunktes.  Fällt  sie  mit  AB  zusammen,  so  wird  «  &=  ^c.  Es  steht 
dir  Massenmittelpunkt  daher  an  jeder  Seite  um  \  der  zugehörigen  Höhe  ab.  Fällt 
die  Axe  mit  der  durch  C  gehenden  Mediane  (HalbirungsUnie  von  AB)  zusammen, 
>o  wird  b  =^  —  a,  c  =  0  also  «=»0.  Der  Massenmittelpunkt  ist  also  der  Schnitt- 
paukt der  drei  Medianen  und  theilt  jede  von  ihnen  im  Verhältnisse  1:2.  Es  ist 
daher  zugleich  der  Punkt,  von  welchem  aus  das  Dreieck  durch  Linien,  welche 
nach  den  Ecken  gehen,  in  drei  flächengleiche  Dreiecke  zerfällt  werden  kann. 

Drei  gleiche  Massen  in  den  Ecken  des  Dreiecks  haben  denselben  Massen- 
mittelpunkt, wie  die  Fläche  des  homogenen  Dreiecks. 

3.  Das  homogene  Trapez  (Fig.  165.).  Man  zerlege  dasselbe  durch  eine 
der  Diagonalen,  z,  "B,  A D  in  zwei  Dreiecke  ABD  und  ACD  und  bestimme  ihre 
Massenmittelpunkte  S^  und  iS*, ;  theilt  man  ^i^,  in  S so,  dass  SS^ : SS^=^ äACD\4  ABD, 
v>  ist  S  der  Massenmittelpunkt  des  Trapezes.  Durch  S  geht  auch  die  Verbindungs- 
linie FE  der  Mitten  von  AB  und  CD,  Das  Verhältniss  der  Abstände  Xy  x  des 
Massenmittelpunktes  von  den  Seiten  AB^  CD  findet  man,  indem  man  die  Momente 
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der  drei  Massenmittelpunkte  S^^  Sf,  S  für  diese  Seiten  nimmt;  ffir  A  als  Hohe  de? 
Trapezes  ist  nämlich: 

\{AB  +  CD)hx'=^  \AB.h'\h  4-  \cD'h'\h 

und  hieraus 


riff.  165. 


X 
X 


HE 


\AB  '\-  CD 

AB  +  \CD^  yj' 

.welche    Gleichung    leicht   eonsünir- 
bar  ist. 

Ueber    den    Massenmittelponit 
des  allgemeinen  nicht  ubertchla^eon 
Vierecks  s.  Möbius,  Lehrbuch  der  Statik,  S.  211. 

4.  Kreissector  und  Kreissegment.  Zerlegt  man  den  Sector  dorcb  tin- 
endlich  nahe  Radien  in  Klementarseetoren  und  wendet  auf  sie  die  Massenmitt«!- 
punktsbestimmung  des  Dreiecks  an,  so  bilden  die  Massenmittelponkte  aller  4itut 
einen  Kreisbogen  vom  Radius  •}'*>  ^^'  Sehne  |c,  der  Länge  }5,  wenn  r,CfS  der 
Radius,  die  Sehne  und  die  Bogenlänge  am  Sector  sind.  Denkt  man  sich  in  dieiec 
Punkten  die  Massen  der  Elementarsectoren  vereinigt  und  sacht  den  Masseamittel 
punkt  des  homogenen  Kreisbogens,  den  sie  bilden,  so  ist  dieser  sngleich  der  Msm^c 
mittelpunkt  des  Sectors.     Sein  Abstand  vom  Mittelpunkt  folgt  daher  gemSss  f  4 , 

CT*  f 

Nr.  3  aus  ^  5-a;i  «=»  f  c  •  Jr,  nämlich  j:j  «=  J  -  .    Ffir  den  Halbkreis  wird  x,  « 1 

Für  das  Segment  setze  man  sein  Moment  und  das  des  Dreiecks  lOsaiBwr. 
gleich  dem  Momente  des  Sectors,  in  Bezug  auf  den  zur  Mittellinie  der  Fir-r 
senkrechten  Radius.  Ist  a  die  Höhe  des  Dreiecks,  so  sind  die  Flächen  der  dre* 
Figuren  \rS,  ^ac,  i{rS  —  ac)  und  die  Abstände  ihrer  Massenmittelponkte  vox 

CT 

Mittelpunkte  der  Figur  ^  -^ ,  ia,  Xi  und  folglich  ist  die  Qleichong^  der  Mooeot« 

r«  a«  c> 

J  r»c  —  i  a«c  =  i  (r5  —  ac)  «j,  woraus  ar,  =  }  c  j,^^^—  =-  1  ^\g  ^—  • 


5. 


kleinen 


Massenmittelpunkt    eines    beliebig    begrenzten   ebenen  oJ^' 

kruramenFlächenstfici* 
*^**^*  (Fig.    16«.).     Ffir    rechtwiii:.r 

Coordinaten  x,  y,  z  ist  das  FUcLo 
dement  da,  welches  den  P«^^* 
X,  y,  z  anliegt,  ein  kmnaies  V 
eck,  welches  ans  der  FUdie  t  : 
zweien  durch  den  Punkt  x.  • 
gehenden,  der  yz-  nnd  sx-El'C 
parallelen  Ebenen,  sowie  i««- 
j^  durch  den  Punkt  x  -|-  ^t  jr  -^ 
z  -{-  dz  gehenden  Ebenen  d-r** 
ben  Beschaffenheit  anage«ch&  t.- 
wird.    Ist  g  die  spectfische  Mi«^ 
der  Flädie  im  Punkte  x,  y.  :.  - 
ist  ifdm  die  Masse  des  FlUl  • 
Clements  und  sind  folgltdi  ^** 
gzdfo  seine   Momente   bezüglich   der  Coordinatenebenen.     Diese  «»«♦ii 
Grössen  sind  die  Elemente  der  Masse  und  der  Momente  einer   naeti' 
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schmalen  Flächenzone,  in  der  Projection  von  der  Breite  dx  nnd  liefern,  wenn  sie 
(bei  constantem  x)  nach  y  integrirt  werden,'  die  Hasse  nnd  die  Momente  dieser 
Zone.  Die  Grenzen  der  Integration  nach  y  ergeben  sich  ans  der  Qleichnng  der 
Projection  der  Grenzcurve  des  Flächenstücks  anf  die  or^-Ebene  und  sind  bekannte 
FoDctionen  y\  y"  von  x^    Wir  erhalten  daher 

j  Qd(0,  j  i^do},  I  gyätOj  j  ^dm 

y=y'  y=y'  y=!/'  y=y' 

als  die  Masse  und  die  Momente  jener  Zone,  welche  zwischen  zwei  Ebenen  ent- 
Iialten  ist,  welche  im  Abstände  x  nnd  x  -^  dx  mit  der  yz-Ebene  parallel  laufen. 
Diese  Zone  und  ihre  Momente  selbst  sind  aber  als  das  Element  des  Flächenstücks 
and  die  Elemente  der  Momente  desselben  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen 
anzQsehen  und  wenn  man  diese  Grössen  nach  x  zwischen  den  Grenzen  x\  x' 
integrirt,  welche  durch  die  äussersten  Tangenten  an  die  Projection  der  Grenzcurve 
des  Flächenstücks  auf  die  o?^- Ebene,  senkrecht  zur  a?-Axe  bestimmt  werden,  so 
liefern  sie  die  Masse  M  und  die  Momente  Mx^^  ^Vw  ^^i  ^^^  Flächenstücks,  so- 
dass man  bat 

M  ^==  I    j  gdatj     Mxf  ss  I     j  Qxdm,     My^  =  I     §  Qydm,     Mzf  =■  I     igzdto. 
xz^j?^    y=y'  x-=x'      y:=y'  x=x'     y=y'  dr=x'     y=y' 

I>as  Flächen element  dm  hat  zur  Projection  auf  dte  xy-Ehene  das  unendlich  kleine 
Uechteck  dxdy  und  wird  folglich  erhalten,  wenn  man  dieses  durch  den  Cosinus 
«1er  Neigung  der  Ebene  von  dat,  welche  die  Tangentenebene  der  Fläche  der  Punkte 
r,  y^  z  ist,  gegen  die  A^-Ebene  dividirt.  Da  die  Normale  der  Fläche  anf  der 
L-iugentenebene  und  die  z-Axe  auf  der  o?^- Ebene  senkrecht  steht,  so  ist  jene 
Veigaog  gleich  der  Neigung  y  der  Normalen  gegen  die  z-Aze,  sodass  man  hat: 

,  dxdy 

da  ==  =■• 

cos  y 

Je  nachdem  die  Gleichung  der  Fläche  unter  der  einen  oder  anderen  Form 
egeben  ist,  stellt  sich  co8  y  unter  verschiedenen  Formen  dar.  Ist  U  =^  0  diese 
ileichangp,  so  wird 


cos  y  = 


L7+  ©•+  ©' 


oraas  noch  z  mit  Hülfe  von  £^  ==  0  zu  eliminiren  ist.  Stellt  man  die  Gleichung 
er  Fläche  so  dar,  dass  man  z  von  x  und  y  trennt,  nämlich:  z  =>  f(x,  y)^  so  ist 
ieae  Form  in  der  vorigen  einbegriffen,  wenn  man  schreibt  t  —  f[x^  y)=B^a»=0 
A  folglich  wird 

?^  =  __  ^/  =  -_  ^=     a^  ^  _  az     ^i:"  ^  1 

ex  ex  ex  *     dy  dy^      dz 

il  also,    wenn  man  ö~~  =^  P»    n~  =*  ff  setzt: 

c^x        "^     dy 

1 
nter  dieser  Voraussetzung  nehmen  die  obigen  Gleichungen  die  Form  an: 
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M  =^  I    JQdxdy  yi~+p^~J^~q\      M'X^^j     j  qxdxdy  fi  +  p*  +  ?% 


X-      y 


-"      -"  a^"     y" 


^>/y,  =y      JQyda^dyVi  +  p*  A-  'q\     M.z^==^i     j  QZ  dx  dy  Vi  +  p*  '+  q', 

x'      y'  X       y 

Ist  das  Flächenstück  eben,  so  nehme  man  seine  Ebene  zvlt  xy-£bene,  da&o 
sind  alle  z  und  Z|  Nnll  und  da  die  Normale  fortwährend  mit  der  z-Axe  parallel 
läuft,  so  wird  cos  y  <=  1,  dm  =  dx  dy  und  reduciren  sich  die  Formeln  aaf  folgende: 


_•#    »f  _»»    .,»• 


M  =^  j      j  Qdxdy^      ilf  «o:,  s»  I      j  Qxdxdy,      M  -  yi  ^^  j      jgydxdy. 

x'      y  x'      y'  x*      Y 

Ist  die  specifische  Masse  p,  welche  im  Allgemeinen  mit  x  und  y  rariint 
wird,  constant,  d.  h.  das  Flächenstück  homogen,  so  wird  M  =«  ^A,  wo  St  dir 
Grösse  des  Flächenstücks  darstellt,  und  fällt  folglich  q  aus  den  Formeln  bertu 
Dieselben  sind  dann  also 

a"  y"  «"  j^"  x"  y^  *••  y^ 

Sl  =  I    jdxdy,    Sl'Xi=  j    jxdxdy,    Sl*y^=^  i     iydxdy^    •ÖZ|S=I    iidid.. 

x'    y'  x'    y  x'    y  **    y 

wobei  man  im  ersten,  zweiten   und   dritten  Integrale  die  Integration  nach  y  ul- 
mittelbar  ausführen  kann.     Insbesondere  für  ebene  homogene  Flächenräoffle  bt: 


x"  x" 


Ä  =  /  (y"—  y')dx,       a-x^^lx  (y"—  y)  dx,        Slyi^lj  (y"*  —  y\>  dz 

x'  x'  ar 

Unter  Zugrundelegung  anderer  Coordinatensjsteme  hat  man  für  x,  y,  :,  ^i»  ^^ 
betreffenden  Ausdrücke  einzuführen  und  die  Grenzen  der  Wahl  des  Coordtnatic 
Systems  gemäss  zu  bestimmen. 

6.  Für  die  Fläche  der  Parabel  y*  =  2px  zwischen  Axe,  Bogen  vom  Scb<>it-' 
an  gerechnet,  und  irgend  einer  Ordinate  wird 

x  y  X 

ß  =  5^*y,        ßj'i  =  ixydx  =    -     jyUiy  =  Jx^,        Sly,  =»  {  j y^dr  —  1  -   . 

0  0  u 

also   X,  =  Jx,    y,  =  Jy. 

7.  Zu    finden    a)   den    Massenmittelpunkt  eines  elliptischen  Segmente«    r:* 
Hülfe  des  zur  Sehne  conjngirten  Diameters;  b)  den  Massenmittelponkt  der  halb«- 
Oycloide;    c)   den  Massenmittelpunkt  der  ganzen  und   halben  Fläche   des  ihw 
r  =  2  a  cos^  d'. 

8.  Der  Massenmittelpunkt  der  Kugelzone  liegt  in  der  Mitte  ihrer  Hob^. 

9.  Rotirt  eine  ebene  Fläche  Sl  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Axe,  dif  * 
als  x-Axe  ansehen  wollen,  so  erzeugt  sie  ein  Volumen,  dessen  Element  9{y^ — y**  • 

x"    ^ 

ist   und  welches   also  selbst  den  Werth  hat:    P^  =:»  ^  fW^  —  y**)  dx^   wob«^i  «-■ 
vorige  Bezeichnnngsweise  beibehalten   ist.     Nun   ist   aber   fQr   die  Ordiaat«  • 
Massenmittelpunktes  der  Fläche   Sl*yx=^  \f(jf"^  '^  y*^)  dx;  eliminirt  maa  dal« 
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Fig.  167. 


au  beiden  Gleichaogen  das  Integral,  so  kommt  Ks»  2ffyi*A,  d.  h.  dasVolnmen 
eines  Rotationskörpers  wird  erhalten,  wenn  man  die  rotirende  Fläche 
mitdemWege  des  Schwerpunktes  derselben  mnltiplicirt.  Der  Satz  gilt 
such  noch  für  den  Fall,  dass  die  rotirende  Fläche  keine  volle  Umdrehung  macht, 
dass  V  also  nar  einen  Keil  einer  Rotationsfläche  darstellt.  Im  Falle,  dass  die  Rota- 
tioosaze  die  Fläche  schneidet,  ist  eine  kleine  Vorsicht  nöthig,  um  das  gewünschte 
Yoimnen  sn  erhalten.  Der  Satz  ist  das  zweite  Gnldin'sche  Theorem.  Da  in 
der  Gleichung,  welche  dasselbe  ausspricht,  drei  Grössen  F,  A,  y^  vorkommen,  so 
kann  jede  von  ihnen  gefunden  werden,  wenn  die  beiden  anderen  bekannt  sind. 

§.  6.   Massenmittelpunkt  der  KÖrperräume^ 

1.  Das  homogene  Parallelepiped.  Indem  man  drei  Eckkanten  um  sich 
selbst  verlängert,  erhält  man  ein  Parallelepiped  von  der  8 fachen  Masse,  welches 
dem  ursprünglichen  im  Verhältniss  1 : 2  ähnlich  ist.  Dieselben  Betrachtungen  wie 
§.  5.,  Nr.  1  führen  zu  dem  Satz,  dass  der  Massenmittelpunkt  mit  dem  geometrischen 
Mittelpunkt  zusammenfällt  und  zugleich  der  Massenmittelpunkt  der  8  Ecken  ist, 
wenn  diese  von  gleicher  Masse  angenommen  werden. 

2.  Das  homogene  dreiseitige  Prisma  (Fig.  167.).  Man  führe  den  Mittel- 
qnerschnitt  ÄB^C  und  durch  die  Mitten  der  Seiten  der 
beiden  parallelen  Gnmdflächen  die  Schnitte  EFF^E^', 
EDD^'Ef',  Das  Prisma  zerfällt  dann  in  vier  ihm  ähn- 
liehe, untereinander  congruente  dreiseitige  Prismen  und 
ein  Parallelepiped;  letzteres  ist  gleich  4,  das  Gesammt- 
prisma  gleich  8  der  kleineren  Prismen.  Bezeichnen  nun 
V^  9i  ^f  ?>  ^'>  '  die  Abstände  der  Massenmittelpunkte 
des  Parallelepipedes ,  der  4  kleineren  Prismen  und  des 
Oesammtprisma's,  a,  6,  e,  a\  b\  c',  a\  6",  c\  ^  . .  die 
Abstände  der  übrigen  Punkte  der  Figur  von  einer  be- 
liebigen Ebene,  so  hat  man 

^P  +  q  +  q  +  r  +  r's-  8#, 
q  —  asar  —  e  ^  q  —  aa»r  —  e  ^=»  \{ß  —  «), 

Eliminirt  man  at^»c,e,p,9,9',r ,  so  bleibt  t= J(ö'+*'+cOi 

d.  h.  der  Massenmittelpunkt  des  Prisma's  ist  der  Massenmittelpunkt 

ieines  Mittelquerschnittes. 

Auch  ist*«iJ(fl  +  *  +  c  +  fl'+  6"+  c"). 

3.  Das  homogene  Tetraeder  (Fig.  168.).  Drei  durch  die  Mitten  der 
sechs  Kanten  geführte  Ebenen  EFG^  EGHK^  EKJ  zerfallen  dasselbe  in  zwei 
ihm  ähnliche  Tetraeder  und  zwei  gleiche  dreiseitige 

Prismen.  Jedes  der  letzteren  ist  dreimal  so  gross  als 
eines  jener  Tetraeder  und  jedes  von  diesen  ist  ^  des 
Ganzen.  Sind  P,  Q,  A,  /S,  7*  die  Massenmittelpunkte 
der  beiden  kleineren  Tetraeder,  der  beiden  Prismen 
and  des  Gesammttetraeders,  so  hat  man,  wenn  die 
kleinen  Bachstaben  wieder  die  Abstände  der  gleich- 
namigen Punkte  von  irgend  einer  Ebene  bedeuten-: 
p  +  ^  +  3r  +  3«  =  81, 

r^Hb  +  e  +  f+g  +  h  +  k), 

^^H^  +  e  +  g  +  h  +  i  +  k). 
Hieraus  erhält  man  /  »  |(a  -|-  ^  +  <^  +  <^)-     Lässt  man  die  Ebene  mit  einer 
Seitenfläche  des  Tetraeders  zusammenfallen,  so  folgt,  dass  der  Massenmittelpunkt 
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in  f  der  zugehörigen  Höhe  von  dieser  Seitenfläche  absteht.  Legt  man  sie  dorcb 
eine  Kante  und  die  Mitte  der  Gegenkante,  so  wird  /  &=  0,  also  der  Massenmittel- 
punkt der  Schnittpunkt  aller  solcher  Ebenen.  Hieraus  folgt,  dass  er  in  der  Ver 
bindungslinte  der  Mitten  je  zweier  Qegenkanten  liegt.  Daher  iat  er  der  MItt«] 
punkt  des  Parallelogramms  EGHK.  Die  drei  Ebenen,  welche  durch  die  drei  in 
einer  Ecke  zusammenstossenden  Kanten  und  die  Mitten  ihrer  Gegenkanten  geben, 
schneiden  sich  in  einer  Geraden,  welche  jene  Ecke  mit  dem  Massenmittelponkt^ 
der  ihr  gegenüberliegenden  Fläche  verbindet.  In  dieser  Geraden  liegt  der  Mssseo 
mittelpunkt  des  Tetraeders  und  da  er  um  ^  der  Hohe  von  der  Fläche  absteht,  h« 
theilt  er  jene  Verbindungslinie  im  Verhältniss  1 :  3  und  ist  mithin  der  Punkt,  toc 
welchem  aus  das  Tetraeder  in  vier  gleich  grosse  Tetraeder  durch  Ebenen  ierle^> 
werden  kann,  welche  durch  die  Kanten  gehen. 

Die  hier  erläuterte  Methode  der  Massenmittelpunktsbestimmnng  des  Prisnu  > 
und  des  Tetraeders,  sowie  früher  des  Parallelogramms  und  Dreiecks  ist  tol 
Poinsot  in  seinen  Elemens  de  statique^  sowie  von  Möbius  in  seinem  Lebrbacl 
der  Statik  gelehrt  wQj^en.  Sie  hat  den  Vorzug  grosser  Allgemeinheit  und  fl.'n 
zu  einer  Menge  von  Specialsätzen,  sobald  man  die  Ebene,  in  Bezug  anf  weliN 
die  Momente  genommen  werden,  mit  dieser  oder  jener  ausgezeichneten  Ebeoe  <i*^r 
Figur  zusammenfallen  lässt.  Für  die  hier  behandelten  Formen  war  der  Abtt&3J 
des  Mittelpunktes  des  mit  homogener  Masse  erfüllt  gedachten  Korpers  das  th*-- 
metische  Mittel  aus  den  Abständen  der  Ecken,  d.  h.  der  Massenmittelpunkt  ir- 
Körpers  war  zugleich  der  Massenmittelpunkt  seiner  schwerer  gedachten  Eck^a. 
Diese  Eigenschaft  besitzen  verhältnissmässig  wenige  ebenflächig  begrenzte  Fornci 

Der  Satz  vom  Masseumitte^lpunkte    des   dreiseitigen  Prisma's,    dass  er  J.* 
Massenmittelpunkt  des  Mitteli^nerschnittes  ist,  gilt  offenbar  auch   für  jedes  vul 
seitige  Prisma  und  für  jeden  Cylinder  als  die  Grenze  eines  solchen.     Ebenso  ^  '•' 
der  Satz  über  den  Massenmittelpunkt  des  Tetraeders,  dass  er  die  VerbindungsliKi 
des  Massenmittelpunktes  der  Grundfläche  mit  der  Spitze  im  Verhältniss  1 : 3  tlie. . 
für  jede  vielseitige  Pyramide  und  den  Kegel. 

10.   Die  Auffindung  des  Massenmittelpunktes  homogener  Figuren  wir^  ^!> 
sehr  erleichtert  durch  die  Anwendung  folgender  Sätze: 

a)  Besitzt   die  Oberfläche    eines   homogenen  Körpers    eine  8tb 
metrieebene,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  in  ihr.    Eine  solche  E^a 
besitzt  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  eine  Senkrechte  in  irgend  einem  Punkt«  &•'• 
ihr  errichtet,  diesseits  und  jenseits  vom  Fusspunkte  bis   zum  Schnittpunkte  s 
der  Fläche  gleiche  Länge  hat.    Leg^  man  daher  ein  System  von  ParallelelKn«!. 
welche  in  unendlich  kleinen  Abständen  aufeinanderfolgen,  senkrecht  zur  Syametri'' 
ebene  und  schneidet  dies  System  durch  ein  anderes  von  derselben  BeschaffenWi' 
so  zerfällt  der  ganze  Raum  und  folglich  auch  die  Parthie  desselben,   welckr  •. 
fraglichen  Körper  bildet,   in  unendlich  schmale  prismatische  Säulehen,  seakrev 
zur  Symmetrieebene  und  diesseits  und  jenseits  derselben  gleich  lang.    ZcrKkae'i 
man  dieselben  durch  ein  drittes  System  Ebenen  parallel  der  Symmetrieebea«.  :^ 
führt  in  unendlich  kleine  rechtwinklige  Parallelepipede,  so  haben  diese  paamf-L- 
gleiche  und  entgegengesetzte  Abstände  von   der  Symmetrieebene  und  da  stf  *- 
gleicher  Masse  sind,  auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Momente  in  Bezug  auf  •• 
Daher  ist  die  Summe  der  Momente  der  Massen  des  ganzen  Körpers  besüglicK  «* 
Symmetrieebenen  gleich  Null  und  geht  sie  folglieh  durch  den  Massenmitielpai*^* 

b)  Besitzt    die   Oberfläche    eines    homogenen  Korpers    eine   Dt^ 
metralebene,    so    enthält    diese    den    Massenmittelpunkt   desselbxi 
Eine   Diamctralebene    halbirt    ein   Sehnensystem   von   bastimmter  Richtnaj:  -^ 
symmetrieebcne    ist    eine   Diametralebenc,    welche    das  ihr   zugeordnete  2>eki 
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System  rechtwinklig^  balbirt).  Der  Beweis  des  Satzes  wird  wie  der  des  vorigen 
i^eführif  die  beiden  ersten  Ebenensysteme  laufen  der  Sebnenrichtnng  parallel  und 
besteht  der  ganse  Unterschied  vom  vorigen  Falle  darin,  dass  sie  schräg  auf  der 
Diametralebene  stehen. 

c)  Besitzt  die  Oberfläche  des  Körpers  eine  Symmetrieaze«  so  ent- 
hält diese  den  Massenmittelpunkt.  Eine  Symmetrieaxe  ist  eine  Gerade 
von  der  Eigenschaft,  dass  jede  zu  ihr  senkrechte  Gerade  die  Fläche  in  zwei  Punk- 
ten trifft,  welche  diesseits  und  jenseits  vom  Fusspunkte  gleichweit  abstehen.  Legt 
man  durch  eine  solche  Axe  eine  Schaar  Ebenen,  welche  unendlich  kleine  Winkel 
aafeiaanderfolgend  miteinander  bilden  und  schneidet  dieselbe  mit  einer  zweiten 
Schaar  Ebenen,  welche  zur  Axe  senkrecht  sind,  so  zerfällt  der  Körper  in  unendlich 
^ehmale,  paarweise  gleiche  keilförmige  Scheitelräume.  Ein  System  von  Kreis 
cylindem,  deren  gemeinsame  Axe  mit  der  Symmetrieaxe  zusammenfällt,  zerlegt 
diese  Keile  in  unendlich  kleine,  paarweise  von  der  Axe  gleichentfernte  Elemente. 
Die  Massenmittelpunkte  aller  Paare  solcher  Elemente  liegen  in  der  Axe,  mithin 
auch  der  Massenmittelpunkt  des  Ganzen. 

d)  Besitzt  die  Oberfläche  des  Körpers  einen  Mittelpunkt,  so  ist 
er  zugleich  der  Massenmittelpunkt.  Ein  Mittelpunkt  lialbirt  alle  durch 
ihn  hindurchgehende  Sehnen  der  Fläche.  Zieht  man  durch  denselben  eine  belie- 
bige Gerade  und  legt  um  sie  eine  Schaar  gerader  Kegelflächen  concentrisch  mit 
der  Fläche,  so  zerlegen  sie  den  Körper  in  unendlich  dünne  gleiche  conische  Scheitel - 
räume;  ein  durch  die  Gerade  geführtes  Ebenensystem  spaltet  diese  in  gleiche 
pyramidale  Scheitelräume  und  ein  System  Kugelflächen,  concentrisch  mit  der  Ober- 
däche  des  Körpers,  zerlegt  wiederum  diese  in  paarweise  gleiche  und  vom  Mittel- 
punkte gleich  weit  abstehende  Volumenelemente.  Da  dieselben  gleiche  paarweise 
Masse  besitzen,  so  fallen  die  Massenmittelpunkte  aller  Paaro  in  den  Mittelpunkt 
nnd  dieser  ist  mithin  auch  Massenmittelpunkt  des  Ganzen. 

11.  Für  den  Kugelsector  ist  die  Linie  vom  Kugelmittelpunkte  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Kugelmiitze  Symmetrieaxe  und  enthält  folglich  den  Massenmittel- 
punkt. Zerlegt  man  den  Sector  in  Elementarpyramiden  mit  gemeinschaftliche r 
Spitxe  im  Mittelpunkte,  so  liegen  die  Massenmittelpunkte  aller  dieser  auf  einer 
KugelmStze  vom  Radius  fr,  wenn  r  den  Radius  der  Kugel  bedeutet  und  ist  der 
.Massenmittelpunkt  dieser  Kugelmütze  zugleich  der  des  Kugelsectors.  Daher  ist 
.r,  =  I  r  —  }  A,  wenn  h  die  Höhe  der  Kugelmütze  ist,  oder  auch  a;j  =»  |  (2  r  —  /i) 
ond  da  2r  —  A  =  r  +  r  cos  a  =»  2r  eoä*  ^a  ist,  wenn  a  die  halbe  Oeffnung 
de!<  Sectors  bedeutet,  so  wird  schliesslich  Xi  *=  }rco«*-|a.  Für  die  Halbkugel  ist 
«»I»,  mithin  der  Abstand  ihres  Massenmittelpunktes  vom  Kugelmittelpunkte 

Für  das  Kngelsegment  nehme  man  die  Momente  des  Sectors,  des  Kegels 
Qnd  des  Segmentes  in  Bezug  Huf  die  zur  Symmetrieaxe  senkrechte,  durch  den 
Mittelpunkt  gehende  Ebene  und  setze  die  Summen  der  beiden  letzten  Momente 
;:Ieich  den  ersten.  Nun  sind  die  Volumina  des  Sectors,  Kegels  und  Segmentes 
J»r*Ä (Produkt  aus  dem  Inhalte  der  Kugelmütze:  2jrrÄ  und  |r),  inh{r  —  A)  (2r  —  A), 
die  Grundfläche  ist  s  (2  r  —  A)  A),  |  »A*  (3  r  —  A)  (Differenz  zwischen  Sector  und 
Kegel)  und  die  Abstände  ihrer  Massenmittelpunkte  vom  Kugelmittelpunkte  sind 
fr  —  |A,  f(r  —  A),  «|  und  hiermit  wird  die  Gleichung  der  Momente: 

i»r»A.}(2r  —  A)  —  }«A(r  —  A)  (2  r  —  Ä).J(r  —  A)  +  i»Ä«(2r  —  A)«  ar,, 

worans  folgt: 

(2  r  —  Ä)« 


^»=-^     3r-A 
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12.  Um  die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen  Korpen 
zu  finden,  sei  dxdydz  das  am  Punkte  xyz  im  Innern  des  Korpers  liegende  V<h 
lamenelement,  mithin  q dxdydz  seine  Masse  und  Qxdxdydz,  f^ dxdydz,  ^zdxifyd: 
seine  Momente  in  Bezug  auf  die  Coordinatenebenen.  Integrirt  man  diese  ?ier 
DiJQferentialien  dritter  Ordnung  nach  z  zwischen  zwei  Grenzen  :',  z"^  welche  licb 
aus  der  Gleichung  der  Oberfläche  des  Körpers  ergeben,  so  erhSlt  man  die  M&sse 
und  die  Momente  einer  unendlich  schmalen  Säule  des  Körpers  Tom  Qpencliiutte 
dxdy  und  der  Höhe  z" —  z\  Integrirt  man  hierauf  die  so  gewonnenen  BenJiatc. 
welche  Differentialien  zweiter  Ordnung  sind,  nach  y  zwischen  den  Grenzen  y ,  /. 
welche  die  Gleichung  der  Projection  der  Oberfläche  des  Körpers  auf  die  jEy-Ebec« 
gibt,  so  findet  man  die  Masse  und  die  Momente  einer  dfinnen  Lamelle  yoo  der 
Dicke  dXf  parallel  der  yz-Ebene.  Durch  eine  abermalige  Integration  nach  x  iwi- 
sehen  den  Grenzen  x\  x\  welche  durch  die  äussersten  Berührungsebenen  der  Ober- 
fläche auf  der  2;-Aze  bestimmt  werden,  welche  man  parallel  zur  yz- Ebene  le^es 
kann,  erhält  man  endlich  die  Masse  M  des  ganzen  Körpers  und  die  Momeste 
Afo?!,  My^^  Mzi  bezüglich  der  drei  Coordinatenebenen.  Daher  besteben  fnr  die 
Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  die  Gleichungen: 

JP"  y"   «"  »♦♦  y"    »- 

M  =»  j    j    j  ^dxdydz,      M'Xi=»j    j    l  ^dxdydz ^ 

X*  y'  z'  ^  y  y 

x"  y"  ar"  «" 


M 


X     y    X  xr    »•  M 

'Vi  =' I    I    JQydxdydZf       M-Zf^^j    j    j  (fzdxdydz, 

.te'      •«'      «''  «5*      •«*      m^ 


y   z'  X    y   z 

Ist  der  Körper  homogen,  also  q  constant,  so  wird  M  ^^  ^V^  wenn  T  d«: 
Volumen  desselben  bedeutet  und  mithin  sind  die  Formeln: 


-fff' 


y"  z"  x'*  y 


«"  'fjf' 


r=-l     I    j  dxdydz,       r-a:j-=/    /    i xdxdydz, 

«"   «"  «"  y"    z" 

X-   f   r  i^  jr   iT 

wobei  man  die  Integration  nach  z  sofort  ausführen  kann. 

Ist  der  homogene  Körper  ein  Rotationskörper  und  die  Botationaaxe  s.  B.  di> 
a?-Aze,  so  vereinfachen  sich  diese  Gleichungen  sehr  bedeutend.    In  diesem  FtCr 

ist  nämlich  z' «-  —  z"  und  folglich  fdz  —  2  z'',  fzdz  —  Kt*^  —  {—  z^f)  -  «V 

z*  «' 

•'«"  y" 

J  J ydydz  ^»J y2z"dy  :»  0,  da  jedem  Produkte  2z"y  mit  positiTem  y  ein  est- 

gegengesetzt  -  gleiches  mit  negativem  y  zugehört  und  sich  folglieh  die  Eleawst 

J dydz  'BM^J z*dy  der  Inhalt  rii«^ 

Kreisringes  von  den  Radien  y\  y"  und  daher  gleich  « (y"*  —  y"^.    Duvh  &t» 
speciellen  Werthe  ergibt  sich  aber  Jetzt: 

V 


—  n  jiy'^  —  y^)dx,       Ta?,  =  «  /a:  (y"«  —  y'»)«te,       y,  —  0, 


•I 
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Der  Inhalt  dieser  Formeln  leuchtet  aneh  unmittelbar  ein;  ^|  nnd  Z|  sind  Null, 
weil  die  j;-Axe  die  Sjmmetrieaxe  der  Fignr  ist.  Für  y  ^^  0  wird  der  Rotations- 
körper ein  Vollkörper. 

Yen  den  obigen  allgemeinen  Formeln  für  homogene  Körper  lässt  sich  die 
ente  and  zweite  für  manche  Zwecke  bequemer  schreiben.   Da  nttmlich  der  Quer- 

schnitt  Q  des  Körpers  senkrecht  sur  A:-Axe  den  Inhalt  hat:    Q  ^^  T  f  dydz^  8o 

wild  hiermit  .  y'  »' 

x"  x" 

13.   Wir  wollen  diese  letzte  Bemerkung  benutzen  für  die  Bestimmung  des 

Massenmittelpunktes  eines  parallel  abgeschnittenen  Kreiskegels.    Da  jede 

durch  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Grundflächen  gelegte  Ebene  eine 

Dismetralebene  ist,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  auf  dieser  Verbindungslinie. 

Nehmen  wir   also  die  Kegelspitze   als  Coordinatenursprung  und  das  Perpendikel 

auf  die  Grundflächen  zur  Richtung  der  a^Aze,  so  hat  man,  wenn  /<,  A'  die  Abstände 

der  Grundflächen  Yon  der  Spitze,  B  der  Querschnitt  für  A,  Q  der  Querschnitt,  ent- 

Q  x^ 

sprechend  einer  beliebigen  Abscisse  Xy  sind:    "ö"  '^  ~fj  (wegen  der  Aehnlichkeit 

der  Kreisschnitte) ,  mithin  Q  ^s»  —gc^^  und  daher : 
h  h 

V^CQdx  -  i-J  (Ä«  -  Ä'»),       Vx,  ^Coxdx  =  i^  (Ä*  -  Ä'^), 

folgUch  .  Ä*  —  Ä'* 

Hieraus  ist  leicht  der  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  den  Grundflächen  und 
das  Yerhältnias  zu  entwickeln,  nach  welchem  er  die  Höhe  theilt. 

14.  Massenmittelpunkt  einer  homogenen,  von  zwei  parallelen 
Ebenen  begrenzten  elliptischen  Platte.  Wir  beziehen  das  Ellipsoid,  aus 
welchem  die  Platte  geschnitten  ist,  auf  die  den  Grenzebenen  parallele  Diametral- 
ebene als  ^-Ebene,  indem  wir  zu  Azen  der  y  und  z  die  Richtungen  irgend  zweier 
eoDJogirter  Semidiameter  n,  6,  welche  den  Winkel  o  bilden,  zur  A;-Aze  aber  die 
Richtung  des  dritten,  zu  n,  h  conjugirten  Semidiameters  c  nehmen,  dessen  Neigung 
eegen  die  ^-Ebene  X  sei.  Der  Massenmittelpunkt  der  Platte  liegt  auf  der  x-Aze, 
da  jede  durch  sie  hindurchgehende  Ebene  eine  Diametralebene  ist;  demnach  bleibt 
blos  X|  zu  Bachen.    Nun  ist  die  Gleichung  des  EUipsoids  in  Bezug  auf  unser  Coor- 

dinttensYstem    — r  "h  ~&  "h  ~;x  ^"  ^   ^^^  ^^®  Gleichung  des  elliptischen  Quer- 

Or  Cr  €, 

ichnittes  Q  im  Abstände  x  wird  *^  ~  H ,  =■  1.   Der  In- 

halt  dieses  Querschnittes  wird  erhalten,  wenn  man  das  Rechteck  der  Halbazen  dessel- 
ben mit  «  multiplicirt;  dies  Rechteck  wird  aber  durch  6c  fl  —  -jj  sin  a  aus- 
i^edrückt,  da  das  Parallelogramm  über  conjugirten  Semidiametem  constant  ist. 
Demnach  iat  Q  =^  nbeli  —*  -^j  tin  o.  Die  Höhe  der  an  Q  anstossenden  unend- 
lich dünnen  Lamelle  ist  dxtinX  und  folglich  ihr  Inhalt  nbc  rin  o  sin  lll  —  -jj  dx 
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und  da  .x  sin  X  ihr  Abstand  von  der  ^z -Ebene  ist,   so  wird   ihr  Moment  in  Bezu? 

auf  diese  Ebene  nbc  sin  o  sin^  l  ll ^)  xdx.     Daher  hat  man  mit  Rttcksid;! 

darauf,  dass  F-  Xi  sin  ^  das  Moment  der  ganzen  Platte  wird: 

y  ^  nbc  sin  ta  sin  X  I  li ^J  dx,       V-  x^  =  «äc  «fn  flo  «in  1  I  (l  —  -.  j xiz. 

a  a 

unter  a  und  ß  die  Stücke  verstanden,  welche  die  Grenzebenen  der  Platte  von  dtr 
.r-Axe  abschneiden.    Hiermit  erhält  man: 

((5  ~  «)  (3  fl«  —  a«  —  a(5  —  p«) 


V  s=  nbc  sin  ta  sin  l 


y  '  Xi  ssa  nbc  sin  m  sin  X 


3fl« 
(P«  —  a«)  (2  fl«  —  ««  —  jP) 


4  a« 
und  folglich 

_      («  +  P)(2fl'-tt'-y) 
*        *      3fl«  —  a«  —  a^  —  (J« 

Diese  Formel  ist  unabhängig  von  l  und  bleibt  für  dieselben  ce,  ^  für  alle  Eid 
tungen  gültig,   nach  welchen  der  Semidiameter  a  denselben  Werth  hat,  d.  L  !.' 
die  Erzeugungslinien  eines  Kegels,   der   mit  dem  Ellipsoid  concentrisch  ift  zz 
durch  die  Schnittcnrve  der  Fläche  des  Ellipsoids  mit  einer  Kugel  vom  Radiu 
hindurchgeht. 

Für  X  =  a  und  ß  ==  o  wird  die  Platte  zum  halben  Ellipsoid,  denn  tts  ir.:i 
y  s=s  ^nabc  sin  (o  sin  X  und  ist  abc  sin  <o  sin  X  der  constantc  Inhalt  des  über  dcc 
drei  conjugirten  Semidiametern  a,  6,  c  beschriebenen  Parallelepipeds  und  fol^lv 
gleich  dem  Produkte  der  drei  halben  Hauptaxen  A,  ß,  C;  ^nABC  stellt  aber  ^^* 
Volumen  des  halben  Ellipsoids  dar.     Für  Xi  hat  man  in  diesem  Falle  X]  »  j  • 
Lässt  man  also  eine  Diametralebene  des  Ellipsoids  sich  um  den  Mittelpunkt  \  >■ 
selben  drehen,   so  schneidet  sie  vom  Ellipsoid  in   allen  Lagen  die  Hälfte  ab  *«£ 
die  Massenmittelpunkte  aller  dieser  Hälften  liegen  auf  den  zur  Schnittebene  c\t 
jugirten  Semidiametern  um  }  ihrer  Länge  vom  Mittelpunkte  ab.    Sie  bilden  diL-^ 
ein  dem  gegebenen   Elüpsoide  im  Verhältniss  |  ähnliches  Ellipsoid.     Bei  «ml-.t 
schwimmenden  Ellipsoid  sind  sie  die  Schwerpunkte   der  verdrängten  Flü»»l^k  - 

15.  Bei  Anwendung  von  Polarcoordinaten,  nämlich  des  Radiasvectors  r,  -.  ' 
Winkels  &  zwischen  ihm  und  der  Polarazo  und  des  Winkels  9)  zwischen  der  L'.-i 
von  d"  und  der  Fundamentalebene  erhält  man  für  daa  Yolumenelemeiii 

dy  »  r^sin{tdrd&dtp 

und  da  X  s=s  r  cos  ^,  y  =^  r  sin  d"  cos  ip,  z  t^  r  sin  &  sin  tp ^  so  gehen  die  Forxv 
für  die  Bestimmung  des  Massenmittelpunktes  über  in: 

iV  =  /   I   l(fr*sin»drd&dq>,      MXi  ^  j  j  Igr^tind^  cos^drd^d^, 

'^^  *  yi  =  /    /    I  Q^  *«»'  9  cos  tp  dr  d^  dtp  j     M-Zi  =*  j   j   j  pr*  ««*  ^  sin^drä^  ' 

und  bei  constanter  specifischer  Masse,  welche  im  Allgemeinen  eine  FancUoB  *-' 
r,  d-j  (p  sein  wird,  in: 

^  ==  /   /  lf*sin»drd^d<p,       y-x^  ^  i  j  f  r*  sin  9^  ci>9  ^  dr  d9  dff , 


y- 


Vi 


"11   / '^'*'**^  cos  tp  dr  d&  dtp ,      K-rj  —  /   /  j r*  sin*  4t  am^drd^dt 


J 
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In  Bezug  auf  die  Grenzen  dieser  Integrale  sind  aber  zwei  Fälle  zu  sondern: 
1.  die  Masse  des  Körpers  umgibt  den  Pol,  dann  ist  nach  ^  von  0  bis  n  und  nach 
9  von  0  bis  2  tk  oder  umgekehrt  nach  0"  von  0  bis  2  n  und  nach  tp  von  0  bis  n 
zD  integrireu  und  2.  die  Masse  umgibt  den  Pol  nicht;  in  diesem  Falle  sind  die 
Grenzen  für  ^  und  9  nicht  constant,  sondern  hängen  von  der  Beschaffenheit  des 
Tangentenkegels  ab,  den  man  vom  Pole  an  die  Oberfläche  des  Körpers  legen 
kann.  Die  Grenzen  für  r  ergeben  sich  aus  der  Polargleichung  der  Fläche.  Hat 
die  Masse  leere  Hohlräume,  so  ist  eine  besondere  Untersuchung  hinsichtlich  der 
Grenzen  für  r  nöthig. 

16.   Coniscber  Ausschnitt  einer  Kugelschicht  (Durchdringungsraum 
eines  Kreiskegels  von  der  halben  Oeffnung  a  und  der  zwischen  zwei  mit  ihm  con- 
centrischen  Kugeln  von  den  Radien  R^y  R  enthaltenen  Schicht). 
Man  hat  hierfür,  wenn  die  Symmetrieaxe  Polaraxe  ist: 

Sir  a  R 

V  =^  I  dtp  isin  a«  rf-O-  jf^dr  =  4  «  (Ä'  —  /Jq«)  «m«  {  a  , 

00  K 

27t  a  R 

yx^^^idtpi  sin  »  cos^dd'  tr^dr  ^  {n{R*  ^  Rq*)  »m«  a 


und  mithin 


0 


.  R*^  Rq*       .  . 


17.     Einige   Aufgaben   über   die   Bestimmung   des    Schwerpunktes    körper- 
licher Räume. 

a)  Ein  Bogen  der  Parabel  y^  =  2px  vom  Scheitel  an  gerechnet  bis  zur 
Abscisso  a  rotirt  um  die  Tangente  des  Scheitels;  das  Volumen  und  die  Lage  des 
Massenmittelpunktes  des  Rotationskörpers  zu  finden. 

b)  Den  Massenmittelpunkt  einer  parabolischen  Platte  zu  finden,  welche  aus 
einem  Rotationsparaboloid  senkrecht  zur  Rotationsaxe  geschnitten  ist  und  Basis- 
kreise von  den  Radien  a  und  b  besitzt. 

c)  Den  Massenmittelpunkt  des  hyperbolischen  Rotationskörpers  zu  bestimmen, 

welche  durch  einen  Bogen  der  Hyperbel  y*  =  — ,  (^  +  2Är),  vom  Scheitel   bis 

zur  Abscisse  c  gerechnet,  um  die  reelle  Axe  erzeugt  wird. 

d)  Den  Massenmittelpunkt  des  Körpers  zu  finden,  welcher  durch  Rotation 
der  von  den  beiden  Parabeln  y^  =>  2px  und  ^  =  2p'(a  —  x)  eingeschlossenen 
Fläche  um  die  gemeinschaftliche  Hauptaxe  entsteht. 

e)  Den  Massenmittelpunkt  des  Octanten  einer  Kugel  vom  Radius  a  zu  finden. 

f)  Von  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x^  y,  z  sind 
die  Stücke  a,  6,  e,  vom  Ursprung  0  an  gerechnet,  abgeschnitten  und  ihre  End- 
punkte seien  resp.  A,  B,  C,  In  der  yz- Ebene  zieht  man  die  Gerade  BC,  in  der 
x:- Ebene  die  Gerade  AC  und  in  der  xy- Ebene  durch  B  die  Gerade  BD  parallel 
der  x-Axe.  Eine  weitere  Gerade  QR  bewegt  sich  nun  so,  dass  sie  stets  der 
y:-£bene  parallel  bleibt  und  die  Geraden  AC,  BD  schneidet;  man  soll  den  Massen- 
mittelpunkt des  Körpers  bestimmen,  welchen  die  erzeugte  Fläche  mit  dem  Octan- 
ten der  Halbaxen  bestimmt,  auf  welchen  a,  6,  c  abgeschnitten  wurden. 
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IQ.  Capitel. 

Aectaivalena  der  Kräfte  im  Allgemeinen.    Aequivalens  der  Krifte  an 

einem  nnveränderliohen  System,    deren  Biohtnngen  sloh  in  einem 

Funkte  schneiden.    Aequivalens  der  Krfiftepaare. 

§.  1.  Der  Verein  aller  Kräfte,  welche  zugleich  an  einem  Punkt- 
system angreifen,  heisst  ein  Kräftesystem.  Die  Wirkung  desselben 
zur  Zeit  /  besteht  darin,  dass  es  die  Elementarbeschlennignngen  gibt, 
welche  den  Geschwindigkeitszustand  des  Punktsystems  su  dieser  Z«it 
in  den  der  Zeit  t  -{-  dt  entsprechenden  Geschwindigkeitszustand  über 
führen.  Diese  Wirkung  ist  verschieden  nach  der  Beschaffenheit  deb 
Punktsystems;  sie  ist  eine  andere,  wenn  dasselbe  unveründerlich  und 
anders,  wenn  es  veränderlich  ist.  Ist  der  Geschwindigkeitszustand  loi 
Zeit  /  -f~  ^'  derselbe,  wie  zur  Zeit  /,  so  ist  die  Wirkung  des  KräAe- 
Systems  zur  Zeit  t  Null,  d.  h.  es  tilgen  sich  die  Wirkungen  der  eis 
zelnen  Kräfte  gegenseitig  so,  dass  sie  auf  diesen  Zustand  keinen  Ein- 
fluss  üben.  Man  nennt  diesen  Zustand  des  Kräftesystems  und  auch, 
wenngleich  weniger  passend,  den  gleichzeitigen  Zustand  des  Punkt- 
systems, das  Gleichgewicht  des  Kräfte-  oder  Punktsystems.  Zum 
Gleichgewicht  ist  der  Zustand  der  Ruhe  des  Punktsystems  nicht  erforder- 
lich, wenngleich  er  damit  verbunden  sein  kann.  Das  Gleichgewicht  der 
Kräfte  kann  momentan  oder  dauernd  sein. 

§.  2.  Zwei  Kräftesysteme  heissen  in  Bezug  auf  ein  Punktsystem 
äquivalent,  wenn  sie  auf  dasselbe  die  nämliche  Wirkung  anssufiber 
im  Stande  sind,  d.  h.  den  Geschwindigkeitszustand  desselben  auf  gleiche 
Weise  abzuändern  vermögen.  Kehrt  man  von  zwei  äquivalenten  KriAe- 
systemen  das  eine  so  um,  dass  alle  Kräfte  unter  Beibehaltung  ihrer 
Intensitäten  in  entgegengesetztem  Sinne  an  denselben  Punkten  angreifen, 
wie  vorher,  und  lässt  dies  umgekehrte  System  mit  dem  anderen  xngleick 
wirken,  so  bilden  beide  ein  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  befindliche» 
Gesammtsystem.  Denn  alle  Elementarbeschleunigungen,  welche  die  Kräfte 
des  einen  veranlassen,  werden  durch  die  entgegengesetzten  Elementsr- 
beschleunigungen  des  anderen  getilgt,  so  dass  der  Geschwindigkeit«* 
zustand  des  Punktsystems  durch  das  Gesammtsystem  nicht  alterirt  viri 
Umgekehrt  sind  zwei  Kräftesysteme  äquivalent,  wenn  das  eine  von  Üum 
umgekehrt  mit  dem  anderen  im  Gleichgewicht  ist;  Untersuchungen  fiber 
die  Aequivalenz  der  Kräfte  sind  daher  zugleich  auch  Untersuehuufet 
über  das  Gleichgewicht  und  umgekehrt.  Statik  heisst  die  Theorie  de* 
Gleichgewichtes  oder  der  Aequivalenz  der  Kräfte. 

§.  3.  Beim  unveränderlichen  Systeme  reichen  drei  Kräfte  aas,  ob 
den  Geschwindigkeitszustand  zu  ändern,  indem  die  Beschlennigunfyn 
dreier  Punkte  die  aller  übrigen  bestimmen.    Wirken  daher  an  mehr  sb 
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drei  Pankten  Kräfte,   so    kann   das  System    nur  dann    unveränderlich 
bleiben,  wenn   noch  ein  Zwang   die  Punkte  derselben   in  ihrer  unver- 
änderlichen Verbindung    erhält.      Dieser   Zwang   kann    auf  mancherlei 
Weise  ausgeübt  werden;  in  vielen  Fällen  reicht  es  hin,  das  System  als 
ans  einem  festen  Material  gearbeitet  anzusehen,  in  anderen  Fällen  denkt 
man  sich  die  Systempunkte   durch  Fäden   miteinander  verknüpft.     Wie 
dem  auch  immer  sei,  in  allen  Fällen  kann  man  den  Zwang  durch  Kräfte 
ersetzen,  welche  zwischen    denjenigen  Punkten   wirken,    deren  unver- 
änderlicher Abstand  durch  die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  bedroht  ist. 
Diese  Kräfte'  nennt  man    innere   Spannungen   oder  Pressungen. 
Wenn  zwei  Kräftesysteme  nach  der  obigen  Definition   in  Bezug  auf  ein 
unveränderliches  System  äquivalent  sind,   so   können  die  Spannungen, 
welche  sie  veranlassen,  demnach  sehr  verschieden  sein.    Aehnliches  gilt 
nicht  blos  für  unveränderliche,  sondern  auch  für  veränderliche  Systeme, 
wenn  ihre  Veränderlichkeit  an   gewisse  Bedingungen  geknüpft  ist. 

§.  4.  Die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen  Punkt  besteht  in  allen 
Fällen  darin,  dass  sie  demselben  eine  Beschleunigung  ertheilt;  oft  ist 
aber  ein  Hindemiss  vorhanden,  welches  die  ertheilte  Beschleunigung 
sogleich  vernichtet,  sodass  die  Geschwindigkeit^  welche  etwa  vorhanden 
ist,  nicht  geändert  wird,  oder,  wenn  keine  Geschwindigkeit  vorhanden 
ust,  eine  solche  nicht  hervorgerufen  werden  kann.  Die  in  einem  solchen 
Falle  ertheilte  Beschleunigung  heisst  eine  Druckbeschleunigung  und 
die  Kraft,  welche  sie  erzeugt,  ein  Druck.  Was  das  Hindemiss  leistet, 
ist  nichts  anderes,  als  eine  der  Druckbeschleunigung  entgegengesetzte 
nod  weil  sie  die  ertheilte  Beschleunigung  gerade  tilgt,  gleiche  Beschleu- 
nigang,  die  Widerstandsbeschleunigung  und  die  Ursache  dieser 
heisst  der  Widerstand;  er  ist  eine  dem  Drucke  gleiche  und  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Kraft.  Besteht  das  Hindemiss  darin,  dass  der  Punkt 
mit  anderen  materiellen  Gebilden  in  irgend  einer  Weise  verknüpft  ist, 
so  sagt  man  statt  Druck  und  Widerstand  lieber  Zug  und  Spannung. 
Widerstand  und  Spannung  sind  nicht  ursprünglich  vorhandene  Kräfte, 
sondern  werden  erst  durch  die  Wirkung  anderer  Kräfte  erregt,  sie  sind 
Keadionen  gegenüber  jenen,  welche  die  Actionen  sind. 

§.  5.  Kräfte,  welche  an  einem  Systeme  im  Gleichgewichte  sind, 
können  unbeschadet  der  Wirkung  des  ganzen  Kräftesystems  getilgt  oder 
in  beliebiger  Menge  zugefügt  werden.  Im  ersten  Falle  fallen  zugleich 
mit  ihnen  Spannungen  hinweg,  welche  durch  die  Bedingungen,  denen 
das  FunktayBiem  seiner  Constitution  nach  unterworfen  ist,  unter  Einfluss 
jener  Kräfte  veranlasst  wurden,  im  letzten  Falle  müssen  solche  hinzu- 
treten. 

§.  6.  Oft  ist  eine  einzelne  Kraft  einem  ganzen  Kräftesysteme 
Univalent;   man  nennt  sie  die  Besultante  desselben  und  die  Kräfte 
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des  Systems  ihre  Componenten.  Dieselbe,  in  entgegengesetztem  Sinne 
genommen,  bringt  mit  dem  Kräftesysteme  Gleichgewicht  hervor.  Ist  ein 
Kräftesystem  im  Gleichgewichte,  so  ist  jede  einzelne  Kraft  desselben, 
in  umgekehrtem  Sinne  genommen,  die  Resultante  aller  übrigen. 

§.  7.  Wir  werden  zunächst  die  Äequivalenz  der  Kräfte  am  nnver- 
änderlichen  System  studiren  und  erst  später  zeigen,  wie  sich  die  hierfür 
gültigen  Methoden  bei  veränderlichen  Systemen  verwerthen  lassen.  Wir 
beginnen  mit  dem  einfachsten  Falle,  nämlich  der  Äequivalenz  von  Kräf- 
ten, deren  Richtungen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  oder  was  vermöge 
der  Veilegbarkeit  der  Kräfte  in  ihren  Richtungen  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, der  Kräfte,  welche  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  haben. 

I.  Kräfte,  welche  an  demselben  Punkte  angreifen,  sini 
immer  äquivalent  einer  einzigen  Kraft,  d.  h.  besitzen  immt  r 
eine  Resultante;  reducirt  sich  dieselbe  auf  Null,  so  sind  &ie 
im  Gleichgewicht.  Denn  von  Seiten  jeder  einzelnen  Kraft  erbi/ 
der  Punkt  eine  Beschleunigung  von  bestimmter  Grösse  und  Richtutj 
Alle  diese  Beschleunigungen  haben  nach  Thl.  III,  Cap.  I,  §.8.  eit'' 
Resultante,  welche  ihnen  allen  zusanmien  äquivalent  ist.  Diese  re^:!- 
tirende  Beschleunigung  hat  zur  Ursache  eine  in  ihrer  Richtung  wirkcci'' 
und  ihr  selbst  proportionale  Kraft,  welche  sie  zu  erzeugen  vermag.  Di'^:^ 
Kraft  ist  daher  allen  am  Punkte  angreifenden  Kräften  zusammen  «qul 
valcnt  und  gibt  es  nur  eine  solche,  weil  ftir  eine  bestimmte  Beschloß 
nigung  von  bestimmter  Richtung  nur  eine  Kraft  von  bestimmter  Intt^z- 
sität,  derselben  Richtung  und  demselben  Sinne  mit  der  BeschlenL - 
gung  denkbar  ist.  Ist  aber  die  Resultante  der  Beschleunigungen  Nu!' 
so  wird  auch  diese  Kraft  Null.  In  letzterem  Falle  verändern  die  Kri*' 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nicht,  sind  also  im  Gleichgewicht. 

Nach  Cap.  I  lassen  sich  die  Sätze  über  die  Zusammensetzung  ul  ' 
Zerlegung  der  Beschleunigungen  unmittelbar  auf  die  Kräfte  übertragt  t. 
welche  ihre  Ursachen  sind.  Man  pflegt  daher  auch  die  Kräfte  wie  i'' 
Beschleunigungen  durch  Strecken  mit  angefügter  Pfeilspitze  danrast^-l!'  r 
welche  Richtung,  Intensität  und  Sinn  derselben  zugleich  bezeich n* . 
Hieraus  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  Thl.  lU,  Cap.  I,  §.  8.  sofort  i  : 
folgende  Satz: 

II.  Die  Resultante  zweier  Kräfte,  deren  Richtungen  slx*: 
schneiden,  geht  durch  ihren  Schnittpunkt  und  ist  die  I>i^ 
gonale  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  in  die  Richtn': 
gen  der  Kräfte  fallen,  dem  Sinne  nach  mit  dem  Sinne  dl* 
ser  übereinstimmen  und  den  Intensitäten  der  Kräfte  pr- 
portional  sind.  Als  specielle  Fälle  sind  dabei  zu  erwähnen:  Fall*  * 
beide  Kräfte  in  dieselbe  Richtung,  so  ist  ihre  Besulta-.. 
gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je  nachdem  sie  übercr. 
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stimmenden  oder  entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Sind  sie 
entgegengesetzt  gleich,  so  tritt  Gleichgewicht  ein. 

Umgekehrt  kann  mit  Hülfe  dieses  Satzes  jede  Kraft  in  zwei  andere 
(Gomponenten)  zerlegt  werden,  welche  ihr  äquivalent  sind  und  zwar  auf 
unendlich  viele  Arten. 

Der  Satz  heisst  der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  und  wurde 
vollständig  zuerst  von  Newton  in  seinen  principiis  philosophiae  naturalis 
aoBgesprochen.  Es  gibt  für  denselben  sehr  viele  ßeweise.  Bei  dem  hier 
befolgten  Gange,  nach  welchem  die  Theorie  der  Kräfte  der  Theorie  der 
Beschleunigung  nachfolgt,  ist  ein  ausführlicher  Beweis  nicht  nöthig- 

Man  kann  denselben  leicht  zu  einem  Satze  vom  Parallelepiped  und 
Polygon  der  Kräfte  erweitem,  nämlich: 

Die  Eesultante  von  drei  Kräften,  deren  Richtungen  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  geht  durch  diesen  Punkt  hin- 
durch und  wird  nach  Grösse,  Eichtung  und  Sinn  durch  die 
Diagonale  des  Parallelepipeds  dargestellt,  welches  die  drei 
Strecken,   welche  die  Kräfte  darstellen,   zu  Eckkanten  hat. 

Da  die  Diagonale  eines  Parallelepipeds,  ohne  dass  die  Kanten 
verschwinden,  nur  Null  werden  kann,  wenn  die  Eckkanten  in  eine  Ebene 
fallen,  so  folgt,  dass  drei  an  einem  Punkte  wirkende  Kräfte  nur 
dann  im  Gleichgewichte  sich  befinden  können,  wenn  ihre 
Richtungen  in  einer  Ebene  liegen.  Im  Falle  des  Gleich- 
gewichtes ist  jede  von  ihnen  der  Resultanten  der  beiden 
übrigen  entgegengesetzt  gleich. 

Die  Resultante  von  n  Kräften,  deren  Richtungen  sich 
in  einem  Punkte  schneiden,  geht  durch  diesen  Punkt  und 
wird  durch  die  Schlusslinie  eines  Polygons  nach  Grösse, 
Richtung  und  Sinn  dargestellt,  welches  aus  den  n  Strecken, 
welche  die  Kräfte  nach  Intensität,  Richtung  und  Sinn  dar- 
stellen, in  irgend  einer  Ordnung  genommen,  gebildet  wer- 
den kann.  Schliesst  sich  dies  Polygon,  so  wird  die  Resul- 
tante Null  und   befinden   sich  die  Kräfte  im  Gleichgewicht. 

Diese  Sätze  können  zur  Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  oder  mehrere 
Komponenten  dienen. 

III.  Zum  Gleichgewichte. von  Kräften,  deren  Richtungen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden/ ist  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass  die  Summe  ihrer  Projectionen  auf  irgend  drei 
Axen  des  Raumes  verschwindet,  von  denen  keine  zwei  pa- 
rallel sind  und  welche  auch  nicht  alle  drei  einer  Ebene  pa- 
rallel laufen. 

Befinden  sich  nämlich  die  Kräfte  im  Gleichgewicht,  so  ist  das  Kräfte- 
polygon geschlossen.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Geometrie  ist 
aber  die  Projectionssumme  der  Seiten  eines  geschlossenen  Polygons  für 
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jede  beliebige  Axe  des  Raumes  gleich  Null  und  die  ProjecttonsBiimme 
der  Seiten  eines  offenen  Polygons  gleich  der  Projection  der  Schluutinie, 
wobei  das  Polygon  von  einem  beweglichen  Punkte  in  demselben  Sinne 
durchlaufen  gedacht  und  die  Schlusslinie  in  dem  Sinne  vom  Anfuigs- 
punkte  dieser  Bewegung  nach  dem  Endpunkte  genommen  wird.  Die 
Bedingung,  dass  die  Projection  des  Kräftepolygons  tüx  jede  Axe  des 
Kaumes  verschwinde,  ist  aber  erfüllt,  sobald  sie  ftir  drei  Axen,  wie  si« 
im  Satze  angenommen  sind,  erfüllt  ist.  Denn  wäre  diese  Summe  für 
eine  vierte  Axe  nicht  Null,  so  könnte  das  Polygon  nicht  geschlossen 
sein  und  wäre  folglich  seine  Projection  gleich  der  Projection  der  Schluß- 
linie.  Da  seine  Projection  aber  für  jene  drei  Axen  verschwindet,  so 
müssen  die  Projectionen  dieser  Schlusslinie  für  diese  Axen  sugleich  ver- 
schwinden. Die  Projection  einer  Geraden  kann  aber  nur  für  Axen  ver- 
schwinden, zu  welchen  die  Gerade  rechtwinklig  ist.  Diese  kann  aber  zq 
dreien  Axen,  welche  nicht  alle  drei  einer  Ebene  parallel  laufen  und 
von  denen  auch  keine  zwei  unter  sich  parallel  sind,  nicht  zugleich  recht- 
winklig sein.  Daher  ist  die  Projectionssumme  des  Kräftepolygons  für  jedo 
vierte  Axe  Null,  sobald  sie  es  ftir  jene  drei  Axen  ist. 

Ist  andererseits  die  Summe  der  Kräfteprojectionen  für  drei  Axen 
der  genannten  Beschaffenheit  Null,  so  ist  die  Projection  des  KiüAe- 
polygons  für  jede  Axe  Null  und  das  Polygon  geschlossen,  mithin  ist  die 
Resultante  Null  und  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewicht. 

Die  Projectionen  können  rechtwinklige  oder  schiefe  Paralldprojec- 
tionen,  die  Axen  mögen  rechtwinklig  oder  schief  gegeneinander  geneip 
sein.     Die   rechtwinklige  Projection   einer  Strecke  ist  das  Produkt  ans 

ihrer  absoluten  Länge  und  dem  Cosinus  ihrer 
Neigung  gegen  die  Axe. 

§.  8.    Ist  E  die  Resultante  zweier  Kiäfie 
-^9  Q  (Fig.  169.),  so  bestehen  die  Gleichungeo: 

P       ^        0  R 

9in  (QR)  ™  sin  {RP)  "^  sin  {PQ) ' 

Dieselben  Gleichungen  bestehen  auch  zwu»cbeu 
drei  Kräften  P,  Q^  R\  die  sich  an  einem  Punkte  Gleichgewicht  halteo. 
Sie  liegen  stets  in  einer  Ebene.  Man  hat  weiter  aus  dem  Paimll6l«>* 
gramm  der  Kräfte: 

Ä«  =  p2  +  ö»  +  2  i>ö  cos  {PQ) 

P—O       ig i im)  -  JPI^)] 
P  +  Q^  tgiim)  +  (^Ä)l* 

Nimmt  man  irgendwo  auf  der  Richtung  der  Resultante  R  eines 
Punkt  an   und  fällt  von  ihm  auf  die  Richtungen   der   ComponeDten  P 

P  Q 

und  Q  die  Perpendikel  p,  y,  so  ist  —  =  —  oder  also  Pp  —  Qq^\)\ 
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Fiff.  170. 

Z 


denn  es  sind  p,  q  den  Sinussen  der  Winkel  (P/{),  {QR)  proportional. 
Dieser  Sats  entspricht  dem  im  III.  Thl.,  Cap.  I,  §.  18.  über  das  Moment 
der  Beschleunigangen  entwickelten  Satze. 

Am  Punkte  A  (Fig.  170.)  wirke  eine  Kraft  R  und  bilde  ihre  Rich- 
tang  mit  drei  rechtwinkligen  Coordinatenazen 
die  Wii^kel  a,  b,  c;  mit  Hülfe  eines  recht- 
winkligen Parallelepipeds  erhält  man  die  Com- 
ponenten  X,  F,  Z  derselben  parallel  jenen 
Axen  und  zwar 

A'  =  Ä  CO*  a,  F  =  Ä  cos  ft,  Z  =  R  cos  c. 
Umgekehrt  erhält  man  ans  den  rechtwinkligen 
Kräften  Ä,  Y,  Z  mit  Hülfe  desselben  Paralle- 
lepipedes  der  Resultante  R  nebst  ihren  Rich- 
tongscosinussenf  nämlich 


N 


B  =  yjp  ^  Y^  +  z:^ 


cos  a 


cos  b 


cos  c 


1^ 
R 


X  Y  Z 

In  diesen  Formeln  bedeutet  R  eine  absolute  Länge  und  ist  in  Folge 
dessen  die  Wurzel  mit  dem  Zeichen  (-}-)  zu  nehmen;  X^  F,  Z  dagegen 
sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  positiven  Sinne 
der  Coordinatenaxen  Übereinstimmt  oder  ihm  entgegengesetzt  ist. 

Wirken  am  Punkte  Ä  beliebig  viele  Kräfte  P,  P",  P\  . . .,  deren 
Richtungswinkel  a,  /},  y;  u\  (f^  y\  a\  ^\  y'\  . . .  sind,  und  soll  die 
Resultante  derselben  bestimmt  werden,  so  zerlege  man  jede  der  Kräfte, 
wie  P  in  drei  Componenten  X  =^  P  cos  ot^  Y  ^^  P  cos  ß,  Z  =  P  cos  y 
parallel  den  Coordinatenaxen.  Die  sämmtlichen  Kräfte  P  sind  alsdann 
äquivalent  den  drei  Kräften  LX^  ZY^  ZZ,  deren  Resultante,  die  Resul- 
tante jener,  durch  die  Formeln  bestimmt  wird: 

R  =  y{£X)^  +  {£Yy  +  {2?Z)2 


cos  a 


COS  b 


cos  c 


R^ 


£Y  HZ 

Die  Bedingung  des  Oleichgewichtes  der  Kräfte  P  ist:  J?  »=  0,  sie 
zerfällt,  da  R'^  die  Quadratsumme  dreier  reeller  Grössen  ist,  oder  auch 
nach  dem  letzten  Satze  §.  7.  in  die  drei  Bedingungen: 

JE^  =  0,     2;F  =  0,     £Z  ^  0. 

Liegen  alle  Kräfte  in  einer  Ebene,  so  fallen,  wenn  man  sie  zur  Ebene 
der  xy  wählt,  alle  Z  hinweg  und  ist  von  drei  Bedingungen  immer  eine 
identisch  erftillt. 

§.  9.  Ist  der  Schnittpunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf 
einer  Carve  zu  bleiben,  so  tritt  zu  den  Kräften  P  noch  der  Wider- 
stand der  Cnrve  hinzu.    Derselbe  zerfällt  in  zwei  Componenten,   den 
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Normalwiderstand  N  und  den  tangentialen,  die  Reibung,  welche  propor- 
tional N  und  mit  Hülfe  des  ReibungscoefBcienten  f  durch  fN  danteil- 
bar ist.     Sind  daher  iVx,  iVy,  Ng  die  Componenten  von  iV,  so  sind 

2X-\-  N.+  fN^,     £r-\-  Ny  +  fN^^-,     £Z+  N,+  fs'^ 

die  Projectionssummen  aller  Kräfte  für  die  Coordinatenaxen,  wobei  iil'*'r 
das  Vorzeichen  der  Reibung  noch  zu  entscheiden  ist.  Im  Falle  (l<>) 
Gleichgewichtes  der  Kräfte  sind  also  die  Bedingungen  erfüllt 

ZX  +  N^  +  fN  -  =  0, 
i:y+  N,+  fN^  =0, 

£Z+  Ng+  fN^  =0, 

und  im  Falle  die  Reibung  Null  ist, 

2:^:  +  iV,  =  0,     ZY  +  Ny  =  0,     2*2  +  iV^  =  0. 
Man  erhält  diese  Qleichungen  auch  aus  den  Gleichungen  der  Beveganc 
S.  311,  indem  man  die  Componenten  der  Beschleunigung  — „  ,  -^  ,  >■ 

gleich  Null  setzt,  wie   dies   dem  Falle   des   Gleichgewichtes  entspiid- 
.die   Gleichungen   aber  vorher  mit  der  Masse   des   Punktes    multiplicirt 
denn  die   hier  gebrauchten  Zeichen  AT,    F,  Z,  Nx^  iVy,  i^«,  iV  bedentor 
Kräfte,  während  die  dort  gebrauchten  Beschleunigungen  ausdrücken. 

Wir  behandeln  diesen  letzteren  Fall»  als  den  einfacheren,  zuerst. 

Multiplicirt    man    die    Gleichungen    mit    — ,    -r- ,    —  ,    addirt  sie  an ' 

bedenkt,  dass  diese  Multiplicatoren  die  Richtungscosinusse  der  Tan^eut» 
der  Curve  sind  und  dass  also,  da  N  normal  zu  dieser  ist,  die  Projecti<>n^ 

summe   Njp [-  Ny  -  — }-  ^z  -f  ^   welche   gleich  der  Projeetion  von  ^ 

auf  die  Tangente  sein  würde,  verschwinden  muss,  so  bleibt  als  Gleiil 
gewichtsbedingung  zwischen  den  gegebenen  Kräften  zu  erfüllen: 

ds     *  ds     *  d$ 

welche  aussagt,  dass  die  Resultante  R  der  gegebenen  Kräfte  noru»: 
zur  Tangente  oder  dass  ihre  Projeetion  auf  die  Tangente  Noll  >>'!' 
müsse.  Sind  nun  1/^=0,  F  =>  0  die  beiden  Gleichungen  der  t'nrrf 
so  genügen  dxy  dy^  dz  den  Differentialgleichungen  derselben  and  !^^t 
man  also  das  System  von  homogenen  linearen  Gleichungen: 
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SX-dx  4-  EYdy  +  2Z 

du     ^      ,     dU     ^      ,     du 

dV     .      .     dV     ,      ,     dV 


da;  -)" 


dz  =  0 
dz  =  0 


dz 


0, 


dx  ^y 

aus  welchen  durch  Elimination  der  Differentialien  doc^  dy^  dz  die  Gleich- 
gewichtsbedingnng  folgt: 


sx 

£Y 

zz 

du 

du 

du 

dx 

dy 

dz 

dV 
dx 

dv 
dy 

dv 

dz 

=  0. 


Sind  die  gegebenen  Kräfte  als  Functionen  des  Ortes  gegeben,  so 
lehrt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  t/  =  0,  F  =  0  die  Coor- 
dinaten  or,  y^  z  der  Punkte  der  Curven  kennen,  an  welchen  die  Kräfte 
Hieb  Gleichgewicht  halten  können.  Für  den  Normalwiderstand  iV  erhält 
man  hierzn  aus  obigen  Gleichungen: 

.V,  =  —  2^^,     Ny  =  —  EY,     ^,  =  —  EZ,     iV2  =  iV,2  +  iVy^  +  N,\ 

wodurch  derselbe  nach  Intensität,   Richtung  und  Sinn  unzweideutig  be- 
stimmt ist. 

Beispiel.  An  welchen  Stellen  des  Kreises  o;*  -+"  y'  4"  ^*  —  r*  =  0, 
<w  -\-  by  '■\-  cz  =  0  findet  für  einen  schweren  Punkt  Gleichgewicht  statt?  Man 
hat  hier  EX  =  0,  EV  =  0,  EZ  =»  —  mg^  wenn  m  die  Masse  des  Punktes 
ist,  mithin: 

0 

=  0,      a?«  +  i^«  +  z«  —  r«  =  0,      öa?  +  fty  +  er  ==  0, 


0 

X 

a 


V 
h 


—  mg 

z 
e 


also 


aj  =  + 


rc 


Va^  +  c*  ' 


y  =  0,      2  =  + 


ra 


Findet  Reibung  statt,  so  folgt  aus  den  Gleichungen,  welche  zu  An- 
fang des  §.  aufgestellt  wurden,  'durch  Elimination  von  N^i  ^yj  ^z' 

dz  — 

+  /W  =  0, 


EX 


ds     ^  ds     * 


ds 


welche  Gleichgewichtsbedingung  aussagt,  dass  die  tangentielle  Compo- 
Deute  der  gegebenen  Kräfte  die  Reibung  tilgen  muss.  Hierbei  sind 
zwei  Snsserste  Grenzen  wohl  zu  beachten,  innerhalb  welcher  das  Gleich- 
gewicht überhaupt  möglich  ist.  Einmal  kann  die  tangentiale  Compo- 
nente  der  Kräfte  so  gross  sein,  dass  sie  die  Reibung  bereits  mit  Über- 
windet und  eine  kleine  Aenderung  derselben  in  ihrem  Sinne  sofort  tan- 
grntiale  Beschleunigung  geben  würde.  Auf  diesen  Fall  bezieht  sidi  die 
Form  der  eben  aufgestellten  Bedingungsgleichung  mit  dem  Zeichen  ( — ). 
Andererseits   kann   aber  der  Fall  eintreten,    dass   die  tangentiale  Com- 
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ponente  nur  so  gross  ist,  dass  eine  kleine  Aendemng  derselben  in  dem 
ihr  entgegengesetzten  Sinne  sofort  tangentiale  Beschlennignng  in  letz- 
terem Sinne  geben  würde.  In  diesem  Falle  wird  die  Reibung  noch  nicht 
mit  überwunden  und  ist  die  Bedingungsgleicbung  zu  schreiben: 

-SZ.^  +  ZY^^  +  ZZ'^  +  fN  =0. 
ds     *  di  ds     *    ' 

Denn  die  Reibung  ist  ein  Widerstand,  der  erregt  wird  durch  die  Be- 
wegung, welche  eben  beginnen  will  und  wirkt  dem  Sinne  dieser  ent- 
gegen. In  den  beiden  hier  unterschiedenen  Fällen  ist  der  Sinn  der 
Bewegung,  welche  eben  beginnen  will,  verschieden,  daher  ist  auch  das 
Zeichen  von  fN  das  eine  Mal  das  positive,  das  andere  Mal  das  negative, 
lieber  diese  beiden  durch  die  Formel 

cb     '  ds     *  ds     ^ 

bezeichneten  Grenzfälle  hinaus  ist  Gleichgewicht  mit  Reibung  nicht 
möglich,  zwischen  ihnen  aber  liegt  ein  Spielraum,  innerhalb  dessen  das- 
selbe auf  unzählige  Arten  eintreten  kann.  Um  den  Normaldruck  3'  tu 
finden,  quadriren  und  addiren  wir  die  aus  den  obigen  drei  Gleichgewichts 
bedingungen  durch  Elimination  von  fN  hervorgehenden  CombinationeB 

dx  dz  /      dx  dz\ 


ds  ds  \      ds  ' 


dx\ 


'dsJ' 


dx  du  dz 

und  erhalten,  da  iV,  ^ [-  Ay  -r^  -}-  A,  —  =  0  i«t  (weil  N  «enkreeht 

zur  Tangente)  und  Nj  +  Ny'  +  A,»  =  N*,  (g)  +  (|?)  +  (^)*.=  1 

iV^=  (£7-  ?  — £2.  ^y)  +  (£Z.  f  -  £X-  $y+  (£Z^  ?  -  £7  f  )" 
\         ds  dsj       \        ds  ds/       \        ds  ds  ' 

=  (AT)»  +  {£r)^  +  (2?z)'  -{£X'f  +  £r-^£  +  ^'ty 

Hiermit  wird  die  Gleichgewichtsbedingung 

2X'dx'^Z7'dy+i:z-dz'^±yI==Rds,  Ä*— (2:X)2+(-SF)«+(27" 
wozu  noch  die  Differentialgleichungen  der  Bahn  kommen: 

H'^  +  ^^  +  lf*-^ 
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Aus  diesen  Oleiehungen  erhält  man,  wenn 
£jr  EY  ZZ 

W    W    du 
ex    dy     dz 
dV    dF    dV 
dx    dy     dz 

gesetzt  wird: 


du  du 

du   dU 

du   dU 

=  ^, 

dy     dz 
dV  dV 

=  S,, 

dz     dx 
dV  dV 

—  ^2» 

dx    dy 

dF  dV 

dy     dz 

dz    dx 

dx    dy 

=  <J, 


.d,.  ^.?'  =  + 


fR 


■K.   ^•?=  + 


fR 


oder  mit  Rücksicht  auf  l  —  I 


J^  = 


(f ) + m+  (I)  -  - 

fR 


yi+r 


.d 


3> 


d.  b.  also: 
ZX  £Y  ZZ 

du  du   du 

dx     dy     dz 
cV^    dV   dV 
ex     dy     dz 


1  +/^ 


(<».*    +    «»2'    +     V). 


±fR 


du  du 

2 

du  du  2 

dy    dz 

dv  dv 

+ 

dz    dx 

dv  dv 

dy    dz 

dz    dx 

+ 


du  du 
dx    dy 

dV  dV 
dx     dy 


+ 


Diese  Gleichung  liefert  in  Verbindung  mit  U  =  0^  y=0  die  Punkte 
der  Curve,  an  welchen  in  der  äussersten  Grenze  das  Gleichgewicht  mög- 
lich ist.  Diese  Punkte  gehören  vermöge  der  Zeichen  4~  paarweise  zu- 
sammen. Je  ein  Paar  Punkte  bestimmt  auf  der  Curve  einen  Spielraum, 
dessen  Grenzen  sie  sind  und  innerhalb  dessen  das  Gleichgewicht  be- 
stehen kann. 

§.  10.  Ist  der  Schnittpunkt  der  Kräfte  P  genöthigt,  auf 
einer  Fläche  zu  bleiben,  so  tritt  zu  den  Kräften  P  noch  der  Wider- 
^tAnd  der  Fläche  hinzu.  Derselbe  kann  zerlegt  werden  in  eine  Com- 
punente,  welche  in  die  Normale  der  Fläche  fallt,  den  Normal  widerstand 
S  und  eine  andere,  die  Reibung,  welche  in  die  Tangenten  ebene  fällt, 
der  Beschleunigung,  welche  die  gegebenen  Kräfte  geben,  entgegenwirkt 
und  iV  proportional  ist,  sodass  sie  durch  fN  ausgedrückt  werden  kann. 
hie  Componenten  der  Kräfte,  welche  auf  den  Punkt  wirken,  sind 
demnacli : 


zx  +  ^^-  +  /•^^. 


^Y+Ny+fN^,     ZZ  +  N,  --^  fN  ^"^ 


ds'     ~    '     ^''    '    '''  ds  ' 

wo  ds  das  Bogeuelement  bedeutet  in  der  Richtung,    in  welcher  die  ge- 
gebenen   Kräfte    den   Punkt    auf    der  Fläche    beschleunigen.     Für   das 
frleichgewicht  müssen  daher  wieder  diese  Ausdrücke  verschwinden. 
Ist  die  Reibung  Null,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen 
ZX  +  N^  =  0,     ZY  +  Ny  =^  0,     ZZ  +  N^  =  0; 
nie  drücken  aus,  dass  der  Normalwiderstand  der  Resultanten  der  gegebenen 


i>ch«U,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  Kräfte. 


34 


530       Gleichgewicht  von  Kräften  an  einem  Punkte  auf  einer  Fläche.     HI.  C»p. 


Kräfte  entgegeDgesetzt  sein  muss.  Ist  nun   [7  =  0   die  Gleickimg  der 

Fläche,  so  ergibt  sich  die  Kichtung  (^.fiv)  der  Normalen  durch  die  Pro- 
portion*): 

cos  l         cos  fi  cos  V  1 


du 

dx 


du 


du 


vm+m^m 


Zugleich  ist  aber  auch,  da  iV  in  die  Normale  fällt: 

cos  X         cos  (i         cos  V  1 

"nT  ~     Nu     ""     iV.     "^  'N  ' 


y 


Man  erhält  daher  durch  Elimination  von  iV^r,  JV^,  iV«  aus  den  drei  Glei- 
chungen des  Gleichgewichtes: 

£X  _    SY_  _    EZ^ 

~dü    ~  ~W  ~    du  ' 
dx      ,      dy     '        dz 

welche   zwei  Gleichungen  von   den   gegebenen  Kräften   ohne  Hülfe   de» 
Widerstandes  erfttllt  werden  müssen.     Sie  sind  gleichbedeutend  mit 


zr 

LZ 

du 

dU 

^y' 

dz 

+ 


£Z 

du 


dz 


zx 

2 

du 

+ 

dx    , 

zx 

ZT 

du 

du 

dx 

»y 

=  0. 


Durch  Elimination  von  A,  ju,  v  ergibt  sich  ebenso: 


*)  Dieselbe  erhält  man  am  leichtesten  so.  Die  Normale  des  Panktes  ,x%: 
der  Fläche  steht  senkrecht  auf  allen  Bogenelementen  ds^  welche  von  ihrem  Fu»* 
punkte  nach  folgenden  Punkten  x  •\-  dx,  y  "i-  dy,  z  -{-  dz  der  Fläche  fohrt-r. 
Projicirt  man  daher  das  geschlossene  Dreieck  der  unendlich  kleinen  Linien  •-'■r 
dy,  dz  und  —  ds  auf  die  Normale,  so  verschwindet  die  Projectionasamme  der  dr* 
ersten  für  sich,  da  ds  ohnehin  die  Projection  Null  hat.  dx,  dy,  dz  bilden  ah*r 
mit  der  Normalen  die  Winkel  l,  ik,  v  und  daher  ist 

cos  X-  dx  -{-  cos  (k  •  dy  -{-  cos  p  -  dz  ^  0, 

eine  Qleichung,  welche  ausdrückt,  dass  der  Punkt  x  -}-  dx,  y  -i-  ify,  :-{><<:  - 
der  Tangentenebene  des  Punktes  {xyz)  und  da  er  diesem  unendlich  nah  wt,  %.- 
der  Fläche  Hege.    Dieselbe  Bedingung  drückt  aber  auch  die  DtfFerential^leichDar 


^dx  +  ^~ 

dx         *   dy 


+  di  "^ 


der  Fläche  aus,  da  sie  die  Relation  dafür  angibt,  wie  die  Coordiaaten  eine»  pacb- 
tes  der  Fläche  sich  ändern  dürfen,  damit  der  Punkt  auf  der  Fläche  bleib«.  1'« 
beide  Gleichungen  mithin  identisch  sind,  so  muss  die  eine  durch  einen  Factt  r  •' 
in  die  andere  übergeführt  werden  können,  d.  h«  es  ist 

du       .  ^V        ,  (V 

^      ,        L-COS  U    9sm  Xr  •  COS  V   «- 

dx^  '^        dy  dz 

1 


L'  COS  l 


cos  l 

du 

- 

COM  (k 

cu 

«= 

cos 

tu 

dx 

dy 

dz 

L 


<■  -  rW+  o + a 
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iV,  Ny  N:  N 


du  du  du 


fm'+m+w 


^^  ^y  ^*  r     \dx/  ~\dy) 

Sind  die  Kräfte  als  Functionen  des  Ortes  gegeben,  so  bestimmen 
diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  V  =  0  die  Punkte  der  Flache, 
in  welchen  das  Oleichgewicht  möglich  ist  und  den  Widerstand  daselbst 

Z.  B.  für  einen  schweren  Punkt  auf  der  Kagelfläche  a?  •\-  y^  '\-  z^  —  r*  «»  0 

wäre  —  «■  —  =s  -  ^  und  also  a?=y«»0,   z  =^  -^  r\  das  Gleichgewicht  findet 
X         y  z 

hIso   im  höchsten   und    im   tiefsten   Punkte   der   Kugel   statt.     Die   Gleichungen 

A'jp  =*  0,   N^^  0,    —  mg  -\-  N^  =^  0   lehren,    dass    N   vertikal    aufwärts    wirkt 

und  iV  :s  iV^  ssB  mg  ist.     Damit  dies  möglich  sei,  muss  der  Punkt  für  den  Fall 

der  höchsten  Lage  auf  der  Aussenflache,   für  den  Fall  der  tiefsten  Lage  auf  der 
Innenfläche  der  Kugel  sich  befinden. 

Findet  Beibung  statt,  so  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

2:^  +  iv,  +  /-iv  g  =  0, 
;?r  +  iVy  +  /•^  ^  =  0, 

2*2  +  ^,  hF  /"iv  ?  =  0 . 

as 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  indem  man  sie  mit  - — ,    ^r- ,    -r— 

^  dx       oy       dz 

der  Reihe  nach  multiplicirt  und  addirt,  dabei  aber  bedenkt,  dass 

'     \ds  '  dx  "^  d$  '  dy   '^  ds  '  dz ) 
Termöge  der  Differentialgleichung  der  Fläche,  nämlich 

so  .      ,    du  ,     ,    du  .         - 
Tfrschwindet  and 

N^  «y  N^  N 


^        iE        ^I      i/ßoYi  /'^"^*  .  /'s^' 
.,       Sx         dy         dt        y  \^)  -»-  W/  "•"  vW 

i»t: 

•'  -  ("  •  fc" + -  i" + -  f )  ■  ym+  (0)'+  (t7- 

Combinirt  man   andererseits    dieselben  Gleichungen   paarweise  so,   dass 

man  z.  B.  die  zweite  mit  -^r- ,   die   dritte  mit  ^r—  multiplicirt  und  sub- 

dz  dy- 

trahirt,  dabei  aber  bedenkt^  dass  JVy         —  iV,  —  =  0  ist  u.  s.  f.,  so 

ergeben  sich: 
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-■if--fc"=±^«a'i'-^-^' 


dz  dü\ 
dy         —'^'\dsdz         ds   dy)' 

^z.  1^  -  2-x.  1^  =  +  /-A  ri?  1^  -  ^1^^ 


dx  dz  —         \ds  dx         ds   dz  /  ^ 

...|'_.r.lj'-±V*(ff-|i) 

und  aus  diesen  Gleichungen,  indem  man  sie  quadrirt  und  addiit, 

-  r'^  [(£)  +  (f)'+  Ol 

Führt  man  schliesslich  in  diese  Gleichung  den  vorhin  entwickelten  Wenb 
des  Widerstandes  N  ein,  so  kommt 


+K-t"+ -•■■?+ -I?)-«- 


8y 

Diese  Gleichung  bestimmt  in  Verbindung  mit  Z7  »=  0  auf  der  Flache 
die  Bereiche,  innerhalb  welcher  das  Gleichgewicht  möglich  ist.  Sie  iiX 
die  Gleichung  zweier  Flächenäste,  welche  auf  der  gegebenen  Fliehe  die 
äussersten  Grenzlinien  des  Gleichgewichtes  bezeichnen;  die  Zeichen  i^-^ 
beziehen  sich  hierbei  wieder,  wie  in  §.  9.,  auf  die  Fälle,  dass  die  Rei- 
bung durch  die  gegebenen  Kräfte  bereits  mit  überwunden  wird  oder  nicht. 

Für  einen  schweren  Punkt  z.  B.  wird  diese  Gleichung 

Der  Keibungscoefficient  f  hat  eine  leicht  zu  erkennende  Bedeutung. 
Bildet  nämlich  in  einer  äussersten  Lage  des  Gleichgewichtes  die  Kesol 
tante  R  der  gegebenen  Kräfte  mit  der  Normalen  der  Fläche  den  Wie* 
kel  fiy  80  sind  ihre  Componenten  in  der  Richtung  der  Normalen  und  il 
der  Tangentenebene  der  Fläche  R  cos  (i  und  R  sin  fi  und  da  erstere  mi' 
dem  Normal  widerstände  iV,  letztere  mit  der  Reibung  fN  Gleichgewich: 
halten  muss,  so  bestehen  die  Gleichungen  R  cos  fi  =  iV,  /?  »it  ^  »=  /> 
aus  welchen  durch  Division  folgt  tg  fi  ==s  f.  Der  Winkel  fi  bei>$t  il^r 
Ruhewinkel  und  ist  also  der  Reibungscoefficient  die  Tangente 
des  Ruhewinkels. 

§.  11.  Neben  den  einzelnen  Kräften,  welche  die  Ursachen  d'( 
Beschleunigung  von  Punkten  sind»  hat  man  eine  Verbindung  iweler 
solcher  als  einfaches  Element  in  die  Mechanik  eingeführt.  Die  Wr 
bindung  zweier  gleicher,  längs  zweier  Parallellinien  wirkender  Krifi^f 
entgegengesetzten   Sinnes   heisst   ein    Kräftepaar,    der   Abstand   ihrer 
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parallelen  Kichtungen  oder  die  Breite  des  von  diesen  bestimmten  Fläcben- 
streifens   der  Arm   des  Paares,   die  beiden   Kräfte   die   Seitenkräfte 
und  das  Produkt  ans  der  gemeinschaftlicben  Intensität  der  Seitent^räfte 
nnd  dem  Arme  das  Moment   des  Paares.     Zar   geometriscben.  Bezeicb- 
noDg  eines  Paares   genügt  die  Figur,    welcbe  die  Intensität  der  Seiten- 
kräfte durch  Strecken  nnd  ihren  Sinn  durch  Pfeilspitzen  andeutet;    den 
Arm  zu  zeichnen  ist  überflüssig,  auch  sind  die  Angriffspunkte  der  Seiteu- 
kräfte nichts  Wesentliches,  da  jede  Kraft  in  ihrer  Richtung  verlegbar  ist. 
Die  Ebene  eines  Paares  scheidet  den  Raum  in  zwei  Theile ;  ein  sehendidr 
Pankt^  welcher  sich  in  dem  einen  von  beiden  befindet,  erblickt  die  Stel- 
lung der  Pfeilspitzen  übereinstimmend  mit  der  Uhrzeigerbewegung,  wäh- 
rend sie  ihm  von   dem  anderen  Theile  aus   umgekehrt  erscheint.     Zwei 
Paare  in  demselben  oder  in  parallelen  Ebenen  haben  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinn,  je  nachdem  die  Stellung  der  Pfeilspitzen  von  einem 
Punkte   ausserhalb   ihrer  Ebene  oder  der  von   ihnen   gebildeten   Schicht 
bei  beiden  mit  der  Uhrzeigerbewegung  harmonirt  oder  nicht.    Ein  Perpen- 
dikel, irgendwo  auf  der  Ebene  des  Paares,  z.  B.  in  der  Mitte  des  Arm^s 
nach  der  Seite  des  Raumes  errichtet,  von  welcher  aus  der  Sinn  mit  dem 
Uhrzeigersinne  übereinstimmt,  heisst  die  Axe  des  Paares  und  eine  Strecke 
auf  ihr,   welche  den   Zahlenwerth   des   Momentes  und   mit  Hülfe   einer 
Pfeilspitze  den  Raum,   nach  welchem  die  Axe  gerichtet  ist,    also   auch 
den  Sinn  des  Paares  bezeichnet,  das  Axenmoment.    Das  Moment  des 
Paares  ist  nichts  anderes,  als  der  arithmetische  Werth  des  Inhaltes  von 
dem  Parallelogramm,  welches  die  beiden  Seitenkräfte  bilden  und  dessen 
Höhe   der  Arm  ist  oder   also   auch   der   doppelte  Inhalt   eines  Dreiecks 
aber  einer  Seitenkraft  als  Basis  mit  einem  Punkte  auf  der  Richtung  des 
anderen  als  gegenüberliegender  Spitze. 

Es  sind  verschiedene  Bezeichnungsweisen  der  Kräftepaare  in  der 
Schrift  üblich.  Sind  AB,  CD  die  gleichen  Intensitäten  P  der  Seitenkräfte, 
so  wählt  man  nach  Bedürfniss  die  For- 
men: {AB,  CD),  worin  die  Stellung 
der  Buchstaben  den  Sinn  der  Kräfte 
andeutet,  oder  (JP,  —  P),  wo  das  Vor- 
zeichen dies  ausdrückt,  oder,  wenn  p 
den  Arm  bezeichnet,  das  Moment  Pp 
(Fig.  171.). 

Die  Einzelkraft  und  das  Kräfte- 
pAar  haben  für  den  Beschleunigungs- 
zustand eines  Systems  ungefähr  die 
Bedeutung,  wie  die  Translationsgeschwindigkeit  und  die  Rotationsgeschwin- 
digkeit ftir  den  Geschwindigkeitszustaifd ;  während  aber  die  Translations- 
^escbwindigkeit  als  ein  specieller  Fall  von  Rotationsgeschwindigkeit  um 
eine  unendlich  feine  Axe  aufgefasst  werden  kann,   wird  später  gezeigt 
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werden,  dass  ein  Kräftepaar  einer  unendlich  fernen  unendlich  kleinen 
Einzelkraft  äquivalent  gesetzt  werden  kann.  Sowie  ferner  hei  einem 
unveränderlichen  System  gezeigt  wurde,  dass  der  Geschwindigkeitsuutand 
auf  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  und  die  Transladoni* 
geschwindigkeit  parallel  derselben  zurückgeführt  werden  kann,  wird  nch 
dann  ergeben,  dass  die  Gesammtheit  aller  Kräfte  eines  unveränderlichen 
Systems  durch  ein  Kräftepaar  und  eine  Einzelkraft  ausgedrfickt  werden 
kann,  von  denen  das  erste  dem  System  Winkelbescbleunigung,  die  leUtcre 
Translationsbeschleunignng  ertheilt.  Die  Kräftepaare  sind  von  Foinsot 
durch  seine  ^^Elemens  de  Siatique*^^  in  die  Mechanik  eingeführt  worden 
und  es  hat  dadurch  die  Wissenschaft  an  Einfachheit,  Klarheit,  Symmetrie, 
geometrischer  Anschaulichkeit  und  Eleganz  der  Darstellung  bedeutend 
gewonnen. 

§.  12.  Für  die  Aequivalenz  der  Kräftepaare  bestehen  folgende  Sütv: 
I.  Ein  Kräftepaar,  welches  an  einem  unveränderlichen 
Systeme  wirkt,  ist  jedem  anderen  in  seiner  Ebene  liegenden 
Kräftepaare  äquivalent,  welches  gleiche  Seitenkräfte,  glei* 
eben  Arm  und  gleichen  Sinn  mit  ihm  besitzt.  Es  kann  daher 
jedes  Kräftepaar  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  in  seiner 
Ebene  beliebige  Translationen  und  Rotationen  erleiden. 

Sind  nämlich  Pj  —  P  (Fig.  172.)  die  beiden  gleichen  und  entgegen- 
gesetzt parallelen  Kräfte,   welche  längs  den   Grenzlinien   des  Parallel' 

Streifens   S  wirkend  das   Paar  bilden,  lo 
^*^*  ^^'  bringen  wir  längs  den  Grenzlinien  irgend 

eines  anderen  in  derselben  Ebene  liegen- 
den  Parallelstreifens  S^  vier  gleiche  on^ 
'  paarweise  entgegengesetzte  Kräfte  /*",  — /': 
-P",  —  P"  von  derselben  Intensität  P  an. 
von    denen   zwei,   P'  und  —  P\  ein  Pu' 
bilden,  welches  mit  (P,  —  P)  nach  Seitei- 
kraft.   Arm  und   Sinn   übereinstimmt  nrnl 
sich   von    ihm    blos    in    der    Lage   nnlff 
scheidet,    während   die    beiden    anderen   ein  Paar  {P'\   —  P'")  hildea. 
welches  mit  (P',  —  P")  entgegengesetzten  Sinn  hat.    Die  Wirkung  denel 
bcn  ist  äquivalent  Null  und  daher  ist  das. Paar  {P,  —  P)  äquivalent  »ick 
selbst  in  Verbindung  mit  diesen  beiden  Paaren.   Die  beiden  Streifen  :i^  >' 
mögen  nun  zunächst  sich  schneiden,  sodass  sie  also  vermöge  der  Gleich- 
heit ihrer  Breite  einen  Rhombus  gemein  haben.    Wir  verlegen  die  KitSu 
Py  P"  an   die   Ecke  A,  sowie  — P,  — P"  an  die  Ecke  C  demelb«« 
Die  Resultante  der  gleichen  Kräfte  P,  P"  ftült  in  die  Diagonale  JC  d« 
Rhombus,  weil  dieser  dem  Parallelogramm  dieser  Kräfte  ähnlich  ist;  <ü« 
Resultonto  von  —  P  und  —  P'  fällt  gleichfalls  in  diese  Diagonale,  bü 
aber  mit  der  vorigen  Resultante  entgegengesetzten  Sinn.    Beide  hahei 
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daher  einander  Gleichgewicht.  Daher  ist  die  Wirkung  der  vier  Kräfte 
P,  P'\  —  P,  —  P"  oder  also  der  beiden  Paare  (P,  —  />),  (/>",  —  />") 
äquivalent  Null,   d.  h.  es  ist  das  Paar  (JP,  —  P)  äquivalent  {P\  —  P'). 

Schneiden  sich  aber  die  beiden  Streifen  5,  ^  nicht,  sondern  sind 
einander  parallel,  so  schneide  man  beide  mit  irgend  einem  dritten 
Streifen  S^  von  derselben  Breite  und  nehme  in  den  Grenzlinien  dieses 
zwei  Kräfte  P\  —  P"  von  der  Intensität  P  an,  welche  ein  Paar  bilden, 
velehes  mit  (P,  —  P)  gleichen  Sinn  hat.  Dann  sind  sowohl  (iP,  —  P) 
and  {P\  —  P")  als  auch  (/>',  —  P)  und  {P\  —  P")  einander  äquivalent. 
Daher  ist  auch  (i>,  —  P)  äquivalent  {P\  —  P). 

Zugleich  liefert  diese  Entwickelung  den  Satz: 

Vier  gleiche  Kräfte,  welche  an  einem  unveränderlichen 
Systeme  längs  den  Seiten  eines  Rhombus  wirken  und  von 
denen  die  in  die  Gegenseiten  fallenden  je  ein  Kräftepaar 
bilden,  sind  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Paare  entgegen- 
gesetzten Sinn  besitzen. 

Mit  Hülfe  von  Satz  I.  ist  es  möglich,  zwei  oder  mehrere  Kräfte- 
paare von  gleichen  Seitenkräften  und  verschiedenen  Armen  oder  von 
verschiedenen  Seitenkräften  und  gleichen  Armen  zu  einem  Paare  zu 
vereinigen.  Haben  nämlich  (Fig.  173.)  die  beiden  Paare  (jP,  —  P), 
\Py  — P^  gleiche  Seitenkräfte  in  gleichem  Sinne,  so  verlege  man  das 
eine  von  ihnen  so,  dass  beide  Streifen  zu- 
sammen einen  Streifen  bilden;  längs  der  ge- 
meinsamen Grenzlinie  beider  tilgen  sich  dann 
zwei  Seitenkräfte  beider  Paare  und  bleibt  ein 
Paar   von   desselben   Seitenkraft   und    einem 

* 

Arme  AC  gleich  der  Summe  AB  -^^  BC  der 
Arme  jener.  Haben  aber  die  Paare  bei  glei- 
chen Seitenkräften  entgegengesetzten  Sinn, 
so  verlege  man  das  eine  so,  dass  ihre  Strei- 
fen wieder  eine  gemeinsame  Grenzlinie  er- 
halten, aber  der  eine  Streifen  nicht  neben 
den  anderen,  sondern  in  das  Innere  desselben 
ZQ  liegen  kommt.  Dann  tilgen  sich  längs  der 
gemeinsamen  Grenzlinie  zwei  Seitenkräfte  und  erübrigt  ein  Paar,  dessen 
Arm  die  Differenz  der  Arme  jener  beiden  Paare  ist  und  dessen  Sinn 
mit  dem  Sinne  des  Paares  vom  grösseren  Arme  übereinstimmt. 

Wie  man  mehrere  Paare  auf  diese  Weise  vereinigt,  ist  von  selbst 
klar.  Auch  kann  man  ein  Paar  in  zwei  (oder  auch  mehrere)  andere 
i^palten,  welche  mit  ihm  gleiche  Seitenkraft  und  gleichen  oder  zum  Thoil 
auch  entgegengesetzten  Sinn  besitzen.  Das  Paar  (P,  AC)  zerfällt  da- 
durch, dass  man  seinen  Streifen  durch  eine  innere  Gerade  theilt  und 
längs  dieser  zwei  gleiche  Kräfte  von  der  Intensität  P  anbringt,  in  zwei 
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andere  von  gleichem  Sinne  (P,  ÄB^  und  (Z',  BC).  Zieht  man  eine  äosser«' 
Gerade  und  bringt  längs  ihr  die  gleichen  Kräfte  an,  so  erhalten  die  Paare 
(P,  ÄB^y  (P,  BC)^  welche  zusammen  dem  ursprünglichen  äquivalent  sind^ 
entgegengesetzten  Sinn.  In  allen  Fällen  können  die  so  gewonnenen  Ptar»- 
weitere  Lagenänderungen  erfahren ,  ohne  ihre  Wirkung  zu  ändern. 

Haben   zwei   Paare   gleiche  ^rme,    aber  verschiedene   Seitenkr&fte, 
so  genügt   eine  Verschiebung  des  einen  Streifens  auf  den  anderen  und 

die  Bildung  der  Resultanten   der  in   die  Grenz 

Fig.  174. 

linien  fallenden  Seitenkräfte,  um  ein  beiden  äqui- 
valentes Paar  zu  bilden,  dessen  Seitenkr&fle  di^ 
.p   Summe  oder  Differenz  der  Seitenkräfte  jener  bt^i- 
den  ist,  je  nachdem  diese  gleichen  oder  entgegen 
gesetzten  Sinnes  sind  (Fig.  174.). 
Der  obige  Satz  I.  erfährt   eine  wesentliche  Erweiterung   durch  den 
folgenden : 

II.    Jedes   Kräftepaar   kann   ohne   Störung  seiner  Wir 

kung    in   jede   andere   seiner  Ebene  paral- 
lele Ebene  verlegt  werden. 

Construirt  man  nämlich  an  dem  Parallelograinn 
ÄBCB  (Fig.  176.),  dessen  Seiten  AB^  CD  nach  In 
tensität,   Richtung   und   Sinn   die  Kräfte  eines  Pm 
res  {ABy  CB)  darstellen,   irgend  ein  Parallelepipf'i 
ABCBEFGH,   dessen  Diagonalebenen  ABGHuti^ 
CBEF  sich  in  ^iV  schneiden  und  bringt  längs  VA 
zwei   gleiche   und    entgegengesetzt o  Kräfte  gleich  i^^  an,    so    hat   mat 
wenn  das  Zeichen  (  _)  die  Aequivalenz  abkürzend  ausspricht: 

{AB,  CD)  ^  {AB,  CD,  MN,  MU)  "-  [(AB,  AJIf),  {MN,  CJn, 
—  [{MN,  GH),  {EF,  NM)]  r_   {EF,  GH), 
weil 'nämlich   die   Paare   {AB,   NM)  und    {MN,    GH)   einerseits,    »owi»* 
{MN,  CD)  und  {EF,  NM)  andererseits  gleiche  Arme  und  gleichen  Sini 
besitzen.    Es  ist  aber  {EF,  GH)  nichts  anderes,  als  das  in  eine  Paiall^^ 
ebene  verlegte  Paar  {AB,  CB), 

IIL  Zwei  Kräftepaare  gleichen  Sinnes,  deren  Seiten- 
kräftc  durch  die  Gegenseitenpaare  eines  Parallelogramm» 
dargestellt  werden,  sind  äquivalent. 

Sind  nämlich  {AB,  CB)  und  (BC,  DA)  in  Fig.  1>. 
die  beiden  Paare,  so  kehre  man  das  eine,  s.  B.  das  Iftit- 
genannte  um;  besteht  alsdann  Gleichgewicht  zwiachea  Aft 
vier  Kräften  AB,  CB,  AD,  CB,  so  ist  damit  der  Bewei« 
dos  Satzes  geliefert.  In  der  That  sind  aber  AB  uaii  -if' 
ihrer  Resultanten  AC  und  CB  und  CB  ihrer  Rttulcaatfi 
CA  äquivalent  und  beide  Resultanten  fallen  in  dieselbe  Richtung,  «c' 
gleich  und  entgegengesetzt  und  mithin  im  Gleichgewicht. 


m.  Cap.  Aeqaivalenz  der  Kräftepaare.  537 

Ans  diesem  Satze  folgert  man  leicht,  dass  ein  Kräftepaar  einer 
einzelnen   Kraft  nicht  äquivalent  sein   kann.     Denn   da  man 
das  Paar  verlegen   und   drehen   und   die  Einzelkraft   in   ihrer  Richtung 
verschieben  kann,  so  kann  man  stets  herbeiführen,  dass  Strecken,  welche 
die  Seitenkräfte  dcfs  Paares  und  die  Einzelkraft  darstellen,   drei  aufein- 
anderfolgende Seiten  eines  Parallelogramms  und  zwar  so,   dass  die  der 
Einzelkraft  gegenüberliegende  Seite  eine  Kraft  darstellt,  welche  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  der  Einzelkraft  genommen,  mit  letzterer  ein  Paar 
bildet,  welches   dem  gegebenen  Paare   äquivalent  ist.     Wenn   also   die 
Einzelkraft,  durch  diese  Kraft  ergänzt,  erst  dem  Paare  äquivalent  wird, 
so  kann  sie  ihm  für  sich  nichtäquivalent  sein.    Es  kann  daher  auch 
eine  Einzelkraft   einem  Paare  nicht  Gleichgewicht' halten. 
Die  Richtigkeit  dieser  Sätze  erhellt  auch  schon  daraus,  dass  wenn  eine 
Kraft  Q  dem  Paare  (JP,  —  P)  äquivalent  sein  könnte,  jede  andere  Kraft 
von  derselben  Intensität  und  demselben  Sinne  mit  0,  welche  gegen  das 
Paar  dieselbe  relative  Lage  hat,  ihm  gleichfalls  äquivalent  sein  müsste, 
wei]   dieselben  Gründe,   welche   die   eine  Aequivalenz   darthun  würden, 
zugleich   auch   die  «andere   erweisen  würden.     Es  lassen   sich  aber  stets 
mehr  als  eine  solche  Lage  für  Q  nachweisen  und  müssten  also  alle  solche 
Kräfte  0  einander  äquivalent  sein^  was  unmöglich  ist. 

IV.  Zwei  Kräftepaare  in  derselben  oder  in  parallelen 
Ebenen  von  gleichen  Momenten  und  gleichem  Sinne  sind 
äquivalent. 

Man  lege  die  Paare  (JP,  —  P),  (ß,  —  Q)  in  einer  Ebene  so  (Fig.  177.), 
dass  die  Parallelstreifen,  längs  deren  Grenzlinien  die  Seiteukräfte  wirken, 
bich  schneiden.    Ihre  Durchschnittsfigur  ist  ein 
Parallelogramm  ABCD,   in   dessen  Ecken  wir  Fig.  177. 

die  vier  Kräfte  angreifend  denken  dürfen.  Da 
die  Länge,  welche  die  Krafteinheit  graphisch 
darstellt,  beliebig  ist,  so  können  wir  sie  immer 
ho  wählen,  dass  die  Seitenkräfte  des  Paares 
(P,  —  P)  durch  AB  und  CD  ausgedrückt  wer- 

den.     Sind   nun   die  Arme   der  Paare,   welche    Bj—^^^- 1 ► 

die  Breiten    der   Streifen    und    also   auch  die     ,  .  y  ^^ 

Heiden  Höhen  des  Parallelogramms   darstellen,    jr^    n  *" 

/'    und    q^    so    ist    der    Voraussetzung    gemäss 

p.p  =  ^ .  g;  es  ist  aber  auch  AB'p==^  CB-q,  weil  beide  Ausdrücke 
den  Inhalt  des  Parallelogramms  geben  und  da  AB  =  JP,  so  wird  BC  =  Q, 
Demnach  bat  man  vier  Kräfte,  welche  durch  die  Seiten  eines  Paralle- 
logramms  ausgedrückt  sind  und  zwei  Paare  gleichen  Sinnes  bilden.  Die- 
selben sind  aber  nach  HI.  äquivalent. 

Mit  Hülfe   dieses   Satzes  können  Kräftepaare,   welche  in  derselben 
Ebene  oder  auch  in  parallelen  Ebenen   liegen,   zu  einem  Kräftepaare 
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vereinigt  und  kann  ein  Eräftepaar  in  zwei  oder  mehrere  andere  Ton 
bestimmten  Armen  oder  Seitenkräften  aufgelöst  werden.  Es  kommt  nich 
demselben  hinsichtlich  der  Wirkung  des  Paares  nämlich  weder  auf  die 
Grösse  der  Seitenkraft,  noch  auf  die  des  Armes  für  sich,  sondern  n«r 
auf  die  Grösse  des  Produktes  beider,  d.  h.  auf  die  Grösse  des  Paralle- 
logramms an,  welches  die  Seiten  kraft  zur  Basis  und  den  Ann  zur  Höh« 
hat.  Ein  Eräftepaar  ist  daher  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  so  Tieler 
Formen  fähig,  als  das  Parallelogramm  ohne  Aenderung  seines  Fliehen* 
inhaltes  annehmen  kann.  Constrnirt  man  nämlich  (Flg.  178.)  ein  Pa- 
rallelogramm JKLM^   welches  gleich   der  Summe  der  beiden  ParaUelo- 

gramme  ÄBCD  und  EFGH  ist,  so  ist  auch 
das  Paar  (Jif,  LM)  äquivalent  deu^  beiden 
Paaren  {AB,  CD)  und  {EF,  G B)  gleichen 
Sinnes  untereinander  und  mit  ihm.  Deao 
bringt  man  längs  der  Linie  iVO,  welche  di« 
Parallelogramm  in  zwei  Parallelogramme  ler 
legt,  von  denen  das  eine  gleich  ABCL,  das 
andere  gleich  EFGH  ist,  zwei  Eräfte  gleich  AB  und«einander  entgegen- 
gesetzt  an,  so  zerfällt  {JK,  LM)  in  die  Paare  (/IT,  NO)  ^  {AB,  Cb 
und  {ON,  LM)  E3  {EF,  GH).  Haben  aber  die  beiden  zu  TereinigendeB 
Paare  entgegengesetzten  Sinn,  so  liefert  ein  Parallelogramm,  deaaen 
Fläche  der  Differenz  ihrer  Momente  gleich  ist,  ein  ihnen  äquiraleate« 
Paar.  In  ähnlicher  Weise  können  beliebig  viele  Paare  gleichen  odci 
zum  Theil  entgegengesetzten  Sinnes  zu  einem  ihnen  zusammen  iquivi- 
lenten  Paare  vereinigt  werden. 

Die  bisher   entwickelten   Sätze  über  die  Veränderungen  der  Lap 
und  Form,    welche    ein    Eräftepaar    ohne  Aenderung    seiner  Wirkaog 
erleiden  kann,   lassen   sich  zu  folgendem  allgemeinem  Satze  susammen 
fassen : 

V.  Ein  Eräftepaar  ist  jedem  anderen  Eräftepaare  äqoi 
valent,  welches  mit  ihm  in  derselben  oder  einer  seiner 
Ebene  parallelen  Ebene  liegt  und  mit  ihm  gleiches  Momfot 
und  gleichen  Sinn  besitzt.  Indem  man  die  Axe  des  Paares  cco- 
struirt  und  auf  ihr  das  Azenmoment  ab  Strecke  aufträgt  und  den  Sini 
des  Paares  durch  eine  ihr  angefügte  Pfeilspitze  ausdrückt,  kann  m&o 
diesem  Satze  auch  die  Fassung  geben: 

Das  Axenmoment  kann  ohne  Umkehrung  seines  Sannt*», 
parallel  mit  sich,  im  Räume  beliebig  verlegt  werden,  obi« 
dass  das  Eräftepaar  dadurch  seine  Wirkung  ändert. 

In  dieser  Form  gewährt  der  Satz  eine  noch  etwas  leichtere  Melkode 
der  Zusammensetzung  der  Eräftepaare,  welche  in  derselben  oder  i» 
parallelen  Ebenen  liegen.  Alle  solche  haben  nämlich  parallele  Axeo. 
unterscheiden  sich  also  nur  durch  die  Grösse  and  den  Sinn  ihrer  Axtn 
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momente.  Verlegt  man  daher  diese  letzteren  sämmtlich  in  eine  ihrer 
RichtQDg  parallele  Gerade,  so  addiren  ^sich  auf  dieser  alle  Axenmomente 
(ies  einen  nnd  alle  des  entgegengesetzten  Sinnes  nnd  tilgt  die  Summe 
der  einen  von  der  Summe  der  anderen  einen  ihr  gleichen  Theil,  sodass 
ein  einziges  Axenmoment  erübrigt,  welches  das  aus  sämmtlichen  Paaren 
resultirende  Paar  darstellt.  Der  Gegensatz  des  Sinnes  der  Paare  spricht 
äich  hierbei  also  im  Vorzeichen  der  Azenmomente  aus.  Man  kann  daher 
den  weiteren  allgemeinen  Satz  aufstellen: 

VI.  Kräftepaare  von  parallelen  Axen  sind  zusammen 
äquivalent  einem  einzigen  Paare  von  derselben  Axenrich- 
tuDg;  das  Moment  desselben  ist  die  Differenz  der  Momentan- 
summen der  Paare  des  einen  und  der  Paa>re  des  entgegen- 
gesetzten Sinnes  oder  also  die  algebraische  Summe  sftmmt- 
lieber  Momente  und  sein  Sinn  stimmt  überein  mit  dem  Sinne 
derjenigen  Paare,  welche  die  grössere  Momentensumme  be- 
sitzen. Ist  die  algebraische  Summe  der  Momente  Null,  so 
besteht  zwischen  den  Paaren  Gleichgewicht  und  umgekehrt. 

Für  die  Zusammensetzung  der  Paare  mit  parallelen  Axen  gilt  dem^ 
nach  derselbe  Satz,  wie  für  die  Zusammensetzung  der  Kräfte,  welche 
in  derselben  Geraden  wirken.  Kräftepaare  mit  parallelen  Axen  haben 
für  die  Ebene  eine  analoge  Bedeutung,  wie  Kräfte  in  derselben  Rich- 
tung für  die  Gerade;  ein  Analogen  für  den  Raum  mit  drei  Dimensionen 
ist  nicht  bekannt. 

Für  die  Aequivalenz  der  Kräftepaare  mit  verschiedenen  Ebenen, 
oder  also  mit  nicht  parallelen  Axen  gelten  folgende  Sätze: 

Vn.  Zwei  Kräftepaare  in  verschiedenen  Ebenen  sind 
äquivalent  einem  einzigen  Kräftepaare,  dessen  Ebene  der 
Schnittlinie  jener  parallel  ist  und  dessen  Axentnoment  nach 
Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  eines  Pa- 
rallelogramms angegeben  wird,  welches  über  den  Axen- 
momenten  jener  Paare  als  Seiten  construirt  werden  kann 
(Parallelogramm  der  Axenmomente). 

.Nach  Satz  IV.  kann  man  die  Kräftepaare  auf  denselben  Arm  gleich 
<ler  Längeneinheit  reduciren,  welcher  für  beide  in 
die  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  fällt.  Die  Seiten- 
kräfte AB,  CN  {Fig.  179.)  des  einen  und  AD,  EIS 
'les  anderen  Paares  sind  dann  gleich  den  Momen- 
ten der  Paare.  Nun  liefern  aber  AB  nnd  AD  mit 
Hälfe  des  Parallelogramms  der  Kräfte  die  Resul-  ^ 
tante  AF  und  CN  und  EN  die  ihr  gleiche  und 
parallele,  aber  entgegengesetzte  Resultante  GN\ 
'laher  ist  das  Paar  {AF,  GN)  den  beiden  Paaren  {AB,  CN)  und  {AD,  EN) 
äquivalent.     Errichtet   man  nun  in  irgend   einem  Punkte  des  gemein- 
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schaftlicben  Armes  AN^  z.  B.  in  dessen  Mitte,  senkrecht  za  den  Ebenfn 
dieser  drei  Paare,  ihre  Axen  nnd  trägt  auf  ihnen  nach  Grösse  nnd  Sinn 
die  Axenmomente ,  welche  gleich  AB,  AD,  AF  sind,  anf,  so  bildfo 
diese  drei  Strecken  untereinander  dieselben  Winkel,  wie  die  Ebenen 
der  drei  Paare,  oder  also  die  drei  Linien  AB,  AD,  AF  nnd  sind  ebenso 
wie  letztere  die  Seiten  und  Diagonalen  eines  Parallelog^mms,  welches 
dem  Parallelogramm  AF  congruent  ist.  Hieraus  ergibt  sich  der  zveite 
Theil  des  Satzes. 

Als  leichte  Folgerungen  reihen  sich  hieran: 

Zwei  Paare  halten  sich  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Aim 
momente  entgegengesetzt  parallel  sind.  Drei  Paare  halten 
sich  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Axenmomente  einer  Eben» 
parallel  sind  und  jedes  von  ihnen  dem  Sinus  des  von  den  b^idrr. 
anderen  gebildeten  Winkels  proportional  ist. 

Man  erweitert  diesen  Satz  leicht  zu  einem  Satze  über  das  Parallp- 
lepiped  und  das  Polygon  der  Axenmomente  und  erkennt,  dass  diesel^« 
Methode,  welche  zur  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  einfacli*L 
Kräfte,  deren  Richtungen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  dient,  auc^ 
zur  Lösung  der  analogen  Aufgaben  für  die  Kräftepaare  fährt,  soUl! 
diese  durch  ihre  Axenmomente  dargestellt  werden.  Man  kann  dah*": 
behaupten : 

VI.  Das  Axenmoment  des  Kräftepaares,  welches  einen 
-^ggf^g^te  anderer  Kräftepaare  von  beliebigen  Axenmomen- 
ten  äquivalent  ist,  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
durch  die  Schlusslinie  eines  Polygons  dargestellt,  desae:. 
Seiten,  in  beliebiger  Ordnung  genommen,  die  Axenmomente 
der  einzelnen  Paare  darstellen.  Ist  das  Polygon  geschlo^ 
sen,  so  besteht  zwischen  den  Paaren  Gleichgewicht. 

§.  13.    Ist  M  das  Axenmoment  eines  Kräftepaares  und  sind  K  a. 
die  Richtungswinkel  desselben  gegen  drei  rechtwinklige  Axenrichtan^rt- 
der  Xj  y,  z,  so  sind 

Mx  =  M  cos  A,     My  =  M  cos  fi,     M^  ^==  M  cos  v 

die  Axenmomente  dreier  Paare,  deren  Axen  den  Coordinateuaxen  tief 
X,  y,  z  und  deren  Ebenen  mithin  den  Coordinatenebenen  der  y:,  rx,  *- 
parallel  sind. 

Umgekehrt  erhält   mau   aus    den   zueinander  rechtwinkligen  \\^i 
momenten  Mxj  ^^yt  Mz  das  Axenmoment  des  resultirenden  Paares  V 


nnd  für  die  Richtungscosinusse  desselben 

cos  l  cos  fi  cos  V  1 

Mx    ~     M~  ^   ~m7    ~   M 
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Wirken  an  einem  unveränderlichen  Systeme  Kräftepaare,  deren 
Axenmomente  ilf,  JH',  M\  . . .  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  a^  ß^  y\ 
c,  (?',  /;  a",  /3",  y\  . .  .  bilden,  so  zerlege  man  behufs  Bildung  des  Axen< 
oiomenteSi  des  resultirenden  Paares  G  jedes  Axenmoment,  wie  M^  in  die 
Componenten  /)/»  =  M  cos  a ,  Äy  =  M  cos  /3,  Jüz  =  M  cos  y;  die  Axen- 
momente, parallel  den  Coordinatenaxen,  liefern  alsdann  die  Summen 
LMxj  -^Afy,  2*JI/c,  aus  welchen 

sowie  dessen  Richtungscosinusse 

C05  A         cos  fi         cos  V  1 

2:üf^  ^  ZMy  ""   2:jlf^  "^   c" 

hervorgehen.     Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  der  Paare  sind 

£M:,  =  0,     ZMy  =  0,     2M:,  =  0. 
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Aequivaleas  ebener  Kräftesysteme  am  unveränderlichen  Punktsysteme. 

§.  1 .  Sämmtliche  Kräfte  eines  Kräftesjstems  mögen  in  einer  Ebene 
liegen.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  0  (Fig.  180.)  in  dieser  Ebene 
ziehen  wir  mit  jeder  Kraft  P  eine  Parallele  und  fügen  längs  dieser 
dem  Systeme  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  von  der  Intensität  P 
hiazu,  welche,  da  sie  sich  Gleichgewicht  halten,  die 
Wirkung  des  Kräftesjstems  nicht  ändern.  Hierdurch 
erhalten  wir  an  die  Stelle  der  Kraft  P  drei  Kräfte, 
von  denen  die  eine  nichts  anderes  ist,  als  die  durch 
den  Punkt  0  hindurchgelegte  Kraft  P^  während  die 
andere,  sie  heisse  —  jP,  mit  dem  ursprünglichen  P  ein 
Kiäftepaar  Pp  bildet,  dessen  Arm  der  Abstand  der 
Kraft  P  von  O  ist.  Dies  Paar  stellen  wir  durch  sein 
Axenmoment  dar  und  zwar  tragen  wir  dies  auf  einer 
znr  Ebene  des  P^aares  senkrechten,  durch  0  hindurchgelegten  Axe  als 
Länge  nach  Grösse  und  Sinn  auf.  Indem  wir  diese  Operation  für  sämmt- 
liche Kräfte  P  des  Systems  ausführen,  erhalten  wir  als  dem  Kräftesystem 
Univalent  1.  ein  Aggregat  von  Kräften  P^  deren  Eichtungen  durch  den 
Punkt  0  gehen  und  2.  ein  Aggregat  von  Kräftepaaren,  deren  Axen- 
momente Pp  znr  Ebene  senkrecht  sind  und  auf  der  durch  0  gehenden 
Normalen  der  Ebene  vereinigt  werden  können.  Dem  Aggregate  der 
Kräfte  P  ist  nach  dem  Satze  vom  Kräftepolygon  eine  Besultante  R  von 
bestimmter  Richtung  und  Intensität  äquivalent,  welche  in  der  Ebene  der 
Kräfte  durch  0  hindurchgeht;  die  Kräftepaare  liefern  ein  resultirendes 
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Paar  in  denselben  Ebenen,  dessen  Axenmoment  M  die  algebnisehe 
Somme  der  Axenmomente  aller  Paare  ist  und  anf  der  Normalen  in  << 
gebildet  werden  kann.  R  kann  nur  in  seiner  durch  0  gehenden  Kich- 
tung,  M  aber  parallel  mit  sich  an  jede  Stelle  des  Raumes  verlegt  werden. 
Die  Auffindung  der  Resultanten  R  und  des  resultirenden  Paares  Jf,  ent- 
sprechend dem  Punkte  0,  wollen  wir  die  Reduction  der  Kräfte  des 
Systems  für  0  als  Reductionspunkt  nennen.  Da  derselbe  beliebig 
wfthlbar  ist,  so  enthält  die  vorstehende  Entwickelung  den  Satz: 

Jedes  ebene  Kräftesystem,  welches  an  einem  unrer- 
änderlichen  Punktsysteme  angreift,  ist  äquivalent  der  Ver- 
bindung einer  Einzelkraft  (Resultanten)  mit  einem  Kräfte- 
paare (resultirenden  Paare),  beide  in  der  Ebene  des  Kräfte- 
systems  gelegen,  und  zwar  anf  unendlich  viele  Arten. 

§.  2.  Alle  Reductionen  für  die  verschiedenen  Punkte  0  liefen 
dieselbe  Richtung,  Intensität  und-  denselben  Sinn  fUr  die  Resultante  /r. 
weil  das  Kräftepolygon,  welches  zu  ihrer  Auffindung  dient,  fcir  alle  sicu 
congruent'und  parallel  bleibt,«  während  das  Kräftepaar  M  im  Allgemei- 
nen sein  Moment  und  auch  seinen  Sinn  mit  der  Lage  des  Punktet  '' 
wechseln  kann,  indem  mit  einer  Lagenänderung  von  0  eine  Aendenn§ 
der  Arme  der  Paare  verbunden  ist,  aus  welchen  M  hervorgeht.  Die 
Resultante  R  bestimmt  durch  ihre  constante  Richtung  ein  Parallelstmlea- 
büschel:  für  alle  Punkte  0  ein  und  desselben  Strales  bleiben  R  und  .V 
zugleich  unveränderlich ;  es  findet  nur  eine  Aenderung  des  M  von  Stia! 
zu  Stral  statt.  Um  diese  zu  bestimmen,  seien  R  und  M  Resultante  anü 
Axenmoment  des  resultirenden  Paares  für  den  Stral  ^  (Fig.  181.)  nnö 
{i    ein  anderer  Stral  des  Parallelbüschels,  längs  dessen  wir  zwei  Kr&ft" 

P    jgj  Ä,  —  R  anbringen,  welche  sich  Gleicb- 
4 JT  gewicht  halten.    Die  erste  von  üme:: 
Ar                       liefert  uns  die  Resultante  ftir  den  Stn! 
K     p,  I*',   die  zweite  bildet   mit  dem  R  d« 

Strales  fi  ein  Paar  {R ,  —  R\  dessen 
, „*  Moment  Rr  sich  dem  Abstände  r  de* 

Strales  f»  von  fi  proportional  ändert 
und  dessen  Sinn  wechselt,  wenn  fi'  von  dem  einen  der  beiden  Felder 
in  welche  der  Stral  fi  die  Ebenen  zerlegt,  in  das  andere  übergeht  Fdr 
einen  auf  der  Seite  der  Ebene,  nach  welcher  die  Pfeilspitse  von  V 
zeigt,  befindlichen,  in  dem  Sinne  von  R  sehenden  Punkt  liefern  ii> 
Stralen  fi'  rechts  von  fi  Paare  Rr^  deren  Sinn  mit  dem  Sinne  von  V 
harmonirt,  die  Stralen  links  von  i^  aber  solche,  deren  Sinn  dem  Sintt 
von  fi  entgegengesetzt  ist.  Für  Stralen  ^'  der  ersten  Art  liefert  al> 
die  Reduction  der  Kräfte  die  Resultante  R  und  das  resnltirende  Pu? 
jlT  SS  iif  ^  /{f ,  für  Stralen  der  anderen  Art  statt  des  letaler««  sber 
iir=  Jtf  —  Ar. 
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Ist  nun  weder  M  noch  R  Null,   so  gibt  es  auf  der  letzteren  Seite 
pinen  Stral  fi^,  für  welchen  ]lf  =s  Q  wird.     Sein  Abstand  r  von  fi  folgt 

ans  M  —  Rr  «=  0,  nämlich  r  =^  — .     Ein   ebenes  Kräftesystem 

R 

ist   daher    im    Allgemeinen    einer    einzelnen    Eesultante    R 
äquivalent.    Gehen  wir  von  der  Eeduction  der  Kräfte  für  den  Stral  ^q 
ans,  so  zeigt  sich,  dass  die  Axenmomente  der  Reductionen  für  Stralen  fi, 
welche  gleichweit  nach  rechts  und   links  von  fi^  abstehen,  gleich,   aber 
entgegengesetzten   Sinnes  sind.     Ist  ilf  =  0,   so    ist   der  ursprüngliche 
Stral  fi  selbst  fi^.     Für  R  =  0  ergibt  sich  für  jeden  Stral  M  =  M\  es 
ist  das  System  einem  beliebig  verlegbaren  Kräftepaare  äquivalent.     ¥Mlv 
den  Abstand  r  des   Strales  fiQ  aber  ergibt  sich  r  =»  cx>;   es  kann  also 
das  System  und  mithin  auch  das  Paar  M  nicht  einer  Einzelkraft  äqui- 
valent sein.     Aendert  sich    das  Kräftesystem  continuirlich   so,   dass  R 
sich  der  Null  nähert,  so  rückt  fig  immer  mehr  ins  Unendliche  und  kann 
der  eben  erwähnte  Fall  auch  so  angesehen  werden,  dass  das  Paar,  welches 
dem  Ejräftesysteme  äquivalent  ist,   soviel  als   eine  im  Unendlichen  ver- 
schwindende Einzelkraft  repräsentirt.  —  Sind  M  und  R  heide  gleich  Null, 
80  ist  das  System  im  Gleichgewichte;  auch  ist  zum  Gleichgewichte  beides 
erforderlich,   da  ein  Paar  und  eine  Einzelkraft  sich  nicht  Gleichgewicht 
Iialten  können. 

§.  3.  Das  Vorstehende  zeigt,  wie  mau  mit  Hülfe  der  Kräftereduc- 
tion  für  irgend  einen  Punkt  0  entscheiden  kann,  ob  im  System  Gleich- 
gewicht herrscht  oder  ob  es  einer  Einzelkraft  oder  einem  Kräftepaare 
äquivalent  ist.  Es  wird  dazu  die  Aufsuchung  von  R  und  M  erfordert. 
Ohne  aber  R  und  damit  von  vornherein  die  Richtung  des  Parallelstralen- 
bilschels  (fi)  zu  bestimmen,  genügt  die  Bestimmung  von  M  für  drei  Punkte 
des  Systems,  um  dieselbe  Entscheidung  zu  geben. 

Um  kurz  zu  reden,  nennt  man  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte- 
paare,  welche  der  Beduction  der  Kräfte  fßr  einen  bestimmten  Punkt 
entspricht,  das  Moment  des  Systems  für  diesen  Punkt.  Im  Falle 
des  Gleichgewichtes  ist  der  Werth  des  Momentes  für  jeden 
Punkt  der  Ebene  Null.  Zwei  einander  äquivalente  Systeme 
haben,  wie  hieraus  folgt,  für  jeden  Punkt  der  Ebene  gleiches 
Moment.  Denn  kehrt  man  das  eine  von  beiden  um,  so  bilden  sie  zu- 
sammen ein  im  Gleichgewicht  befindliches  System,  dessen  Moment  also 
tur  jeden  Pankt  verschwindet;  mit  dem  Umkehren  des  Sinnes  einer 
Kraft  wechselt  aber  auch  der  Sinn  des  Momentes,  welches  diese  Kraft 
liefert.  £0  gibt  also  das  Moment  des  zweiten  Systems,  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  genommen,  mit  dem  Momente  des  ersten  Systems  zu- 
sammen Null  und  ist  folglich  ihm  selbst  gleich.  Ist  daher  ein  System 
einer  Einseikraft    oder    einem   Kräftepaare   äquivalent,    so 
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ist  sein  Moment  für  jeden  Psakt  gleick  dem  Momente  dieser 
oder  dem  Momente  jenes. 

Das  Moment  eiser  eisieL&^x  Knft  ist  ronstmnt  fnr  alle  Punkte  auf 
einer  ihr  parallelen  Gerades,  ku  flr  zvei  in  gleichen  Abstanden  auf 
beiden  Seiten  Ton  ihr  liere^ien  Geraden  entgegen^setzten  Sinn  uD«i 
Terschwicdet  for  die  PiiÜLCe  xLrer  RicLtan^.  Hieraus  ergibt  sich,  das? 
es  f^  drei  nicht  in  gerader  L:z.:e  I£?-^nde  Ponkte  nicht  denselben  WertL 
besitzen  kann.  Da  femer  die  beiden  Krafke  eines  Kraftepaares  eot- 
ge^ngesetzten  Sinn  hab<?n,  so  Uefera  sie  for  jeden  Punkt  der  Ebene 
anch  Momente  entgegengesetzten  Si:ines  und  zvar  ist  ihre  Summe  gleich 
dem  Momente  des  Paare:^.  aL»«3  r*^  alle  Punkte  der  Ebene  constant 

Man  kann  nun  behaupten:  Ist  das  Moment  eines  ebeneo 
KraftesTstems  für  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegenJr 
Punkte  Xuli,  so  ist  das  System  im  Gleichgewichte.  Dcdc 
einer  Einzelkraft  kann  es  nicht  aquiralent  sein,  weil  diese  für  die  drei 
Punkte  nicht  gleiches  Moment  haben  kann,  einem  Kraftepaare  nicht, 
weil  dessen  Moment  nicht  Null  ist.  Ist  das  Moment  f&r  die  drei 
Punkte  nicht  NulK  aber  Ton  gleichem  Werthe,  so  ist  di* 
System  äquivalent  einem  Krät'tepaare.  Denn  für  den  Fall  ^it^ 
Gleichgewichtes  müsste  es  far  alle  Punkte»  also  auch  für  jene  drei,  ver- 
schwinden, und  eine  Einzelkraft  hat  tor  diese  nicht  gleiche  Momeote 
Ist  das  Moment  für  die  drei  Punkte  nicht  constant  ^weder 
Null,  noch  Ton  sonst  einem  W er the  gleicht  soistdasSyst«*:! 
einer  Einzelkraft  äquiTalent. 

§.  4.     Wir  suchen  jetzt   den   analytischen  Ausdrack  des   Momente 
des  Systems  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  bei  Zugrundelegung  eine» 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  x,  y  und  zwar  zunächst  f^  des 
CoordinatenurspruQg  '>.     Da  die  Kraft  P  ihre  beiden  Componenten  -V.  I 
^^  i^  parallel  den  Coordinatenaxen  SqniTalent  ist,  *- 

^    p  ist  ihr  Moment  Pp  in  Bezug  auf  0  (Fig.  li^:^ 

f    ß  äiqaiTalent    der    Summe    der    Momente    jeaff 

I  Diese  sind   aber  nach   absohttem  Wertke  la' 

-^(—-^j  Zeichen,   wenn  x,  y  die  Coordinaten   des  An 

y  grilispunktes  Ton  P  bedeuten,  xF  and  —  %.l 

'f     ^  x^'     I wie   man   sofort  erkennt,   wenn   man   bedenkt, 

^^'  dass   jedes    dieser  Paare    den    Sinn   wech»«*.»^ 

sobald    einer    der    Factorea    seines    Momeotr« 
7  das   Zeichen   wechselt,   wahrend   es   denselbf** 

Sinn  behält,  wenn  t>eide  Factoren  das  Zeiche 
wechseln.      Daher    ist   Pp  s=  xF  —  yX  und    "ti^hi^»    das   Moment   c** 
Systems  für  den  Coorditiateaurs prang  2^ixF  —  yX),     Für  einen   l'iiti* 
X, ,  ^f^  aber  in  der  Ebene  des  Systems  sind  in  Beaug  auf  ein  dem  Torifi-*^ 


/ 


^z   Vz    1 
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paralleles  Coordinatensystem  x  —  oT]  ,  y  —  y^  die  Coordinaten  des  An- 
griffspunktes der  Kraft  P  und  daher  ist  für  ihn  das  Moment  H  des  Systems : 

//=  l[{x  —  X,)  Y^  {y  —  y,)X]  =  —  {x.ZY—y.ZX)  +  i:{xr—yX), 

oder  wenn  wir  abkürzend  ÜX  =  A^  JTF««  B,  Z{xY —  yX)  «=  N  setzen, 

H  =  —  {x^B  —  y^Ä)  +  JV. 

1.  Soll  nun  im  System   Gleichgewicht   herrschen,   so    muss   M  für 
alle  Punkte  xT},  y^  verschwinden,  d.  h.  es  muss 

A  =  0,       B  =  0,       N  =  0 

sein  und  umgekehrt,  sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  besteht  Oleich- 
gewicht. Diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  die  Summe  der  Pro- 
jectionen  aller  Kräfte  des  Systems  auf  die  Coordinaten- 
axen  und  die  Summe  de*r  Momente  für  den  Coordinaten- 
Ursprung  einzeln  verschwinden  müssen. 

Diese  Bedingungen  erhält  man  auch,  indem  man  ausdrückt,  dass 
das  Moment  des  Systems  für  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte 
^\y  yi\  ^21  ^2»  ^31  ^3  verschwinden  solle,  für  welche  also 

—  Bx^  +  ^yi  +  iV  =  0 

—  Bx2  +  Ay^  +  N  =  0     und 

—  Bx^  +  Ay^  +  N  =  6 

ist. 

2.  Soll  das  System  sich  auf  ein  Paar  reduciren,  so  muss  M  in  der 

ganzen   £bene   constant,    also   von  Xi   und   y^   unabhängig  sein,    d.   h. 

es  muss 

X=  0,     B  =  0 

werden  und  finden  umgekehrt  diese  Bedingungen  statt,  so  ist  das  System 
iqutvalent  einem  Paare,  falls  nicht  Gleichgewicht  besteht,  in  welchem 
Falle  H  =^  N  =  0  würde. 

3.  Sind  A  und  B  nicht  beide  Null,  so  ist  das  System  äquivalent 
iiuer  Einzelkraft,  seiner  Resultanten  B,  Es  seien  ATj,  Y^  deren  Com- 
>onenten,  so  erfolgt  Gleichgewicht,  sobald  B  in  entgegengesetztem  Sinne 
ien  Kräften  des  Systems  zngefügt  wird.  Dies  liefert,  wenn  x^ ,  y^  einen 
^unkt  auf  der  Bichtung  der  Resultanten  bezeichnet, 

^  —  ^,   =  0,     5  —   F,  =  0,     —  (xj,  -  y,X^)  +  ^  =  0, 

voraus  folgt: 

r,  =-=  ^  =  ZX,     Yy  =  B=  £Yy     x^UY—  y^SX  =  Z{xY—  yX). 

)ie  dritte  dieser  Gleichungen  ist'  die  Gleichung  der  Resultanten  in  x^  >  y\ 
Is  laufenden  Coordinaten,  die  erste  und  zweite  liefern  ihre  Intensität 
lud  Richtung  (a,  6),  nämlich: 

Schell,  Tbeori«  d.  Bew.  n.  d.  Krane.  35 
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Ihr  Abstand  6  vom  Coordinatenarsprung  ist 

£  (xF  —  yX) 
i _g_    . 

Wir  haben  im  Vorstehenden  ein  rechtwinkliges  Coordinatensjstem 
sa  Grunde  gelegt,  indessen  werden  die  Formeln  nicht  viel  compliciit^r 
für  ein  Coordinatensjstem  mit  beliebigem  Coordinatenwinkel  er.  Die  Arme 
der  Paare  werden  x  sin  «^  y  sin  a  u.  s.  w.  und  das  Moment  des  Sjsteos 

B  «^  {—  {x^B  —  y^Ä)  +  N)  sin  «. 

§.  5.     Sind  die  Kräfte  sSmmtlicb  einander  parallel  nnd  w&hlt  in&: 

sur  JT'Axe  eine  Gerade  ihrer  Richtung,  so  sind  alle  X  «^  P,  alle  Y  =  u 

also  A  3B=s  £P^  f  SS  0,  *V  =  —  £yP.     Die  Gleichgewichtsbedingim^'s 

sind  daher  A  «=  ZP  =0,  N  =  —  ZyP  =  0,  d,  h.  es  moss  die  Snmaie 

aller  Kräfte  und   das  Moment  des  Systems  für  jeden  Punkt  der  EbfL^ 

verschwinden.     Das  System  reducirt   sich   auf  ein   Paar   N  =  —  ^yP- 

wenn  £P  ^=  0  ist.     Sind  A  und  y  nicht  Null,   so  ist  es  einer  Eiozt-l- 

kraft   R   äquivalent;   für  sie  hat   man   X|  «=  £P^    F|  ss  0,    R  ^=^  ^l' 

ZyP 
y^ZP  ^=^  ZyP,   d.   h.   y^  =  -^ .     Die  Resultante  ist  daher  den  Kii: 


ten  parallel.    Wählt  man  ihre  Richtung  mr  x-Axe,   so  wird  ZyP  *=■  <^- 

Besteht  insbesondere  das  System  blos  aus  awei  Parallelkraften,  dl' 
wir  Py  Q  nennen  wollen,  so  ist  Ä  =  P  -|-  ö  nnd  yP  -\-  y'Q  «=  '. 
wenn  die  x-Axe  in  die  Resultante  fallt.  Haben  P  nnd  Q  gleichen  Sinr. 
also  auch  gleiches  Zeichen,  so  sind  y  und  y'  von  entgegengesetztrc 
Zeichen,  es  fällt  mithin  die  Resultante  R^  welche  mit  ihnen  gleivb- 
Sinn  besitzt,  in  den  Parallel^treiten  {PQ)  und  theilt  ihn  im  omgekehrt«: 
Verhältniss  der  Kräfte.  Sind  P  und  Q  entgegengesetzten  Sinnen,  ^ 
ist  R  die  Dlderenz  beider,  haben  y,  y'  gleichen  Sinn  nnd  fallt  •!■ 
Resultante  in  denjenigen  Aussenraum  des  Parallelstreifens,  welcher  i  * 
Richtung  der  grösseren  KraA  anliegt.  Ist  P  +  ()  s=  0,  d.  h.  sind  «i  • 
Kräfte  entgegengesetzt  gleich,  so  wird  Ä  =  0  nnd  bilden  i*,  f  ^* 
Paar.    Die  Gleichung  y/^  +  y  0  =*  0  geht  dann  über  in  y  -|-  y'sa=  u  i  ^ 

-,   =s  —  1,   woraus    gefolgert  werden    kann,    dass   die   vertchwioJif-i 

y 

kleine  Resultante,  welche  dem  Paare  äquivalent  sein  soUte,  ins  Uneodli^'''' 
tlillt.  Kehrt  man  die  Resultante  dem  Sinne  nach  um,  so  tritt  G\fi^- 
gewicht  ein. 

Die  G leichte wichtsbeJingungen  dreier  Parallelkrifte  P,  £>,  Ä  Uat-- 
daher  nach  obiger  Theorie  P+0  +  Ä«»O,  /V+(>y'+Äf'=  • 
wobei  der  Anfangspunkt  0  der  Abstände  y  beliebig  ist.  Ans  W.:''» 
Gleichungen  folgt  nun  1.  dass  eine  der  drei  Kräfte  den  beiden  mh^'t^' 
entgegengesetzt  sein  muss  und  2.  da>s  P:l^:Äa=^y*' — y):\Jf  —  y'l-'i  * 
^cbn»*i<!et  nun  die  RicLtung  der  y  die  Richtungen  von  P,  0,  R  n  c*' 
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Punkten  F,  G,  H  (Fig.  183),  so  wird  y"  —  y  =  OH  -^  OG  =  GH, 
y  -  y"=  OF  —  OH  ^  HF,  y  —  y  =  OF  —  OG  ^  FG,  sodass 
P:Q:R  =  GH:  HFiFG,  wobei 

ii-  y)  +  (y  -  y")  +  W  -  y)=^GH  +  hf+  fg  =  o 

und  also  die  Linien  GH,  HF,  FG  auch  dem  Sinne  nach   mit  Py  Q,  R 
QDtereiDander  übereinstimmen.     Wird   daher  zu   P  und  Q   die   Kraft  R 
gesucht,  welche  mit  diesen  Gleichgewicht  hervor- 
bringt,  so  folgt   ihre  Intensität  und   ihr  Sinn  aus 

Ä  =  —  (i>  -j-  jP)  ;  ihre  Lage  aber  aus  der  Doppel-     C^ 

Proportion  P:  Q  :  R  «=  GH  :  HF :  FG.    Denn  von     if-^ 


-► 


y,    ^n 


den  drei  Punkten  F,  G,  H  liegt  jedenfalls  einer 
zwischen  den  beiden  anderen;  welcher  dies  ist,  er- 
gibt sich  aus  dem  Vorzeichen  von  P:  Q  =  GH :  HF. 
Ist  nämlich  P:Q  positiv,   so  haben  GH  und  HF 

gleiches  Zeichen,  also  auch  gleichen  Sinn  und  fällt  H  zwischen  G  und  F. 
Ist  aber  P :  Q  negativ,  so  fällt  H  in  einen  der  Aussenräume  des  durch 
P  und  Q  bestimmten  Parallelstreifens  und  zwar  auf  die  Seite  von  P  oder 
Oi  je  nachdem  der  absolute  Werth  von  P :  Q  grösser  oder  kleiner  als 
Eins  ist.  Werden  andererseits  zu  R  zwei  Parallelkräfte  P  und  Q  von 
gegebener  Lage  gesucht,  welche  mit  R  Gleichgewicht  halten,  so  erhält 
man  ihre  Intensitäten  aus  der  obigen  Doppelproportiop ,  deren  rechte 
Seite  vollständig  bekannt  ist,  und  zugleich  deren  Sinn.     Es  ist  nämlich 

§.  6.  Laufen  die  Eichtungen  der  Kräfte  durch  ein  tind  denselben 
Pankt,  so  kommt  die  Theorie  dieses  Capitels  auf  die  des  vorigen  zurück. 
Für  den  Schnittpunkt  der  Kräfte  als  Reductionspunkt  ist  iV  s=s  0.  Das 
System  hat  eine  Resultante  und  ist,  wenn  diese  verschwindet,  im  Gleich- 
gewichte. 

§.  7.  Es  ist  von  W^lchtlgkeit,  zu  sehen,  wie  die  Untersuchnngen  dieses 
Capitels  nnr  dem  Wortausdracke  nach  von  einer  rein  geometrischen  Betrachtung 
über  das  Sjrstem  von  Strecken  sind,  welche  in  einer  Ebene  liegen  and  mit  einem 
beliebig^en  Punkte  derselben  verbanden  ein  Dreiecksystem  von  bestimmten  Eigen- 
^haften  bilden.  Dies  hat  Möbius  in  seinem  Lehrbache  der  Statik  (Leipzig  1837] 
Ifezeigt,  einem  Werke  von  gleich  hoher  Bedeatang  für  die  Theorie  der  Kräfte, 
irie  für  die  Geometrie. 

Wenn  die  Stellang  der  Bachstaben  zng^leich  den  Sinn  der  Strecken  bezeichnet, 
in  deren  Endpunkten  sie  stehen,  so  besteht  für  drei  in  gerader  Linie  liegende 
Punkte  A,  B  ^  C,  welche  gegenseitige  Lage  sie  auch  haben  mögen ,  die  Relation 
AB  ^  BC  -^^  CA  ^^  ^  oder  AB  '\-  BC  ^  AC.  Diesem  Satze  entspricht  in  der 
i'^bene  der  folgende:  Für  irgend  vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte 
4,  B,  C,  M  ist  MAB  +  MBC'\-  MCA  =■  ABC,  d.  h.  die  Summe  der 
l>reiecke,  welche  der  Punkt  M  mit  den  Verbindungslinien  der  drei 
loderen  Pankte,  nämlich  mit  AB,  BC,  CA  bildet,  ist  constant,  wo 
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auch  immer  M  in  der  Ebene  liegen  mag  nnd  zwar  gleich  dem  lohtlte 
des  Breiecks  ABC.  Jedes  Dreieck,  wie  MAB,  ist  dabei  in  einem  bestimoiten 
Sinne  nnd  mit  bestimmtem  Zeichen  genommen,  wie  man  findet,  wenn  man  einen 
Stral  um  eine  Ecke  sich  so  drehen  lässt,  dass  sein  Schnittpunkt  mit  der  GegeD- 
Seite  diese  in  dem  Sinne  durchläuft,  welcher  durch  die  Stellung  der  Bochsubfii 
für  ihre  Endpunkte  in  der  Bezeichnung  des  Dreiecks  angegeben  ist  80  ist  <l<r 
Sinn  von  MAB^  ABMy  BMA  derselbe  nnd  dem  Sinne  von  BAM,  MBA,  AMB 
entgegengesetzt.  Der  erwähnte  Satz  leuchtet  nun  sofort  ein,  wenn  M  im  Int'n- 
räume,  in  einer  Ecke  oder  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  ABC  liegt.  Liegt  Jf  \t 
einem  Scheitelraume,  z.  B.  dem  des  Winkels  A^  so  ist  MBC=^  MBA  -\-  MAC-^-  ABi\ 
folglich  MAB  +  MBC  +  MCA  ^  ABC.  FUr  einen  der  drei  stampfen  Ränr^, 
z.  B.  den  an  BC  anstossenden,  ist  ABC  +  MCB  »  MCA  +  MAB^  also  acri 
hier  MAB  +  MBC  +  MCA  =»  ABC. 

Indem  man  ein  beliebiges  geschlossenes  Polygon  AB  CD  ...  von  einer  Eck* 
A  aus  durch  Diagonalen  AC,  AD,  AE^  . ,,  theilt  und  für  einen  beliebigen  Punkt  X 
die  Dreieksrelation  für  ABC,  ACD,  .  ..  aufstellt  und  sämmtliche  so  gewonnec' 
Relationen  addirt,  dabei  aber  bemerkt,  dass  jedes  mit  einer  Diagonale  gebi!>~: 
Dreieck  doppelt  und  zwar  mit  entgegengesetzten  Zeichen  vorkommt,  z.  B.  MA< 
und  MCAf  also  bei  der  Addition  herausfällt,  erhält  man  den  allgemeineren  Sau* 

MAB  +  MBC  +  MCD  +  ..  =  ABC  +  ACD  +  ADE  -^ , 

d.  h.  für  jedes  ebene  geschlossene  Polygon  ABCD  ...,  dessen  Seit«: 
AB,  BC^  CD,,.,  aufeinanderfolgend  in  demselben  Sinne  genoniB  1 
sind,  ist  die  Summe  der  Dreiecke,  welche  ein  Punkte/ der  Ebene  o.t 
diesen  bildet,  eine  Constante  für  alle  Lagen  des  Punktes  M.  Di<e*« 
Constante  wird  durch  die  Summe  der  Dreiecke  dargestellt,  welche  eine  Eck« 
A  mit  Hülfe  der  von  ihr  nach  den  übrigen  Ecken  gehenden  Diagonalen  c/- 
den  Seiten  BC,  CD,  ...  bildet.  Diese  Summe  pflegt  man  in  allen  Fällen,  na,; 
das  Polygon  ein  gewöhnliches  oder  ein  überschlagenes  sein,  den  Inhalt  ^^C^. 
desselben  zu  nennen.  Von  der  Bildung  dieses  Inhaltes  erhält  man  eine  deatliik' 
Vorstellung,  indem  man  einen  Radiusvector  von  A  (oder  auch  von  M)  aosfekecJ 
über  die  Ebene  hingleiten  lässt,  dass  sein  Endpunkt  den  Umfang  immer  in  dca- 
selben  Sinne  durchläuft.  Alle  Fläehenbestandtheile,  welche  derselbe  in  deoD  eia«* 
und  im  entgegengesetzten  Sinne  beschreibt,  haben  bei  Bildung  des  Inhaltes  ect 
gegengesetzte  Bedeutung. 

Man  kann  die  Flächeninhalte  der  Figuren,  welche  hier  vorkommen,  manalf 
fach  verwandeln,  ohne  ihr  Zeichen  (oder  ihren  Sinn)  zu  ändern.    Ein  Dreieck  AS*'' 
bleibt  z.  B.  auch  dem  Sinne  nach  ungeändert,  wenn  man  durch  eine  Ecke  A  m  ' 
der  Gegenseite  BC  eine  Parallele  legt  und  statt  A  irgend  einen  Punkt  J'  Ü«'  * 
Geraden,  also  statt  ABC  das  Dreieck  A'BC  setzt.    Von  dieser  Umwandlanjr  0«^ 
brauch  machend,  erhält  man  den  folgenden  Satz  über  das  Parallelogramm,  de«M-: 
wir  nachher  bedürfen  werden.     FUr  jeden  Punkt  M  in    der  Ebene   eia*t 
Parallelogramms  ABCD  ist  die  Summe  der  Dreiecke   3f .4 ^ -f  .IT f*  x ' . 
welche   M   mit   einem   Paar    Gegenseiten   bildet,    gleich    der   Snoae 
MBC -}-  MDA,  entsprechend  dem  and'eren  Paare  Gegenseiten.  &»*=. 
lieh  gleich  dem  halben  Inhalte  \ABCD  des  Parallelogramms.   Ist  aar 
lieh  ME  parallel  BA  und  E  sein  Durchschnitt  mit  DA,  so  hat  man  MA  B  ^^  E  .*  »• 
MCD  —  ECD,  also  MAB  +  MBC^  EAB  +  ECD  —  EAB+  EBDm^\Aß' 
und  dasselbe  gilt' für  die  Summe  MBC  -f-  MDA. 

Es  sei  nun  A^B^,  B^C^,  C^D^,  ...  S^T^   (Fig.   184.)  ein  beliebiges  «V«a:< 
Streckensystem,  M  irgend  ein  Punkt  seiner  Ebene  und 

Z  —  MA^Bt  +  MB^C^  +  MCxD^  +  "'  MS^T^ 
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die  Summe  aller  Dreiecke,  welche  M  mit  den  Strecken  des  Systems  bildet.  Von 
irgend  einem  Punkte  A  der  Ebene  ans  constrniren  wir  das  «usammenhängende 
Streckensjstem  ABCD  ,,.  ST,  dessen  Seiten  gleich,  parallel  und  von  demselben 
Sinne  mit  den  Strecken  A^B^y  B\C^y  ^i^t*  *••  ^i^s  seien.  Dann  ist  nach  dem 
zuletzt  aufgestellten  Satze  über  das  Parallelogramm: 

MA^B^  +  MBA  «  AA^B^ 
MBiC^  +  MCB  =.  BB^C^ 
MC^D^  -j-  MDC  =  CCyD^ 

m 

MS^i\  +  MTS  =  SS^T^y 

folglich,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  addirt  und  berücksichtigt,  dass 

MBA  +  MCB  +  MDC  + ]-  MTS  +  MAT 

=  —  (MAB  +  MBC  +  MCD-i MST)  +  MTA  ^^  ABCD--  TA 

ist  und  ABCD'*'  TA  ^  11  und  AA^B^  +  Ä^,C,  +  CCyD^'\ +  5Äjr,  ==  ^ 

»et**»  Z=^  n^  J  —  MTA, 

Nun  sind  folgende  Fälle  möglich.  1.  Der  Streckenzug  AB  CD  ,,,  ST  sehliesst 
sich,  sodass  T  mit  A  sosammenfällt ,  dann  ist  MTA  =»  0  und  also  2  =»  U  •\'  d, 
also  constant  für  alle.  Lagen  von  M,     2.  Der  Streckenzug  ' 

sehliesst  sich  nicht,    dann  kann    man  zu   TA  immer  eine  ^*8r-  IM. 

gleiche  und  parallele  Strecke  TiA^  annehmen,  sodass 

MT^A^  +  MAT  ==>  TT^Ai, 
^^  __  MTA  =  TT^At  —  MTiAt 

and  folglich  Z  ^  U  +  J  +  TT^Af  —  A/rj^,  wird,  zu- 
gleich aber  den  Abstand  der  Strecke  7*1^2  '^^^  ^^  ^^  he- 
stimmen,  dass  TA^Ti  ^Il-i-J  wird.  Dann  ist  Z  =»  MA^T^, 
In  diesem  Falle  gibt  es  also  eine  Strecke  A^T^  von  der 
Art,  dass  die  Summe  27  der  Dreiecke,  welche  M  mit  dem 
Streckensysteme  bestimmt,  gleich  dem  Dreieck  ist,  welches 
yi  mit  dieser  Strecke  bildet.  Die  Summe  H  ist  in  diesem 
Falle  mit  A^r  Lage  von  M  veränderlich,  sie  verschwindet, 

wenn  M  in    die  Richtung  der  Strecke  A^T^  eintritt  und  wechselt  den  Sinn  beim 
Durchgange  von  M  durch  dieselbe.    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Für  ein  ebenes  Streckensystem  ist  die  Summe  der  Dreiecke, 
welche  ein  Punkt  der  Ebene  mit  den  einzelnen  Strecken  bildet, 
entweder  constant  für  alle  Lagen  dieses  Punktes  oder  es  lässt  sich 
eine  bestimmte  Strecke  angeben,  mit  welcherjener  Punkt  ein  Dreieck 
bildet,  dessen  Inhalt  gleich  jener  Summe  ist.  Der  veränderliche 
Werth  dieser  Summe  verschwindet  im  letzteren  Falle  für  allePunkte 
auf  der  Richtung  dieser  Strecke  und  ist  in  gleichen  Abständen  dies- 
seits und  jenseits  der  Strecke  gleich  und  entgegengesetzt. 

Die  doppelte  Summe  27  ist  das  Moment  eines  ebenen  Kräftesystems,  dessen 
Kräfte  durch  die  Strecken  A^B^^  B^C^y»  dargestellt  werden.  Die  Strecke  A^T, 
deren  Länge,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Schlusslinie  A  T  des  Polygons  A BC ...  T 
gefanden  wird,  ist  die  Resultante  des  Systems.  Ist  sie  Null,  aber  der  Inhalt  £ 
des  Polygons  nicht  Null,  so  ist  das  System  äquivalent  einem  Paare,  dessen  Mo- 
ment 2  27;  ist  £  Null,  so  findet  Gleichgewicht  statt.  Kräfte,  deren  Inten- 
sitäten den  Seiten  eines  geschlossenen  Polygons  proportional,  deren 
Kichtungen  diesen  parallel  sind  und  deren  Sinn  mit  dem  Sinne  der 
Seiten  desselben  übereinstimmt,  wie  er  von  einem  Punkte  angegeben 
wird,  der  den  Umfang  ohne  umzukehren  durchläuft,  sind  daher  stets 
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äquivalent  einem  Kräftepaaire,  Weisen  Moment  der  Inhalt  dieiei  Po- 
lygons ist.  » 

Man  kann  die  Lage  nnd  Länge  der  Linie  j4fTf  leicht  finden,  sobald  die 
Werthe  yon  £  für  drei  Pnnkte  A,  B,  C  bekannt  ist.  Dieselben  seien  2?^,  £ß^  J^*. 
Da  2*Bi  MA^Ti  dem  Abstände  des  Punktes  M  yon  A^T^  proportional  ist,  so  mi»; 
die  Richtung  dieser  Linie  BC  im  Yerhältniss  ZßiS^  nnd  ^C  im  Verhält::!»« 
S^  :  Zfi  theilen  und  zwar  in  äusseren  oder  in  inneren  Theil punkten,  je  nach^ea 
diese  YerhältnlAe  positiv  oder  negativ  sind.  Ihre  Länge  ergibt  sich  daraus,  dt^s. 
wenn  d  der  Abstand  der  auf  diese  Weise  gefundenen  Theilungslinie  ist, 

sein  muss.     Auch  das  Moment  Sßf  für  einen  Punkt  M  kann  aus  den  Momeater 

Sj^  Zß,  Zq  dreier  Punkte  unmittelbar  bestimmt  werden.     Es  besteht  nämluL 

die  Relation 

MBC*Z^  +  MCA'Zß  +  MABEc'^  ^^^'^M- 

Man  erhält  sie,  wie  folgt.     Es  seien  D^  E,  F  (Fig.  185.)  die  Durchschnitte  A*x 

Linie  A^T^  mit  BC^  CA^  AB^  N  aber  der  S<hnit:> 
punkt  von  AM  mit  BC,  dann  ist,  wenn  ^j^** 
Moment  für  N  bedeutet, 

BD  ^CD  ^  ND 
Zß        Zq        Zjf 

Zwischen  den  yier  Punkten  B^  C y  D^   S  httvV 

aber    die    identische    Relation    BC  (Ci>  —  Si' 

+  CD  {ND  —  BD)  +  ND  (BD  -^  CD    »  '. 

welche    in  BD  •  CN  +  CDNB  +  ND  •  BC  =  • 

umgeschrieben  werden  kann.    Aus  ihr  ergibt  r*z  . 

indem  man  für  BD,  CD,  ND  die  Grössen  2«^,  27^,  Sjf  einsetzt,  welche  in  der. 

selben  Verhältnisse  stehen,  wie  sie: 

CN'Zß  +  NB'2c+  BC'Zjf  *.  0. 

Ebenso  hat  man  aber  auch  für  die  Gerade  AMNi 

MN'Z^  +  NA'2j^f+  AM'Zjf^  0. 

Eliminirt  man  aus  beiden  Gleichungen  alles,  was  den  Punkt  N  betriffl,  so  err   • 
sich  die  fragliche  Relation.     Dies  gelingt  aber,  indem  CNiNB  ■-  MCN:  MS. 
^ACN:ANB^{CNM'-CNA)^{BMN^BAN)^CAMiBMA^MCAiyi* 
und  in  gleicher  Weise  MN  i  NA  »  MBC :  ACB  ist.    Zunächst  erhält  man  LL*r 
mit  nämlich: 

MCA'Zß  +  MAB '2c  ^  (^^^  +  MAB)Ejf 
MBC'Z^  +  ACBZjff  —  {MBC  +  ACB)  Zy, 

welche  Gleichungen  blos  noch  von  einander  zu  subtrahiren  ».r 
um  zu  dem  Satze  zu  gelangen. 

Die  Betrachtungen  dieses  §.  hätten  wir  den  ana]Tti»e>  ' 
Entwickelungen  des  §.  4.  zu  Qmnde  legen  können.     8o  ^i' 
insbesondere  der  Satz 

MAB  +  MBC  +  MCA  —  ABC 

unmittelbar  zu  der  Formel  für  das  Moment  ff  mm  Z  (xi*  ^  i  T 
geführt.    Denn  es  ist  für  die  Kraft  AB  (Fig.  18«.) 

OAC  +  OCB  +  OBA  —  ACB, 

mithin  OAB  —  OAC  +  OCB  —  ACB, 

d.  h.  ff  mm  xr  +  {y  +  r)  X  ^  xr  «.  xr  —  yX. 
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V.  Capitel. 

Aequivalenz  räumlicher  Kräftesysteme  am  unveränderlichen 

Punktsystem. 

§.  1.  Indem  wir  durch  irgend  einen  Punkt  0  mit  sämmtlichen 
Kräften  P  eines  räumlichen  Kräftesystems  Parallele  legen  und  längs 
ihnen  Kräfte  P  in  demselben  und  in  entgegengesetztem  Sinne  anbrin- 
gen, reduciren  wir  das  ganze  Kräftesystem,  wie  Cap.  IV,  §.1.  auf  eine 
Resultante  R  und  ein  resultirendes  Paar  M,  Indem  wir  R  nach  Inten- 
sität, Bichtung  und  Sinn  durch  eine  Strecke  mit  angefügter  Pfeilspitze 
und  M  durch  sein  Axenmoment  in  ähnlicher  Weise  durch  eine  zweite 
Strecke  darstellen,  erhalten  wir  zwei  unter  einem  gewissen  Winkel  l 
gegeneinander  geneigte  Linien,  welche  den  gesammten  Kraftinhalt  des 
Systems  zu  repräsentiren  geeignet  sind. 

Diese  Reduction  der  Kräfte  ist,  da  der  Reductionspunkt  0  beliebig 
wählbar  ist,  auf  unendlich  viele  Arten  ausführbar;  für  alle  diese  Eeduc- 
tionen  bleibt  aber  die  Resultante  R  nach  Intensität,  Richtung  und  Sinn 
dieselbe y  während  M  im  Allgemeinen  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
seines  Axenmomentes  verschieden  ausfallt.  Die  Resultante  bestimmt 
daher  ein  Parallelstralenbündel~(fA)  im  Räume,  sodass  die  Reduction  für 
alle  Punkte  desselben  Strales  ii  dieselbe  bleibt,  beim  Uebergange  von 
einem  Strale  zu  einem  anderen  aber  eine  leicht  angebbare  Aenderung 
erleidet.  Um  diese  Aenderung  beim  Uebergange  von  einem  Strale  (i 
za  einem  anderen  Stale  ii  deutlich  zu  übersehen,  genügt  es  (Fig.  187.)) 
längs  II  zwei  entgegengesetzte  Kräfte  Jf2,  —  R  anzubringen  und  die 
Resultante  Ä,  welche  längs  {i  wirkt,  mit  der  Kraft  —  R  p|^^  i87 

zu  dem  Kräftepaare  {R^  —  R)  zu  verbinden,  dessen  Axen- 
moment Br,  worin  r  den  Abstand  der  Stralen  ft,  (i  be- 
zeichnet, mit  dem  Axenmomente  M  zusammen  nach  dem 
Satze  vom  Parallelogramm  der  Axenmomente  das  der 
Beduction  für  den  Stral  ii  entsprechende  Axenmoment 
M'  liefert.  Diese  Uebertragung  der  Reduction  von  Stral 
ZQ  Stral  haben  wir  bereits  im  L  Tbl.,  Cap.  V,  §.  4.  (S.  161) 
für  die  Winkelgeschwindigkeiten  ausgeführt.  In  dersel- 
ben Weise  wie  dort  ergibt  sich,  dass  eine  ausgezeichnete 
Reduction  für  einen  gewissen  Stral  (Aq  existirt,  für  welche  die  Richtung 
des  Axenmomentes  zur  Richtung  der  Resultanten  R  parallel  wird.  Man 
nennt  diesen  Stral  nach  Poinsot  die  Centralaxe  des  Kräfte- 
systems. Die  Ebene  des  Parallelogramms,  welches  M'  zur  Diagonale 
hat,  enthält  die  Richtung  von  M  und  die  zur  Ebene  des  Paares  (/2,  —  R) 
oder  der  Ebene  (|i»,  iiq)  senkrechte  Richtung  von  Rr  als  Seiten.  Soll 
nun  die  Diagonale  die  Richtung  ft  erlangen,  so  muss  seine  Ebene  parallel 
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der  Ebene  des  Winkels  A,  welchen  R  und  M  bilden  und  senkretht  zur 
Ebene  (fi,  (Iq)  werden.  Da  die  Stellung  der  Ebene  dnrch  die  ente 
dieser  beiden  Bedingungen  bereits  bestimmt  ist,  so  folgt,  das«  der  Stnl 
fig  blos  in  einer  durch  fi  gehenden,  zur  Ebene  des  Winkels  l  senkrech- 
ten Ebene  gesucht  werden  kann.  Diese  Ebene  wird  aber  durch  den 
Stral  fA  in  zwei  Felder  zerlegt,  sodass  den  Stralen  ft'  rechts  and  links 
von  fi  entgegengesetzte  Axenmomente  Rr  und  —  Rr  entsprechen.  Als 
Diagonale   des  Parallelogramms   fallt  aber  M"  in   einen  bestimmten  der 

beiden  Scheitelräume,  welche  die  Bichtnngvn 
von  M  und  Rr  bilden.  Hierdurch  entscheidet 
sich  das  Feld,  in  welchem  fig  liegt;  es  kann 
nur  dasjenige  sein,  für  welches  die  Ricbtno^ 
der  Stralen  fi  in  den  Winkel  des  ans  M  und  Rr 
zu  bildenden  Parallelogramms  zu  liegen  kommt. 
Der  Abstand  r  der  Stralen  (a  und  fig  ergibt  ^icb 
endlich  daraus,  dass,  weil  Rr  senkrecht  auf  u. 
steht,  M'  die  rechtwinklige  Projection  von  M 
auf  die  Richtung  der  Stralen  fi  werden  muss. 
Bezeichnen  wir  das  der  Centralaxe  ftg  entsprechende  Axenmoment  der 
Kräftereduction  mit  M^^^y  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  Fig.  18^. 
in  welcher  die  Construction  der  Centralaxe  angedeutet  ist, 

^(0)  =  M  cos  A,     rR  =  M  sin  l 
und  mithin  ,  ^  * 

r  s=  —  «n  A . 
Daher  der  Satz: 

.  Jedes  Kräftesystem,  welches  an  einem  unveränderlicheQ 
Punktsystem  angreift,  ist  auf  unzählige  Arten  einer  Resal* 
tauten  R  und  einem  Rräftepaare  M  äquivalent;  die  Resol* 
taute  bleibt  in  allen  Fällen  sowohl  nach  Intensität,  als  nacb 
Richtung  und  Sinn  dieselbe;  sie  bestimmt  einen  Parallel* 
stralenbüschel  von  fester  Richtung  und  kann  die  Lage  jed^» 
einzelnen  Strales  desselben  annehmen.  Das  zugehörig' 
Paar  variirt  im  Allgemeinen  sowohl  nach  Grösse,  als  auc^ 
nach  Neigung  und  Sinn  seines  Axenmomentes.  Unter  de: 
Stralen  des  Büschels  gibt  es  einen  ausgezeichneten  Stral 
die  Centralaxe  des  Kräftesystems,  sodass,  wenn  die  ResuN 
tante  in  ihm  angenommen  wird,  das  Axenmoment  des  tn^e- 
hörigen  Paares  gleichfalls  die  Richtung  des  Büschels  an- 
nimmt. Die  Projectionen  aller  verschiedenen  Axenmoment^ 
auf  die  Richtung  des  Büschels  sind  gleich  und  gleich  dec 
Axenmomente,  welches  der  Centralaxe  entspricht. 

Gehen  wir  von    der  Reduction  (i?,  M^^^)  des  Kräftesystems  f&r  dir 
Centralaxe  ftg  aus,  so  ergibt  sich  die  Reduction  (i?,  M)  für  jeden  asderea 
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Stral  n  des  Parallelbüscbels  im  Abstände  (iliq,  fi)  »=  r  (Fig.  189.) ?  wie 
S.  163,  wenn  t/;  die  Neigung  des  Axenmomentes  M  gegen  fig  ist,  durcb 
die  Gleicbungen 

m  =  JJf(0)2  -f   r^Ä«,       igt),  =     ^ 

d.  h.: 


ilft«) 


Fier.  189. 


Unter  allen  Azenmomenten,   welche  den  verschiedenen 
Rednctionen   des  Kräftesystems    auf  Besultante 
und  resultirendes  Paar  entsprechen,    ist  das  der 
Centralaxe  zugehörige  das  kleinste;   allen  Stra-    Ij^ 
ienft,  welche  gleichen  Abstand  r  von  der  Central- 
axe fig  besitzen,    entsprechen  gleiche  und   gegen    |ilf^j 
Hq  gleichgeneigte    Axenmomente.      Das    Quadrant 
des  Axenmomentes  nimmt  mit  dem  Quadrate  des 
Abstandes  von   der  Centralaxe   zu  und    die  Nei- 
gung desselben   gegen    diese  Axewächst   diesem 
Abstände  proportional  und  nähert  sich  fortwäh-  /^ 
rend  der  Rechtwinkligkeit  gegen  sie. 

§.  2.  Ausser  den  im  vorigen  §.  behandelten  Reductionsarten  eines 
Kräftesjstems  auf  Resultante  und  resultirendes  Paar  gibt  es  keine  an- 
deren dieser  Art.  Denn  wenn  es  noch  eine  weitere  Kraft  IC  und  ein 
Paar  Q  gäbe,  welche  zusammen  dem  Systeme  äquivalent  wären,  so  würden 
dieselben,  in  umgekehrtem  Sinne  genommen,  mit  diesem  im  Gleich- 
gewichte sein  müssen.  Nun  fällt  die  Richtung  von  IC  entweder  mit  einem 
Strale  (i  zusammen  oder  es  gibt  eine  Ebene  voll  Stralen  ft,  welche  IC 
schneiden.  Im  ersten  Falle  reducire  man  das  System  auf  R  und  M 
füT  den  Stral  fi  und  bilde  die  Resultante  von  R  und  —  IC^  sowie  das 
ans  M  und  Q  resultirende  Axenmoment.  Beide  müssen  wegen  des  Gleich- 
gewichtes verschwinden.  Mithin  ist  IC  identisch  mit  R  und  Q  mit  3f, 
da  eine  einzelne  Kraft  einem  Paare  nicht  Gleichgewicht  halten  kann. 
Im  anderen  Falle  reducire  man  ebenso  für  irgend  einen  Stral  fi,  welcher 
A'  schneidet  und  ziehe  denselben  Schluss. 

Verlegt  man  bei   irgend  einer  Reduction  (/?,  M)  des  Kräftesystems 
das  resultirende  Kräftepaar,  es  heisse  (/*,  — F)^   so,   dass  eine  Seiten- 
kraft F  die  Resultante  R  schneidet  und  setzt  sie  mit  ihr 
zu  einer  neuen  Kraft  S  zusammen,  so  wird  das  System 
den    beiden   im   Allgemeinen    sich    kreuzenden    Kräften 
—  Fy  S  äquivalent.     Diese  Reduction  ist  auf  unzählige 
Arten  möglich,  welche  aber  alle  aus  den  verschiedenen 
Keductionen  {R,  M)  erhalten  werden  können.    Es  stelle 
Fig.  190.  zwei  solche  Kräfte  —  F^  S  dar;  wir  suchen 
da«    Volamen   der   Pyramide,   welche  beide    zu    gegen- 
überliegenden   Kanten    hat.      Nun    ist    die    in    der   Ebene    des    Paares 
(/*,  —  F)  enthaltene  Grundfläche  derselben  ein  Dreieck,   dessen  Inhalt 


Fig.  190. 
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gleich  demselben  Momente  ^  M  des  resnltirenden  Paares  ist.  Die  Hohe 
aber,  nämlich  der  von  dem  Endpunkte  von  S  auf  diese  Gnindflicbe 
gefällte  Perpendikel  ist  gleich  R  cos  A.  Demnach  ist  das  gebuchte  Vo* 
Inmen  ^RJücosX.  Allein  M  cos  l  ist  die  Projection  des  Axenmomentes 
M  anf  die  Richtung  der  Stralen  (i  oder  die  Richtung  der  Resultanten 
und  folglich  gleich  M^^\  Daher  wird  jenes  Volumen  ^Älf^^^  welches 
eine  constante  Grösse  ist,  da  R  mit  ft  nicht  variirt.     Daher  der  6at2: 

Ein  Kräftesystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  ivei 
im  Allgemeinen  sich  kreuzenden'  Kräften  äquivalent  ond 
für  alle  solche  Paare  sich  kreuzender  Kräfte  ist  das  YoU- 
men  der  Pyramide,  welche  sie  zu  Gegenkanten  hat,  constant. 

Dieser  Satz  rührt  von  Chasles  her.  S.  S.  166. 
X  §.  3.  Aus  der  Gleichung  M'^  =  ^f  <o)2  ^  ^j^2  f^i^  ^„g  jas  System 
nur  dann  einer  blossen  Resultanten  ohne  resultirendes  Paar  äquivalent 
sein  kann,  wenn  M^^^  verschwindet,  indem  für  keinen  Stral  ft  ausser  « 
das  zugehörige  Axenmoment  Null  werden  kann.  Da  zugleich  Jlf^^l  ==  Mcosi 
ist,  so  folgt  weiter,  dass  M^^^  nur  verschwinden  kann,  wenn  A  s=  ^rr: 
daher : 

Das  Kräftesystem  ist  einer  blossen  Resultanten  obof 
zugehöriges  Paar  äquivalent,  sobald  für  irgend  eine  Redac- 
tion  das  Axenmoment  des  resnltirenden  Paares  sur  Rich- 
tung der  Resultanten  senkrecht  ist  und  die  Resultante  nicht 
verschwindet.  Diese  Einzelresultante  fällt  in  die  Central- 
axe  des  Systems;  für  alle  Reductionen  findet  die  Recht- 
winkligkeit des  Axenmomentes  und   der  Resultanten  statt. 

Wenn  M  senkrecht  zu  R^  so  ist  die  Ebene  des  resnltirenden  Paaret 
der  Resultanten  parallel  und  da  man  das  Paar  in  seiner  Ebene  verle^fn 
und  drehen  kann,  so  kann  man  immer  bewirken,  dass  eine  Seitenkra't 
mit  R  in  eine  Richtung  fällt.  Dann  erhält  man  zwei  parallele  ungleich« 
Kräfte,  welche  stets  einer  einzigen  Kxaft  äquivalent  sind. 

Für  das  ebene  Kräftesystem  des  vorigen  Capitels  ist  die  Bedingi^*'^ 
der  Rechtwinkligkeit  von  R  und  M  erfüllt,  daher  ist  dasselbe,  wenn  K 
nicht  verschwindet,  einer  Einzelresultanten  äquivalent.  Die  Resultante 
geht  nämlich  aus  einem  in  die  Ebene  fallenden  Kräftepolygon  herror 
und  liegt  also  in  der  Ebene;  das  resultirende  Axenmoment  aber  erp^t 
sich  als  die  Samme  aller  Ajcenmomente  und  diese  sind  slmmtlich  seck- 
recht  zur  Ebene,  da  die  Kräftepaare,  denen  sie  angehören,  in  <1^ 
Ebene  liegen. 

Für  ein  System  von  Parallelkräften  ist  diese  Bedingung  gleicli''all* 
erfüllt.  Denn  für  irgend  eine  Kräftereduction  ergibt  sich  E  als  ci* 
Summe  aller  Kräfte  in  der  Richtung  der  Parallelkräfte  und  die  Axea- 
momente  aller  Kräftepaare  sind  senkrecht  zu  dieser  Richtung  und  L^ 
fern  also  ein  resultirendes  Axenmoment  senkrecht  zu  B.    Die  AulfiniioCf 
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der  Centralaxe  ist  in  diesem  Falle  besonders  einfach.  Man  legt  durch 
R  eine  Ebene  senkrecht  zu  M  und  zieht  mit  R  in  ihr  und  zwar  in  dem 
Felde,   welches   den  M  entgegengesetzt  gerichteten  Axenmomenten  ent- 

Spricht,  im  Abstände  r  =  -^  eine  Parallele. 

Das  Kräftesystem  ist  äquivalent  einem  Paare,  sobald /{ 
verschwindet.  Jede  Beduction  liefert  dasselbe  Paar,  nämlich  Jtf  «=  M^^\ 
wie  sich  v6n  selbst  versteht,  da  ein  Paar  beliebig  verlegbar  ist.  Die 
Axe  von  M^^^  gibt  die  Richtung  des  Büschels  (ft)  an,  die  Centralaxe  ist 
aber  unbestimmt. 

Das  Kräftesystem  ist  im  Gleichgewichte,  sobald  für  irgend 
eine  Rednction  R  sss  0  und  itf  =  0  ist.  Diese  Bedingungen  sind  noth- 
wendig  und  hinreichend,  da  ein  Paar  und  eine  Einzelkraft  sich  nicht 
tilgen  können. 

§.  4.  Bisher  haben  wir  das  Punktsystem,  an  welchem  das  Ejräfte- 
sjstem  wirkt,  als  vollkommen  frei,  d.  h.  als  nicht  gewissen  Bedingungen 
unterworfen,  angesehen.  Die  Bedingungen,  an  welche  ein  unver- 
änderliches System  gebunden  ist,  können  sehr  mannigfach  sein;  die  am 
häufigsten  vorkommenden  sind,  folgende:  1.  das  System  besitzt  einen 
festen  Punkt,  2.  es  besitzt  eine  feste  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axen- 
richtung,  4.  gewisse  Punkte  des  Systems  sind  genöthigt,  auf  festen  Gur- 
ren oder  Flächen  zu  bleiben,  5.  gewisse  Flächen  des  Systems  sollen 
feste  Flächen  oder  Curven  bei  fortwährend  wechselnden  Berührungs- 
punkten berühren. 

Besitzt  das  System  einen  festen  Punkt,  so  reducire  man  die  Kräfte 
fiir  diesen  auf  eine  Resultante  und  ein  r-esultirendes  Paar;  erstere  Übt 
auf  den  festen  Punkt  einen  Druck  aus  und  wird  durch  den  Widerstand 
dieses  Punktes  getilgt,  das  Paar  ist  beliebig  verlegbar.  Das  Kräfte- 
system ist  also  im  Falle  eines  festen  Punktes  immer  äquivalent  einem 
Kräftepaare. 

Hat  das  System  eine  feste  Axe,  so  setzt  es  allen  Kräften,  welche 
an  irgend  welchen  Punkten  dieser  Axe  angreifen,  Widerstände*  entgegen, 
welche  diese  Kräfte  vernichten.  Man  reducire  nun  die  Kräfte  des  Systems 
für  irgend  einen  Punkt  der  festen  Axe  auf  Resultante  und  resultirendes 
Paar  and  zerlege  das  Paar  in  zwei  Paare,  von  denen  das  eine  eine  zur 
festen  Axe  parallele,  das  andere  eine  zu  dieser  senkrechte  Axe  besitzt. 
Die  Resultante  und  das  letztere  Paar  setze  man  zu  zwei  Kräften  zu- 
sammen, deren  Richtungen  im  Allgemeinen  nicht  in  eine  Ebene  fallen 
and  welche  beide  an  Punkten  der  Axe  angreifen;  sie  bestimmen  den 
Druck  auf  die  Axe  und  werden  durch  die  Widerstände  derselben  ge- 
tilgt. Demnach  bleibt  blos  die  Wirkung  eines  Paares  übrig,  dessen 
Axe  der  festen  Axe  parallel  ist.  Diesem  Paare  ist  mithin  das  ganze 
Kräftesystem  äquivalent. 
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Besitzt  das  System  eine  feste  AxenriclitUDg,  d.  h.  kann  es  um  eine 
feste  Gerade  des  absoluten  Raumes  gedreht  und  längs  derselben  Ter 
schoben  werden;  so  reducire  man  wie  vorher,  zerlege  aber  auch  die 
Resultante  parallel  und  senkrecht  zu  der  festen  Geraden.  Die  Gertde 
des  Systems,  welche  mit  dieser  fortwährend  zusammen flillt,  tilgt  alle  n 
ihr  senkrechten  Kraftcomponenten,  daher  reducirt  sich  das  ganze  Kriift^ 
System  auf  eine  einzelne,  längs  jener  Geraden  wirkende  Kraft  und  ein 
Paar,  dessen  Axe  mit  dieser  parallel  ist. 

Die  übrigen  Fälle  wird  man  leicht  beurtheilen,  indem  man  bedenkt, 
dass  feste  Gurven  und  Flächen  in  normaler  Richtung  Widerstand  leisten« 
Man  wird  jeden  einzelnen  derselben  bestimmen,  indem  man  die  Krifie 
des  Systems  für  den  Punkt,  in  welchem  er  stattfindet,  redncirt  und  den 
normalen  Bestandtheil  der  Resultanten  in  entgegengesetztem  Sinne  nimmt 

Man  kann  jedes  System,  welches  Nebenbedingungen  unterworfen 
ist,  auf  ein  freies  System  zurückführen,  indem  man  die  Nebenbedingnn- 
gen  durch  Kräfte,  nämlich  durch  die  Widerstände,  welche  durch  sie  ver- 
anlasst werden,  ausdrückt  und  den  übrigen  Kräften  des  Systems  hinzn* 
fügt.  In  dieser  Weise  ist  die  Festigkeit  eines  Punktes  durch  eine  Kraft* 
die  Festigkeit  einer  Axe  durch  zwei  Kräfte,  welche  an  zwei  verschiedenen 
Punkten  der  Axe  angreifen,  die  Festigkeit  einer  Curve  oder  Flfiche 
durch  den  Normal  widerstand  und  die  Bedingung,  dass  zwei  Flächen 
sich  berühren  sollen,  durch  Normalkräfte  auszudrücken,  deren  Sinn  daron 
abhängt,  ob  das  Kräftesystem  die  Flächen  aneinander  presst  oder  von 
einander  zu  entfernen  strebt. 

§.  5.     Wir   gehen  jetzt  über  zu   der  analytischen  Darstellung  der 
Reduction  der  Kräfte;  sie  ist  vollkommen  analog  der  im  II.  Tbl.,  S.  *'*'• 
gegebenen   Reduction   der  Winkelgeschwindigkeiten.     Wählen    wir  d^-s 
Reductionspunkt  zum  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  Coordinatensysten- 
der  a:,  y,  z,   zerlegen  wir  jede  Kraft  P  des  Systems,   an  irgend  einex 
Punkte  (o:,  y,  z)  ihrer  Richtung  angreifend  gedacht,  in  drei  Compon^c- 
ten   AT,   F,  Z,    parallel   den   Coordinatenaxen ,   und   bringen  jede   die^^r 
Componenten   nochmals  an  d^m  Reductipnspunkte  in  ihrem  und  in  ei.t- 
gegengesetztem  Sinne  an,  so  erhalten  wir  1.  drei  Aggregrate  von  Kra*t 
componenten  X^  F,  Z,  längs  den  Coordinatenaxen  wirkend,  welche  nicht» 
anderes  sind,    als  die   parallel  mit  sich   an  den  Ursprung  verlegten  at 
sprUngliclien  Kraftcomponenten   und   2.  ein  Aggregat  von  KräftepaareL 
deren  Axen   den  Coordinaten ebenen   parallel  laufen,   also   senkrecht  xc 
den  Coordinatenaxen  sind. 

Die  drei  ersten  Aggregate,  ^  =  ZX^  ^=  £1\  C  ^=^  ZZ  beseichrirr, 
setzen  sich  zu  der  Resultanten  R  der  Reduction  zusammen;  fUr  aie  ui. : 
ihre  Neigungen  a,  6,  c  gegen  die  Axen  hat  man  daher 

R  =  yAi  -f  ^2  4-  (7» 
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und  cos  a         cos  b  cos  c  1 

A  y  ~      C     ~  li  ' 

Hinsichtlich  der  Kräftepaare  bemerke  man,    dass  jedes  von   ihnen, 
2.  B.  das   Paar    {X,  — X)^   dessen   Axe   senkrecht  zur  Axe   der  x  ist, 
zerlegt  werden   kann   in  zwei   andere,    deren   Axen   parallel    den  Axen 
der  y  and  z  laufen ;  die  Axenmomente  derselben,  die  wir  auf  den  Coor- 
dinatenaxen  aufgetragen  denken,  sind  zX  und  —  yX.    Hierbei  wird  ein 
Aienmoment  als  positiv  oder  negativ  angesehen,  je  nachdem  sein  Sinn 
mit  dem  positiven  oder  negativen  Sinne  der  betreffenden  Coordinatenaxe 
übereinstimmt  oder  nicht.     Auch  sieht  man  leicht,  dass  ein  solches  Mo- 
ment, wie  z.  B.  zX^  das  Zeichen  wechselt,  sowohl  wenn  die  Coordinate  z, 
als  auch  wenn  die  Kraft  X  den  Sinn  ändert,  dass  es  aber  das  Zeichen 
behält,  wenn  beides  zugleich  eintritt.     Das  Paar  (F,  —  Y)  liefert  zwei 
Paare  zF,  — xY  mit  Axen,   resp.  parallel  der   2-  und   ar-Axe;   ebenso 
das  Paar  (Z,  -:-  Z)   die  Paare  yZ,  —  arZ,   deren  Axen   parallel  der  o:-, 
resp.  y-Axe  laufen.     Das   Bildungsgesetz   dieser  Paare  liegt  am  Tage. 
Man  denke  sich   die  Coordinatenaxen   immer  in   der   Ordnung  x,  y^  z 
aufeinanderfolgend,  sodass,  wenn  man  die  a:-Axe  als  die  erste  Axe  an- 
sieht, die  y-Axe  die  zweite  und  die  ^-Axe  die  dritte  Axe  ist,  wenn  die 
y-Axe  die  erste,  alsdann  die  z«  und  a:-Axe  die  zweite  und  dritte  und 
wenn   die   Jt-Axe   die   erste,   die  x-  und  y-Axe   die  zweite  und  dritte 
Axe  ist.     Jede  Kraftcomponente,   parallel  einer  ersten  Axe,  liefert  als- 
dann zwei  Axenmomente  auf  der  zweiten  resp.  dritten  Axe,  deren  Seiten- 
kräfte gleich  der  Kraftcomponente  ist,  deren  Arme  resp.  die  dritten,  resp. 
zweite  Coordinaten  sind   und  von   denen  das  der  zweiten  Axe  angehö- 
rende das  Zeichen  {-\-)i  das  andere  das  Zeichen  ( — )  hat. 

Sammelt  man  die  auf  den  Axen  (Jer  x,  y,  z  aufzutragenden  Axen- 
momente, 80  erhält  man  yZ  —  zF,  zX  —  a;Z,  xY  —  yX  und  wenn 
man  dieselbe  Operation  für  alle  Kräfte  des  Systems  ausführt,  längs  den 
Coordinatenaxen  die  Axenmomente 

L^  ZiyZ  —  zY),     M  ^  £{zX  —  xZ)y     N  =  £{xY  ^  yX), 

aus  denen  das  Moment  des  resultirenden  Paares  der  Beduction,  das  wir 
jetzt,  um  den  Buchstaben  M  in  der  in  analytischen  Untersuchungen 
tiher  Kräftesysteme  üblichen  Bedeutung  verwenden  zu  können,  H  nen- 
nen wollen,  hervorgeht,  nämlich 

B  =  J/L'^  +  M'^  +  AS 
dessen  Axe  mit  den  Coordinatenaxen  die  Winkel  A,  /t,  v  bildet;  fiir  welche 

cos  X  cos  fi         cos  V  1 

■~z  AT  ^  "Ä         'h  ' 

während  die  Neigung  %f  von  H  und  R  durch  die  Gleichung 
co$  '^  SS  cos  a  cos  X  -f~  ^^^  ^  ^^^  f'  "^  ^^^  ^  ^^^  ^ 
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nnd  folglich  durch 


HR  cos  ^  =  AL  -^  BM  +  CN 


oder 


B    C 

M    N 


2 


+ 


C   A 

N  L 


t 


+ 


A   B  ,^ 
L   M 


{HR  sin  Uff  = 

bestimmt  wird. 

Um  die  ftir  den  Coordinatennrspmng  ansgeftihrte  Bednction  der 
Kräfte  auf  einen  anderen  Rednctionspnnkt  0'(.t^,  y^^  z,)  zn  übertragen, 
gentigt  es,  an  ihm  die  Resultante  R  oder  statt  deren  die  drei  Kräfte 
Ay  B^  C,  sowie  die  ihnen  entgegengesetzten  — A^  — B^  — C  anzu- 
bringen und  mit  den  Kräften  der  Reduction  ftir  den  Ursprung  zu  com- 
biniren.  Man  erhält  dadurch  am  Punkte  0'  zunächst  dieselbe  Besnl- 
tante  R  in  derselben  Richtung,  wie  am  Ursprünge,  die  Kräfte  —  Äy  —  B^ 
—  C  aber  bilden  mit  den  am  Ursprünge  angreifenden  Ay  B^  C  drei  Ptare 
( —  Aj  A)j  ( —  B,  B)y  ( —  C,  C),  welche  sich  einzeln  in  je  zwei  andere 
spalten,  deren  Axen  den  Goordinatenaxen  parallel  laufen  und  welche 
mit  Z,  3f,  iV  zu  combiniren  sind,  um  die  Componenten  L\  M\  >"  dei 
dem  Reductionspunkte  0'  entsprechenden  resultirenden  Paares  zu  finden. 
Diese  hinzutretenden  Paare  sind:  — y^C  und  z^B  mit  Axen  parallel 
der  a:-Axe,  —  z^A  und  x^C  parallel  der  y-Axe,  sowie  — x^B  nuA  y,  < 
parallel  der  z-Axe.  Demnach  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Be- 
deutung von  Ay  By  C: 

U  ^  L  —  {y^C  —  z^B) 

3f=M—  {z^A  —  XiC) 

iV=  JV—  {x^B—  y,A) 

H'  =  /r  2  +  jir2  +  iv^ 

und  für  die  Richtung  (iV")  ^^^  •^'• 

cos  l'  cos  \L  cos  V  1 

"T"  ""  ~^r~  *"   IT  "^  H"  ' 

§.  6.  Soll  der  Punkt  {x^y^z^)  der  Centralaxe  des  Systems  ani:^ 
hören,  so  muss  die  Richtung  (ilVO  ™^^  {obc)  zusammenfallen,  d.  l 
cos  k':  cos  (i:  cos  v  ==  cos  a  :  cos  h :  cos  c  werden.  Diese  Bedingung  I> 
fert  die  beiden  Gleichungen: 

ABC 
r   '^  M'  ^  A'  ' 
dieselben   gelten   für  jeden   beliebigen  Punkt  der  Centralaxe  und  sb- 
mithin  die  Gleichungen  der  Centralaxe  in  x^y  y^y  Zj  als  laufenden  C*^::- 
dinaten.     Um  sie  etwas  bequemer  zu  gestalten,  hat  man  zunächst  dun- 
Gleichsetzung  des  zweiten  und  dritten  Ausdruckes  B '  y  »ssi  C'if  \>ct 
vermöge  der  Bedeutung  von  iV,  ^  auch 

B[N  —  (x^B  -  y^A)]  ^  C  [M  —  {z^A  -  x,C)] 

und  hieraus   weiter,   indem   man   die   Bestandtheile,   welche  X|,  y^ 
enthalten,  von  den  übrigen  trennt: 


•►• 
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[^*  +  C2]  arj  '—  ^  (i5  .  y,  +  C  •  2,)  =  J9  •  iV  —  C  •  ilf , 

oder,  indem  man  Jp' x^  addirt  und  subtrahirt  und  dieselbe  Transforma- 
tion in  Bezug  auf  die  drei  Paare  Ausdrücke  ausführt,  welche  sioh  aus 
der  obigen  Proportion  bilden  lassen: 

n^'X^—,A{A^Xy^  +  -P  •  yi  +  ^  •  «1)  =  B'N  —  CM 
E^'  y^  —  B{A'Xy  +  B-y^  +  C-z^)  =  C-  L  —  A-N 
B^'  z^  —   cIA'X^  +  B-y^  +  C'Z^)  =  A'M  ;-  B'L. 

Von  diesen   drei  Gleichungen   ist  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen. 

Bestimmt  man   nun   die  Coordinaten  |,  17,  f  eines  Punktes  so,   dass  sie 

den  Gleichungen 

B^'^=^B'N  —  CM 

B^'tl  =  C'L  —  A'N 
R^.  g  =  A'M  —  B'L 

gentigen,  so  erhält  man  durch  Subtraction  die  Gleichungen  der  Central- 
axe  unter  der  Form 


X 


1  —  S  ^  y\  —  n  ^  ^\  —  t  ^  A'X^  +  B-y^  +  C'Z^ 
ABC  R^  ' 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Centralaxe  durch  den  Punkt  (£,  17,  t)  hin- 
durchgeht. Um  die  Bedeutung  dieses  Punktes  2u  erkennen,  bemerken 
wir,  dass  die  beiden  Geraden  Ry  JJ,  wplche  die  Beduction  der  Kräfte 
ftir  den  Ursprung  darstellen,  die  Reiten  eines  Parallelogramms  sind, 
dessen  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen  die  drei  Ausdrücke  auf 
den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  für  £,  17,  ^  sind.  Quadrirt  und 
addirt  man  also  diese  Gleichungen,  so  erhält  man  rechts  das  Quadrat 
des  Inhaltes  dieses  Parallelogramms,  d.  h.  das  Quadrat  von  HR  sin  %>^ 
wenn  '^  den  Winkel  zwischen  R  und  H  darstellt;  links  ergibt  sich,  weil 
^'  H~  'j'  "f"  f^  ^*s  Quadrat  des  vom  Ursprünge  nach  dem  Punkte  (|,  %  ?) 
gezogenen  Radiusvectors  r  darstellt,  das  Quadrat  von  R'^r  und  ist  mithin 

äV  =s  BR  sin  t/;,    d.  h.   r  =  ^"-^  •     Es  drückt  also  r  den  Abstand 

R 

der  Centralaxe  vom  Ursprünge  aus,  wie  wir  früher  sahen  und  idt  also 
der  Punkt  (|,  17,  t)  der  Fusspunkt  des  vom  Ursprünge  auf  die  Central- 
axe gefüllten  Perpendikels.     Man   kann  dies   auch  leicht  aus  den  Glei- 

A      B       C 
chungen  der  Centralaxe  sehen.    Da  nämlich  — -,   — -,   —  die  Richtungs- 

R      R      R 

Cosinusse  der  Centralaxe  sind,  so  bedeutet 

A'X,   +  2?.yj  +  C'Z,  _   A      ^      ,     B     ,^,C 


—  • 


R  R        '    '     R     ''     '     R       ' 

die  Projection  des  vom  Ursprünge  nach  dem  Punkte  (ari^iZi)  der  Central- 
axe gezogenen  Radiusvectors  auf  die  Centralaxe.  Dieselbe  aber  erfor- 
dert  das  Fällen   eines  Perpendikels  vom  Ursprünge  auf  die  Centralaxe. 
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Nennt  man  ö  jene  Projection,  so  lassen  sich  die  Gleicbnngen  der  Central- 
axe so  schreiben:    {x^  —  ^^ ' 'b   "^  d/i  —  v)'-^-  =  (^j  —  0 :  ^  =  ^ 

und  sagen  nichts  weiter,  als  dass  der  Punkt  (£,  17,  S)  der  Anfangspunkt 
der  Strecke  «5  ist. 

Um  das  der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment,  woför  wir  hirr 
der  Gleichförmigkeit  wegen  den  Buchstaben  H^^^  brauchen  wollen,  u 
bestimmen,  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen,  wenn  L^^\  M^^\  iV' 
seine  Componenten  bedeuten: 

X(0)  =  X  -  (yjC-  z^A) 

Jlf(O)  ^  M  —  {z^A  —  x^O 

iV(o)  =  N  —  {xiB  —  y^A) 

jgr(0)2    ^    ^(0)2    _j_    ^(0)2    _^    jy(0)2 

J    ^  JB c    _    /? 

X(0)  jtf(o)  iV(0)  J5r(0) 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  geben 

AL(^)  +  BM^^)  +  C^W  =  ^Z  +  ^Jlf  +  CiV 

und  die  Übrigen  gestatten  die  Combinationen 

Ti^)  mW  \{o)  j  ¥t  r 

also  mit  Hülfe  der  eben  gefundenen  Helation 

^(0)  =  ^Z1-  BM  +  CN 

B 

Soll  sich  das  Kräftesjstem  auf  eine  blose  Resultante  ohne  tngc- 
höriges  Kräftepaar  reduciren  lassen,  so  muss  die  Resultante  längs  drr 
Centralaxe  wirken  und  B^  =ss  0  sein,  daher  ist  der  analytische  An.« 
druck  dieser  Bedingung 

AL  +  BM  +  CN  ^  0. 

A       B      *^ 

Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  BB  und  bedenkt,   dass  —  ,    ^.  <    » 

die    Richtungscosinusse    der   Resultanten  t    -77  9    -£r  9    -z>    die   Richtnn^ 

Cosinusse  für  die  Axe  des  resultirenden  Paares  B  der  für  den  Cooriii 
natenursprung  ausgeführten  Reduction  sind,  so  sieht  man,  dass  die  B^ 
dingung  nichts  anderes  ausdrückt,  als  dass  die  Axe  des  resnltirfndrr 
Paares  senkrecht  zur  Resultanten  sein  oder  dass  die  Resultante  mit  drr 
Ebene  desselben  parallel  laufen  müsse.  In  diesem  Falle  vereinfacbfr 
sich  die  Gleichungen  der  Resultanten  (Centralaxe);  sie  sind  wegtr 
Z;(0)  =  i»f(«)  =  A(«)  =  0: 

y^C  —  z^B  =  L 

z^A  —  x^C  ==^  M 
x^B  —  y^A  f=s  N 
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und  liefern,   wenn  man  sie  resp.  mit  A^  B^  C  multiplicirt  nnd   addirt, 
wieder  die  Bedingung  AL  +  BM  +  CN  ^  0. 

§.  7.  Wir  wollen  insbesondere  noch  die  Bednction.  der  Parallel- 
kräfte ansführen.  Ist  (or,  /?,  y)  die  Richtung  der  Kräfte  P  und  wird  ihr 
Sinn  durch  den  positiven  oder  negativen  Werth  von  P  ausgedrückt,  so 
^\t^  X=PeQsa^  Y^^Pcosß^  Z«==Pcosy^  yZ — zT^^^P{ycosy  —  zcosß)^ 
zl  —  xZ  '^s  P  {z  cos  a  —  X  cos y),  xT —  yX  =■  jP  (o:  cos  ß  —  y  cos  a)  und 
hiermit,  da  cos  a^  cos  ß,  cos  y  für  die  Summationen  constant  sind: 

A  '=^  cosa-  ZP ,     B  =  cos  ß'  ZP^     C  =  cosy^  SP 

R  =  SP 

cos  a  =s  cos  of,  cos  h  =  cos  /?,  cos  c  =  cos  y\ 

L  =  cosy  £Py  —  cos  ß  ZPz 

Jtf  =  cos  a  ZPz  —  cos  y  ZPx 

N  =  cosßZPx  —  cosaZPy. 

B^  =  L'^  +  AP  +  in  =  {ZPxy  +  {ZPyY  +  {£Pzy 

—  [cos  a  ZPx  +  cos  ß  ZPy  +  cos  y  ZPz]\ 

Die  Bedingung,  dass  sich  die  Elräfte  auf  eine  Resultante  reduciren,  ist 
erfttllt  und  folglich  B^^^  «=  0.    Die  Gleichungen  dieser  Resultanten  sind 

•  (yi  cos  y  —  Zj  cos  ß)  ZP  =  cos  y  ZPy  —  cos  ß  ZPz 
(«j  cos  a  —  x^  cos  y)  ZP  =  cos  a  ZPz  —  cos  y  ZPx 
{xi  cos  ß  —  yj  cos  Of)  ZP  «=  cos  ß  ZPx  —  cos  a  ZPy. 

Wir  wollen  diese  Gleichungen  folgendermassen  schreiben,  indem  wir  sie 
nach  cos  a,  cos  ß^  cos  y  ordnen: 

(yj  .  ZP  —  ZPy)  cos  y  —  {z^-ZP  —  ZPz)  cos  ß  =  0 
{z^ .  ZP  —  ZPz)  cos  a  —  {x^'ZP  —  ZPx)  cos  y  =  0 
(ar,  •  ZP  —  ZPx)  cos  ß  —  {jy^ZP  —  ZPy)  cos  a  =  0. 

Dieselben  werden  unabhängig  von  der  Richtung  {^ßy)  durch  die  speciel- 
len  Coordinatenwerthe 

_  ZPx  _  ZPy  _  ZPz 

^i  ~    ZP  '     ^^  ~    ZP'     **  ~    ZP 

erfüllt;  es  geht  mithin,  wie  man  auch  immer  die  Kräfte  ohne  Aenderung 
ibrer  lutensitäten  um  ihre  Angriffspunkte  drehen  mag,  die  BesulianU^ 
stets  durch  einen  festen  Punkt,  den  sogenannten  Mittelpunkt  der  Parallel- 
kräfte, dessen  Coordinaten  die  eben  entwickelten  Werthe  haben. 

Ist  i{  ass  0,  so  redncirt  sich  da«  System  auf  ein  Paar« 

Ein  besonders  wichtiger  Fall  der  Reduction  von  Parallelkräften 
tritt  bei  dem  der  Schwere  unterworfenen  Systeme  ein.  In  diesem  Falle 
&ind  die  Kräfte  sämmtlich  gleichen  Sinnes  nnd  kann  also  E  nicht  Null 
sein.  Sind  m,  m\  m",  .  • .  die  Massen  der  Sjstempuakte,  ito  sind  die 
P  deren  Gewichte,  nämlich  P  =■  mg^  P  ^^  nig^  p  nod  sämmtlieb  vertikal 
abwärts  gerichtet;  die  Reraliante  R  ist  das  G^sammtge wicht  des  Systems, 

Scb«ll,  Tbcori«  d.  Be«.  a.  4.  KrUlc  36 
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nämlich  R  =  £tng  =  g^m  ss  gM,  wenn  mit  M  die  Gresammtma«^ 
des  Systems  bezeichnet  wird.  Femer  ist  £Px  «=  Zmgx  =s  g£mj^ 
EPy  s=s  gZmyj  ZPz  «=  g£mz  und  daher  werden  die  Coordinaten  iIp^ 
Mittelpunktes  der  Parallelkräfte,  welcher  in  dem  vorliegenden  Falle  der 
Schwerpunkt  heisst: 

2^ma:  ^fny  Emz 

""•  "■    Im  '    ^' W    ^» M   ' 

Die  Schwerkräfte  eines  Systems  sind  demnach  immer  einer  einxi^'^b 
Kraft,  dem  Gesammtgewichte  des  Systems  äquivalent,  welches  vertika! 
abwärts  wirkt  und  an  irgend  einem  Punkte  auf  der  Vertikalen  de-» 
Schwerpunktes,  insbesondere  also  auch  an  diesem  selbst  angreifend  ge- 
dacht werden  kann.  Die  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes zeigen,  dass  derselbe  identisch  mit  dem  Mittelpunkte  der  Masse  i^t 
S.  Cap.  II,  §.   1.,  S.  502. 

§.  8.  Aus  den  Formeln  des  §.  5.  Entspringen  unmittelbar  die  am- 
lytischen  Ausdrücke  für  die  Bedingungen  des  Gleichgewichten 
eines  unveränderlichen  Systems.  Da  die  Resultante  R  und  dts 
resultirende  Paar  iT,  welche  irgend  einer  Reduction  der  Kräfte  ent- 
sprechen, einander  nicht  Gleichgewicht  halten  können,  so  müssen  ».* 
einzeln  verschwinden  und  da  ihre  Quadrate  Quadratsummen  reell»: 
Grössen  sind,  so  lösen  eich  die  beiden  Bedingungen  /{  =  0,  ^  =  > 
in  die  6  anderen  auf: 

^  =  0,     ^  =  0,     C  =  0,     Z  =  0,     ^  =  0,     i\  =  0, 

£ä  =  0       £  {yZ  —  zY)  =  0 

2:r  =  0     2:  c^AT  —  xz)  =  o 

2?Z  =  0       i:{xF  —  yX)  =  0. 
Zum   Gleichgewichte    eines  Kräftesystems  am    nnverknder- 
liehen  Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend   1.  da«« 
die  Summen   der  Projectionen  sämmtlicher  Kräfte  in  Bexsj 
auf  irgend  drei  Coordinatenaxen  verschwinden  und  2.  da-i 
die  Summen   der  Axenmomente   aller  aus  der  Reduction  f.. 
den   Coordinatenursprung  entspringender  Kräftepaare    t* 
dieselben  Axen  Null   sind.     Die  drei   ersten  Gleichnngen   druck*, 
aus,  dass  die  Kräfte  in  der  Richtung   der  Coordinatenaxen    keine  ^V'r7 
kung  auf  das  System  ausüben  dürfen,   die  drei  letzten,  dass   kein  Fe 
streben  vorhanden  sein   darf,    das  System  um  Axen  parallel  den  Co«-:- 
dinatenaxen  zu  drehen;   die  ersteren  heissen  daher  oft  auch  die  Bedir 
gungen  des  Gleichgewichtes  der  Translation,  die  letzteren  die  Bedinp:-- 
gen  des  Gleichgewichtes  der  Rotation. 

Ist  das   System   nicht  frei,   so   nehmen   die  Oleicbgewichtsbec:: 
gungen  ein^  etwas  andere  Form  an,  indem  das  Gleichgewicht  in  etn^r 
solchen  Falle   nur  mit  Hülfe   der  im   System  auftretenden  Widerstini' 
zu  Stande  kommt.     Hat  das  System  nämlich: 
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1.  einen  festen  Punkt,  so  leistet  derselbe  den  Kräften  gegen* 
über  einen  Widerstand  R^^  dessen  Intensität  nnd  Richtung  von  jenen 
abhängt.  Wählt  man  den  festen  Punkt  zum  Ursprung  des  Coordinaten- 
s^'stems  und  bezeichnet  die  Componenten  von  Il^  mit  X^,  Fj ,  Z| ,  so 
sind  die  Gleichgewichtsbedingungen:  £X  -j-  ^,  =  0,  ZY  -j-  F,  =  0, 
JZ-f-Zi  =  0;  £{yZ  —  zY)  =  0,  i:{zX—xZ)=0,  £{xY—yX)  =  0. 
Die  drei  ersteren  liefern  die  Componenten  und  damit  die  Intensität 
nnd  die  Richtung  des  Widerstandes,  die  drei  letzten,  welche  den  Wider- 
stand nicht  enthalten,  sind  als  die  eigentlichen  Gleichgewichtsbedingnn- 
gen  der  auf  das  System  wirkenden  Kräfte  zu  bezeichnen.  Es  brauchen 
demnach  diese  Kräfte  unter  sich  nur  drei  Gleichgewichtsbedingungen 
zu  genügen. 

2.  Hat  das  System  eine  feste  Axe,  so  kann  die  Festigkeit  der- 
selben durch  die  Festigkeit  zweier  Punkte  derselben  vertreten  werden, 
da  eine  Linie  fest  ist,  sobald  es  zwei  ihrer  Punkte  sind.  Wählen 
wir  die  feste  Axe  zur  Axe  der  z,  den  einen  dieser  Punkte  zum  Coor- 
dinatenursprung  und  sei  h  die  Entfernung  des  anderen  von  ihm.  Die 
Widerstände  der  beiden  Punkte  bezeichnen  wir  mit  R^  und  /?2  und  ihre 
Componenten  mit  JT^,  F^  Z^  und  ^Tj,  Fj,  Zj;  dann  sind  die  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes: 

-^Z  -f  ^,  +  JTj  =  0 

ZY  -I-    Fl  +   Fo  =  0 

£Z  -j-   Z|  +   ^2  =  0 
£{yZ  —  zY)  —   FjÄ  =  0 
£  {zX  —  xZ)  +  X^h  =  0 
ülxY—  yX)  =  0. 

Die  letzte  von  diesen  sechs  Gleichungen  ist  die  einzige  von  den  ge- 
gebenen Kräften  unter  sich  zu  erfüllende  Bedingung,  die  fünf  anderen 
liefern  die  Widerstände  der  festen  Pankte  und  mithin  auch  die  Pres- 
sungen, welche  in  ihnen  auf  die  Axe  ausgeübt  werden.  Zunächst 
erhält  man  nämlich  aus  der  vierten  und  fünften  Gleichung  X^  und  Fj 
and  hiermit  aus  der  ersten  und  zweiten  JT^,  F],  während  die  dritte 
Z,  -\-  Zj  gibt,  wie  natürlich  ist,  da  die  beiden  Kräfte  Z^,  Z^  längs  derselben 
Geraden  wirken.  Sind  aber  Xj,  X^j  ^i»  ^2>  ^i  "f"  ^2  bekannt,  so 
kann  man  die  Resultante  von  X],  Fj,  sowie  von  X^^  Y^  nach  Grösse 
aud  Richtung  bestimmen  und  indem  man  die  Summe  Z^  -f-  Z2  in  zwei 
beliebige  Theile  Z],  Z^  zerlegt,  R^  als  Resultante  von  X^y  Y^,  Z^  und 
R2  Als  Resnltante  von  X.^,   Fj,  Zj  finden. 

3.  Hat  das  System  blos  eine  feste  Axenrichtung,  d.  h.  kann 
es  um  eine  gewisse  Axe  des  absoluten  Raumes  gedreht  und  längs  dieser 
verschoben  werden,  so  wähle  man  diese  Axe  zur  z-Axe.  Da  die  Axe 
iu  ihrer  Richtung  keinen  Widerstand   leistet,    so   ist  Z,   -{-  Z2  =  0   zu 
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setzen  und  sind  folglich  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  tod  2.  die 
Gleichgewichtsbedingungen : 

£ä  +  X^  +  X^  =  0,      £¥  +   7^  +  r^^  0,     £Z  =  0. 
£  [yZ  —  zY)  —   T^h  =  0,     2*  {zÄ  —  xZ)  +  X^h  =  0, 

Z(xY  —  yX)  =  0. 

4.  Ein  System  berühre  mit  einem  Punkte  eine  feste  Eben«; 
um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  darzustellen,  wählen  wir  den 
Berührungspunkt  zum  Ursprünge  und  die  feste  Ebene  zur  or^-Ebene  des 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  bezeichnen  den  Normal widerstaDd 
der  Ebene,  indem  wir  von  Reibung  absehen,  mit  iV,  dann  hat  man; 

2:Z  =  0,     -TF  =  0,     2Z  +  N  =  0, 
Z(yZ  —  zY)  =  0,     2  {zX  —  arZ)  =  0,     £  {xY  —  yX)  =  0. 

Die  dritte  Gleichung  bestimmt  den  Widerstand,   den   die  Ebene  leisten 
und  damit  auch  den  Druck,  den  sie  aushalten  mnss. 

Berührt  das  System  mit  zwei  Punkten  die  feste  Ebene 
und  wählt  man  die  Verbindungslinie  dieser  Punkte  zur  :r-Axe,  den  einen 
von  ihnen  aber  zum  Coordinatenursprung ,  so  erhält  man,  wenn  h  de^ 
Abstand  beider  Punkte  bezeichnet,  als  Gleichgewichtsbedingungen: 

JSX  =0,     £Y  =  0,     2:Z  +  ^^  +  iVj  =  0, 

X{yZ  —  zY)  =  0,     2{zX—  xZ)  —  iVjÄ  =  0,     Z{xY  —  yX)^0^ 

Die  dritte  und  fünfte  Gleichung  bestimmen  die  Widerstände. 

Berührt  das  System  mit  mehreren  Punkten,  deren  Aniall 
n  sein  möge,  eine  feste  Ebene  in  den  Punkten  (xi^i),  {x^y^f  •...  (x,>. 
und  nennt  man   iV^,  JVj,  iVj,  ...  N^    die  Xormalwiderstände  in  die><'L 
Punkten,  so  erhält  man  als  Gleichgewichtsbedingungen,  indem  man  cv 
Widerstände  unter  die  Kräfte  Z  aufnimmmt: 

-SZ  ==  0,     Zr  =  0,     2:2  +  A,  +  Aj  +  .  .  •  +  A'^  =  0, 
Z{yZ  -  zY)  +  y^N,  +  y^N^  +  .  .  .  +  y,jv,  =  o. 
Z{zX  —  xZ)  —  arjiVj  —  .TjJVj  _-...—  a:«A«  =  0, 
EixY  —  yX)  =  0. 
Da  die  Widerstände   nur  in  dreien  dieser  Gleichungen  vorkommen,  so 
kann  man  sie  nur  in  dem  Falle  bestimmen,  dass  n  »=  3  ist,  d.  h.  du 
System   höchstens  mit  drei  Punkten   die  Ebene  berührt.     Bei  mehr  sl« 
drei  Berührungspunkten  ist  das  Problem  unbestimmt,  aber  auch  bei  cnl 
Punkten  tritt  eine  Unbestimmtheit  ein,  sobald  dieselben  in  gerader  Lii.i'. 
z.  B.  in  der  a;-Axe  liegen.    Vgl.  hierüber  Abel  und  Grelle  in  Crel!^'» 
Journal  Bd.  I,  S.  117. 

§•   9.      Die    drei    letzten    Gleichgewichtsbedingungen    eines    fni' 
Systems,  nämlich 

Z{iyZ  —  zY)  =  0,     S{zX  —  orZ)  —  0,     Z  (xY  —  yX)  =  0 
pflegt  man  gewöhnlich  etwas  anders  auszusprechen,  als  oben  geschehen  i»: 
Die  Grössen   unter  den  Summenzeichen  bedeuten  Momente  von  Kr&itt 
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paaren,  für  welche  die  Coordinatenaxen  die  AxenrichtuDgen  sind.  So 
stellt  z.  B.  xY —  yX  ein  Paar  dar,  dessen  Axe  der  z-Axe  parallel  ist; 
dies  Paar  ist  ans  zweien,  xY  nnd  —  yX  gebildet.  Die  vier  Kräfte 
J,  F,  —  X^  —  Y  dieser  Paare  liefern  aber  das  Paar  (ß,  —  Q\ 
(Fig.  191.),  dessen  Seitenkraft  Q  die  Resultante  von  X  und  F  und 
dessen  Arm  der  Abstand  q  von  Q  und  der  z-Axe  ist.  Wir  haben  früher 
die  Kraft  P  am  Punkte  x^  y^  z   in   drei  p.     ,_, 

rechtwinklige  Componenten   X,    F,  Z  zer- 
legt, statt  dessen  wollen  wir  sie  jetzt  blos 
in  zwei  zerlegt   denken,   von    denen   die 
eioe,  Z,  parallel  der  Z-Axe  läuft,  während 
die  andere  zu  ihr  senkrecht,   also  parallel 
der  jry-Ebene  ist.     Die  letztere  ist  nichts 
anderes,  als  die  Projection  von  P  auf  die 
iy-£bene  oder  die  eben  erwähnte  Kraft  Q, 
Die  Ebene  des  Parallelogramms,  mit  Hülfe 
dessen  diese  Zerlegung  bewirkt  wird,    ist 
parallel   der   z-Axe  und  q  der  Abstand  von   ihr;    daher  ist  q  auch    der 
kürzeste  Abstand  von  P  von  der  z-Axe.     Das   Moment  Qq  des  Kräfte- 
paares (0,  —  ö)  wird   sehr  oft   das  Moment   der  Kraft  P  in  Bezug  auf 
die  Axe   der  z  genannt  und   pflegt  man   das    Moment   einer  Kraft 
in  Bezug   auf  eine  Axe  zu  definiren   als   das   Produkt  aus   der 
Projection    der   Kraft   auf   eine    zur  Axe    senkrechte  Ebene 
tind   dem    kürzesten    Abstände    der    Kraftrichtung    von     der 
Axe.    Demnach  drücken  die  drei  letzten  Gleichgewichtsbedingungen  aus, 
dass  die  Summen    der  Momente   aller  Kräfte  des  Systems  in  Bezug  auf 
die   drei   Coordinatenaxen   verschwinden    müssen,    wenn    Gleichgewicht 
bestehen  soll. 

Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  im  Falle  eines  ebenen  Kräfte- 
Systems  sämmtliche  Formeln  der  vorigen  Paragraphen  eine  wesentliche 
Vereinfachung  erleiden.  Wählt  man  die  Ebene  der  Kräfte  zur  a;^-Ebene 
50  sind  alle  z-Coordinaten  und  alle  2-Componenten  Null  und  daher  werden 
die  Formeln  für  die  Reduction  der  Kräfte  eines  ebenen  Systems: 

R  =  ^  +  B\ 


Ä  =  ZX,     B  =  2Y, 


cos  a 


cos  b 


1^ 
B 


iga  =^ 


B^ 

A 


Ä  B 

//=  Z{xY  —  yXy, 
nnd  die  Gleichgewichtsbcdingungen: 

HX  =  0,     ZY  =  0,     i:{xY  —  yX)  =  0. 
Projicirt  man  das  räumliche  System  und  alle  seine  Kräfte  auf  eine  Coor- 
dinatenebene,  z.  B.  die  ary-Ebene,  so  bestehen  für  aas  projicirte  System, 
wenn  es  im  Gleichgewichte  sein  soll,  die  Gleichungen 

.SIT  —  0,     2:F  =»  0,     Z(xY  —  yX)  =  0. 
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Dieselben  fLndeii  sich  unter  den  Gleichgewicbtsbedingangen  des  näm- 
lichen Systems  und  da  die  a:^-Ebene  eine  beliebige  ist,  so  folgt,  das» 
die  Projection  eines  räumlichen,  im  Oleichgewichte  befind- 
lichen Systems  gleichfalls  im  Gleichgewichte  ist;  sowie  das«, 
wenn  die  Projectionen  eines  solchen  auf  irgend  drei  ver- 
schiedene Ebenen  im  Gleichgewichte  sind,  das  r&umlicbe 
System  selbst  sich  ebenfalls  im  Gleichgewichte  befindet. 

Wenn  ein  System  im  Gleichgewichte  ist,  so  kann  man  eine  belie- 
bige Partbie  desselben  von  den  übrigen  Theilen  abtrennen  und  die  Be- 
dingungen des  Zusammenhanges  derselben  mit  jenen  durch  Kräfte  er- 
setzen; die  abgetrennte  Parthie  ist  alsdann  für  sich  im  Gleichgewichte 
Auf  diese  Weise  kann  man  oft  eine  c'cmplicirte  Aufgabe  über  das  Gloicb- 
gewicht  eines  Systems  in  mehrere  einfachere  Aufgaben  spalten;  zugl  -^ 
erführt  man  dadurch  das  Nöthige  über  die  eingeführten  Zusammenbaop- 
oder  Spannungskräfte.  Dies  Princip  ist  auch  in  allen  Fällen  von  gros»«*u 
Nutzen,  in  welchen  ein  im  Ganzen  veränderliches  System  aus  andinn 
unveränderlichen  Systemen  zusammengesetzt  ist  und  diese  Partialsy ttt m- 
blos  durch  biegsame  Verbindungen,  durch  Gelenke  u.  s.  w.  untereioaD'l^rr 
zusammengefügt  sind. 

§.  10.  Im  Folgenden  wollen  wir  zunächst  eiuc  Reibe  leichter  An»' 
gaben  über  die  Reduction  und  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  eineu. 
unveränderlichen  Systeme  behandeln. 

1.    Ein  homogener   schwerer  Cylinder  (Fig.  192.)  von  der  Llng^  t 
and  dem  Radius  des  Querschnitts  gleich  r  stütst  sich  mit  zwei  Puka 

ten  A,  B  seiner  Baaiskreise  gegen  eine  horii   r 
tale   and    eine    vertikale   Wand,    ao   swar.   dii^ 
die  Verbindungslinie  ^i?  der  Berührangspuck*' 
in    eine    Vertikalebene    aenkrecht     sor    DortL 
schnittslinie  der  Wände  fällt  und  mit  den  Hör. 
£onte  den  Winkel  oi  bildet;   man  aaeht  eine  •? 
unteren  Stützpunkte  ^  angreifende  borisoat»  ■ 
Kraft  X,    welche   das  Ausgleiten  dea  Cyliader» 
hindert,  sowie  die  Pressungen,  welche  die  Wir: 
in  den  Punkten  ^und^erleiden  oder  dieWii  * 
-^  stände,  welche  sie  in  diesen  Poukten  an  Ift»:- 
haben. 
Das  System  ist  zwei  Bedingungen  unterworfen,   nämlich  mit  awei  PblL*^  - 
zwei  feste  Ebenen  zu  berühren;  die  Normalwiderstände  dieser  Ebenen  aeiea  .^.  ^ 
resp.  in  A^  B\  da  der  Cylinder  homogen  ist,  so  liegt  der  Mittelpunkt  ainmtlx^  * 
paralleler  Schwerkräfte  im    Mittelpunkte  ^  des  Cylindera,    in  welchem   vir   * 
Resultante  dieser,  nämlich  das  Qewiclit  G  statt  ihrer  angreifend  denken.    Ea  sii* 
alsdann  zwischen  den  vier  Kräften  G^  iV,  A",  X  Gleichgewicht  beateben;  reJod'' 
wir  also  die  Kräfte  für  irgend  einen  Punkt  des  Raumes,  i.  B.  TQr  A,  ap  nos*  • 
Resultante    und    das    rcsuUirende    Paar  verschwinden.     Verlegt    man    alamtü  : 
Kräfte   in  ihrer  und  in  entgegengesetzter  Richtung  an   den  Punkt  .4,  so  eni 
man  in  horizontaler  Richtung  X  —  Y  und  in  vertikaler  G  —  .V  und  da  die  B«« 
tante  dieser   nur  verschwinden  kann,    wenn  eie    einzeln  veracbwinden,   m  f«* .' 


Fig.  li«. 
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.V  SS  G^  iV'ss  X,  d.  h.  der  Druck  auf  die  horizontale  Wand  ist  gleic^ji  dem  Ge- 
wichte des  Cylindcrs,  der  Druck  auf  die  vertikale  gleich  der  gesuchten  Kraft, 
welche  das  Gleichgewicht  herbeifuhrt.  Femer  ergeben  sich  zwei  Kräftepaare 
[Gy  —  G)  und  (N'y  —  Y)  von  parallelen  Azen,  aber  entgegengesetztem  Sinne  mit 
den  Momenten  X '21  sin  <o  und  —  G'(l  cos  a>  —  r  sin  m)  und  da  das  resnltirende 
Pair  verschwinden  muss,  so  hat  man 

2  IX  sin  m  s»  0(1  cos  m  —  r  sin  o) , 

woraus   folgt:    X  =  A*'  =■  ^  ff  cotg  m  —  i  -7-  ff.  — '  Di«   gesuchte   Kraft  X  wird 

Null,  wenn  die  Dimensionen  des  Cylinders  oder  der  Winkel  a>  so  beschaffen  sind, 

r  2r 

da»  y-  SM  —   BS  cotg  m;   in  diesem  Falle   geht  nämlich  ff  durch  den   Punkt  A 

and  liegt  der  Cylinder  ohne  Druck  an  der  vertikalen  Wand. 

Um  die  vorliegende  Aufgabe  rein  analytisch  zu  lösen,  wählen  wir  die  Ebene 
der  Kräfte  zur  a?^-£bene,  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Durchschnittslinie  der  Wände 
zum  Ursprung;  da  alle  z-Coordinaten  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  und  alle 
/•Componenten  derselben  Null  sind,  so  sind  blos  die  Gleichungen  £X  =■  0, 
£y  =  0,  E{xy  —  yX)  sss  0  zu  bilden,  für  die  wir  folgende  kleine  Tafel  ent- 
werfen : 


Krftfl« 

X 

1  y 

X 

y 

'                xy-^yX 

G 

'  -0 

•-  G 

/  CO*  Ol  -4-  r  sin  nt 

l  sin  ctf  4*  r  eos  to 

—  G{lcos  to  -^  r  sin  w) 

X 

^  X 

ü 

2  /  cos  to 

0 

0 

S      ! 

0 

N 

2i  eosto 

0 

2  /  cos  nt .  y 

S* 

JV 

0 

0 

8/siiicu 

—  tlsina.ir 

Demnach  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen:  —  X  +  A'  =  0,  —  ff  +  ^'  =»  0, 
—  G  {l  eos  CO  -)-  r  sin  to)  -\-  2  IN  cos  co  —  2  IN*  sin  m  s»  0,  woraus  sich  dieselben 
Folgerungen  ergeben,  wie  vorher. 

2.  Der  Cylinder  soll  unter  denselben  Bedingungen  wie  in  der 
vorigen  Aafgaber  nicht  durch  eine  neu  einzufahrende  Kraft  X,  son- 
dern durch  die  Reibung  an  den  Punkten  A  und  B  im  Gleichgewicht 
erhalten  werden  (Fig.  193.):  man  sucht  den  kleinsten  Winkel  cd,  bei 
welchem  das  Gleichgewicht  noch  möglich  ist.  Zu  den  Kräften  ff,  A,  A' 
treten  jetzt  noch  die  Reibungskräfte  bei  A  und  B  hinzu; 
dieselben  wirken  dem  Ausgleiten  der  Berührungspunkte  Pig-.  193. 

.4  und  B  entgegen  und  sind  proportional  den  daselbst  my' 
itatt findenden  «Pressungen  A,  A'.  Bezeichnen  fi,  fi  die 
Ueibungseoefficienten  zwischen  dem  Material  des  Cylin-  ^ 
ders  und  der  horizontalen  und  vertikalen  Wand,  so  sind 
die  Intensitäten  der  beiden  Reibungskräfte  11 N  und  fi'A'; 
die  Reduction  der  Kräfte  für  den  Punkt  A  ergibt  daher 
aholich  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  die  Gleichgewichts- 
hediogungen: 

^JV  —  y  =.  ü,        A  -f  II  N'  —  ff  =  0, 


2  A*/  {sin  <o  -{-  (i  cos  0»)  —  G  {l  cos  a>  —  r  sin  <o)  =-  0. 


ff 


Aas  den  beiden  ersten    folgen  die  Drucke  A  «»  -    -p- 


der  letzten  erhält  man  tg  o 


1  —  Hfl.' 


1  +  .afi" 


y  = 


ftff 


aus 


2  (»  +  (1  +  ^;.') -j^ 
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3.  Eine  homogene,  schwere,  parallelepipedische  Platte  (Fig.  IM.) 
von  der  Länge  2/,  der  Breite  2h  und  der  Dicke  2d  ist  nm  eine  gegen 
den  Horizont  unter  einem  Winkel  n  geneigte,  die  Mitten  der  zwei 
Gegenseiten  von  der  Länge  2<f  einer  parallelogrammatischen  Seiten- 
fläche   yerhindende   Axe    drehbar;    sie   ist    aas    der   Gleichgewichti- 

lage  am  den  Winkel  tp  heraasgedreht  and  if»ll 
durch  eine  zur  Seitenfläche  46/  senkreehte,  io 
der  Mitte  der  Längendimension  im  Abitandef 
angreifende  Kraft  P  im  Gleichgewichte  erbal- 
ten werden.   Wie  gross  istP,  wenn  dasGewicht 
der    Platte    G   beträgt?     (Schräge   Fallthar.)     M^ 
Schwerkräfte  der  Platte  ersetzen  wir  darch  ihre  Ren]- 
tante,    das    am    Schwerpunkte    angreifende    GesAnot- 
gewicht  G  derselben;  der  Schwerpunkt  5  ist  wegen  der 
homogenen  Beschaffenheit  der  Platte  der  geometrische 
Mittelpunkt  derselben.     Die  Widerstände  der  Axe  <len- 
ken  wir  an   den  Euden  der  Axe  wirkend  und  bezeicV 
neu  den  am  hoher  gelegenen  Ende  wirkenden  mit  \. 
den  anderen  mit  iV'.    Wählen  wir  eine  durch  die  5lit:« 
der  Länge  2/  senkrecht  zur  Axe  gelegte  Ebene  zur  a:^- Ebene  und  ihre  Schnitt- 
linie  mit  der  Gleichgewichtslage  der  Platte  zur  a;-Axe,  senkrecht  dazu  die  jr-Axe 
und  die  feste  Axe  zur  z-Axe,  so  erhalten  wir  behufs  der  Reduction  der  Kräfte  f:r 
den  Coordinutenursprung  die  Tabelle: 


Kräfto 


G  I    Geosn 

P  ;  —Psintf 
N  X 

jr        Ä' 


0 
Peos<p 

r 


Gsinn 

0 

z 


bcosif 
ecostp 

0 

0 


hsintp 
esintp 

0 

0 


0 

0 

/ 

—  / 


pz-zr 


«JT  — xZ 


xr-,J 


—  hGsim<psiHn 
0 


I 


bCcos  ip  sim  fi  ■    -^bG  simf  r.  *  ■ 

IX  0 

— /JT  0 


und  mit  Hülfe  derselben  die  Gleichgewichtsbedingungen: 

1.         ö  CO«  «  —  P  «Ji  9  +  X  +  X'  =»  0 

2.  Pcostp  +  y  +  r'«  0 

3.  —  (r  «n  n  +  Z  -j-   ^  =■  0 

4.  --  bG  Hin  fp  sinn  —  l{y  —  V)  ^  0 

5.  bG€OMfp  sinn-^-  1{X  ^  X)  ^  0 

6.  —  bGsin  tp  cos  n  -{•  Pc  «■■  0 . 

Die  sechste  Gleichung  löst  die  Hauptfrage  der  Aufgabe,  indem  sie  P  liefert.  Ma3 
findet  diese  Gleichung  unmittelbar,  indem  man  G  parallel  und  senkrecht  zur  fe^tts 
Axe  zerlegt;  da  G  mit  der  :cy-Ebene  den  Winkel  n  bildet,  so  ist  die  letztere  Ct^e- 
ponente,  welche  der  x-Axe  parallel  läuft,  G  cos  n  und  da  der  Arm  des  G  cot  n  eil* 
sprechenden  Paares  b  sin  tp  ist,  so  erhält  man  für  das  Moment  dieses  Paares,  dr»»^^ 
Axe  parallel  der  z-Axe  ist,  —  bGsintp  ct}s  n;  Pe  ist  das  Moment  des  andfr-*) 
Paares,   welches  diesem   Gleichgewicht  halten  muss.      P  wird  ein  Maximom  !<* 

qp  s  es  wird  Null  für  qp  a-  0  oder  n.     Für  n  «-  —  ist  P  stets  gleich  Nt ' 

bei  jedem  tp  (die  offenstehende  Thüre  mit  vertikaler  Axe).     Je  grösser  «,  d***ti 

kleiner  wird  P,   für  n  =»  0  wird  P  ein  Maximum.    Für  h  •*  0  und  7  « 
das  absolute  Maximum  von  P  ein  (horizontale  Fallth&r]. 

Die  übrigen  Gleichungen  liefern  X,  X':  ^,  V'i  Z  -^  Z'^  nämlich: 


/ 
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Z  -|-  2'  s=a  G  sin  n. 


X  =  \^  {  { —  **"'  V  —  Ij  cos  n  —  —  cos  q>  sin  n  >  , 
X'  =  i^  \  ( —  '*"*  9  *~"  ^  )  CO*  71  +  -T-  CO*  9  »m  n  >  , 
}  =  —  \G  <  —  cos  tp  cos  n —  stn  n>  stn  q) , 

/"=  —  XG  <  —  cos  (p  con  n  -]-  -j-  sin  n>  sin  (p , 

Z  nnd  7t  können  nicht  getrennt  werden,  da  sie  längs  derselben  Geraden  wirken. 
Für  n  =»  \ny    wofür  P  = 

X  +  X'=  0,  r  +  r'=  0,  Z  +  Z'=-  ö,  X  —  X'«  — 


0  ist,    erhält   man   bezüglich    der  Widerstände: 

—  costp,  r—  r=(). 


mithin 


-  X* 


-y^, 


r  =  —  r'  =  0,     Z  +  Z'  =  ff , 


Fi^.  195.  * 


s 


5V  7?/ 

l' 

C\ 

Sllf 

^ 

> 

rs- 

\ 

i     A 

[ 

dft  man  qp  =»  0  setzen  kann.  Bei  einer  vertikalen  Thüre  wird  also  der  obere 
Kloben  herausgedrückt,  der  untere  hineingedrückt.  Ueber  die  z-Componenten  der 
Widerstände  ist liinsichtlich  ihrer  Vertheilung  auf  die  Kloben,  welche  hier  als 
absolut  fest  gelten,  nichts  zu  ermitteln. 

4.  Es  sej  AB  ss  2a  (Fig.  195.)  die  Breite  einer  homogenen,  schwe- 
ren Platte  Yom  Gewichte  ff,  welche  um 
eine  horizontale  Aze  Ä  drehbar  ist;  in 
H  ist  ein  gewichtloser  Faden  befestigt 
Qiid  über  den  Punkt  C,  welcher  in  der 
Hohe  AC^=^h  vertikal  über  A  liegt,  hin- 
weggespannt; am  anderen  Ende  M  der 
Lange  /  des  Fadens  wirkt  das  Gewicht 
O  einer  grossen  Masse,  deren  Schwer- 
punkt M  sich  auf  einer  gewissen  Curve 
C.V  bewegen  kann.  Welches  ist  die  Be- 
schaffenheit der  Curve,  wenn  das  System 
für  jede  Lage  von  M  auf  ihr  im  Gleich- 
gewichte sein  soll? 

Die  Aufgabe  ist  von  einiger  Bedeutung  für 
die  Construction  der  Zugbrücken,  wenn  AB  die 
Brückenbahn,  BCM  die  Zugkette,  deren  Gewicht 
^^r  gegenüber  den  grossen  Gewichten  der  Bahn 
und  der  Masse  Q  nicht  in  Betracht  kommt  und 
die  Kette  über  eine  Rolle  C  läuft,  deren  Dimen- 
sionen ebenfalls  unbedeutend  sind.  Sie  wurde 
dem  Marquis  de  THospital  von  Sauveur  1695 
vorgelegt,  welcher  erstere  eine  Lösung  in  den  Ad.  erudilarum  von  1695  (Februar) 
^-  56  gab.     Job.  Bernoulli  schrieb  gleichfalls  hierüber,  ebendas.  S.  59. 

Denkt  man  sich  den  Faden  zwischen  B  und  C,  sowie  zwischen  C  und  M 
dorchgeschnitten ,  so  sind  an  der  ersteren  Stelle  zwei  gleiche  Kräfte  T  und  an 
der  letzteren  ebenfalls  zwei  gleiche  Kräfte  T'  in  entgegengesetztem  Sinne  längs 
der  Kichtong  des  Fadens  anzubringen,  um  den  Zusammenhang  des  Systems  an 
diesen  Stellen  dorch  Kräfte  auszudrücken.  Dadurch  zerfällt  aber  das  Gesammt- 
sjBtem  in  drei  Partialsjsteme ,  von  denen  jedes  für  sich  im  Gleichgewichte  ist, 
nämlich:  1.  das  System  der  Platte,  welches  um  die  feste  Axe  A  drehbar  ist  nnd 
tn  welchem  das  Gewicht  P  der  Platte  am  Schwerpunkte  S  derselben  angreifend 
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lind  die  Kraft  T  (Spannung  des  Fadens)  wirkt,  2.  das  System  des  festen  Pnsktei 
C  mit  den  Kräften  7*,  T  und  3.  das  System  des  auf  der  gesuchten  Conre  beweg- 
lichen Punktes  M  mit  den  Kräften  T  und  Q. 

Das  erste  dieser  Systeme  ist  im  Gleichgewichte,  sobald  die  beiden  Paar«, 
welche  durch  die  Verlegung  der  Kräfte  an  den  Punkt  A  entstehen,  ein  raüü- 
tir^ndes  Paar  Null  liefern.  Bezeichnet/^  den  Winkel  BAC  und  vt  den  Winkel 
BGA,  so  ist,  wenn  AS  =  b  gesetzt  wird,  —  bP  sin  if>  -|-  Ä  T  «i«  »  =  0,  oder 
weil  in  dem  Dreiecke  ABC,  wenn  der  Badiusvector  CM  der  gesuchten  Cum 
gleich    Q   gesetzt    wird,    BC  ^=»  l  —  ^    ist    und    daher    die    Proportion   beitekt: 

sin  tb  sin  ca  ,    ^ 

=  -TT — ,  SO  hat  man: 

/  —  Q  2  a 

1.   b(l  —  Q)  P  —  2iiA7=»  0. 

Hinsichtlich  des  zweiten  Systems  ergibt  sich  T'  «=  7.  Denn  der  Punkt  (' 
kann  angesehen  werden  als  eine  unendlich  kleine  Rolle  mit  dem  festen  Mittel- 
punkte C  und  wenn  der  Radius  derselben  a  ist,  so  findet  man  durch  BednctioD 
der  Kräfte  auf  C:    Ta  —  T'a  *=  0,  d.  h.  T  =-  t. 

Am  dritten  Systeme  wirken  die  Kräfte  T'=^  T,  Q  und  der  Normalwiderstand 

N  der  Curve.    Da  sie  an  demselben  Punkte  angreifen,  so  bestehen  die  Oleichiui- 

T                 Q                 N 
gen:    ;=r  =»  ;=^  = :-,  .     Wenn  wir   nun  die   gesuchte   Curve  auf  ei« 

sin  QN        sinN  T        sin  TQ  ^ 

Polarcoordinatensystem  beziehen,  dessen  Pol  der  Punkt  C,  dessen  Polaraxe  CA, 
für  welches  also  der  Radiusvector  CM  =»  ^  und  der  Polarwinkel  ACM  ^  %  've>, 

so  hat  man,  indem  man  in  M  noch  die  Tangente  Mt  der  Curve  zieht,  QN  «=  ^  +  (**• 

also  «in  QN  =  cos  Qx  =  — ^-3 -^  wenn  ds  das  Bogenelement  MM'  beseichcfi. 

ds 

Ferner  ist  der  Winkel  iVT,  welcher  die  Normale  der  Curve  mit  dem  KjidiusTect.  r 

bildet,  das  Complement  des  Winkels  zwischen  Radiusvector   und   Tangente  u^ 

da  dessen  Cosinus  -r  ist,  so  hat  man  sin  NT  =  — -.     Endlich  ist  sin  TTO  »a  simh 

ds  ds  ^ 

Daher  geht  die  vorstehende  Proportion  jetzt  über  in 

2.  —f 0 ^L_. 

d  (p  cos  ^)        dQ        ds  sin  ^ 

Indem  wir  jetzt  aus  der  Gleichung  2.  den  Werth  von  T  durch  Q  aasgedruekt  cbt 

nehmen  und  in  die  Gleichung  1.  einsetzen,  erhalten  wir  als  Differenttalgleiehosf 

der  Curve  CM: 

b{l  —  q)  PdQ  —  2ahQd(Qcos^)  —  0, 

deren  Integral  wegen  (/  —  q)  dg  ^^  —  d'\(l  —  9)*  sich  sofort  ergibt,  Blaliek 

Pb(l  —  p)«  +  ^ahQQC0s9^  «  C, 

Soll  die  Curve  durch  den  Punkt  C  gehen,  wie  wir  annehmen  wollen,   so  mo^  9 
für  jedes  ^  verschwinden  können,  d.  h.   es  muss  p  »>  0  unabhängig  von  ^  ri^ 
Wurzel  der  Gleichung  sein.     Dies  führt  zur  Bestimmung  der  Constantea,  indec 
man  C  =>  bPP  setzt,    wodurch  nach  Tilgung   des    Factors  p  die  Gleiohang  d' 
Curve  wird 

p  =  2(^7  -  ^      y     cos^)' 

Diese  Gleichung  führt  zu  einer  einfachen  Construction  der  Curve  durch  Paaklr. 
Trägt  man  nämlich  auf  CA  von  C  aus  die  doppelte  Länge  des  Fade&s  CL  ^  t 

auf,   beschreibt  um  L  mit  dem  Radius  2  p  =  -£-   -^   einen  Kreis  und  coastnur* 
Über  CL  gleichschenklige  Dreiecke   CLF  mit  dem  Basiswinkel    ^etck  4ea 
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Bchiedenen  Werthen  des  Polarwinkels  ^,  so  liefert  die  Projection  K  des  Schnitt- 
punktes H  des  Kreises  mit  der  Seite  LF  auf  OL  die  Länge 

CA'  «  2/  —  2pfo*d  «  p  «=  CM. 
Aas  der  obigen  Oleichnng  1.  ergibt  sich  die  Spannung  T  des  Fadens,  namlicli: 

sie  ist  am  kleinsten,  wenn  q  am  grössten^  für  p  =  /,  wenn  dies  nköglich  ist  vor- 

möge  der  Construction  des  Systems,  wird  sie  Null. 

Der  Widerstand,  den  die  Curye  zvl  leisten  bat,   ergibt  sich    aus  den  Olei- 
cbangen  2.,  nämlich:  j. 


d  {jQ  cos  ^) 
Eä  ist  aber  I  (^  cos  «•)  =  —  ^Isin  ^d»  und  rf««  =  rfp«  +  p'rf^«,  d\  h. 

rf*  =«  2  d^  K^+  p«  —  2plcos^  , 
Qnd  daher  also  der  absolute  Werth  von  iV: 

^'=-  ^r^  J" 'y~^~+^p^  -  2p/eot^. 

§.  11.  Aehnlich  wie  sich  Cap.  IV,  §.  3.  die  Aequivalenz  ebener  Kräfte- 
sjstenie  auf  die  Eigenschaften  des  Momentes  dieses  Systems  zurückführen  liess, 
kann  auch  die  Aequivalenz  räumlicher  Kräftesysteme  auf  die  Betrachtung  einer 
einzigen  Grösse  gegründet  werden,  welche  eine  Verallgemeinerung  des  Momentes 
ebener  Systeme  ist.  Sie  ist  die  Summe  aller  Pyramiden,  welche  eine  beliebige 
Strecke  im  Räume  zur  gemeinschaftlichen  Kante  und  die  einzelnen  Kräfte  des 
Srstems  zu  Gegenkanten  haben.  Ist  MO  irgend  eine  Strecke,  AB  eine  der  Kräfte, 
flo  ist  das  Volumen  der  Pyramide  MO  AB  der  sechste  Theil  des  Parallelepipeds, 
welches  beide  Linien  zu  Gegenkanten  hat  und  wenn  X  den  Neigungswinkel  beider 
bedeutet,  so  ist  MO' AB  sin  X  der  Inhalt  einer  Seitenfläche  des  Parallelepipeds, 
nämlich  des  Parallelogramms,  welches  MO  und  eine  durch  0  gehende,  zu.  A B 
pftrallele  und  ihr  gleiche  Länge  zur  Seite  hat.  Dieser  Inhalt  ist  noch  mit  dem 
kürzesten  Abstände  p  zwischen  MO  und  AB  zn  multipliciren,  um  das  Volumen 
des  Parallelepipeds,  nämlich  MO  *  AB  sin  X-  p  zu  erhalten  (vgl.  S.  71).  Es  stellt 
iber  AB  sin  X  die  Projection  der  Kraft  AB  auf  eine  zvl  MO  senkrechte  Ebene 
and  mithin  AB  sinX-p  das  Moment  dieser  Kraft  bezüglich  der  Aze  OM  (s.  §.  9.) 
dar.  Daher  ist  die  Summe  der  genannten  Pyramiden  der  Summe  der  Momente 
«Her  Kräfte  für  die  Aze  OM  proportional  mit  dem  Proportionalitätsfactor  ^MO. 
Für  das  ebene  System  ist  X  =»  ^n^  also  stellt  für  MO  «>  1  die  Summe  aller 
Parallelepipede  die  Summe  £{AB'p)  aller  Momente  oder  das  Moment  des  ebenen 
Systems  dar.  Dieser  Analogie  wegen  nennen  wir  mit  Möbius  die  Summe  aller 
Parallelepipede  oder  auch,  da  kein  Irrthum  in  den  Betrachtungen  zu  befürchten 
ist,  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  MO  als  gemeinschaftliche  Kante  und  die 
Kräfte  zu  Gegenkanten  haben,  das  Moment  des  räumlichen  Systems  für 
die  Aze  OM.  Uebrigens  tritt  jede  Pyramide  in  MO  AB  in  der  Summe  mit  be- 
stimmten Vorzeichen  auf,  wie  es  das  Moment  der  betreffenden  Kraft  für  die  Aze 
OM  führt.  Dies  Zeichen  bestimmt  sich  durch  den  Sinn  des  Dreiecks  OAB,  wie 
dieser  einem  in  M  befindlichen,  auf  dasselbe  herabsehenden  Punkte  erscheint. 

Wir  beginnen  mit  der  Betrachtung  zweier  Kräftepaare  und  ihres  resultiren- 
den  Paares  für  den  Fall,  dass  die  Ebene  der  drei  Paare  durch  denselben  Punkt  0 
gelegt  sind  und  sie  sich  also  in  derselben  Geraden  OA  schneiden  (Fig.  196.). 
Für  einen  bMiebigen  Punkt  M  in  der  Ebene  des  Parallelogramms  OEGC  ist  die 
Sqmine  der  Momente  der  Kräfte  CO  und  EO  gleich  dem  Momente  ihrer  Resul- 
Unten  00,  d.  h.  /\MCO  +  /\^M£0  e=  l^MGO  und  wenn  man  A  als  gemein- 
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Fig.  196. 


scbaftliche  Spitze  dreier  über  diesen  Dreiecken  stebender  PyramideB  aaiiehl: 
MCOA  4-  MEOA  »>  MGOA,  oder  da  nacb  Grosse  and  Sinn  COA^  OAB, 
EOA^OAD,  GOA^OAF  iai,  MOAB  +  MOAD^MOAF,  welche  Pyranid*-!. 
man  aber  ancb  so  ansehen  ^kann,  dass  M  ihre  gemeinsame  Spitze  ist,  während  ihn 

Grundflächen  die  halben  Momente  der  Paare  {AB^  CO)^  (AD,  EO  . 
f  \AF^  00)  sind.  Da  Paare  sich  in  ihrer  Ebene  yerlegea  last«c, 
so  ist  die  Annahme  des  Punktes  M  in  der  Ebene  OEGC  keine  ht- 
schränkende,  dieser  Punkt  vielmehr  ein  beliebiger  des  Banmes.  Mio 
kann  diese  Betrachtung  sofort  auf  beliebig  viele  Paare  ansdeks'-r, 
deren  Ebenen  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden,  mögen  ihre  Ebes'-t 
ff  sich  übrigens  in  derselben  Geraden  schneiden  oder  nichL  Drücken 
wir  nämlich  eine  Pyramide,  deren  Spitze  M  ist  und  deren  B&«'- 
das  halbe  Moment  m  eines  Paares  ist,  kurz  durch  Mm  ans»  so  b< 
stehen  für  ein  Aggregat  von  Paaren,  denen  m,  m',  »",  wT^ .. 
angehören,  wenn  r  das  halbe  Moment  des  aus  m  und  m',  r"  das  halbe  MoBfct 
des  aus  m  und  r  oder  aus  si,  m',  m'  resultirenden  Paares  u.  s.  f.,  R  dai  <)m 
resultirenden  Paares  aller  ist,  die  Gleichungen: 

Mm  +  Mm*  =«  Mr 
Mr  +  Mm^  Mr 
Mr  -f  Mm'^  Mr", 

durch  deren  Addition  erhalten  wird: 

SMm  ^  MRf 
d.  h.  für  ein  System  von  Kräftepaaren  im  Räume,  deren  Ebenen  sirk 
in  einem  Punkte  schneiden,    ist  die  Summe    der  Pyramiden,  welcL^ 
einen    beliebigen    Punkt    des-Raumes    zur    gemeinsamen    Spitze,   m 
Grundflächen  aber  in  den  Ebenen  der  Paare  Dreiecke  haben,  weUbr 
die  halben  Momente  der  Kräftepaare  nach  Grösse  und  Sinn  darstel- 
len,  gleich  der  Pyramide  mit  derselben  Spitze  M  und  einer  Gras^ 
fläche  in  d«r  Ebene  des  resultirenden  Paares  gleich  dem  halben  U- 
mente  desselben. 

Nehmen  wir  jetzt  für  ein  beliebiges  räumliches  Kräftesystem  einen  beliebi^t 
Pankt  0  als  Reductionspunkt  an  und  construiren  säromtlicbe  aus  der  RedarUtr. 
entspringende  Kräftepaare,  so  bilden  diese  ein  System  von  Paaren,  deren  Ebrn<« 
sich  in  einem  Punkte  schneiden  und  wenn  wir  also  noch  einen  beliebigen  Peak: 
M  annehmen,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze  die  Summe  der  Pyramiden,  ve!  >' 
M  zur  gemeinschaftlichen  Spitz»  und  die  Dreiecke  mit  0  als  gemeiaachaftlici*' 
Spitze  und  die  Kräfte  des  Systems  als  Gegenseiten,  zu  Grundflächen  besiUft, 
gleich  der  Pyramide  mit  derselben  Spitze  und  einer  Grundfläche  in  der  Bbeac  «>* 
resultirenden  Paares  gleich  dem  halben  Momente  dieses  Paares.  Die  PyraaiiJrt. 
welche  diese  Summe  bilden,  haben  MO  zur  gemeinschaftlichen  Kante  nnl  «-' 
Kräfte  des  Systems  sind  die  Gegenkanten  dieser. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  ist  nun  das  Moment  des  resoItarF»^« ' 
Paares  Null,  also  auch  die  ihm  entsprechende  Pyramide;  ist  das  System  aaf  ***> 
Einzelresultante  reducirbar,  so  tritt  Gleichgewicht  ein,  wenn  dieselbe  In  «mr 
kehrtem  Sinne  den  Kräften  des  Systems  zugefügt  wird;  in  diesem  Falle  ist  &>•' 
mit  Rücksicht  auf  den  Sinn,  in  welchem  die  Pyramiden  genommen  werde«,  i" 
Pyramidensumme  gleich  der  Pyramide  der  Resultanten.  Ist  das  System  öberitK. : 
einem  anderen  Systeme  äquivalent,  so  ist  die  Pyramidensumme  desselben  ßrj«:' 
beliebige  Axe  MO  gleich  der  Pyramidensumme  dieses. 

Für  eine   einzelne  Kraft  verschwindet   die  Pyramide,    sobald   MO  mit  ^-' 
Kraft  in  eine  Ebene  fällt;  für  zwei  sich  kreuaende  Kräfte  kann  daher  die  1*7^* 
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midensumme  für  keine  Axe  MO  des  Raumes  verschwinden.  Für  drei  nicht  in 
einer  Ebene  liegende  Kräfte  gibt  es  eine  Schaar  von  Axen,  welche  alle  drei 
schneiden  (sie  liegen  in  einem  einfachen  Hyperboloid);  für  sie  allein  ist  die  Pyra- 
midensamine  Null.  Drei  solche  Kräfte  können  sich  daher  nie  Gleichgewicht  hal- 
ten,  weil  für  den  Fall  des  Qleichgewichtes  die  Pyramidensumme  verschwinden 
mösBte  und  zwei  sich  kreuzende  Kräfte  können,  wie  hieraus  folgt,  nie  einer  ein- 
zelnen Kraft  äquivalent  sein. 

Der  Inhalt  dieser  Untersuchung  kann  in  folgende  Satze  zusammengefasst 
werden : 

Die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  beliebige  Axe  des  Rau- 
mes als  gemeinschaftliche  Kante  und  die  Kräfte  eines  Systems  zu 
Oegenkanten  haben,  oder  das  Moment  des  Systems  ist  im  Falle  des 
Gleichgewichtes  Null  für  jede  Axe  des  Raumes;  ist  das  System  nicht 
im  Gleichgewichte,  sondern  einem  Paare  oder  einer  Resultanten  in 
Verbindung  mit  einem  Paare,  also  überhaupt  zwei  Kräften,  oder  ist 
dasselbe  ainer  einzelnen  Kraft  äquivalent,  so  ist  diese  Summe  gleich 
der  diesen  Kräften  entsprechenden  Summe. 

Ist  die  Pyramidensumme  oder  das  Moment  eines  Kräftesystems 
für  jede  Axe  Null,  so  ist  das  System  im  Gleichgewichte  und  sind  die 
3/omente  zweier  Systeme  für  jede  Axe  gleich,  so  sind  die  System» 
äquivalent. 

Hiermit  kann  z.  B.  der  §.  2.  erwähnte  Satz  von  Chasles  sehr  einfach  er- 
wiesen werden.  Sind  nämlich  PQ^  RS;  P'Q\  ifS'  die  beiden  Kräfte,  von  denen 
jedes  Paar  dem  System  äquivalent  ist,  so  ist 

MOPQ  +  MORS  =  MOP^Q'+  MOKS^ 

00(1  wenn  man  die  Axe  MO^  welche  willkürlich  gewählt  werden  kann,  der  Reihe 
nach  mit  PQ^  RS,  f^Q\  R^S^  zusammenfallen  lässt,  wobei  aus  der  Gleichung  je 
eüie  Pyramide  herausfällt,   weil  ihr  Volumen  sich  auf  Null  reducirt,  so  kommt: 

PQRS  —  PQP^Q'+  PQPt^,      RSPQ  =  RSP'ff  +  RSR:S', 
P^(/P  Q  +  P^(/R  S  =  P^QfRfS^,      R'S^P  Q  +  R!S^R  S  =-  R^S'P'ff. 

Man  braucht  diese  vier  Gleichungen  blos  zu  summiren ,  um  PQ RS  =^  P^Q'R^S^ 
tu  finden. 

Um  den  analytischen  Ausdruck  für  das  Moment  eines  Systems  zu  bilden, 
bedürfen  wir  des  Inhaltes  einer  Pyramide,  durch  die  Coordinaten  ihrer  Eckpunkte 
iargestellt.  Derselbe  ist,  wenn  die  Coordinaten  der  Ecken  a;|,  ^i,  Z|;  Xf,  ^t,  z^; 
'i*  yjf  2|;  X4,  y^,  Z4  sind: 

xi    yi    Z|     1 

a?i    yt    «f    1 
a?s    Vs    z«    1 

Man  kann  zu  dieser  Formel  durch  rein  geometrische  Betrachtungen  fol- 
^endermasaen  gelangen.  Das  Volumen  einer  Pyramide  ändert  sich  nicht,  wenn 
t>ei  Festhaltang  einer  Kante  die  Gegenkante  in  ihrer  Richtung  beliebig  verschoben 
«rird.  Nun  seien  AB,  AC,  AD  die  Seiten  und  Diagonale  eines  Parallelogramms, 
VA*  aber  irgend  eine  Strecke  im  Ranme,  so  ist  MNAB  -f-  MNAC  =  MNAD. 
l>enn  wenn  man  MS  in  seiner  Richtung  verschiebt,  bis  N  in  die  Ebene  des  Pa- 
rallelogramms nach  iV|  gelangt,  so  ist  dann  N^AB  -f-  N^AC  «>  N^AD  und  folg- 
'icb,  wenn  Mi  die  veränderte  Lage  von  M  bedeutet, 

M^N^AB  -f  M^NiAC  =  MiN^AD, 
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woraus  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  auch  MNAB-^-MNAC^MSAD 
folgt.    Man  dehnt  diesen  Satz  sofort  auf  das  Parallelepiped  ans,  dessen  Ktoteo 
und  Diagonale  AB,  AC,  Aß  und  AF  sind.    Denn  für  das  Parallelogramm  i^fA' 
hat  man  ebenso  MNAD  -\-MNAEs=jMNAF  und  wenn  man  diese  Gleichaog  mit 
der   vorigen   verbindet,    so    kommt   MNAB  -f  MNAC  -f  AiyAE  »  MSAF, 
d.  h.   die   Summe    der  Pyramiden,    welche    eine  Strecke  MX  mit  dfo 
Eckkanten  eines  Parallelepipeds  als  Oegeiikanten  bildet,  ist  gU'icii 
der  Pyramide,   welche    sie  mit  dessen  Diagonale    bildet.     Von  die&eo 
Satze   machen  wir  jetzt  Gebrauch,  um   das  Volumen   einer  Pyramide  zu  finden, 
deren  Gegenkanten  M N  und  AB  heissen  mögen.     Durch  M  legen  wir  drei  recht- 
winklige Axen  und  construiren  das  Parallelepiped,  dessen  Diagonale  MS  ist  an: 
dessen  Eckkanten  die  Projectionen  MNi,  MN^^  M S\  vqu  ÜfiV  auf  diese  Axrc 
Bind.     Dann  ist  MNAB  =^  AIN^AB  +  MN^AB  +  MN^AB.     Nun  con»trair.c 
wir  ein  zweites  Parallelepiped  in  A  von  denselben  Azenrichtungen ,  dessen  DU 
gonale   AB  und  dessen  Eckkanten  ABi,  AB^^  AB^  den  Projectionen  von  AB 
auf  die  Axen  gleich  sind.    Dann  Ut  MN^AB  ^  MN^  ABi  +  MN^  AB^  +  M  .V,  AL 
oder  da  MN^AB^  =  0  ist,  weil  die  Gegenkanten  AfiV,,  AB^  dieser  Pyramide  ii 
einer  Ebene  liegen,  MNiAB  =  MN^AB^  4-  MN^AB^,    Ebenso  ist 

MN^AB  =  MN^ABx  +  MN^AB^ 
""^  MN^AB  «  MN^AB^  +  MN^AB^. 

Führt  man  die   so  gewonnenen  Ausdrücke  für  MNiAB^  MS^AB  und  M^-^^' 
in  die  Gleichung  für  MNAB  ein,  so  ergibt  sich  zunächst 

MNAB=-  MNiABt  +  MN^AB^^  +  MN^AB^  +  MN^AB,,  +  MN^AB^  +  MS.At-, 

MNAB=^[MNtABi  +  MN^AB^)  +  (MN^AB^+ MN^AB^)  +  {MN^AB^-^  M\ABy. 

Die  beiden  Pyramiden  in  je  einer  Klammer  bleiben  ihrem  Volumen  nach  os?«- 
ändert,  wenn  man  AB^^  ABfj  AB^  in  ihren  Richtungen  bis  snm  DorchKbLit; 
mit  den  Seitenebenen  des  Parallelepipeds  MN  verschiebt.  Sie  haben  entgefce- 
gesetzten  Sinn  und  wenn  in  Bezug  auf  M  als  Coordinatenursprung  die  Punkt» 
N,  Af  B  die  Coordinaten  J,,  ij,,  f,;  J,,  rjf,  ifi  {3,  ijj,  fi  besitaen,  ao  erhilt  t. : 

MN^AB,  +  MN.AB,  =  J  (i?,t,  -  i2,t,)  (fi,  -  {,) 

MN.AB^  +  MN^AB,  =  4(?,£,  --.  f,  J,)  (17,  -  17,)- 

MN.AB,  +  ^A^.^Ä,  «  4(J,i7,  -  S,ij,)  (t,  -  t,). 


mithin 

MNAB  =  i 


£1     ^1     (1    i 

U  Vt  tt  ^ 

b8      ^S       ^S 

und  wenn  in  Bezug  auf  ein  anderes,  dem  bisherigen  paralleles  Coordinaten») ^t  . 
;)/,  N,  Aj  B  die  Coordinaten  xi,  y,,  z, ;  ar,,  y,,  2,;  ar,,  i/,,  2,;  5:4,  .V4,  I4  ti: 
so  wird 


Ji  =  a^t  -"  ^1» 

m  =  yt      yi » 

ti  -  t,  - 

m; 

£2  =  a-j  —  ar,, 

1?«  =  ys  —  yi» 

t,  ==  ^,  - 

=1; 

£1  —  3:4  —  Xif 
und  folglich 

a?t  —  ^1 
ilf^^/?  =  J      xj  —  a;, 

»73  =  y4  —  yi » 

yj      yi  -t  -    21 
ys  ~  yi  3:,  -  X, 

* 
•1 

yt 

ys 

M    1 
^t   1 

a?4  —  xi 

y4  —  yi  ^4  —  «1 

*3 

ys 

•s     » 

J^4 

yi 

24       l 

Nun  seien  die  Coordinaten  von  M  gleich  «i,  yi,  2|;  die  von  O  aber  a-  —  • 
yi  +  Pt  =1  +  y»  sodass  Uy  ß,  Y  die  Projectionen  der  Strecke  MO  «of  dt#  ti  ' 
bedeuten;  ferner  seien  a*,  y,  2  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  der  Kra     ' 
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and  also,  wenn  X,,  V^  Z  ihre  Gomponenten  sind:  a?-{-X,  y  -^  y,  z  -{-  Z  die 
Coordinaten  des  Endpunktes  der  Strecke,  welche  P  darstellt.  Mit  Hülfe  der  eben 
entwickelten  Formel  ist  dann  das  Moment  der  Kraft  P  in  Bezug  auf  die  Axq  Om 


Xi              yt  ^i      ^ 

«1  +  «  yi  +  ß    h  +  Y    1 

X               y  z  1 

X  +  X  y  +  y    z  +  Z    1 


Xi 

a 

X 

X 


Vi 
ß 

y 

Y 


2i 

y 

z 
Z 


1 

0 

1 

0 


ry 

=  a  I  I 


z 

y  z 


y  z 


)+'Gi:-ir^i)+'( 


X   y 

X  y 


^1  ^il/ 


Daher  erhalten  wir,  wenn  wir  wie  früher  abkürzend  setzen: 

SX=^A,     zy^B,    zz  ^  c 

Z{yZ  —  zy)  =  L,     Z{zX  —  xZ)  =  M,      ZixF  —  yX)  =  iV 

für  die  sechsfache  Summe  der  Pjvamiden  oder  das  Moment  ff  des  Systems  in 
Bezng  auf  MO  als  Axe: 

H^a[L--  {y,C  -  z,Ä)]  +  ß[M --  (z,A  -  x,C)]  +  y  [iV  -  (a:,5  -  y,A}]  . 

Ans  dieser  Gleichung  erhält  man  alle  Einzelheiten  des  §.  5.*  wieder.  Im  Falle 
dei  Gleichgewichtes  muss  ff  für  alle  Azen,  d.  h.  für  alle  Werthe  a,  /?,  y;  x^  y^,  Zj 
rerachwinden.     Dies  liefert  die  sechs  früheren  Bedingungen: 

and  da,  wenn  sie  erfüllt  sind,  auch  jedenfalls  ff  für  jede  Axe  Null  ist,  so  ergibt 
sich,  dass  sie  nicht  nur  die  nothwendigen,  sondern  auch  die  hinreichenden  Bedin- 
gungen des  Gleichgewichtes  sind.  Ist  das  System  nicht  im  Gleichgewichte,  so  ist 
ei  äquivalent  zweien  Kräften  und  wenn  Xj,  J^i,  Z^;  X^,  i^g*  ^t  deren  Compo- 
neoten,  Xg,  ^i,  Z|;  x^,  y^,  z,  die  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  sind,  so  ist 
diese  Aeqnivalenz  ausgedrückt  durch  die  sechs  Gleichungen  zwischen  den  eben 
genannten  swÖlf  Grössen: 

^  -  X,  +  X„  Z,  =.  (y,Z,  -  i,r,)  +  (y.Z,  -  z,r,) 
Ä  -  y,  +  r„  M  =.  (z,X,  -  x.Z.)  +  (z,X,  -  XfZ,) 
C  ^   Z,+   Z„     N  =-  (x,r,  -  y,X,)  +  (a:,r,  -  y.X,). 

£s  bleiben  also  sechs  dieser  Grössen  unbestimmt  und  können  dieselben  im  All- 
gemeinen willkürlich  angenommen  werden.  Diese  Willkürlicbkeit  ist  aber  insofern 
beschränkt y  als  die  sechs  Gomponenten  durch  die  drei  ersten  Gleichungen  auf 
eine  bestimmte,  auf  die  willkürliche  Annehmbarkeit  influirende  Art  untereinander 
verknüpft  siud  und  ebenso  zwischen  den  sechs  Coordinaten  die  folgende  Relation 
^e!}tebt.  Man  combinirt  nämlich  die  drei  letzten  Gleichungen  leicht  so,  dass 
man  hat 


i^t  +  ^yt  +  ^^1  = 

l^t  +  J^Vt  +  Nz^^- 
woraus  durch  Sabtraction  folgt: 
^  ''t  -'t)  +  Ai  (yt  -yi)  +  N  (:,  -  z,)  + 


yi  y% 

z,     z. 

,+ 

yt  yt 

Xt  + 

-1  *J 

Xi  x, 

z,  z, 

x^  x^ 


yt  yt 


^t  + 


Vx^ 


r,   z, 


a?!  x-i 

yt  y» 

Xj  x^ 

y\  yt 


^n 


-I       -r  «P|     X9   1 

.4  +  ,  ^+  |C  =  0. 

'  ^i  ^i ,         yi  yt  I 

Nimmt  man  nan  or,,  ^|,  Z|  willkürlich  an,  so  ist  dies  die  Gleichung  einer  Ebene 
io  x^y  y^^  Zj  ^^^  ^^  ^^^  ^^c  Kraft  (X|,  i';,  Z^  blos  in  ihrer  Richtung  verlegen 
l^ann,  also  blos  Punkte  ihrer  Richtung  Angriffspunkte  derselben  sein  können,  so 
fallt  sie  selbst  in  diese  Ebene.     Dieselbe  geht  durch  den  Punkt  X],  Vi»  ^i      U™' 
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gekehrt,  nimmt  man  die  Kraft  {X^  y^^  Z^)  in  irgend  einer  Ebene  ^  -|-  -^  -f-  - ' » l 
an,   80  liefert  die  Yergleichang  der  Gleichang  dieser  Ebelie  mit  der  vontehendeo 

^1  +  ^yi  +  ^Vi,  ^  a^{L  +  Bzi  —  Cy.) 
Lxi  +  Afy,  +  iVz,  s=  6,  {M  -f  Ca?,  —  ^rfz,) 
^t  +  '%!  +  ^^1  =  c,  (^  +  ^y,  —  ^xO , 
wodurck  die  Coordinaten  o^j,  yi,  Z]  der  anderen  Kraft  bestimmt  sind.    Das  Sjsten 
der  Paare  von  je  zwei  Kräften,  welche  eiäem  gegebenen  Kräftesysteme  iqniTdeiit 
sind,   ist  also  der  Art,   dass  dem  Angriffspankt  der  einen  eine  Ebene  entapricht, 
in  welcher  die  andere  Hegt  und  allen  Ebenen,  welche  durch  die  eine  geben,  Pvskte 
in  der  Richtung  der  anderen.    Es  werden  dadurch  also  zwei  reciproke  riUim\kikt 
Systeme  begründet,   deren  eonjugirte  Geraden  die  zusammengehörigen  Knftricb* 
tungen  sind.    Möbius  hat  diesen  Gegenstand  ausführlicher  behandelt  (Tgl.  dessei 
Lehrbuch  der  Statik  I.  Tbl.,  Cap.  VI,  sowie  Crelle*s  Journal  Bd.  X,  p.  317  f . 
Daselbst  ist  auch  diQ  Theorie  der  Momente  weiter  ausgeführt  und  sind  eine  Men^t 
der  interessantesten  und  für  die  Ausbildung  der  Statik  höchst  wichtigen  Methodra 
behufs  der  Auffindung    des  Momentes  eines  Kräftesjstems   mit  Hülfe  gegebtiier 
Bedingungen  entwickelt. 


VI.  Capitd. 

Mittelpunkt  der  Kräfte,  Qleiohgewichtsaxen  und  Sicherheit  des  Oleich- 

gewichtes  am  unverändeirliohen  System« 

§.  1.  Wenn  das  Punktsystem,  auf  welches  ein  gegebenes  Kräfte* 
System  einwirkt,  eine  Aenderang  seiner  Lage  erleidet,  dabei  aber  die 
Kräfte  ihre  Intensität  und  Richtung  beibehalten  und  an  denselben  Punk- 
ten des  Systems  angreifen,  so  entsteht  die  Frage,  welche  Aenderuar 
in  der  Wirkung  der  Kräfte  dadurch  eintritt.  Eine  Translation  bewirk: 
offenbar  keine  Aenderung  und  bleibt  also  blos  der  Einfluss  der  Rotati<>c 
zu  prüfen;  dies  ist  aber  auch  nur  ftir  Axen  nöthig,  die  sich  in  eiorc 
Punkte  scbneiden,  da  jede  Eotation  um  eine  andere  Aze  in  eine  Tr&ai- 
lation  und  eine  Kotation  um  eine  durcb  jenen  Punkt  gehende  Axe  zer- 
fällt. Dabei  ist  es  aber  offenbar  auch  einerlei,  ob  man  das  System  cn 
eine  Axe  dreht  oder  die  Kräfte  im  umgekehrten  Sinne  um  Axen,  >ii< 
dieser  parallel  sind  und  durch  die  Angriffspunkte  derselben  gehen  wii 
zyi&r  um  denselben  Winkel  rotiren  lässt;  in  beiden  Fällen  ist  nämlici 
die  Aenderung  der  relativen  Lage  des  Systems  und  der  Kräfte,  auf  c* 
es  hier  allein  ankommt,  dieselbe. 

Wenn  das  Kräftesystem  nun  ursprünglich  einer  EinselresttltsDt^r 
äquivalent  war,  wenn  dies  nach  einer  beliebigen  Drehung  des  Sy»tex> 
ebenfalls  immer  der  Fall  bleibt  und  dabei  die  Resultante  stets  dar:^ 
einen  bestimmten  Punkt  des  Systems  hindurchgeht,  so  heisst  ein  solcb«: 
Punkt  Mittelpunkt  der  Kräfte.  Wenn  überhaupt  ein  solcher  exiitir 
so  kann  es   nur  einen   einzigen  geben.     Denn  im  Falle,  das»  noch  fia 
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zweiter  möglicli  wäre,  müsste  die  Resultante  für  jede  Drehung  der  Kräfte 

durch  beide  hindurchgehen,  also  dieselbe  feste  Lage  behaupten,  was  nicht 

möglich  ist.     Bringt  man   im  Mittelpunkte   der  Kräfte  eine   der.Kesul- 

tanten  gleiche  und  entgegengesetzte  Kraft  an,   so   tritt  für  jede  Lage 

des  Systems  Gleichgewicht  ein/ 

§.  2,    Wir  wollen   zunächst  den  Mittelpunkt  der  Parallelkräfte 

untersuchen.      Das   System   zweier  Parallelkräfte   P,    Q  von   demselben 

oder  entgegengesetztem  Sinne,   hat  einen  Mittelpunkt,   sobald   nur  ihre 

Hesaltante  P  -\-  Q  nicht  Null  ist,  sie  also  kein  Paar  bilden.     Denn  die 

Resultante   theiit   die  Verbindungslinie   ihrer  Angriffspunkte  A^  B  nach 

Cap.  IV,  §.  5.  im  umgekehrten  Verhältnisse  d^r  Kräfte,  also  unabhängig 

von  ihrer  Richtung  und   geht  also  fSr  jede  Drehung  derselben,   wobei 

sie  parallel  bleiben,  durch  denselben  Theilpunkt  H  von  AB.     Die  Lage 

dieses  Punktes    ist    durch    die   Gleichung  A  H :  HB  =  Q  :  P  bestimmt, 

wobei  die  Stellung  der  Buchstaben   den  Sinn  der  Linien  ausdrückt  und 

Pnnä  0  ihrem  Sinne  nach  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  werden.  — 

Bei  drei  Parallelkräften  P,  Q^  /?,  an  den  Punkten  Ay  B^  C  angreifend, 

sei  B  der  Kräftemittelpunkt  für  P  und  jß;    dann  ist  der  Punkt  /  auf 

HC,  welcher  ffC  in   dem  Verhältnisse  HJiJC  =  R\{P+  Q)  theiit, 

der  Mittelpunkt  für  P,  0,  R*     Um  ihn   zu  finden,   kann   man'  auch  AC 

zaerst  im  Verhältniss  R  :  P  theilen   u.  s.  w.     Beide  Constructionen  und 

die  analoge   dritte  führen   zu  demselben   Punkte,   da  nur   ein   einziger 

existirt.    Der  Mittelpunkt  / der  drei  Kräfte  liegt  in  der  Ebene  ABC  der 

drei  Angriffspunkte  so,  dass  die  Dreiecke  JAB^  JBC,  JCAy  welche  er 

mit  denselben   paarweise  bildet,    den  Kräften  proportional  sind,  welche 

darch  den  jedesmal  übrig  bleibenden  dritten  Punkt  gehen.    Es  ist  nämlich 

PiQ  =  HBiAn=  HBC  :  AHC  =  HBJ  :  AHJ 

=  {HBC  —  HBJ)  :  {AHC  —  AHJ)  =±=  JBC  :  JCA 

nnd  ebenso  (ß  :  Ä  =  JCA  :  JAB^   d.  h.: 

i>:0:Ä;(/>+l?  +  Ä)  =  JBC  :  JCA  :  JAB :  ABC. 

Indem  man   bei  vier  Kräften  P,  0,  /?,  5  mit  den  Angriffspunkten 

A,  B,  C,  D   in   ähnlicher  Weise  verfährt,    ergibt  sich,   dass  der  Mittel- 

pankt  K  der  Kräfte  so  liegt,   dass   die  Pyramiden,   welche  er  mit   den 

Dreiecken   ABC,   BCD,    CDA^   LAB  bildet,    den    durch   die  jedesmal 

iibrig  bleibenden   vierten   Punkte    gehenden   Kräften   proportional  sind. 

Dämlich  dass 

P:0''R:S:  (i>+0-f-Ä  +  S)  =  KBCDiKCDAiKDABiKABCiABCD 

vird.  —  Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  gelangt  man  zu  dem  Satze, 

dass  jedes  System  von  Parallelkräften,  deren  Summe  nicht 

verschwindet,    einen  Kräftemittelpunkt  besitzt.     Die   Coor- 

dinaten    X|,   yi ,   z^   desselben   wurden    bereits    Cap.  VI,   §.    7. 

,      ,  ,.    ,  SPx  ZPy  ZPz 

gefunden,  nämlich  x^  =    ^-,    y,  =  ~£p  ^    ^i  =    £p  ' 

Se)i«1l,  TiMori«  d.  Bew.  n.  d.  Kraft«.  37 
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Ist  -£1*^  Rambin»  des  Syatemii  der  PanJlelkiifte,  d.  ¥.  äre  Souae 

XoII.  »»  x«rjf^  naa  diw  System  in  xwei  Sjateme,  was  mmf  «mettdlicl) 

Ti4»Ie  ArtiHL  oxoc^iv-a  kc    Lst  R  die  Besnhante  des  ewea  Partukntnu, 

so  c»t  —  .^  «£5»  i>»  nii%itfcen.    Jedes  tob   ihnen  hat  onen  Kimfimittfl* 

paukt:   :Ur  Ä  «l  er  Jf.  Ar  —  i?  sei  er  i^.     Das  Paar  (Ä,  —  Ä  ,  wel- 

eli4*in  ixi  G«$;iaL3i:»:»tfm  sqniTsIent  ist,  ändert  mit  der  Lage  des  Sjstea« 

sein  Momens.  £=.  i^ox  sein  Arm^  die  Protection  der  Strecke  MN  a«f  tat 

ZOT  Ri^hnLä^  a«r  KnLfte  senkreeiite  Ebene,  sieh  ändert.    Fnr  swei  L*prn 

Terach windet  die«  Paar,  namfick  sobald  MN  panllel  den  Kräften  wira: 

dann   trict   Glei^It^vicat   etn.     Fallen  M  and  N  zusammen,   so  beitelit 

tur  alle  Lapna  Gl!»sch^wwht. 

§.  X      Ein    e^^nett    KrSflesjstem,    welches    einer    Einzelresaltiou 

ä«)TiiTaIent  ist.  b«»£tit  ^eickfaOs  einen  EJriftemittelpnnkt.    Sind  sank^ 

P  und  0  awei  in  einer  Eb^ne  an  den  Punkten  J^  B  angreifende  Kiift- 

nnd  ist  R  ihns  Res^kance  ^ig.  197.)*  "^  fB^^^  letztere  durch  den  Dmt^ 

schnitt  €  Toa  P  «nd    «>.     Drekt   mkn   nun   P  Jind-Q  nm   ihre  Angtif» 

Tjc.  i«7.  pnnkte  so,   dass  sie  ihre  relaÜTe  Lage  nicht  ia 

— f*  dem«  sodass  also  der  Winkel  ACB  constant  bleibe 

^  so    b«we^   sich    C   auf   einem    durch    Ä  und  ' 

g^eaden    Kreise    und    da    die   Intensititen  der 

Kräfte  «nrerandert    bleiben,    so    folgt    aas  dec 

'^: ^       -    Saue   vom  Parallelogramm  der   Kräfte,    dsss  i 

^    --        *         mit   P  und   (^  constante  Winkel   bildet  und  «n» 
^  a 

^         auch   immer  die  Kräfte   gedreht   werden  m<>gf&. 

den  Bc^cen  ^^  in  demselben  Verhältnisse  tkeilt. 

M  d.   h.   stets  durch   ein    und   denselben   Punkt  ^' 

jenes   Kreises   hindorch^ht.      H  ist  daher  der  Mittelpunkt    der  Kiä*'t« 

r,  (),  entsprechend   einer   Drehung  derselben    um  ihre   Angriffspunkt 

oder«   was  auf  dasselbe  hinauskommt,  einer  entgegengesetzten  Drehn«: 

des   Systems,      Die  Winkel   d«s   Dreiecks   ABB,   nämlich    HAB,  Bl- 

wnd  AN  F  sind  gleich  ffCB^  BCA  und  »  —  ACB,    woraus   mit  Un.' 

des  ISirallelogramms  der  Krätte  gemäss   Cap.  III,  §.  8.  folgt: 

P:  0:  H  m^  stn  HABi  sin  BBA  i  sm  AC  B  «=  HB  i  HA  :  AB, 
d,  h.  der  Mittelpunkt  zweier  Kräfte  in  der  Ebene  bildet  m;** 
den  Augrittsputtkten  dieser  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  dft 
durch  di^  t^eireuecken  gehenden  Kräften  proportional  »in^ 
»ei^lou  die  KiAt^e  P  und  !>  gleich,  so  fällt  H  in  die  Mitte  des  ets^' 
der  beiden  llt>^u  .IK;  werden  sie  parallel,  so  geht  der  Kreis  in  u»* 
t^  er  Ade  iK  iiber«  in  melohe  B  hineinfSült;  sind  sie  parallel  and  ^c^ 
M>  t^Ut  H  \\\  die  Mitte  der  Stredte  AB  oder  in  den  unendlich  fen^« 
ISiukt  die^ier  t^ei^dou,  je  nachdem  sie  gleichen  oder  entgegengeseui« ' 
Sinnes  Mi\d» 

Im    t\ir   diei  Ki.^Ae  l\  t»,   R   in    einer  Ebene   den   Mittelpunkt  xi 
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tiiiden,  bestimme  man  den  Mittelpunkt  H  für  P  und  Q  und  suche  zu 
ihrer  in  H  angreifenden  Resultanten  und  R  den  Mittelpunkt  J;  er  ist 
der  Mittelpunkt  der  drei  Kräfte.  Da  das  System  nur  einen  Mittelpunkt 
besitzen  kann,  so  ist  die  Ordnung,  in  welcher  man  hierbei  die  Kräfte 
wählt,  willkürlich.  Aehnliches  gilt  für  vier  und  mehr  Kräfte  und  man 
gelangt  auf  diesem  Wege  zu  dem  Satze,  da ss  jedes  ebene  Kräfte- 
System,  welches  einer  Einzelresultanten  äquivalent  ist, 
einen  Kräftemittelpunkt  besitzt. 

Um  den  Mittelpunkt  der  Kräfte  des  ebenen  Systems  analytisch  zu 
bestimmen,  wollen  wir  zunächst  den  Fall  betrachten,  dass  das  Kräfte- 
System  sieb  vor  der  Drehung  im  Gleichgewichte  befinde  und  die  Be- 
dingung aufstellen,  dass  das  Gleichgewicht  auch  nach  der  Drehung  fort- 
dauere. Von  Translationen  des  Systems  kann  nach  §.  1.  abgesehen 
werden,  auch  ist  die  Axe  der  Drehung  gleichgültig,  wenn  sie  nur  zur 
Ebene  des  Systems  senkrecht  ist.  In  Bezug  auf- ein  Ooordinatensystem 
der  X,  y  in  der  Ebene  der  Kräfte  sind  nun 

A  =  £X  ^  0,     B  =  ÜT  =  0,     N  =  2{xT  —  yZ)  ^  0 

die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes.  Wird  das  Punktsystem  und  mit 
ibm  das  Coordinatensystem  um  eine  durch  den  Ursprung  gehende  Axe 
um  den  Winkel  a  gedreht,  so  hat  man  Hir  die  geänderten  Coordinaten 
x\  y  der  Systempunkte  bezüglich  der  ursprünglichen  Lage  des  Coor- 
(linatensystems 

x'  =^  X  cos  a  —  y  sin  a^     y'  =  o;  sin  a  -^  y  sin  a 

und  sind,  da  die  Kräfte  sich 'parallel  bleiben, 

ZX  =  0,     2*7  =  0,     2  {xY  —  yX)  =  0 
die  Bedingungen    des    Gleichgewichtes   für   die    neue  Lage;    mithin   ist 
£{xT  —  yX)  =  0   die  Bedingung  für  die  Fortdauer  desselben.     Die 
Entwickelung  der  Grösse  Il[xY  —  y'-T)  gibt  aber 

IKttY  —  yX)  =  costL'Z  {xY  —  yX)  —  sin  a  -  £  {xX  +  yY) 
s=«  N  cos  a  —  sin  tt'  21  {xX  -\-  yY)  =  —  h  sin  a^ 

wenn  2  (xX  -[-  y  F)  »=  Ä  gesetzt  wird.  Die  Bedingung  für  die  Fort- 
'i&Qer  des  Gleichgewichtes  ist  also  h  =  0, 

Die  Grösse  21  {xY  —  yX)  stellt  ein  Kräftepaar  dar  und  sieht  man, 
dass,  wenn  ursprünglich  Gleichgewicht  bestand,  dasselbe  im  Allgemeinen 
dnrch  die  Drehung  gestört  wird  und  zwar  so,  dass  die  Kräfte  des 
Systems  einem  von  dem  Drehungswinkel  ^  abhängigen  Paare  —  h  sin  (t 
äqaiTalent  werden.  Dies  Paar  erreicht  daher  für  a  =  ^  ^t5  sein 
Maximum  +  h  und  verschwindet  für  «  =  0  oder  a  =  n.  Für  «  =  —  ^« 
gphen  X  und  y  in  —  y  und  ar,  also  £{xY —  yX)  in  —  21  {xX  -{-  yY) 
»Iber. 

Ist  das  Kräftesystem  ursprünglich  einem  Paare  N  äquivalent,  so  ist 
^1'  =0,    2rr  =3  0,    £(xY  --  yX)  =  N    und    hat    man    nach    der 

37* 
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Drehung  um    den   Winkel   a:    Z  {xY  —  yX)  =  N  cos  a  —  km  a. 

Man  siebt  daraus,    dass  dies  Paar  durcli  die  Drehung  verschwindet,  so- 

JV     ' 
bald   tg  tt  =  -r-  wird.      Es    gibt    daher    zwei    Lagen ,    in    welchen   du 

n 

System  ins  Gleichgewicht  gelangt;  dieselben  sind  einander  direct  ent- 
gegengesetzt. 

Ist  das  System  einer  Einzelresultante  {X^ ,  Fj)  äquivalent  und  bringi 
man  dieselbe  in  entgegengesetztem  Sinne  am  Eräf^emittelpnnkt  (X|,  y^)  an. 
so  besteht  fiir  jeden  Winkel  a  Gleichgewicht.   Daher  hat  man  insbesondf rr 

A  —  X^  =  0,     1?  —  F,  =  0,     N  —  (x^Y^  —  y^X^)  =  0, 

Eliminirt  man  nun  X^,  F|,  so  folgen  die  Gleichungen:  Bx^  —  Ay^  =  ü 
Ax^  -f-  By^  SS  hj  welche  für  die  Coordinaten  des  KrUftemittelpunkt«*« 
liefern : 

ä2  .  a;i  =  ^Ä  +  BN,     R^  -  y^  =  Bh  —  AN,     Ä«  =  ^^  +  B\ 

Für  den  Fall  der  Parallelkräfte  in  der  Ebene  hat  man  A  =  cos  i  £f'. 
B  =  sink  ZP,  N  =  sin  l2xP  —  cos  X  ZyP,  h  =  cos  l  ZxP  +  sim  IZsf 
wenn  X  den  ursprünglichen  Neigungswinkel  der  Kräfte  gegen  die  x-A\^ 
bedeutet;  man  findet  daher,  wie  früher: 

ZP'X^  =  ZxPy     ZPy^  =  ZyP: 

§.  4.     Eine  Gerade,   um  welche  ein  Punktsystem,   an  welchen  At. 
im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem  angreift,   rotiren  darf,  ohn** 
dass  das  Gleichgewicht  gestört  wird,  heisst  eine  Gleichgewichtfai". 
Alle  mit  einer  solchen   parallele  Geraden   sind  ebenfalls  Gleichgewichte- 
axen.     Um  die   Bedingungen    aufzufinden,    unter  welchen   eine   Ax^  • 
Gleichgewichtsaxe  ist,  zerlegen  wir  alle  Kräfte  P,  deren  Angrifitponkt' 
A  seien,  in  Componenten  Z,  parallel  /i,  und  Componenten  Q^  ae&krec^.: 
zu  ft,  projiciren  das  ganze  Punktsystem  auf  eine  zu  (i  senkrechte  Eben«  i 
und  bringen  in  den  Projectionen  a  der  Angriffspunkte  A  zwei  der  Krm." 
Q  parallele  und  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  jß,  —  0  lui.    Das  ^si 
Kräftesystem   ist  dann  äquivalent  dem  ebenen  in  E  an  den  Paktro 
angreifenden   System   (0),    dem   System   (Z)   der  der  Axe   |k   parallfW^ 
Kräfte  und  dem  System  (F)  der  Kräftepaare  (0,  — 0),   deren  Seitr^ 
kräfte  in  ^  und  a  angreifen.    Nun  seien  ursprünglich  das  Krftfie>Ts:»i£ 
und   mithin   auch   die   drei  ihm  äquivalenten  Systeme  (0),  (Z),  >.  I't  ': 
Gleichgewicht.     Das  ebene  System  {Q)  ist  einer  Einzelkraft  odtx  etB«"« 
Paare,   (Z)  und  (F)   zusammen  sind   einer  Einzelkraft   parallel   ^  »^cr? 
einem  Paare   äquivalent,   dessen  Ebene  mit  n  parallel  ist  und   da    '. 
mit  diesen  Einzelkräften  oder  Paaren  nicht  im  Gleichgewichte  seia  kicr. 
so  müssen  (Q)  für  sich   und  (Z)  und  (F)   zusammen   im  Gleicfagvwicl- 
sein,  d.  h.  es  muss  (Z)  und  ( F)  jedes  besonders  im  Gleichgewichte  k.: 
oder  beide  mÜBsen  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Paare  luldeu. 
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Dreht  man  nun  das  Panktsystem  am  die  Axe  ft,  i?ährend  die  Kräfle 
des  Systems   ihre  Richtungen  beibehalten,   so  ist  zum  Fortbestehen  des 
Gleichgewichtes  erforderlich,  dass  (jß)  für  sich  im  Gleichgewichte  bleibe; 
(Z)  erleidet  keine  Aenderung,   ausser  dass,  wenn    es  sich  auf  ein  mit 
(r)  Gleichgewicht  haltendes  Paar  reducirte,   die  Ebene   dieses  Paares 
um  den  Rotationswinkel   des   Systems   gedreht  wird.     (F)  aber  ändert 
Mcb  wegen   des    fortdauernden   Parallelismus    seiner   Kräfte    gar  nicht; 
war  es  also   im  Oleichgewichte  oder  reducirte  es  sich  auf  ein  Paar,   so 
besteht  sein   Gleichgewicht  fort  und  bleibt  das  Paar  sich  selbst  äqui- 
valent.   Das  Paar  (Z)  kann  bei  der  Drehung  mit  dem  unveränderlichen 
Paare  (F)  nicht  fortwährend  Gleichgewicht   halten;   daher  muss  (2)  für 
»ich  im   Gleichgewichte   sein   und   da  dies   das   Gleichgewicht  von   (F) 
nach  sich   zieht,    so    ergibt   sich,    dass    eine    Axe  (i  eine    Gleich- 
gewichtsaxe   ist,    wenn    die    Projection    des    Kräftesystems 
aaf  eine  zu  fi  senkrechte  Ebene  und    das   System   der  zu  ft 
parallelen   Componenten,  der  Kräfte  des  Systems  jedes  für 
sich  ungeachtet  der  Drehung  im  Gleichgewichte  bleiben. 

Nehmen   wir  (i  zur  z  *  Axe  und   die  Ebene  E  zur  xy  -  Ebene  -  eines 

* 

rechtwinkligen  Coordinatensystems,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes vor  der  Drehung: 

IX  =  Zr=  ZZ  =^0,    Z{yZ  —  zF)  =  Z{zX  —  icZ)  =  2:(«7—  yZ)  =  0 

and  es  kommen  als  Bedingungen  der  Fortdauer  desselben  hinzu  1.  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  von  (Z) ,  nämlich  ZZ  =»  0 ,  ZxZ  =  0, 
lyZ  =  0,  von  denen  die  erste  bereits  vermöge  des  ursprünglichen  Gleich- 
gewichtes erfüllt  ist  und  2.  die  Bedingung  des  Fortbestehens  des  Gleich- 
gewichtes von  (0) ,  nämlich  Z  [xX  -f.  y  F)  =  0. 

Es  sind  demnach  überhaupt  die  hinzutretenden  Bedingungen,  d.  h. 
die  Bedingungen  dafür,  dass  ft  eine  Gleichgewichtsaxe  ist: 

ZxZ  =  0,     ZyZ  =  0,     Z[xX  -f  yY)  =  0. 

Allgemeiner  erhält  man  die  Bedingungen,  dass  eine  Axe  jii,  welche 
mit  drei  festen  Axen  die  Winkel  97,  x^  1/;  bildet,  eine  Gleichgewichtsaxe 
»ei,  folgendermassen.     Die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  sind 

ZX  =  ZY-==  i:Z  =  0,    Z{iyZ  —  z F)  =  Z(zX  —  xZ)  =  E{xY—  yX)  =  0. 

^Vird  nun    das  System   um  die   durch  den  Coordinatenursprung  gelegte 

ixe  fi  gedreht,  so  mögen  die  anfangs  mit  den  Axen  zusammenfallenden 

ieraden  in  Bezug  auf  diese  nach  der  Drehung  die  .Richtungscosinusse 

',  6,  c;    a\  h\  c\  a\  b'\  c"   besitzen,    sodass   ein  Punkt,   welcher  vor 

ler  Drehung  die  Coordinaten  x^  y^  z  hatte,   nach  derselben  durch   die 

oordinaten 

X  =öa;  +  eiy-f-ar 

y'  =  6a:  +  b'y  +  b"z 

z  =  cx'\'^y-T<^^ 
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bestimmt  ist.  Das  Gleichgewicht  nach  der  Drehung  erfordert,  da  die 
Kräfte  sich  parallel  bleiben,  die  Erfüllung  der  Bedingungen: 

ZX  =  HY  =  ZZ=  0,       Zi^'Z  —  zY)  =  0, 
X  (z'iT  —  xT)  =  0,      Z  iscY  —  yX)  —  0. 

Die  drei  ersten  sind  bereits  erfüllt,  die  Entwickeliing  der  drei  letstfren, 
welche  die  Bedingungen  des  Fortbestehens  des  Gleichgewichtes  tos- 
sprechen, gibt,  wenn 

ZyZ  =  HzY  =  F        ZxX  =  l 

ZzX  =  ZxZ  =  G         ZyY  =  m 

ZxY=ZyX^H        ZzZ  =  n 
gesetzt  wird: 

(6'  —  c")  ^4-   bG   —  cB  —  e'm  +  h"n  =  0 
(c"—  a)  C    +  cH  —  dF  —  an  +  c/     =  0 
(a  —  60  ^  4-  «"^  —  ^"G^  —  *'     —  a'm  =  0 . 
Diese  Gleichungen  liefern  aber,  indem  man  snccessive  /,  m,  n  eliminir. 
nnd  die  Formeln  (4)  S.  146  für  A  ^=^-\'\  sn  Hälfe  nimmt,  nacl^  leich- 
ter Reduction,  wobei  je  eine  der  Grössen  F,  G^  H  ausHillt: 

(6  ^  a')G  +  («"—  c)H  +  (6"—  ^  (m  +  n)  =  0 
(c'  -  6")  iSr  +  (6  —  fl')  ^  +  (c  —  a")  (n  -f  /)  =  0 
(«"—  c)  F    +  (c  —  6")  C  +  (a'—   6)    (/    +  «)  :^  0. 

Hierin   kann    man   die   Cosinnsdifferenzen    {h  —  a'),    (a" —  c)   n.  s.  i 
leicht   durch   co8q>^   cos  x^   cos  ^  ausdrücken  und  gelangt  hierdurch  n 
den  drei   folgenden  Gleichungen,   welche  auf  die   einfachste  Weise  di« 
Bedingungen  daftir  aussprechen,  dass  fi  eine  Gleichgew ichtsaze  ist: 

—  /  C05  9  +  Jff^  cos  jr  +  G  COÄ  ^  =  0  /*  =  m  -j-  n  =  Z{yY'\-  zl 

H  costp  —  g  cos  X'\'  F  cos^>  =  0  ^  worin  ä  =  /  +  m  =  2'(xX-f  ^i 
G  cosq>  '\'  F  cos%  —  Ä  cos  1^  =  0  gf  =  »  -j-  /  s=  J?(rZ  +  xJ  . 

Setzt  man  nämlich  c'  —  6"=  X  .  r,  a" —  c  =i  ^^  r^  b  —  a^^r-r, 
so  folgt  mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  S.  146: 

a  {c  —  6")  +  *  W —  c)  '{'  c  {b  —  a*) 
=  ac  —  a'c  -\-  ba" —  b"a  =  c'  —  6"=  (ai  +  6^  -f"  *^'')''' 
und  indem  man^auf  gleiche  Weise  mit  a',  6',  c\   a\  b'\  c"  mulllpli«^^' 
und  addirt,  findet  sich  zusammen: 

ak  -\-  b(i  -\-  cv  =  l 
al  -{-  b'(i  +  c'v  =  fi 
a'l  -f-  b"ft  -f-  c"v  a=  V, 

sodass,  wenn  man  die  noch  willkürliche  Grösse  r  so  bestimmt,  dt» 
r^  =  (c'  —  by  +  («"—  c)^  +  (6  —  ay  wird,  die  Grössen  1,  i^.  ' 
durch  die  Gleichung  iL'''  -[-  ^^  -[-*  v^  =  1  verbunden  sind  und  mitbi= 
Richtungscosinusse  einer  gewissen  Linie  bedeuten.    Da  aber 

aA  -j-  ^f*  H"  c*'»     ^'^  +  ^V  H"  <?'v>     fl"A  +  6";»  +  c"*' 


VL  Cap.  Gleichgewichtsaxen.  583 

die  Cosiuasse  der  Winkel  zwischen  den  Richtungen  (A.fiv)  and  (abc)] 
{l(tv)\md  {ab'c)\  (^fii^)  und  {a'b"c')  bedeuten  und  diese  Grössen  selbst 
gleich  A,  fi,  V  sind^  so  folgt,  dass  durch  Drehung  um  die  Gerade  (^tfti^) 
das  Coordinatensystem  in  die  verfinderte  Lage  gelangen  kann  und  dass 
mithin  A,  ft,  v  nichts  anderes  sind,  als  costp^  cos  %,  cos  tff  und  folglich 
c  —  ft" «=  r  cos  95,    a"  —  c  =  r  cos  %,    b  —  a  sss  r  cos  ^, 

Damit  die  Axe  ft  eine  Gleichgewichtsaze  sei,  müssen  9>,  if;,  %  aus 
den  obigen  drei  Gleichungen  bestimmbar  sein.  Da  sie  linear  sind,  so 
ist  dazu  die  Bedingung  nöthig: 

-  /        ff        G 

H  —g         F      =2  FGH  +  F^f  +  G^g  +  H^h  —  fgh  =  0. 
G        F   — Ä 

Ohne  dass  sie  erfüllt  ist,  besitzt  das  System  keine  Gleichgewichtsaxe. 

Besitzt  das  System  zwei  Gleichgewichtsaxen  (90,  Xj  ^) 
nnd  {q)\  x\  if;'},  so  ist  jede  ihrer  Ebene  parallele  Axe  ebeufalls 
eine  Gleichgewichtsaxe.  Denn  nach  Elimination  der  Winkel  aus 
den  Bedingungen 

—  fcostp  -f-  Hcos%  +  Ccoji^=  0    —  fcos<p'-\-  H cosx  -{'  Gcos^ij^'^  0 

H  cos  q>  — ^  g  cos  %  +  F  cos  i/;'=5  0        H  cos  fp  —  g  cos  x'  +  -^  cos  -^'=0 

G  cosg>  '{'  F  cos  j;  —  A  co«  t(^  =  0        G  cos  fp' -^  F  cos  x'  —  A  cos  i/;'=  0 

bleiben    nur  die   drei   Gleichungen  fF+GH^=0,    gG  -{■  HF  =  0, 

hH  ■\-  FG  ='  0   als   die  Bedingungen  für  die  Coexistenz  beider  Axen. 

Eliminirt  man  mit  ihrer  Hülfe  aus  den  beiden  Gleichungssystemen  /*,  ^,  A, 

•ux    .  .  cosg>    .    cosx    i    cos  ^       .     .      cos  g/      cos  x    ,   cos  '^' 
.0  ergibt  sich  -^  4-  -^  4-  — ^  =0  oder  -~^H — ^  +  -^-  =^ 

als  die  Gleichung,  welche  von  beiden  Axen  erfüllt  wird.  Diese  einzige 
(ileichung  lässt  aber  die  Axen  unbestimmt   und   genügt  ihr  jede  Axe, 

welche  der  Ebene  -^  -|-  -^ — h  "5"  angehört.     Ist  nämlich  ä,  y,  2   ein 

FGH 

Paakt  irgend  einer  ihr  genügenden  Axe,  q  sein  Abstand  vom  Ursprung, 
60  multiplicire  man  mit  q  und  setze  q  cos  g>  =»  x^  q  cos  %  =»  y,  ^  cos  i\>  =s  z^ 
wodurch  die  Gleichung  dieser  Ebene  erhalten  wird,  in  welche  also  die 
Paukte  aller  solcher  Axen  fallen. 

Hat  das  System  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende 
Gleichgewichtsaxen  a,  6,  c,  so  ist  jede  Axe  d  eine  Gleich- 
gewichtsaxe. Denn  schneiden  sich  unter  der  genügenden  Voraus- 
setzung, dass  alle  Axen  durch  denselben  Punkt  gezogen  werden,  die 
Ebenen  von  a,  b  und  von  c,  d  in  der  Geraden  ß,  so  ist  e  eine  Gleich- 
gewichtsaxe, weil  sie  in  der  Ebene  ab  liegt  und  da  e  eine  solche  Axe 
ifit,  ist  es  auch  d^  da  d  in  die  Ebene  ec  fällt.  —  Da  man  jede  beliebige 
Bewegung  des  Systems  in  Botation  und  Translation  auflösen  kann  und 
letztere  hier  von  keinem  Einfluss  ist,  so  kann  der  Satz  auch  so  aus- 
gesprochen  werden:     Wenn    das    Gleichgewicht    eines   Kräfte- 
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Systems  durch  drei  Verschiebungea  des  Punktsystems,  an 
welchem  es  angreift,  nicht  gestört  wird,  so  besteht  es  bei 
jeder  Verschiebung  fort.  Ist  also  das  Systeot  in  vier  Lagen 
im  Gleichgewichte,  so  ist  es  auch  in  jeder  früheren  im 
Gleichgewichte. 

§.  5.  Nicht  jedes  im  Gleichgewichte  befindliche  System  becitit 
eine  Gleichgewichtsaxe ;  allein  wenn  die  hierzu  nöthige  Bedingnog 
2FGB  -^  I^f  +  G^g  +  E^h  —  fgh  =  0  nicht  erfüllt  ist,  so  kann 
man  dem  Systeme  zwei  sich  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  i^j,  P^«  ^eldie 
also  längs  der  Verbindungslinie  A^^  A^  ihrer  Angriffspunkte  A^  (X|,  jf], :, 
und  u^2(^2>  ^2>  ^2)  ^^  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  zufügen,  sodas» 
eine  bestimmte  Axe  ft  (9,  ;i;,  1^)  Gleichgewichtsaxe  wird.  Bei  der  DrvboDg 
des  Systems  treten  nämlich  alsdann  P^  und  P^  aus  der  Linie  A^^  J, 
heraus  und  bilden  ein  Paar,  welches  die  Gleichgewichtsaxe  bestinuBL 
Nennen  wir  F\  G\  H\  f^  g\  h!  das,  was  aus  J^,  C,  Ä,  /",  g^  h  des  ge- 
gebenen Kräftesystems  wird,  ^enn  die  Kräfte  Pf,  P,  do^^  hinratrHeo. 
so  müssen  für  gegebene  9>,  ;|r,  if;  die  Gleichungen 

—  f  cos  g>  -\-  H'  cos  X  -\-  G'  cos  i(;  =  0 
ff '  cos  <p  —  g'  cos  X  +  F'cos  tf;  =  0 
G'  cos  g>  ••{-  F'  cos  X  —  ä'  co5  ^  »=  0 
erfüllt  werden.      Sind  nun   Zj,   F|,   2,;   JT,,  Jt^y   ^2   ^^^   Componentea 
der  zuzufügenden  Kräfte,  ist  AiA2=^  r  und  setzt  man  x,  —  x^  ^==^  r  cos  l, 
y^  —  t/i^»  r  cos  (ij  z,  —  Z2^=^  r  cos  v,  sodass  {Ifiv)  die  Richtung  {A^J. 
bedeutet,  so  erhält  man 

r=^F+  y^Z^  +  y2Z2=  F+  (y^  —  y^)  Z^  =  F+  rP^  cos  fi  c«i. 

da   Zi  +  ^2  '^  ^»    Z2  =  P2  cos  V    ist;    oder  wenn   rP^  =  Q  getetxt 
und  in  gleicher  Weise  G\  ff'  gebildet  werden: 

^'=  i^+ 0co5f*  co^v,    G'^=G '\' Qcosvcosl^   ff'^=^ff'\-Ocoslctau 

Weiter  ist  r=  /  +  (l^i  Yi  +  z, Z,)  +  (y^^^^  +  «2^2)  =  /^  +  (^2  -  ^  ^: 
+  (zj  —  ^1)  Zj  ==  /*  +  ö  (co*^  f-  -\-  cos^  v)  u.  s.  w. ,  also 

/^=  f  +  0  {cos^  ft  +  co*^  v) 

g'  =s  g  ~\-    Q  (^COS^  V    +    COS^  l) 

Substituirt  man  nun  diese  Werthe  für  F'y  G\  H\  f  ^  g\  h'  in  die  obig^L 
Gleichungen,  so  gehen  sie,  indem  man 

cos  l  cos  <p  +  COS  (i  cos  X  +  cos  V  cos  ^  ==  cos  K 

setzt,  wo  %  der  Winkel  zwischen  der  Gleichgewichtsaxe  (ji)  und  dar  Iazi* 

^1^2  ^B^>  ^^^^  ^^* 

—  f  cos  g>  -\-  ff  cos  X  -{^  G  cos  flf  =i  0  {cos  9)  —  cos  »  cos  l) 

ff  cos  q>  —  g  cos  X  '\'  P  cosf^  *=^  Q  {cos  x  —  cos  %  cos  p^ 

G  cos  tp  '\-  F  cos  X  —  Ä  C05  ^  =  ö  {cos  ^  —  cos  %  cos  v). 
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In  diesen  *  Gleichungen  liat  man  über  Pj*  '*'  ^)  C'y  ^  ^^  ^^  Terfügen, 
dass  ihnen  genügt  wird.  Es  ist  daher  die  Lösang  der  Aufgabe  auf 
unendlich  viele  Arten  möglich.'  Man  setze  nun  abkürzend  die  bekann- 
ten Grössen 

—  f  cos  (p  -\-  H  cos  3J  +  G  cos  tf;  =  2>  cos  « 

B  cos  g>  —  g  cos  %  +  ^  co5  if'  =  D  cos  ß 
G  cos  tp  -\-  F  cos  X  —  Ä  jcos  tj;  =  2>  cos  y , 

wobei  D  und  die  Richtung  {ceßy)  durch  die  Diagonale  eines  Parallele- 
pipeds  gefunden  werden,  welches  über  den  auf  der  Coordinatenaxe  als 
Längen  aufgetragenen  Grössen  —  f  cos  g>  -^  E  cos  3;  +  C  cos  1^  u.  s.  w. 
construirt  werden  kann.  Die  Bedingungsgleichungen  der  Aufgabe  lauten 
dann  einfacher  nebst  den  nöthigen  Nebengleichungen: 

Dcosa:=Q{cosip —  cosk  cosk),  cos^k  -{-  cos^fi  -\-  cos^v  =  1 

Dcosß=s  0{cos  X  —  COSK  c(fs(i)y  cosk  cosq>-\-  cosfi  cos x -\- cos v cos rl)  =  cosk 

Dcosy  =  Q  {cos  %lf  —  cos  %  cos  v) , 

woraus   A,  fi,  v,  x,  iß  zu  bestimmen   sind.     Hieraus   ergibt  sich   sofort 

nach  Maltiplication  mit  cos  tp ,  cos  % ,  cos  tf;  und  Addition : 

2>  {cos  «  cos  g>  +  cos  ß  cos  x  +  cos  y  cos  tfi)  =  Q  sin^  x . 

Ebenso  nach  der  Multiplication  mit  cos  A,  cos  /k,  cos  v  und  Addition, 
da  D  nicht  verschwindet,  weil  sonst  die  Bedingungen,  dass  {(i)  eine 
Gleichgewichtsaxe,  bereits  erfüllt  wären, 

cos  a  cos  k  -{-  cos  ß  cos  (i  +  cos  y  cos  1/  =  0 , 
d.  h.   die  gesuchte  Richtung  von  -^1^2  ^^^   senkrecht   zur  Richtung   der 
Diagonale  />.     Endlich  liefert   die  Multiplication  mit  cos  ck,    cos  ß,  cos  y^ 
und  Addition 

D  s=z  Q  {cos  a  cos  g>  -\-  cos  ß  cos  %  -f-  cos  y  cos  t(;) . 

Diese  eben  entwickelten  GUeichungen  geben  jetzt: 

D ^  D_ 

cos  a  cos  (p   -f-  cos  ß  cos  x  -\-  cos  y  cos  ^         cos  (Z>,  (i)  ' 

sin^  X  =  {cos  a  cos  q>   -f-  cos  ß  cos  x   +  cos  y  cos  if^)^  =  cos^  (2>,  (i) , 

cos  q>   —  cos  a  sin  x 
cos  k  = 


cos  II 


cos  X 

cosx 

—  cos  ß  sin  X 

cos  X 

cos  tf; 

—  cos  y  sin  x 

cos  V  = 

cos  X 

Durch    diese   Gleichungen  wird    blos   die  Richtung    der  Geraden   ^1^2 

bestimmt,  die  Lage  derselben  im  Räume  ist  beliebig,  die  beiden  Punkte 

J,,  Ä2    anf  ihr  und  die  Intensität  der  gleichen  Kräfte  P^,  P^  sind  es 

gleichfalls.    Ziehen  wir  die  Richtungen  {pC)  und  A^  A^  durch  den  Ursprung, 

durch  welchen  D  bereits  geht,  so  zeigt  sich,  dass  alle  drei  in  eine  Ebene 

fallen.     Es  ist  nämlich 
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COS  {Ai  ^2  9^)  ''^  ^^*  ^  ^^^  ^  "f"  ^^^  i*  ^^*  Z  "f"  ^^*  ^  ^^*  '^  =±=  CO»  X, 
coÄ  (i>,  ft)        =  CO«  a  cos  ip  -f"  ^ö5  j?  cos  %  -\-  cos  y  cos  ^  =  «f«  x, 
cos  (/>,  -<<j  ^2)  =  cos  a  cos  X  4"  ^^^  ß  ^^^  /*  4"  ^^^  y  ^<>'  y  :=  0 
und   sind   ^^^2   ^^^  -^   einerseits    unter    einem  rechten   Winkel  gegen- 
einander geneigt,  während  andererseits  (ft)  mitj^,  ^2^^^  mit  D  Comple- 
mentwinkel  bilden.     Um  also  Ä^Ä^  zu  finden,   braucht  man  nur  in  der 
durch  D  und  |ift  bestimmten  Ebene   eine  Senkrechte  auf  D  zu  errichten. 
Q  findet  man,   indem  man   durch   die  Endpunkte  von  D  eine  Parallele 
zu  Ä^Ä^  zieht,  sie  schneiden  auf  ft  ein  Sttick  gleich  Q  =  D  sec  (I>,  ft)  ab. 

Die  Untersuchung  zeigt  zugleich,  dass  wenn  ein^m  Gleich- 
gewichte befindliches  System  um  eine  Axe  gedreht  wird, 
das  System  einem  Kräftepaare  äquivalent  wird,  falls  die 
Angriffspunkte,  Intensitäten  und  Richtungen  sämmtlicher 
Kräfte  dieselben  bleiben. 

§.  6.  Wenn  das  System  nicht  im  Gleichgewichte  befindlich  ist,  ^> 
kann  man  immer  auf  verschiedene  Arten  zwei  Kräfte  P|,  P,  finden, 
welche  Gleichgewicht  hervorbringen  und  dieselben  ausserdem  noch  S' 
bestimmen,  dass  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  wird,  wenn  das  System 
sich  um  eine  bestimmte  Axe  ft  (90,  %^  tf;)  umdreht.     Setzt  man  wie  oki 

ZX  =^  A     ZyZ  ^  F    i:{yY  +  zZ)  =  f  £zY  =  F' 

27  =  B    ZzX  =  G     2;(z2  +  xX)  =  g    und    2xZ  =  f/ 
ZZ  ^  C    ZxY=-  H    Z{xX  •\-yY)  =  h  £yX  =  H\ 

so  sind  die  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichtes,  wenn  X|,  Tp  2,; 
^2,  Y^y  Z2  die  Componebten  der  zugefügten  Kräfte  P, ,  Pj»  ^^*^ 
^1)  Vit  ^1)  ^2>  ^2>  ^2  ^^^  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  A^^  J^  W- 
deuten : 

A  +  X,  +  X^  =  0  'f+  y,Z,  +  ^2^2='^'+  ^1*^1+  ^2>'2  =  ^ 
Ä  +  7,  +  F2  =  0  C  +  z,X,  +  Z2^2  =  fi^'  +  ^1^1  +  ^2^  =  '' 
C  +  Zi  +   Zj  =  0    H+  x,Y,  -^  x^Y^  =  H'+  y^X^  +  y.-^i  =  ^ 

wo  F'\  G'\  JJ"  zur  Abktirzung  eingeführt  sind.  Zu  diesen  treten  «i? 
Ausdruck  für  das  Fortbestehen  des  Gleichgewichtes  hinzu 

—  f  cos  q>  +  H"  cos  X  +  G"cos  t(;  =  0 
H"cos  g>  —  g'  cos  %  +  F"cos  ij;  =  0 
G"  cos  q>  -f-  F"  cos  %  —   h!  cos  -^  =  0 , 

^0"n  f=    f^   y,Y,    +    Z,7,    +    ^21^2   +    ^2^2 

9  =  9  +  ^\h  +  ^1^1  +  «2^2  +  M't 
Ä'=  Ä  +  a:j.ri  +  y^F,  +  x^X^  +  y^^V 

Diese    neun    Gleichungen    bestimmen    die   zwölf  Grössen    X|,    1*, «  ^^ 
^21    ^21  ^2»  ^i>  yu  ^n   *2»  ^2»  *2  ^iicht  vollständig,   vielmehr  bleihft 
drei  derselben  willkürlich  annehmbar.     Führt  man  wieder  die  Bichtsaf 
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(i^v)  fttr  die  Verbindangslinie  A^J^''^  '^  ^^^  AngrifiFspunkte  von  Pj ,  P2 
ein  und  diminirt  ^| ,    Ff ,  Zj ,  so  sind  die  Grössen 

F"=  i^  —  y,  C  +  rZj  cos  (i  ^  F'—  z^B  +  rY^  cos  v 
G"  =^  G  —  «i  ^  +  ^^2  cos  V  =  G'  —  XiC  -^^  rZj  cos  A 

g'  =s  g  —  z^C  —  x^A  -{-  rZ2  COS  V  +  rX^  cos  l 
U  =  h  —  x^A  —  ^1^  +  ^-^2  ^^*  ''•  "f"  ^^2  ^^*  ^ 
in  die  Bedingungsgleicbungen    für    die  Fortdauer    des   Gleichgewichtes 
einzuführen.     Wählt  onan    nun    znr    weiteren    Vereinfachang    die    Aze 
^(9»  1\  ^)  zur  z-Axe,   sodass   9  =  Z  =  i^»   ^(^  =  0  wird,   so  ergibt 
sich  das  Gleichungssystem 

C"  =  0  F  —  y^C  '\'  rZ^  cos  fi  =  0 
2?"'=  0  F'—  ZyB  +  rY^  cos  v  =  0 
ä'  =  0      G  —  z^A  +  rX^  cos  V  =  0 

G'  —  x^C  +  rZj  coj  X  =  0 

H  —  x^B  +  rF^  C05  A  =  H'  —  y'A  +  rZj  co5  fi 
Ä  —  x^A  —  yiB  -{-  ^-^2  ^^*  ^  "f"  ''-^2  ^^*  f*  =  0 
und  ans  ihm  erhält  man  nach  Elimination  von  X^»    ^2>  ^2' 

I  ^  —  yxC)  cos  l  —  (C' —  x^Cf)  cos  (i  =0 

(/''—  z,5)  cos  k  —  [g  —  z^A)  cos  fi  +  {H'  —  H  -^  x^B  —  y^Ä)  cos  v  =  0 

t^'  —  Z|^  CO*  A  +  (^' —  z^B)  cos fi  —  (A  —  a^i-^  —  y|P)  cos  v  =  0, 

Die  Elimination  von  A,  |ii,  v  liefert  als  geometrischen  Ort  für  den  Punkt 
'^1  die  Fläche  zweiter  Ordnung 

F  —  y|(7,     C'  —  a:,C,     0 

F' —  ZjÄ,     G  —  «j^,     B'  —  ff  +  x^B  —  yyA     =0. 

C  —  2j^,     Z|P  —  F\    XiA  -\-  y^B  —  h 

Derselben  genügen  auch  die  Coordinaten 


X 


2 


x^  -^  r  cos  A,     ^2  ss=  yj  -j-  r  cos  /t,     ^2  *^  ^1  "h  ''  ^^^  *' 


nnd  zwar  für  jedes  r,  weil  sie  den  Gleichungen,  aus  welchen  die 
Gleichung  der  Fläche  hervorging,  für  jedes  r  genügen.  Daher  liegt 
nicht  blos  A^  sondern  auch  A^  und  zwar  für  jeden  Abstand  r  von  ^| 
aaf  derselben  Fläche.  Diese  ist  daher  ein  einfaches  Hyperboloid.  Man 
kann  also  einem  nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  System 
zwei  solche  Kräfte  zufügen,  dass  in  Bezug  auf  die  Drehung 
des  Systems  um  eine  gegebene  Axe  dauernd  Gleichgewicht 
eintritt  oder  man  kann  zwei  dem  System  äquivalente  Kräfte 
so  finden,  dass  sie  trotz  der  Drehung  des  Systems  um  eine 
gegebene  Axe  ihm  äquivalent  bleiben.  Die  Angriffspunkte 
der  Kräfte  können  beliebig  auf  einer  Erzeugenden  der  einen 
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Schaar  von  Geraden  eines  gewissen  einfachen  Hyperboloid» 
angenommen  werden. 

Die  weitere  Ansfahmng  der  hier  entwickelten  Theorien  mösscD 
wir  unterlassen  und  ans  begnügen,  anf  die  Quellen  hierfür  sn  rer- 
weisen:  Mob  ins,  Lehrbach  der  Statik  I.Tbl.,  Cap;  8.  and  Minding, 
Handbach  der  theoretischen  Mechanik  §.  29  ff.,  sowie  dessen  Abhand- 
lang  in  Crelle's  Journal  för  reine  und  angew.  Mathematik,  Bd.  15, 
S.  30  u.  s.  w.  In  diesen  Schriften,  deren  ersterer  sich  die  hier  gege- 
benen Darstellung  anschliesst,  wird  die  Theorie  der  Hauptaxen  der 
Kräfteäquivalenz,  der  Centrallinie  und  Centralebene  eines  Systems  aas»- 
führlich  entwickelt  and  werden  folgende  Hauptsätze  erwiesen: 

Wenn  ein  Kräftesjstem  einer  Einzelresultanten  äqui- 
valent ist,  so  gibt  es  in  derKichtung  derselben  zweiPunkt«" 
und  gehen  durch  diese  Punkte  zwei  solche  Axen,  dass  bei 
der  Drehung  des  Punktsystems  um  eine  derselben  die  Resul- 
tante ihrer  Lage  und  Intensität  nach  fortwährend  dieselbe 
und  dem  System  als  solche  allein  äquivalent  bleibt  und  wenn 
das  Punktsystem  mit  einem  solchen  Punkte  befestigt  wird, 
das  Gleichgewicht  durch  die  Drehung  um  die  durch  ihn  hin* 
durchgehende  Axe  nicht  gestört  wird. 

Das  Punktsystem  kann  auf  unzählige  Arten  in  solcbe 
Stellungen  gebracht  werden,  dass  die  sich  parallel  bleiben- 
den Kräfte  einer  Einzelresultante  äquivalent  werden;  die 
Richtung  dieser  Resultante  schneidet  in  allen  Fällen  eine 
Ellipse  und  eine  Hyperbel  von  gemeinschaftlichem  Mittel- 
punkt, deren  Ebenen  aufeinander  senkrecht  stehen  und  sc 
mit  einander  verbunden  sind,  dass  die  Scheitel  der  eines 
in  die  Brennpunkte  der  anderen  fallen. 

§.  7.  Aus  den  Untersuchungen  der  letzten  §§.  erhellt,  dass  in 
Folge  der  Lagenänderung  eines  unveränderlichen  Punktsystems,  in 
welchem  ein  im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem  angreift,  wenn 
die  Angriffspunkte,  Intensitäten  und  Richtungen  der  Kräfte  unveränden 
bleiben,  das  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  aufhört  und  die  Kräfte  einfci 
Paare  äquivalent  werden.  Bei  diesen  Lagenänderungen  brauchen  bb 
Rotationen  berücksichtigt  zu  werden.  Wenn  nun  nach  der  Drehns^ 
des  Systems  um  eine  Axe  um  einen  auch  noch  so  kleinen  Winkel  die 
Kräfte  dasselbe  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  streben,  c*^ 
heisst  das  Gleichgewicht  sicher  oder  stabil  in  Bezug  auf  diese  Aie. 
tritt  aber  durch  die  Einwirkung  der  Kräfte  eine  weitere  Entfemno; 
von  der  Gleichgewichtslage  ein,  so  heisst  es  unsicher  oder  labil  n 
Bezug  auf  jene  Axe.  Von  der  Beschaffenheit  der  nach  der  Drehnnr 
eintretenden  Bewegung  des  Systems,  welche  im  ersten  Falle  in  Osciili 
tionen  um  die  Gleichgewichtslage,  ähnlich  denen  eines  Pendels,  bestekL 
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sehen  wir  hier  ab  und  wollen  wir  blos  die  Bedingungen  der  Sicherheit 
nnd  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  an  sich  untersuchen. 

Es  seien  (Fig.  198.)  P^,  P^  zwei  Kräfte,  aufweiche  sich  das  Krafte- 
sjstem  reduoiren  lässt  und  bestehe  Gleichgewicht,   sodass  diese  Kräfte 
entgegengesetzt  gleich  sind  und  längs  der  Verbindungslinie  A^,  A^  ihrer 
Angriffspunkte  wirken.     Dies  ist   auf 
zwei  Arten  möglich,  nämlich  so,  dass 
die  Kräfte   die  Entfernung  ihrer  An- 
griffspunkte  zu  vergrössern    oder  so,    ^f     i^x       j  fgA^j.  \         At 
dass  sie  dieselbe  zu  verkleinern  stre* 
ben.    Dreht  man  nun  das  System  um 
irgend  eine  Axe,  so  bilden  die  Kräfte    ^i 
ein  Paar  (P„  P^  und  wenn  wir  beide 
nach    der  Richtung  A^A^  und    senk- 
recht auf  die  Richtung  der  Kräfte  selbst  zerlegen,  so  ergeben  sich  zwei 
Kräfte  Q^^  jßj,  welche   längs  AyA^  sich  Gleichgewicht  halten   und  zwei 
andere  S^^  S^^  welche  die  Punkte  A^ ,  A2  senkrecht  zu  den  Grenzlinien 
des  Parallelstreifens  {P1P2)  beschleunigen  und  demzufolge  den  Arm  des 
Paares  {P^ ,  ^2)    ^^^^  ^^^  Breite   des  Parallelstreifens  im  ersteren  Falle 
za  verkleinern  9   im  zweiten   Falle   zu   vergrössern   streben.     Im   ersten 
Falle  suchen  also   die  Kräfte  das  System  in  eine  Lage  zu  bringen,   in 
welcher  P^  und  jPj  wieder  in  eine  Gerade  fallen,  d.  h.  sie  streben  das 
System  in  die  ursprüngliche  Gleichgewichtslage  zurückzuführen ;  im  zwei- 
ten Falle  entfernen  sie  dasselbe  noch  mehr  von  derselben.    Das  Gleich- 
gewicht  ist   daher  im  ersten  Falle   sicher,   im  zweiten  unsicher  für  die 
betreffende  Drehungsaxe.     Da   ausser  den   genannten  beiden  Arten  des 
Gleichgewichts  keine  dritte  existirt,  so  kann  man  behaupten,  dass  das 
Gleichgewicht    zweier    Kräfte    an    einem    unveränderlichen 
System  sicher  oder  unsicher  ist,  je  nachdem  die  Kräfte  die 
Entfernung    ihrer    Angriffspunkte    zu    vergrössern    oder  zu 
verkleinern  streben  und  zwar  für  jede  Axe,   durch  Drehung 
nm  welche  die  Kräfte  einem  Paare  äquivalent  werden.   Dreht 
man    das    System    um    die    Verbindungslinie    A^  A^    der    An- 
griffspunkte selbst,  oder  ertheiltman  demselben  eine  Trans- 
lation,   so    dauert   das   Gleichgewicht   fort.     Fallen   die  An- 
griffspunkte    in    einen    zusammen,    so    besteht    das    Gleich- 
gewicht für  alle  Axen  fort  (dauerndes  Gleichgewicht). 

Im  Falle  des  sicheren  Gleichgewichtes  stimmt  der  Sinn  von  -^1^2 
mit  dem  Sinne  von  Pj  ^^^  ^^^  Sinn  von  ^^2^1  folglich  mit  dem  Sinne 
von  P^  überein;  im  Falle  des  unsicheren  Gleichgewichtes  haben  ^1^2 
and  ^29  sowie  -^2^1  ^°^  ^1  entgegengesetzten  Sinn.  Daher  ist  das 
Gleichgewicht  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  das  Pro- 
dukt A^A2  '  P2  oder  das    gleichbedeutende  Produkt  A^A^  >  P^ 
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positiv  oder  negativ  ist.    Das  Verscliwinden  desselben  deu- 
tet auf  die  Dauer  des  Gleichgewichtes  hin. 

Für  ein  System  von  Parallelkräften ,  welches  im  Gleichgewichte 
befindlich  ist,  denke  man  sich  zwei  Gruppen  von  Kräften  gebildet,  die 
eine  enthalte  alle  Kräfte  P  der  Richtung  (a^}'),  die  andere  alle  Ki&fte 
P"  der  Richtung  ( — a,  — j8,  — y).  Dann  sind  die  Coordiuaten  der 
Mittelpunkte  Ä^^  Ä^  beider  Gruppen: 

^1  —     ^p*   »     ^1  —     LP^ '^     ^^  ^^     SP' 


1 


«2  —     2:/>"    '    ^2  —     £P"    '    ^2  —     HP'' 
und  wird 

A^A^  =  (oTj  —  x^)  cos  «  +  (yj  —  ^i)  cos  ß  +  (z^  —  z^)  com  y; 

/>!  =  £p\    i>2  =  i:p'\ 

wobei  wegen  des  Gleichgewichtes  £P'  »=  —  £P"  ist.     Man  hat  daher: 

A^A^'P^  =  A^Ai'ZP' 
=  (2:i>'V+  £P'x)  cosa  +  (2'/>  V'+  i:p'y)cosß  +  (ZP  V+  l»»'^')  «J), 
d.  h.:  A^A^  '  P^  =  £{xX  +  yY  +  zZ). 

Je  nachdem  daher  £  {xX  -f-  ^^  4*  ^^)  positiv,  negativ  oder  Null  hx. 
besteht  im  System  sicheres,  unsicheres  oder  dauerndes  Gleiehgewi^t. 
Da  ^1  ^2  *  ^^2  ^^^  ^®'  Lage  des  Coordinatensystems  nnabhftngig  ist,  »i 
gilt  dies  auch  von  der  Grösse  £  (xX  -{-  yY  -{'  zZ).  Nimmt  man^i« 
Richtung   der  Kräfte  zur  Richtung   der  z-Axe,   so  wird   die  BedtD|;iuif 

für  die  drei  Arten  des  Gleichgewichtes  £zZ  ^  0. 

Ein  ebenes  im  Gleichgewichte  befindliches  Kräftesystem  wird  dutb 
die  Drehung  um  Axen,  welche  zur  Ebene  senkrecht  sind,  einem  Pairr 
äquivalent,  dessen  Moment  —  h  sin  a  ist,  wenn  h  =  £  {xX  -|-  yF)  anJ 
a  den  Drehungswinkel  bedeutet.  Sind  P],  Pj  die  Kräfte,  welche  Aa 
^i,  A2  wirkend  dies  Paar  darstellen,  so  wird  —  A^A^  >  P^  sin  a  seit 
Moment,  also  A^A^'  P^^^^  h  und  mithin  ist  das  Gleichgewicht  sicher,  n- 
sicher  oder  dauernd,  je  nachdem  £{xX  -^-yY)  positiv,  negativ  oder  Null  i>* 

§.  8.  In  Bezug  auf  die  Sicherhett  eines  rinc- 
lichen  Kräftesystems  an  einem  unverlnderlicb^t 
Punktsystem  besteht  folgender  Satz: 

Das  Gleichgewicht  eines  ränmlichea 
Kräftesystems  an  einem  unveränderlichr* 
Punktsystem  ist  in  Bezug  auf  eine  Atr 
\  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  die  Pr.- 
'  jection  des  Kräftesystems  auf  eine  sc: 
Axe  senkrechte  Ebene  in  Bezug  anf  Ait\f 
Axe  ist,  sich  im  sicheren  oder  nnsieherf 
Gleichgewichte  befindet.  Ist  nämlich  (Fig.  199.)  a  die  Dtehnp 
axe,  E  die   Projectionsebene,   so   zerlegen  wir  jede   Kraft  PQ  in  i«*- 
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Oomponenten ,  PS  parallel  zu  a  und  PR  j^arallel  zu  E  und  ersetzen 
zugleich  PB,  durch  ihre  Projection  Jü  auf  ^  und  das  Paar  {PB,  T0\ 
dessen  Ebene  parallel  a  ist.  Alle  Paare  if^ie  (jP/2,  TO)  bleiben  bei 
der  Drehung  um  a  sich  äquivalent,  können  parallel  mit  sich  so  ver- 
legt werden,  dass  ihre  Kräfte  ian  zwei  Punkten  Ä^  B  (Fig.  200.)  der 
Axe  a  angreifen  und  liefern  daher  zusammen  ein  ihnen  äquivalentes 
Paar  {AC^  BD)  mit  dem  Arme  AB,  Das  Gesammtkräftesystem  {PQ)  zer- 
fallt demnach  in  das  ebene  Kräftesystem  i^ß) 
der  Kräfte  TU,  das  System  (F)  der  Parallel- 
kräfte P  5  und  das  Paar  {AC,  BD),  Vermöge 
des  Gleichgewichtes  des  Gesammtsystems  muss 
nnn  (H)  vor  der  Drehung  um  a  für  sich  im 
Gleichgewichte  sein;  dasselbe  wird  durch  die 
Drehung  einem  Paare  —  h  sin  a  äquivalent, 
welches  in  der  Ebene  E  eine  beliebige  Lage 
und  Grösse  der  Seitenkräfte  haben  kann.   Man 

kann  dies  Paar  so  legen,  dass  A  der  Angriffspunkt  der  einen  Seiten- 
kraft AE  =  AC  und  ihre  Richtung  der  Richtung  von  AC  entgegen- 
gesetzt ist.  Der  Angriffspunkt  A^  der  anderen  Seitenkraft  A^E^  ergibt 
bich  hierzu  leicht  durch  die  Bedingung,  dass  —  h  sin  a  dem  Momente 
der  Kräfte  TU  fortwährend  gleich  sein  muss.  Zu  Anfang  der  Drehung 
fallen  vermöge  des  Gleichgewichts  ^^  und  A^E^  in  eine  Gerade  und 
dsL  AC  und  AE  sich  auch  während  der  Drehung  tilgen,  so  folgt,  dass 
das  Paar  {A^E^,  BD)  fortwährend  den  früheren  Paaren  (/>/?,  TO)  äqui- 
valent ist.  Die  Parallelkräfte  des  Systems  (F)  müssen  daher  sich  auf 
ein  Paar  reduciren,  welches  mit  dem  Paare  {A^E^,  BD)  anfangs  im 
Oleichgewichte  ist.  Die  Ebene  dieses  Paares  muss  daher  der  Ebene 
JBA^  parallel  sein  und  da  dies  Paar  durch  die  Drehung  nicht  alterirt 
wird,  so  kann  es  durch  ein  Paar  (A^H^  BK)  ersetzt  werden,  dessen 
.Seitenkräfte  an  A^^  B  angreifen  und  der  Axe  a  parallel  sind.  Nun 
liefern  aber  A^E^  und  A^H  einerseits,  BD  und  BK  andererseits  die 
parallelen  und  gleichen  Resultanten  Ay!^  BL^  welche  wegen  des  Gleich- 
gewichtes vor  der  Drehung  entgegengesetzt  sein  müssen.  Das  Gleich- 
gewicht des  Gesammtsystems  ist  daher  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem 
A^B  •  BL  positiv  oder  negativ  ist,   mithin  auch  je  nachdem 

A^B    BL'  cos^  {BA^A) 
oder  A^A  •  AE  positiv   oder  negativ  ist,    d.  h.  je   nachdem   das   Gleich- 
gewicht des  ebenen  Systems  {H)  sicher  oder  unsicher  ist. 

Das  Gleichgewicht  des  ebenen  Systems  (J7)  geht  in  ein  dauerndes 
ifiir  jede  zu  E  senkrechte  Axe  sicheres)  über,  wenn  A^A  verschwindet 
und  mithin  AE  und  A^E^  sich  fortwährend  tilgen.  Tritt  dieser  Fall 
ein,  so  kann  das  Gesammtsystem  nicht  mehr  als  sicher  oder  unsicher 
bezeichnet   werden.     Denn    wenn    der    Punkt    A^    sich    dem    Punkte   A 
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nähert  und  über  ihn  hinweg  aaf  die  andere  Seite  in  die  Linie  Ay  A 
rückt,  80  wechselt  A^A  •  AE  das  Zeichen  nnd  geht  daa  sichere  Gleicli* 
gewicht  von  ff  in  das  unsichere  über.  Der  diesem  Durchgange  ent- 
sprechende Gleichgewichtszustand  de^  Systems' kann  daher  nur  als  eise 
Art  neutralen  Gleichgewichtes  bezeichnet  werden.  Die  Sicherheit 
des  Gleichgewichtes  könnte  in  diesem  Falle  nur  durch  zwei  unendUck 
grosse  mit  der  Axe  a  parallele,  in  verschwindendem  Abstände  AJi  wir- 
kende Kräfte  BLj  A^J  erhalten  werden,  wie  sich  aus  der  Figur  er^'bt 
§.  9.  Man  kann  leicht  eine  Function  5  der  Kräfte  nnd  der  Rich- 
tungscosinusse der  Axe  aufstellen,  um  durch  ihre  Werthe  die  Sicherheit 
Unsicherheit  oder  die  Neutralität  des  Gleichgewichtes  zu  entscheiden. 
Aus  §.  5.  ist  ersichtlich ,  dass  der  Werth  des  Produktes  —  ^x'^t'  ^r 
gebildet  aus  dem  Abstände  der  Angriffspunkte  der  beiden  dem  System 
äquivalenten  Kräfte  und  der  Intensität  der  zweiten  derselben  durch 

—  A.Ao'P^  =  —  r/>2  =  —  Ö  = i "7 r 

*    *      '  cos  a  cos  q>  -f"  cos  ß  cos  %  -|-  cos  y  cü$% 


~    -i     —    — 


—  J)  {cos  a  cos  q>  -j-  cos  ß  cos  %  -j-  cos  y  cos  y) 
angegeben  wird,  worin 

B^  =  {      f  cos  g)  —  ff  cos  %  —  G  cos  ^)' 
+  ( —  ff  cos  q>  -^  g  cos  X  —  F  cos  ^)* 
-[-  ( —  G  cos  q>  —  F  cos  %  -\-  h  cos  ^)^ 
nur   im  Falle,    dass   die  Axe   der  Drehung   eine   Gleichgewichtsaxe  i< 
verschwinden  kann.    Der  Nenner  des  Bruchs  ist  die  Function  5,  welche 
das  Criterium   für  die  Beschaffenheit   des   Gleichgewichtes   lieferL    Eot 
wickelt  man  ihn,  so  erhält  man  daher  zunächst  den  Satz: 

Das  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  weichet  in 
einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  ist  in  Beto^ 
auf  eine  Axe  a  von  der  Richtung  (9>xi/^)  gegen  die  Coordi- 
natenaxen  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  der  Werth  der 
Function 

5=(      f  cos  g) — Rcos%  —  G  cos^)cosfp  fcos^tp  —  2F cosxctsv 

+  ( —  ff  cosq>  -^  gcosx  —  Fcos^)  cosx  =  +  y  cos^x  —  2C  cosi'  rwg 
-f-  ( —  G  cos (p  —  Fcos X  +  Ä  cos  t/;)  cos'^      +  ^  cos'^f^f  —  2H  CfkS^  c^i* 

worin  f^Z{jyY+zZ)         F  ^  2:yZ  ^  2zY 

g  =  £{zZ  +  xX)        G  =  2zX  =  ZxZ 
h=^  Z{xX  +  yY)        ff  =  £xY^  £yX\ 
positiv  oder  negativ  ist. 

Für  9  =  2  =  ^^1  tj;==0  wird  S  ^  h  ^  £  {xX  -|-  yF)  w^ 
erhält  man  den  Satz  des  §.  8.  wieder. 

Denkt  man  sich  alle  in  Frage  komn>enden  Axen  durch  den  C«^^r 
dinateuursprung  gezogen,  so  bilden  sie  ein  StralenbÜndel ,  welche«  ia 
Allgemeinen  in  drei  Gruppen   von   Stralen   zerfällt.     Alle   Stnien,  füi 
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welche  S  verschwindet,   liegen   auf  dem  Kegel  zweiten  Grades  5f  =  0, 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinatcn 

fx^  +  gy^  +  hz^  —  2  Fyz  —  2  Gzx  —  2  Hxy  =  0. 

Für  Stralen  dieser  Art  wird  —  A^A^'  P2  =  —  ß  =  oo,  also  werden  die 
beiden  Kräfte,   welche   dem  Systeme   hei  der  Drehung   äquivalent  sind^ 
unendlich   gross    und    sind    diese   Stralen   Axen    des    neutralen    Gleich- 
gewichts.    Die  Kegelfläche  trennt  den  Raum  in  zwei  Scheitelräume,  für 
deren  einen  allen  Stralen  ein  positives  S  entspricht,  während  der  andere 
nur  Stralen  enthält,  für  welche  S  negativ  ausfallt.    Jene  sind  die  Axen 
des  sicheren,  diese  die  Axen  des  unsicheren  Gleichgewichtes.     Welcher 
von  heiden  Räumen  die  Axen  der  einen  oder  der  anderen  Art  enthält, 
bedarf  einer   specielleren  Untersuchung.     Kehrt   man   den  Sinn   sämmt- 
licher  Kräfte  um,    wodurch    das    Gleichgewicht    nicht  alterirt  wird,    so 
bleibt  die  Gleichung  5  =  0,   also   auch   die  Kegelfläche   der  neutralen 
Axen,  ungeändert,  indem  /*,  ^,  A,  F,  Gy  H  sämmtlich  das  Zeichen  wech- 
seln; die  heiden  Scheitelräume  aber  vertauschen  ihre  Rollen,  indem  fUr 
die  Axen  des  einen,  für  welchen  S  vorher  positiv  war,  S  jetzt  negativ 
wird  und  umgekehrt.    Indem  man  die  Hauptaxen  dieses  Kegels  zu  Coor- 
dinatenaxen  wählt,  kann  man  S  als  ein  Aggregat  von  drei  quadratischen 
Gliedern  darstellen,    nämlich   S  =  Bi  cos^  g/  -["  ^''  ^^^^  X  H"  H'" cos^  /', 
wo  ä',  ä",  R'"  die  Wurzeln  der  cuhischen  Gleichung 

R  —  f     2H  2G 

0  =        2H      R  —  g       2F 
26?  2F       R  —  h 

==  R^  —  (/+  g  +  h)R^  +  {fg  +  gh  +  hf--  F^  —  G^  ^  in)R 

—  (fg^  —  2FGH  —  fF'^  —  gG^  —  hB^) 
und  q>\  x\  ^'  die  Winkel  sind,   welche   die  Axe    der  Drehung  mit  den 
Hauptaxen  hildet.     Ist   eine   Wurzel   dieser  Gleichung  gleich   Null,   so 
zerfällt  der  Kegel  in  zwei  £benen.     Die  Bedingung  hierfür  ist 

fF^  +  gG^  +  Ä^2  +  2  FGH  —  fgh  =  0, 

welche  nach  §.  .  ausdrückt,  dass  das  Kraft esjstem  eine  Gleichgewichts- 
axe  besitzt  (die  Schnittlinie  beider  Ebenen) ;  sind  zwei  Wurzeln  gleich 
Null,  so  fallen  diese  Ebenen  in  eine  zusammen  und  diese  Ebene  ent- 
hält nur  Gleichgewichtsaxen,  S  hat  nur  ein  quadratisches  Glied,  kann 
das  Zeichen  nicht  wechseln  und  ist  daher  das  Gleichgewicht  für  alle 
anderen  Axen,  entweder  sicher  oder  unsicher,  je  nach  der  positiven 
oder  negativen  Bescha£renheit  von  S. 

Nähere  Details  über  den  vorliegenden  Gegenstand  s.  bei  Mob  ins, 
Lehrbuch  der  Statik  1.  Tbl.,  Cap.  IX. 
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Bediiiflrimsen  des  CHeicligewiehtes  eines  KräftesysteniB,  welches  an  einem 
beliebifi^en  unveranderlicheii  oder  veranderliehen  Panktaystem  angreift. 

Princip  der  Tirtaellen.  Geachwindi^^keiten. 

§.  1.  Wenn  Elrafte  an  irgend  einem  Systeme  zur  Zeit  (  im  Gleich- 
gewicht sind,  so  tilgen  sich  die  Beschlennignngen  gegenseitig ,  weicht 
sie  hervormfen  nnd  üben  sie  mithin  keinen  Einfiuss  auf  den  Geflchwin- 
digkeitsznstJUid  des  Systems  ans.  Welches  anch  immer  dieser  Geschwin- 
digkeitsznstand sein  mag,  ist  für  das  Gleichgewicht  der  KrSfie  völlig 
gleichgültig;  es  ist  das  Gleichgewicht  eine  Eigenschaft  des  Kxäflesystems. 
welche  nnahhangig  hiervon  besteht.  Man  wird  daher  die  Bedingnogeo 
des  Gleichgewichtes  anch  so  darstellen  können,  dass  in  denselben  die^ 
Unabhängigkeit  von  dem  Geschwindigkeitsznstand  ausgesprochen  wiri 
nnd  eine  oder  mehrere  Delationen  sich  ergeben,  welche  fortbestehen 
welche  Elementarbewegung  man  auch  immer  dem  System  beilegen  m'^gf 
Der  betreffende  Satz,  welcher  diesen  Gedanken  ausdrückt,  fuhrt  deo 
Namen  „Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten^^  und  wnrd^ 
bereits  vor  Galilei  von  Guido  Ubaldi  am  Hebel,  von  Galilei  seihst 
an  der  schiefen  Ebene  und  einigen  anderen  einfachen  Maschinen  be> 
merkt  (Deila  seien za  meceaniea;  Opere  dt  Galileo  Galüei  L  /,  p,  >•". 
Bologna  1655),  in  seinem  vollen  Umfange  aber  erst  von  Job.  Ber- 
noulli  in  einem  Briefe  an  Yarignon  (Basel,  26.  Jan.  1717)  ans^ 
s prochen  und  von  Lagrange  zum  Fundamente  seiner  ^^ Me'canique  om- 
iytique^*  erhoben.  Wir  werden  diesen  Satz  zuerst  {ür  das  ^ie  nnj 
das  beschränkt  bewegliche  unveränderliche  System  beweisen  und  sodant 
den  Beweis  auf  das  beliebig  veränderliche  System  mit  beliebigen  B^ 
wegnngsbeschriinkungen  ausdehnen. 

§.  2.     Nach   Cap.  V,   §.  11.   ist  zum  Gleichgewicht   der   Krifte  /', 
P\  P\  . . .  am   unveränderlichen   System   erforderlich   und   hinreicheB  i. 
dass  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  im  Räume  beliebig  waM> 
bare  Strecke   zur    gemeiuschafUichen   Kante    und    die   KrSAe  selbft  ti 
(fegenkanten  haben,  verschwinde.    Nach  Tbl.  I,  Cap.  V,  §.  4.  ist  (trtez 
die  Elementarbewegnng  eines  unveränderlichen  Systems  äquivalent  dfa 
Elementarrotationen   um   zwei   conjogirte  Axen   und  also  der  Geschvia 
digkeit^znstand   äquivalent   den  Winkelgeschwindigkeiten  um  diese.    £» 
seien  nun  a,  a    irgend   zwei   conjagirte  Axen   für  einen  beUebigra  (*« 
schwind igkeitszustand  des  Systems,  A»  ^'  die  Winkelgeschwindi^extfi 
um  sie  und  seien  letztere  als  Längen  auf  den  Axen  aufgetragen.    Weou*' 
mau  den    eben    eitirten  Satz   anf  i2  und  Sl\   als  die   beliebig  wählbarfi 
Strecken,   an   und   bezeichnet   allgemein   das   Volumen   einer  Pyrani^}^- 
wt'Iche  «  und  ß  zu  Gegenkanten  hat,   durch  [<i^],   so  besteben  für  '^^ 
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Gleichgewicht  die  Gleichungen  ZlPSl]  =  0,  Z^PSl'^  =  0  und  wenn 
man  beide  addirt: 

i:[P^]  +  £[PSl']  =  0  oder   £  ([PSl]  +  [PSl'])  =  0. 

Der  Inhalt  der  Pyramiden  [-P-ß]  und  [^PSV^  wird  nun  mit  Hülfe  der 
kärzesten  Abstände  cf,  d*  der  Richtung  von  P  von  den  Axen  a,  a'  und 
den  Winkeln  or,  «',  welche  P  mit  diesen  Axen  bildet,  durch  die  Formeln 

[PSi]  =  I  i>Ärf  «n  a,     [i>Ä']  =  I  PSl'cf  sin  a 

gefanden  (s.  8.  71);  wir  führen  aber  in  diese  Formeln  lieber  die  Ab- 
stände r,  r  des  Angriffspunktes  M  der  Kraft  P  von  den  Axen  a,  a 
ein.  Indem  wir  mit  diesen  Grössen  multipliciren  und  dividiren  und 
bedenken,  dass  Sir  und  Sl'r  die  Geschwindigkeiten  u,  u'  bedeuten, 
welche  der  Punkt  M  vermöge  der  Winkelgeschwindigkeiten  il,  !^'  be- 
sitzt, nehmen  die  beiden  Gleichungen  zunächst  die  Form  an: 


[/>Ä]  =  ^Pw  —  sin  a, 


[i>Ä']  =  |i>w'.  -r  Sina. 


Nan  kann  aber  leicht  gezeigt  werden,  dass  — .  sin  et  und  —  sin  a   nichts 

anderes   sind,    als   die    Cosinusse    der   Winkel  -O",   -ö"',    welche    die   Ge- 
schwindigkeiten u ,  u    mit   der  Richtung   der   Kraft  P  p.    ^ot 
bilden.    Legt  man  nämlich  durch  den  Fusspunkt  D  des 
kärzesten  Abstandes  d  auf  P  (Fig.  201.)  eine  Parallele 
zur  Axe  a,   so   steht  d  auf  der   durch   sie   und  P  be- 

stimmten    Ebene   senkrecht  und   stellt   folglich  —  den 

Cosinus  de-s  Winkels  X  dar,  welchen  r  und  d  mit  ein- 
ander bilden.  Legt  man  sodann  durch  M  gleichfalls 
eine  Parallele  zu  a,  so  bildet  diese  mit  den  Richtun- 
gen von  P  ond  u  im  Punkte  M  eine  dreiflächige  Ecke 
^QV^  in  welcher  die  Seite  (JJQ)  =  \Tt  ist,  weil  die 
Geschwindigkeit  u  zur  Axenrichtung  a  senkrecht  ist. 
l>ie  beiden  anderen  Seiten  sind  ( VP)  =  d^  und 
xPQ)  =  a,  während  der  Flächenwinkel  PQU  =  X  ist,  weil  die  Ebene 
1*0  auf  d  und  die  Ebene  ÜQ  auf  r  senkrecht  steht.  Aus  dem  dieser 
Ecke  zugehörigen  sphärischen  Dreieck  PQU  ergibt  sich  daher 

cos  v'  =  cos  Ji  stn  a  =:  —  sm  a. 

r 

Hiermit  erhalten  wir  jetzt,  indem  wir  dieselbe  Betrachtung  nochmals  in 
Bezug  anf  die  Axe  a    anstellen: 

[i>Ä]  -f  [PÄ']  =  ^P{ucos^  +  u  cos  ^') , 

oder  weil  die  Summe  u  cos  O  -(-  i/  cos  &'  als  Summe  der  Projectionen 
der  Geschwindigkeiten  u,  u  auf  die  Richtung  der  Kraft  P  gleich  der 
Projection  v  cos  {Pv)  der  aus   ihnen  resultirenden  Geschwindigkeit  v  des 

38* 
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Punktes  M  auf  die  Richtung  von  P  ist,  [PSl]  +  [PÄ*]  =  ^  Pv  cos  (Pr,. 
Daher  geht  die  obige  Gleichgewichtsbedingung  jetzt  über  in 

2Pv  cos  (Pv)  ==  0 
und  liefert  den  Satz: 

Zum  Gleichgewichte  von  Kräften  an  einem  unveränder- 
lichen, frei  bewegliehen  System  ist  erforderlich  und  bin- 
reichend,  dass  für  jeden  beliebigen  Gesch windigkeitsza- 
stand  des  Systems  die  Summe  aller  Kräfte,  jede  multipli- 
cirt  mit  der  Projection  der  Geschwindigkeit  ihres  Angriffs- 
punktes auf  die  Richtung  der  Kraft,  oder  was  hiermit 
gleichbedeutend  ist,  dass  die  Summe  der  Geschwindig- 
keiten aller  Punkte,  jede  multiplicirt  mit  der  Projection 
der  an  ihnen  angreifenden  Kräfte  auf  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit,  verschwinde. 

Der  Satz  führt  den  Namen  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, weil  die  in  ihm  auftretenden  6eschwindigkeite& 
nicht  die  dem  wirklich  vorhandenen  Bewegungszustande  des  SysteniN 
sondern  nur  einem  beliebig  angenommenen  oder  als  möglich  gedachte? 
anzugehören  brauchen.  Bereits  S.  206  wurde  das  Wort  „virtuell" 
in  diesem  Sinne  erläutert. 

Man  gibt  dem  Satze  in  der  Regel  eine  etwas  andere  Fassung,  il^ 
hier  geschehen.  Ist  nämlich  ds  der  Elementarweg,  welchen  der  Angri^^- 
punkt  der  Kraft  P  in  Folge  des  willkürlich  angenommenen  GescbwiC' 
digkeitszustandes   im   folgenden   Zeitelemente  dt  beschreiben  würde.  > 

ist  V  ==  -  -  und  wenn  weiter  in  dem  Produkte  v  cos  (Pp)  =  ^  - 

dt  ^     ^  ds 

die  Projection  ds  cos  {Pv)  des  Elementarwegs  auf  die  Richtung  der  Kra-: 

mit  dp  bezeichnet  wird,   so   nimmt   die  Gleichung   des  Princips  die  («^ 

stalt  £P   -    ==  0  oder  nach  Multiplication  mit  dt  die  Form  HP  dp  =  • 

an,   in  welcher  man   noch  an  die  Stelle  des  Differentialseicbens  </,  es- 
etwaigen  Verwechselungen  des  beliebig  gedachten  dp  mit  dem  dem  «irk 
liehen  Bewegungszustande  des  Systems  entsprechenden  dp  das  Variati<>cv 
zeichen  d  setzt  und  also  die  Gleichung  so  schreibt: 

2Pdp=0. 

Einem  etwas  abnormen  Sprachgebrauche  zufolge  nennt  man  die  Elem^t 
tarwege  der  Punkte,  welche  ihren  virtuellen  Geschwindigkeiten  propi: 
tional  sind,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  selbst  (besser  „virtTid!'' 
Verschiebungen").  Die  Grössen  Pdp  sind  gemäss  Tbl.  III,  Cap.  I. 
§.  IG.  die  virtuellen  Arbeiten  der  Elräfte,  werden  aber  auch  «ü- 
virtuellen  Momente  derselben  genannt.  Alles,  was  dort  über  «!•'' 
positive  und  negative  Beschaffenheit  dieser  Grössen  gesagt  ist^  k*'ius* 
hier  in   Betracht.     Ein   virtuelles  Moment  PSp  ist  Null,    wenn    P  —  * 
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oder  dp  =  0]  im  letzteren  Falle  ist  entweder  die  virtuelle  Verschiebung 
Null  oder  senkrecht  zur  Kichtung  von  P,  Unter  Anwendung  dieser  No- 
menclatur  heisst  der  Satz: 

Zum  Gleichgewichte  eines  Eräftesjstems  an  einem  un- 
veränderlichen frei  beweglichen  Punktsystem  ist  erforder- 
lich und  hinreichend,  dass  für  jeden  beliebigen  virtuellen 
Bewegungszustand  des  Systems  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  (Momente)  aller  Kräfte  verschwinde. 

§.  3.  Ist  das  Kräftesystem  nicht  im  Gleichgewicht,  so  ist  es  äqui- 
valent einer  Einzelresultanten,  einem  Paare  oder  zwei  sich  kreuzenden 
Kräften.  Aus  dem  Satze  Cap.  V,  §.  11.  über  die  Pyramidensumme 
ergibt  sich  ganz  ebenso,  wie  §.  2.  für  das  Gleichgewicht,  dass  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  Kräftesystems,  wel- 
ches an  einem  unveränderlichen  freien  Punktsystem  an- 
greift, überhaupt  gleich  der  virtuellen  Arbeit  seiner  Re- 
snltanten,  seines  resultirenden  Paares  oder  der  beiden  ihm 
äquivalenten  Kräfte  oder  jedes  anderen  ihm  äquivalenten 
Systems   für  jeden  beliebigen  Geschwindigkeitszustand  ist. 

§.  4.  Ist  das  unveränderliche  System  nicht  frei,  sondern  an  ge- 
wisse Bedingungen  gebunden,  welche  seine  Beweglichkeit  beschränken, 
60  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  entw'eder  sind  diese  Bedingungen 
der  Art,  dass  sie  durch  gewisse  Kräfte  vertreten  werden  können,  welche 
das  System  nöthigen,  dieselben  zu  erfüllen,  oder  es  ist  dies  nicht  mög- 
lich. Im  ersten  Falle  kommt  das  Gleichgewicht  des  Kräftesystems  nur 
durch  Mitwirkung  der  Kräfte,  welche  die  Bedingungen  ersetzen,  zu 
Stande.  Da  diese  Kräfte  die  Bedingungen  vollkommen  vertreten,  so 
fallen  letztere  durch  ihre  Einführung  als  erfüllt  hinweg  und  besteht  das 
Gleichgewicht  an  dem  Gesammtkräftesystem  wie  an  einem  freien  System. 
Es  gilt  daher  auch  hier  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten, 
d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems  P  ,P',  -P",  ...,  wel- 
ches an  einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  dessen 
Bedingungen  der  Beweglichkeit  durch  Kräfte  darstellbar 
Bind,  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jeden  be- 
liebigen Geschwindigkeitszustand  die  Summe  der  virtuellen 
Arbeiten  aller  Kräfte  des  gegebenen  Kräftesystems,  sowie 
der  Bedingungskräfte  verschwinde.  Sind  also  iV,  N\  N'\  ... 
die  Bedingungskräfte  und  dn^  6n\  Sn\  ,  ,  .  die  Projectionen 
der  virtuellen  Verschiebungen  ihrer  Angriffspunkte  auf 
die  Riebtangen  der  iV^,  so  besteht  für  jede  virtuelle  Lagen- 
andernng  des  Systems  die  Gleichung: 

ZPdp  -f  ZNdn  =  0. 
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Fälle   der  zweiten  Art   erfordern    eine    aparte  Behandlang    and    lutea 
wir  dieselben   ausser   unserer  Betrachtung.     Zu   der  ersten  Art  gehören 
die  Bewegungsbeschränkungen,  welche  bereits-Cap.     ,  §.      .  aufgefohrt 
wurden,  nämlich:   1.  das  System  besitzt  einen  festen  Punkt,  d.  h.  einen 
solchen,  in  welchem  die  durch  die  Kräfte  hervorgerufene  Beschleunigung 
vernichtet  wird,  2.  es  besitzt  eine  feste  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axen- 
richtung,  4.  gewisse  Punkte  sind  genöthigt,  auf  bestimmten  Curven  oder 
Flächen  zu  bleiben,    5.   eine  Fläche   des  Systems   soll  fortwährend  eine 
oder    mehrere    gegebene  Flächen  berühren    u.  dgl.  m.     Die   Festigkeit 
eines  Punktes  ist  immer  ersetzbar  durch  «einen  Widerstand,  welcher  die 
dem  Punkte  ertheilte  Beschleunigung  tilgte  die  Festigkeit  der  Axe  kann 
durch  Widerstände  in  zweien  beliebigen  ihrer  Punkte  vertreten  werden; 
ein   Punkt   kann   durch   einen   Normal  widerstand    auf    eine   Cnrve  oder 
Fläche  gezwungen  werden,  die  Berührung  von  Flächen  des  Systems  mit 
gegebenen  Flächen  wird  gleichfalls  durch  Kräfte  ausgedrückt,  welche  Unp 
den  gemeinschaftlichen  Normalen  der  sich  berührenden  Flächen  wiiken. 

Unter  den  unendlich  vielen  virtuellen  Elementarbewegungen  des 
Systems  gibt  es  nun  gewisse,  für  welche  die  Summe  £NSn  der  ▼iitnel- 
len  Arbeiten  der  Bedingungskräfte  für  sich  verschwindet.  Man  nennt 
dieselben  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen 
Elementarbewegungen.  .Bei  den  eben  angeführten  Fällen  sind  sie 
nämlich  diejenigen,  wodurch  die  Bedingungen  nicht  alterirt  werden. 
Denn  wird  das  System  um  den  festen  Punkt  gedreht,  so  ist  fiir  diesen 
dn  =  Oy  aläo  auch  die  virtuelle  Arbeit  Ndn  des  Widerstände«  Null, 
der  seiner  Festigkeit  äquivalent  ist.  Rotirt  das  System  um  die  feste 
Axe,  so  sind  die  virtuellen  Verschiebungen  der  Angriffspunkte  ihrer 
Widerstände  gleichfalls  Null,  macht  es  eine  Schraubenbewegung  um  die 
Axe  von  fester  Richtung,  so  sind  die  virtuellen  Verschiebungen  der 
Geraden,  welche  in  der  Axe  gleitet,  normal  zu  den  AxenwiderstSnden, 
also  werden  ihre  Projectionen  dn  gleich  Null  und  dasselbe  ereignet  stc^, 
wenn  das  System  so  verschoben  wird,  dass  bestimmte  Punkte  in  vor 
geschriebenen  Bahnen  oder  auf  vorgeschriebenen  Flächen  sich  bewegen; 
denn  die  Elementarwege  fallen  in  die  Tangenten  oder  Tangentenebenen 
und  die  Bedingungskräfte  sind  Normalkräfke. 

Handelt  es  sich  nun  blos  um  die  Aufstellung  der  von  dem  ^- 
gobenen  Kräftesystem  zu  erfüllenden  Gleichgewichtsbedingungen,  oho' 
dass  man  über  die  Natur  der  Bedingungskräfte  Auskunft  erhalten  «ill. 
so  genügt  es,  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Elr 
mentarbewegungen  mit  Hintansetzung  aller  übrigen  zu  betrachten.  Wir 
müssen  hierfür  aber  unseren  Satz  in  zwei  Theile  spalten.  Znnicitti 
kann  man  nämlich  in  Folge  der  eben  gemachten  Bemerkungen  nur  be- 
haupten : 

Wenn  ein  Kräftesystem  an  einem  unveränderlichen,  ge* 
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wissen  Bedingangen,  welche  Kräften  äquivalent  sind,  unter- 
worfenen System  im  Gleichgewicht  sich  befindet,  so  ist  für 
alle  mit  den  Bedingungen  verträgliche  £lementarbewegun- 
gen  des  Systems  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller 
Kräfte  der  Null  gleich. 

Der  zweite  Theil  des  Satzes,  die  Umkehrung  des  eben  ausge- 
sprochenen, muss  besonders  erwiesen  werden.     Nämlich: 

Wenn  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  eines  Kräfte- 
Systems,  welches  an  einem  unveränderlichen,  gewissen  Be- 
dingungen, welche  Kräften  äquivalent  sind,  unterworfenen 
System  angreift,  für  alle  mit  den  Bedingungen  verträglichen 
Elementarbewegungen  verschwindet,  so  ist  das  Kräftesystem 
im  Gleichgewicht. 

Denn  fände  nicht  Gleichgewicht  statt,  so  würden  die  Kräfte  das 
System  in  einer  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Weise  beschleu- 
nigen. Dies  könnte  man  dadurch  hindern,  dass  man  au  den  einzelnen 
Pnnkten  des  Systems  Kräfte  wirken  Hesse,  welche  die  Beschleunigungen 
derselben  tilgten.  Diese  Kräfte  würden  in  die  Richtungen  jener  Be- 
schleunigungen fallen  und  würden  ihnen  dem  Sinne  nach  entgegen- 
gesetzt sein.  Wählen  wir  nun  die  durch  die  gegebenen  Kräfte  erfol- 
gende £lementarbewegung  zu  der  virtuellen  Bewegung  und  bezeichnen 
die  unendlich  kleinen  Wege,  welche  die  Punkte  hierbei  beschreiben 
würden,  mit  ^q,  dq\  iq\  . .  .  und  ihre  Projectionen  auf  die  Bichtungen 
der  Kräfte  P  wieder  mit  dp,  dp',  dp",  ...,  so  wäre  ZPSp  die  virtuelle 
Arbeit  des  gegebenen  Kräftesystems,  —  £Q^q  aber  die  virtuelle  Arbeit 
der  hinzugefugten  Kräfte.  Diese  letztere  ist  negativ,  weil  die  ELräfte 
Q  mit  den  Wegen  öq  Winkel  7t  bilden.  Wegen  des  sodann  eintretenden 
Gleichgewichtes  würde  die  Gleichung  ZPdp  —  HQSq  =  0  bestehen, 
walche  sich  auf  —  ZQdq  =  0  reducirt,  da  nach  der  Voraussetzung 
2PSp  =*  0  ist.  Diese  Gleichung  kann  aber  nicht  bestehen,  da  ihre 
linke  Seite  nicht  verschwindet. 

§.  5.  Hinsichtlich  der  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschränkenden 
Bedingungen  ist  noch  eine  speciellere  Untersuchung  erforderlich.  Wenn 
ein  Punkt  unbedingt  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche  zu 
bewegen,  so  kann  er  in  der  Richtung  der  Normalen  weder  nach  der 
einen,  noch  nach  der  anderen  Seite  ausweichen.  Die  Fläche  leistet 
sowohl,  wenn  die  Kräfte  den  Punkt  an  die  Fläche  pressen,  als  auch, 
wenn  sie  denselben  von  der  Fläche  wegziehen,  einen  Widerstand,  der 
das  eine  wie  das  andere  hindert.  Man  kann  sich  dies  materiell  dadurch 
dargestellt  denken,  dass  man  die  Fläche  als  aus  zwei  unendlich  nahen 
Schalen  bestehend  annimmt,  zwischen  denen  sich  der  Punkt  befindet. 
Im  einen* Falle  wird  er  gegen  die  eine  Schale  gedrückt  und  leistet  diese 
im    entgegengesetzten   Sinne  Widerstand,   im  anderen  Falle  findet  dies 
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bei  der  anderen  Schale  statt.  Es  kann  aber  ancb  der  Fall  eintreten, 
dass  die  Kräfte  den  Punkt  an  die  Fläche  anpressen  nnd  der  Wider- 
stand derselben  blos  das  Eindringen  hindert,  während  der  Bew^lich- 
keit  im  entgegengesetzten  Sinn  kein  Hinderniss  im  Wege  steht;  so  s.  B. 
wenn  der  Punkt  sich  auf  der  Oberfläche  eines  festen  Körpers  befindet, 
in  welchen  es  nicht  eindringen,  von  welchem  es  aber  wohl  hinweg 
geführt  werden  kann.  Die  Fläche  ist  dann  nur  als  eine  einsige  Schale 
zu  denken  und  leistet  nur  einseitigen  Widerstand.  Ebenso  kann  Ait 
Beweglichkeit  des  Punktes  in  der  Tangentenebene  der  Fläche  nach  der 
einen  oder  der  anderen  Richtung  beschränkt  sein,  während  sie  in  ent- 
gegen gesetztem  Sinne  kein  Hinderniss  findet.  Aehnliches  kann  bei  der 
Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Cnrve  eintreten,  iodem 
dieselbe  in  dem  einen  Sinne  gehindert  ist,  im  entgegengesetzten  nicht; 
desgleichen  bei  der  Rotation  um  eine  gegebene  Axe  u.  s.  w. 

Bei  der  Entwickelung  des  Princips  der  virtuellen  GeschwindigkeitcA 
unter  der  Form,  in  welcher  die  Bedingungskräfte  nicht  in  den  Ausdruck 
derselben  eintreten,  wurde  nun  angenommen,  dass  die  Bedingungskrift^ 
die  Beschränkungen  der  Beweglichkeit  absolut  erftlllen,  sodass  also  dir 
Flächen  doppelseitigen  Widerstand  leisten,  dass  aber  in  der  Tangenten- 
ebene  nach  jeder  Richtung  in  beiderlei  Sinn  nnd  in  der  Tangente  eiorr 
Curve  gleichfalls  in  beiderlei  Sinn  Beweglichkeit  stattfinde.  Finden  die 
Bewegungshindernisse  aber  nur  einseitig  statt,  so  braucht  die  Gleichnn^ 
£Pdp  =  0  nicht  mehr  für  alle  verträglichen  Verschiebungen  erfüllt  ii 
sein.  Denn  führt  man  die  Bewegungshindemisse  als  Kräfte  A,  JV',  JV", ... 
ein,  so  ist  Überhaupt  nach  §.  3.  wegen  des  Gleichgewichtes 

2P6p  +  2N6n  =  0. 
Für  alle  Verschiebungsarten ,  bei  welchen  nun  die  betreffenden  Pimktr 
auf  die  Hindernisse  stossen,  sind  die  Grössen  dn  Null,  also  mki- 
ZN^n  =  0  und  folglich  ist  für  diese  £P6p  =  0.  Für  die  entgegm- 
gesetzten  und  alle  übrigen  verträglichen  Verschiebungen  sind  aber  tu'- 
Ndn  oder  wenigstens  einige  von  ihnen  positiv,  weil  iVund  in  entgegn- 
gesetzten  Sinn  besitzen,  daher  kann  für  sie  £PSp  nicht  mehr  NqH 
sondern  muss  negativ  sein.  Wir  erhalten  daher  das  Princip  der  rir* 
tuellen  Geschwindigkeiten  jetzt  in  folgender  allgemeinerer  Fassang: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches  t= 
einem  unveränderlichen,  gewissen,  darch  Kräfte  darstell- 
baren Bedingungen  unterworfenen  Punktsystem  angreift 
ist,  wenn  die  Beweglichkeit  des  Systems  durch  diese  Bf- 
dingungen  nicht  absolut,  sondern  nur  einseitig  oder  nsfi 
gewissen  Richtungen  beschränkt  wird,  erforderlieh  «s- 
hinreichend,  dass  für  alle  verträglichen  Versebiebanf:« 
arten  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  des  KräftesTSteoi 
nicht  positiv,  dass  vielmehr  £Pdp  ^  0  sei. 
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§.  6.     Von   dem   Princip   der  virtuellen   Geschwindigkeiten   macht 
man  vorzugsweise  jGrebrauch  zur  Beantwortung  folgender  Fragen :  1.  Findet 
an  einem   gegebenen,   gewissen  Bedingungen    der   Beweglichkeit  unter- 
worfenen Punktsystem  Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  statt,  welche 
an  ihnen   angreifen  oder   nicht   und  welche   sind    die  Widerstände  etc., 
welche   die  Bedingungen   vertreten   können?    2.  Wenn   nicht   Gleichge- 
wicht stattfindet,  wie  findet  man  Kräfte,  welche  dasselbe  herbeizuführen 
geeignet  sind   und   zugleich  noch   näher  zu  bezeichnenden  Forderungen 
genägen?   3.  Welches  sind  die  Lagen  des  Systems,  für  welche  die  Kräfte 
ins  Gleichgewicht  gelangen,  insbesondere  welche  Lagen  nehmen  hierbei 
die  in  ihrer  Bewegung  beschränkten  Punkte  auf  den  ihnen  vorgeschrie- 
benen Curven  oder  Flächen  ein?    4.  Welches  sind  die  beschränkenden 
Bedingungen  der  Beweglichkeit  des  Punktsystems  näher  zu  bezeichnen- 
der Gattung,   unter  welchen   ein   gegebenes  Kräftesystem  an  demselben 
ins  Gleichgewicht  gelangt,    z.  B.   auf  welcher  Fläche   befindet  sich   ein 
gegebenen    Kräften    unterworfener   Punkt    in    allen    Lagen    im   Gleich- 
gewicht?   5.  Wenn  Gleichgewicht  stattfindet,   in  welchen  Fällen  ist  es 
sicher,  unsicher  oder  neutral?  —  Wir  wollen  zunächst  an  einigen  ein- 
fachen Beispielen  zeigen,  wie   man  die  verschiedenen  virtuellen  Bewe- 
gungen des  Systems  benutzt,   um  einige  dieser  Fragen  zu  beantworten. 

1.  Ein  homogener  schwerer  Cylinder  (Fig.  202.)  von  dem  Gewichte 
Gy  der  Länge  21  und  dem  Radius  r  seines  Querschnitts  ruht  bei  A 
aaf  einer  horizontalen  und  lehnt  sich  bei  j&  an  eine  vertikale  Ebene, 
sodass  die  Erzeugungslinie  AB  senkrecht  zur  Schnittlinie  0  beider 
Kbenen  ist;  bei  A  und  B  findet  Reibung  (Reibungscoefficienten  ft,  f&') 
statt.  Welches  sind  die  äussersten  Lagen,  für  welche  zwischen 
^^vx  Gewichte  und  den  beiden  Reibungen  noch  Gleichgewicht 
herrscht?  Die  beschränkenden  Bedingangen  des  Systems,  dass  nämlich  die 
i'ankte  ^,  ^  in  den  beiden  Ebenen  bleiben  sollen,  sind  durch  die  Normalwider- 
stände N,  N*  dieser  Ebenen  ersetzbar.  Diese  und  der  Winkel  i/>,  welchen  die 
Axe   des   Cylinders   mit  der   Horizontalebene    im  f«     qa« 

/qstande  des  Gleichgewichtes  bildet,  sind  die  Un- 
bekannten des  Problems,  zu  deren  Anffindnng  wir 
«Irei  verschiedene,  bequem  zu  wählende  virtuelle  B 
Bewegungen  anwenden  werden.  Das  Rräftesystem 
besteht  ans  0  am  Schwerpunkte  S  des  Cylinders 
vertikal  abwärts,  N  in  A  vertikal  aufwärts,  A^'  in 
^  horizontal  wirkend,  sowie  den  Reibungen  juiV, 
tt'.V',  welche  den  jedesmaligen  verträglichen  Ver- 
^chiebuIlgen  der  Punkte  A,  B  entgegen  gerichtet     "  «      -«^ 

iind.  Ertheilt  man  nun  zunächst  dem  System  eine  unendlich  kleine  Rotation  um 
•He  zur  Ebene  des  Kräftesystems  senkrechte,  durch  das  Momentancentrum  C  des 
iu  dieser  Ebene  beweglichen  Punktsystems,  nämlich  den  Schnittpunkt  der  Nor- 
malen in  A  und  B  gehende  Axe  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung,  so  beschreibt 
•V  einen  unendlich  kleinen  Kreisbogen  senkrecht  zu  CS  =>  d  und  dieser  bildet 
nit  der  Vertikalen  denselben  Winkel,  welchen  CS  und  die  Horizontale  OA  bilden; 
•ier  Cosinus  dieses  Winkels  ist  (/  cos  ip  —  r  sin  ^ip) :  d  und  da  die  Elementarampli- 
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lade  der  Rotation  dtp^  mitbin  der  Elementarweg  von  S  gleieli  d-dip  ist,  8o  itellt 

—  0(1  cos  itf  —  r  sin  rp)  drp  die  virtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  G  dar.  Die  Ar- 
beiten  von    Ny    N*   sind   Null,    die    von    ftJV,    (iN*    aber   — 2iiyinnypdip  qd*! 

—  2ft'iV'/  cos  ipdip.    Daher  ist 

—  [G  (/  cosrp  -^  r  sin  rp)  +  2  (i  N l  sin  rp  -{-  2  {iN'l  cos  fpi]  dtp 

die  gesammte  virtuelle  Arbeit  aller  Kräfte.  Da  die  Widerstände  nur  einseltit 
wirken,  so  besteht  also  die  Gleichgewichtsbedingung: 

—  [G  (/  cosrp  —  r  sin  ^)  +  2  ^lNI  sin^f  +  2  ^'N'l  cos  ip]  dip  <  0. 

Der  Ausdruck  links,  gleich  Null  gesetzt,  liefert  für  die  eine  Grenzlage  des  Gleicl- 
gewichtes  den  Winkel  fp  =»  ip^.  Kehren  wir  den  Sinn  der  Rotation  um,  so  vtcb- 
seln  dtp  und  die  virtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  das  Zeichen ,  nicht  aber  die  Ar 
beiten  der  Reibungen.    Die  Gleichgewichtsbedingung  ist  dann 

—  [Gilcosip  —  r  sin  tp)  —  2 1»  A7  «n  -^  —  2  |»'iV7  eos  ^]  9^  <  0 

und  indem  man  hier  den  Ausdruck  zur  Linken  gleich  Null  setzt,  erhält  man  d<^-'> 
der  anderen  Grenzlage  des  Gleichgewichtes  entsprechenden  Winkel  ^  =  t« 
Innerhalb  des  der  Differenz  beider  Wcrthe  von  rp  entsprechenden  Spielräume»  i«' 
Gleichgewicht  für  alle  Lagen  möglich.  Um  die  Widerstände  zu  finden,  erthei^^. 
wir  dem  System  zwei  virtuelle  Translationen  senkrecht  zu  den  beiden  Ehettt 
Die  horizontale  Translation  dx  liefert  {N* —  Nim)  (/x  <=  0,  die  vertikale  djf  sb^' 
N  +  -^f*'  —  {G)  cty  «=  0  und  aus  beiden  folgen : 

G  .^  iiG 

1  +  f*f*' 


iV  = 


iV 


Führen  wir  diese  Werthe  in  die  beiden  Grenzbedingungen 

G  {Icos'ip  —  r  sin  ^)  +  2  f*A'/  «in  ^  +  2  pkN'l  cos  ip  ^  0 

und  G{leosip  ~  r  sin  ^)  +  2  f*  iV/  «n  ^  —  2  ftS'l  cm  ^  »  0, 

von  denen  die  letzte  durch  einen  Zeichenwechsel  der  Reibungscoefficienten  ^.  • 
ans  der  ersten  entspringt,  ein,  so  ergeben  sich  die  fraglichen  beiden  Werthe  von  v 
näiblich : 


tg^^  = 


(1  —  Pill!) 


ig^t 


(1    +(LiL)     j    +2^  (1    +(1^-) 

^1  ist  der  kleinste,  ^^  der  grösste  Grenzwerth  von  ^. 


1  +3,*^^ 


r 

T 


Flg.  203» 


2.    Ein  Winkelhebel  AGB  (Fig.  203.),  dessen  Schenkel  den  Wink- 
^bilden,  istumseinen  Scheitel  Oin  einer  Vertikal  ebene  drehbar;  «i^ 

eine  Schenkel  OB  <=»  b  ist  verbäUo:*'« 
massig  schwer  und  sein  Gewicht  gl* 
(?;  das  Ende  A  des  anderen  SchrDk.' 
OA  8»  a  trägt  eine  Schale  oder  eines  H« 
ken  vom  Gewichte  <o  und  eine  La»t  t« 
Gewichte  P,  In  welcher  Lage  diese«  >' 
Sterns  findet  Gleichgewicht  der  Kr»t' 
statt?   (Zeigerwaage.) 

Es  bilde  in  der  Gleichgewichtslage  OH  ** 
der  Vertikalen  den  Winkel  7,  also  OA  nut  '- 
selben  den  Winkel  ^  —  9.      Ertheilt    man   i 
System  eine  virtuelle  Rotation  um  0,  sodass  q?  um  dtp  zunimmt,  so  nimmt  9  - 
um  dtp  ab  und  haben  die  Arbeiten  der  Kräfte  P  -\''S  und  Q  die  W«rib« 

{P  +  "är)  fl  *»«  (^  —  9)  ^^   '»od   —  Qh  sin  tpdtp. 
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Daher  ist  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

(P  +  "3^)  a  sin  (^  —  9)  —  Qb  sin  9  =  0, 
woraus  sich  ergibt: 

(P  -f-  'S')  a  sin  9" 
ig^  ^  (p-qr-s-)  a  eo«  9  +  Qb  ' 

Für  P  =s  0  findet  man  die  Stellung,  welche  dem  Nullpunkt  einer  Kreisscala  cut- 
Bprlcht,  für  welche  der  Schenkel  OB  den  Zeiger  trägt,  nämlich 

'a'  a  sin  d" 
'^^°  "■  7S^acosd'  +  Qb  ' 

iodem  man  P  =s  1,  2,  3,  ...  Kilogramm  annimmt,  erhält  man  die  den  Scttlatheil- 
punkten  1^  2,  3,  ...  entsprechenden  Winkel  9.  Soll  OA  horizontal  sein  für  die 
Stellung  des  Zeigers  auf  Null,  so  muss  ^  —  9o  ""  i^»  '^^^^  ^  =  i^  ~t~  9of 
also  (gtp^Bs  —  coig  ^  werden,    für  welchen  Werth  aus  der  vorigen  Gleichung 

cot&  =^  —  — -  folgt,  welche  Gleichung  eine  der  Grössen  a,  &,  ö,  "cS",  ^  liefert, 

wenn  die  übrigen  willkürlich  angenommen  sind.  Mit  wachsendem  P  nähert  sich 
<ler  Schenkel  OA  der  vertikalen  Lage  und  wächst  der  Winkel  9,  indem  er  sich 
^  als  seiner  Grenze  nähert.  —  Für  ^sss  ^n  wird  die  Untersuchung  sehr  einfach; 

es  ist  dann  ^9^  ^^  TriiP  '\'^)y  ^^^^  wenn  'm  sehr  klein  ist,  wachsen  die  Tan- 
genten von  9  nahezu  den  Gewichten  P  proportional.  Für  grössere  Lasten  P 
musa  Q  sehr  gross  gewählt  werden,  damit  der  Ausschlag  des  Zeigers  nicht  zu 
rasch  wachse,  da  mit  wachsendem  9  die  Theilstriche  immer  enger  aneinander 
rucken.  —  Den  Widerstand  N  des  Punktes  0  und  seine  Richtung  findet  man, 
iudem  man  dem  System  eine  vertikale  und  eine  horizontale  virtuelle  Translation 
ertheilt.  Bildet  N  mit  der  Vertikalen  aufwärts  gerechnet  den  Winkel  1,  so  wird 
A-  rof  i  —  (P  +  Ml)  —  0  =  0  und  iV  sin  X  =  0,  also  iV  «  (P  +  7o )  +  (?  «nd 
1  =  0. 

3.  Ein  homogener,  schwerer  Körper  vom  Gewichte  G  (Fig.  204.) 
berühre  hei  A  eine  gegen  den  Horizont  unter  dem  Winkel  a  geneigte 
£bene  mit  Reibung  vom  Coefficienten  f&;  die  Verbindungslinie  AS 
des  Berührungspunktes  mit  dem  Schwer- 
punkte 5  ist  gegen  die  schiefe  Ebene  un- 
ter dem  Winkel  s  geneigt  und  fällt  in  die 
zur  Schnittlinie  der  schiefen  Ebene  und 
des  Horizontes  senkrechte  Ebene.  Man 
«ucht  eine  unter  dem  Winkel  Z  gegen  die 
ichiefe  Ebene  gerichtete,  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  und  in  dieselbe  Ver- 
tikalebene fallende  Kraft  P,  welch9  ™^^  ^1 
dem  Widerstände  N  der  Ebene  und  der 
Keibnng  fiiV  Gleichgewicht  zu  halten  vermag. 

Um  die  drei  Gleichgewichtsbedingungen  dieses  ebenen  Kräftesystems  zu 
*inden,  wenden  wir  drei  virtuelle  Bewegungen  des  Körpers  an.  Verschieben  wir 
denselben  zunächst  parallel  der  schiefen  Ebene  und  zwar  aufwärts  um  die  unend- 
iich  kleine  Strecke  ds^  so  sind  die  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte  P,  G,  Ny  (iN 
ditr  Reihe  nach  Pdscosl,  —  Gdssina^  0,  —  ii,Sds  und  da  der  Widerstand  der 
Kbene  einseitig  wirkt,  so  besteht  die  Bedingung: 

{PcosX  —  G  sin  a  —  ftiVJ  d»  ^  0. 
Kine  Vervchiebung  ds  senkrecht  zur  schiefen  Ebene  veranlasst  die  virtuellen  Ar- 
beiten P  sin  IdSf  —  G  cos  uds,  Nds\  eine  virtuelle  Rotation  um  A  um  den  unendlich 
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kleinen  Winkel  dto  endlich  gibt  die  Arbeiten  P'AS'8in(i  -f-  ^)t  —  G'AS-eotiß  —  a  , 
0,  0.    Hierdurch  erhalten  wir  die  zwei  weiteren  Bedingangsgleichnngen  desGleieb- 

gewichtes : 

Psin  l  —  Gcosa  +  N  =  0 

Psin{s  +  X)  —  Geos  («  —  a)  —  0. 

Aus  der  ersten  von  ihnen  entnehmen  wir  N  und  erhalten,  indem  wir  seinen  WertL 
in  die  zuerst  aufgestellte  Gleichgewichtsbedingung  einführen: 

cos  l  '\'  fk  nnt 
welche  wir  auch  dadurch,  dass  wir  den  Ruhewinkel  q  durch  die  Formel  ^f  ""  * 

zu  Hülfe  rufen,  auf  die  Form   P  <  ""  ?.        ^  •  G  bringen  können.    For  eic 

virtuelle  Verschiebung  die  schiefe  Ebene  hinab  würden  wir  statt  der  ersten  Reli- 
tion  gefunden  haben:  —  P  cot  i  +  Gsina  —  fiN  <^  0,  Ans  ihr  erhalten  wl' 
mit  Hülfe  von  N  analog 

-^  cos  l  —  fi  sin  l 
oder  in  anderer  Form  geschrieben: 

sin  (er  -  g) 
^  cos{X+q)    ''' 
Hiermit  sind  die  Grenzwerthe  für  P  bezüglich  der  Möglichkeit  des  Gleicbgevicbtr* 
gefunden.    Zu  jedem  Werthe  von  P  innerhalb  dieses  Spielraumes  erhält  man  dft 
betreffenden  Widerstand  N  ^^  G  cos  a  —  Psin  X  und  aus  der  dritten  Relation  i:- 
Lage  des  Körpers,    nämlich  den  Winkel  £,  welcher  die  Neigung  der  Linie  A"^ 

angibt.    Hierfür  wird  nämlich 

P  sin  X  4*  G  cos  a 

'^  *  ""  PcosX  —  G  sin~a  ' 

4.   Eine  vertikal  stehende  Schraubenspindel  kann  in  der  zqj' 
hörigen  festen   Schraubenmutter   mit  Reibung  vom   Cocffictentei:  - 
gleiten.     Am  Kopfe  A  der   Spindel    wirkt   in    einer  Horisontaleb«ti 
ein  Kräftepaar  vom  Momente  M,   am    unteren  Ende   B   ein  Oevir^' 
welches  mit  dem   Gewichte    der  Spindel  zusammen   Q  beträgt.    Vt: 
soll   für  den  Fall  des   Gleichgewichtes  die   Grenzwerthe  von  M  ?t 
den  Druck  auf  die  Schraubenmutter  bestimmen. 

Der  Cylinder,  auf  welchem  das  Schraubengewinde  aufsitzt,  habe  den  ]U-^^• 
/?,  das  Gewinde  sei  von  rechteckigem  Querschnitt  und  von  der  Dicke  ^,  der  Pr:.' 

an  einer  beliebigen  Stelle  der  Sckra- 
^'^'  ^-  benmutter  auf  die  Flächeneinheit  tt '  - 

cirt,  d.  h.  die  Resultante  der  Dm'« 
auf  alle  Punkte  eines  Quadratinrur« 
wenn    derselbe    überall    gleich  ^^r 
Drucke  an  jener  Stelle  ist,  sei  ^ 
Zunächst  ertheilen  wir  dem  i^r«.*- 
eine  virtuelle  Schraubenbewego&r  ^''• 
seine  Axe,  wie  sie  mit  seiner  N*s  * 
verträglich  ist  nnd  zwar  so,  du»' 
Spindel  um  die  nnendlieh  klein«  H  ^ 
dh  (Fig.  205.)  steigt  and  no  dca  W.r 
kel  d4t  rotirt.    Die  Angriffspnnht«  c 
Seitenkräfte  P  des  Paares,  dessen  Arm  p  sei,  beschieiben  Schraabeaeie—**  ^ 
die  Sohraubenaze  a,  deren  Projectionen  auf  die  Richtung  der  Kräfte  ri^  m  - 
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rdd'  sin  a  sind ,  wenn  r,  /  die  Abstände  jener  Angriffspunkte  Yon  der  Aze  und 
ff,  a  die  Winkel  sind,  welche  dieselben  mit  der  Richtung  der  Kräfte  bilden.  Die 
virtaelle  Arbeit  beider  Seitenkräfte  ist  also 

Pr  sin  adto  —  Pr  sin  ccdm  «=  Ppdm  =  Mdm, 

da  r  sin  a  —  r  sin  a  ==  p  ist.  Die  virtuelle  Arbeit  von  0  ist  —  Qdh,  die  Wider- 
stände NdSl,  welche  die  Schraubenmutter  in  ihren  einzelnen  Flächeneleraenten 
dS,  leistet,  liefern  keine  Arbeiten,  da  sie  senkrecht  zu  den  Schranbenelementen 
ds  sind,  welche  ihre  Angriffspunkte  beschreiben,  die  Reibungen  ilLNdSl  leisten 
Arbeiten  — ^NSlds  und  ihre  Summe  ist  — fiTNdSlds  über  die  ganze  Fläche  der 
Schraubenmutter  ausgedehnt,  auf  welcher  die  Spinde]  ruht.  Man  erhält  demnach 
die  Bedingung  des  Gleichgewichtes 

Mde-  —  Qdh  —  fijNdSlds  <^  0 

nnd  indem  man  die  virtuelle  Schraubenbewegung  in  umgekehrtem  Sinne  erfol- 
gen lässt,  __ 

—  Md»  +  Qdh  —  fifJ^dSlds  <  0, 

^^<Q~  +  (^ßäSl%    und    M^Q^-^jNda% 

gewählt  werden  darf.     Die  Grösse   -^  ist  constant  und  gleich  -—  ,   wenn  h  die 

dv  2« 

Höhe  des  Schraubenzeigers  bedeutet.     Ist  r  der  Abstand  des  Schraubenelementes 

ds  ron    der  Axe,    so  stellt  -^  die  Sekante  der  Neigung  t  von  ds  gegen  seine 

ds             T 
Horizontal projection  dar,    mithin    ist  -^  =»  ;.     Das    Flächenelement  dSl  ist 

TT  dv  *  df 
didr  SS -  .    Hiermit  wird  das  den  Einfluss  der  Reibane:  darstellende  Intetpral 

cos  l  ^  ^ 


wo  X  die  Anzahl  der  Schraubenwindungen  angibt.    N  und  i  sind  Functionen  von  r, 

aber  S  ist  unbekannt,  während  i  mit  Hülfe  von  tgi  =  ^ —  eliminirt  werden  kann. 
Hierdurch  wird  die  Grenzbedingung  für  M 

Vm  xV,  wenn  auch  nur  durch  einen  Mittelwerth  darzustellen,  ertheilen  wir  dem 
System  eine  blos  virtuelle  Rotation  d^"  um  die  Schraubenaxe  und  erhalten,  da 
die  Arbeiten  von  ilf,  A'rfÄ  und  f*2VdÄ  die  Werthe  Md^,  —  NdSlrdd"  sin  i, 
—  itSd^rd^"  cos  i  haben  und  dSl  {sin  i  -\-  (i  cos  i)  =  r^dm  {tgi  +  /*)  ist,  die 
weitere  Gleichgewichtabedingung 

^  —  X  I Nr{2nfir  +  Ä)  r/r  =  0 . 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung  ist  aber  ein  bestimmtes  Integral, 
dessen  Elementarfactor  innerhalb  des  Integrationsintervalls  das  Zechen  nicht 
wechselt,  gleich  der  Differenz  der  Grenzen,  multiplicirt  mit  einem  gewissen  Mittel- 
werthe  des  Elementarfactors.  Bedeutet  daher  rg  den  Mittelwerth  von  r,  Nq  den 
von  ^V,  90  hat  man 

M  —  ndNoVo  (2«/*ro  +  Ä)  =  0, 


60G 


Anwendangen  des  Prindps  der  virtaellen  GeBchwindigkeiteii.      VIL  Cap 


und  wenn  man  den  hieraus  fliessenden  Werth  iVg  an  die  Stelle  von  .V  als  Niberaagi 
wertli  in  die  Qrenzbedingnng  für  M  einführt,  so  kommt  nach  leichter  S«daetioB 


»Ä 


2«M(B»  +  j^,  +  Ä*  +  i»») 


<M< 


"h 


1    — 


2irfi(/r+  ~  +  Äa  +  jr) 


Auch  kann  man  einen  mittleren  Nähemngswerth  i^i,  für  N  durch  Q  aosgedraeh, 
erhalten.  Eine  virtuelle  Translation  des  Systems,  parallel  der  Schranbeoaxe, 
würde  die  Bedingung  liefern: 


-ß  +  2K«yV(l-.^*^)rdr-0. 


woraus 


N*  s=  —rz: r. —  t  wenn  r*  der  Mittel  werth  des  Arffumentet  r  i»t. 

Hiermit  erhält  man: 


"in 


('^  +  Ä  +  ^*+i*')* 


<M<Q 


2« 


+ 


2«^(Ä«  +  -*^+Ä«  +  ir) 


(2  «  r,  -  fi  A)  r, 


(2«r,  — /*A)r| 

Man  kann  leicht  eine  mittlere  Schraubenlinie  angeben,   auf  welcher  alleit, 

statt  auf  der  ganten   Fläche  der  Schraubenmutter,    Ueibung   stattfinden  wurdr 

Der  Radius  derselben  sei  r  und  der  Druck  N  werde  jetzt  auf  die  Längeneinkfit 

bezogen.     Dann  stellt,   wenn  /  die  Länge  der  ganzen  Schraubenlinie  bed«atet. 

fiNl'  (h  die  Gesammtarbeit  der  Reibung  dar  und  wird  die  Grenzbedingong  für  V 

..,-,,..  tU  r  l       dh  h 

vermöge  der  Relationen 


Q-^-d 


2»    '    2» 


dm        cos  t        2n     dm        2 « 

*   _  A^^<  M  <0- 

2«         2«  -^  ^ 

und  die  virtuelle  Rotation  und  Translation  um  die  Schraabenaxe  oad  paimll«!  r- 
ihr  liefern  weiter: 

M  —  Nlr  {sin  i  +  ^  eos  ()  ^  0        —  ß  +  A'/  (co«  i  —  ^  «i«  t)  —  0, 

woraus  N  und  r  gezogen  werden  können,  da  l  sin  i '=«  A,  l  cos  i  •»  S«r  ist 

5.  Eine  schwereGerade^^  (^^g*  206.)  ruht  auf  einer  ebeoeoCtrr# 
in  einer  Vertikalebene  und  lehnt  sich  mit  dem  Ende  A  an  eine  f crti 

kale  Wand;  welches  ist  die  Curve,  auf  welcher  J:« 
Gerade  in  jeder  Lage  im  Gleichgewicht  stck  k«- 
findet? 

Ist  a  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  S  der  Gfr»i's 
von  A,  (Xf  y)  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve,  in  welches  s^  - 
anfliegt,    so    erhält   man   für   die  vertikale  Ordinate  t««  ^ 


Tig^.  206. 


ifi 


y  +  MS 


J^  ^y 


\ 

1 


oder,  da  MS 
dy 


a  — 


ds 
di 


Ut: 


y  +  « 


dy 


y 


dt' 

Vi        .    .    -rf, 

und  da  das  Princip  der  virtuellen  GeschwiDdigkeitca  Ar  v*"* 
trägliche  Verschiebungen  Pdyt  —  0  fordert»  wenn  P^^^ 
wicht  der  Geraden  bedeutet,  oder  kürzer  iy^  «k  o,  m  tf^  ^ 
Differentialgleichung  der  Curve 

dy  _  j^  dy^ 
ds  dx  j 


'{ 


dly  +  n 


0, 
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oder,  da  x  als  nnabhUngige  Variabele  gewählt  werden  kann: 

fix  dx  dx  dx*  * 

(1.  h.:  dPy^ 

d^y  dx*  ^ 

*  »  "' (7T7SYT5  " 


[■ + (sn 


Diese  Gleichung  spaltet  sich  in  die  zwei  folgenden: 

^  —  0     und     X  —  ,= ^  .  .  .^  ^  =  0  , 


von  denen  die  erste  die  Gleichung  einer  Geraden  t/  ^s'  ax  -}-  ß  zum  Integrale  hat. 
Von  dieser  selbstyerständlichen  Lösung  absehend,  wollen  wir  die  zweite  Gleichung 

weiter  verfolgen.    Schreibt  man  sie  in  der  Form  (— )      1  +  \~f)     =»  1|  so  sieht 

man    die    Berechtigung    ein,     eine    neue    Variate    ^    mit    Hülfe    der    Gleichung 

(-)*  =.eos»  einzuführen.    Dadurch  wird  x'  =  ^  :  -^  =»  ^^  :  (—  3  a  cos*  »  sin  ») 
Nfl/  dx       dv    d&       dv 

nnd  folglich  die- zu  integrirende  Differentialgleichung  -^  s=3a  sin*  d"  cos&,  woraus 

dv 

folgt  ~-  s=s  8in^&  -{-  c.    Ans  den  beiden  Gleichungen 

(— y  =  cos  «•   und   ^  «  sin*  »  +  c 

ist  nun  noch  Q-  zu  eliminiren.  Nehmen  wir  zur  Bestimmung  der  Constanten  an, 
dasd  unter  den  möglichen  Lagen  der  Geraden  auch  die  horizontale  Lage  sei  und 
fft'ählen  wir  dieselbe  zur  x-Axe,  so  wird,  da  alsdann  die  Gerade  mit  ihrem  Schwer- 
pankte   auf  der  Curve  aufliegen  muss,  y  sa  Q  für  o;  =  a,  d.  h.  für  ^  es  0  und 

folglich  c  a=  0.    Daher  ist  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ( — y  +  (— )   =»  1 

Qud  die  Curve  eine  Astrois,  von  welcher  aber  nur  ein  Ast,  bestehend  aus  zwei 
Quadranten,  der  Aufgabe  im  speciellen  Sinne  genügt.  Die  Curve  ist  die  Enveloppe 
«ler  Strecke  a  zwischen  den  Schenkeln  des  rechten  Winkels. 

G.  £in  homogener  Cylinder'von  der  Länge  /,  dem  Radius  r  und 
lern  Gewichte  G  liegt  mit  einem  Punkte  seines  Basiskreises  auf 
''ioer  horizontalen  Ebene  auf,  zugleich  aber  ruht  er  auf  einem  an« 
deren  Cjlinder  vom  Radius  a,  welcher  auf  derselben  Horizontal- 
ebene liegt.  An  den  Auflagerpunkten  findet  Reibung  (fi,  ^t)  statt; 
«welches  sind  die  äussersten  Gleichgewichtslagen,  wenn  die  Axen 
belder^Cylinder  sich  rechtwinklig  kreuzen? 

7.  Zwei  glatte  Ebenen,  welche  sich  rechtwinklig  in  einer  hori- 
zontalen Geraden  schneiden  und  von  denen  die  eine  mit  dem  Hori- 
zonte einen  Winkel  a  bildet,  bilden  eine  Rinne,  in  welcher  ein 
schwerer,  homogener,  gerader  Cyliuder  mit  elliptischem  Querschnitt 
Ton  den  Halbazen  a,  b  so  ruht,  dass  die  Längenaze  desselben  der 
liorizontalen  Schnittlinie  parallel  läuft.  Es  sind  die  Gleichgewichts- 
iigcn  des  Cylinders  und  die  Widerstände  der  Ebenen  zu  finden. 

S.  Ein  Punkt  wird  von  zwei  Centris  nach  dem  umgekehrten  Qua* 
rirate  der  Entfernung  angezogen.    Auf  welcher  Fläche  muss  derselbe 
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sieb  befinden,   wenn  er  in  allen  Lagen  anf   ihr    im   Gleichgewichte 
sein  soll? 

§.  7.  Um  den  analytischen  Aasdrack  des  Principes  der  Tirtoell^'o 
Geschwindigkeiten  zunächst  für  das  freie  nnveranderliche  System  n 
gewinnen,  seien  X^  F,  Z  die  Componenten  der  Kraft  P,  parallel  dreics 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen ,  ds  der  virtaelle  Elementarweg  ihm 
Angriffspunktes  (o:,  ^,  2:),  dp  aber  die  Projection  von  6s  auf  die  Rich- 
tung von  P  und  folglich  Pdp  die  virtuelle  Arbeit  der  Krafl  P.  I^tib 
seien  da:,  dy,  dz  die  Projectionen  von  6s  auf  die  Axenrichtangen;  dtnn 
stellen  X8x^  Fdy,  Zöz  die  virtuellen  Arbeiten  der  Componenten  J,  F,  Z 
dar  und  da  nach  Thl.  III,  Cap.  I,  §.  18.  die  Summe  der  virtnellea  A^ 
beiten  der  Componenten  gleich  der  virtuellen  Arbeit  ihrer  ResulUnteo 
ist,  so  hat  man  Pdp  =  X6x  -|"  Y^y  -^  Zöz^  wodurch  die  GkichoDg' 
£P8p  =  0  übergeht  in 

£  {Xdx  +   Yöy  +  Zöz)  =  0 . 

Das  Yariationsz eichen  d  ist  hierbei  nichts  Wesentliches,  es  deutet  ncr 
an,  dass  die  Verschiebungen  virtuell  sind  und  nicht  mit  den  ElomenUT 
wegen  der  wirklich  stattfindenden  Bewegung  zusammenzufallen  braocbfit 
wenngleich  dies  nicht  ausgeschlossen  ist. 

Aus  der  eben  entwickelten  Gleichung  erhalten  wir  mit  Leichtigkeit 
die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  des  freien  unveränderlichen  Sjsteu^ 
wieder.     Legen  wir  nämlich   dem   System    zunächst   blos   eine   virtuell 
Translation   öx  parallel   der  x-Axe   bei,    so  sind    alle    dy  ==  d;  =5  11 
öx  fällt  als  ein  gemeinschaftlicher  Factor  aller  Glieder  aus  der  GleichaD£ 
heraus  und  wir  erhalten  die  Gleichgewichtsbedingung  £X  ==  0.     lod'T 
wir   dem  System  zwei   andere  Translationen  6y,^z   in    den  Richtoogn 
der  y-  und   z-Axen  ertheilen,  ergeben  sich  die  beiden  analogen  Bedir 
gungen  £1^  =  0  und  £Z  =  0.     Ertheilen  wir  ferner  dem  System  eitf 
unendlich  kleine  Kotation  dO  um  die  or-Axe,  so  beschreibt  der  Angrid» 
punkt  {Xj  y,  z)  der  Kraft  P  eine  kleine  Linie  d^,  deren  Projectionen  Ma< 
die  Axen   dx  =  0,    dy  =  Ss'Cos(Ss^   y),    dz  ==  6s'  cos  (ds^  Z)    oni. 
Da  die  Richtung  von  ös  aber  auf  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  d<' 
x-Axe  senkrecht  steht,  so  bildet  sie  mit  den  Axen  der  y  nnd  z  Winkel 

Z  X  Z  X 

deren  Cosinusse und    —  sind,  sodass  dw  = ds^  6z  «=       '' 

X  r  X  ^     r 

werden,  welche  Ausdrücke  aber  vermöge  6s  =  rdd^  in  6y  ^ss  —  :^»* 
und  6z  ^=  x6d'  übergehen.  Hiermit  reducirt  sich  21  (Xdx  -f-  Ydy  -{-  7^: 
anf  £  ( —  Yz  -f-  yZ)  6^  und  da  dO  als  gemeinsamer  Factor  heraoitrti- 
so  ergibt  sich  die  Gleichgewichtsbedingung  2  {yZ  —  zY)  «=  O,  Indfo 
man  dem  System  in  ähnlicher  Weise  unendlich  kleine  Rotadonen  ^*' 
d&''  um  die  y-  und  z-Axe  ertheilt,  erhält  man  die  weiteren  analog  ^>' 
bildeten  Gleichungen  £  {zX  —  a-Z)  =  0  und  2  {xY  —  yX)  *=  O.  - 
Man  erhält  die  sechs   Gleichgewichtsbedingungen  des  nnverinderltdi^'! 
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Systems  auf  einmal  aas  der  Gleichung  Z  (XSx  +   Ydy  +  Ziz)  =  0, 
indem  man   dem  System  irgend   eine  nnendlich  kleine  Schranbenbewe- 
gnng  ertheilt.    Hierbei  beschreibt  der  Sjstempnnkt  (o;,  y^  z)  das  Element 
^i  einer  Schraubenlinie,  um  dessen  Projectionen  dar,  Sy^  6z  auf  die  Rieh- 
tangen  der  Axen  es   sich  handelt.     Zerlegt   man    nun   die  Schrauben- 
bewegung  in  eine  Rotation  um  die  Schraubenaxe  und  eine  Translation 
parallel  derselben   und  weiter  die  Rotation  in  drei  Rotationen  i^y  öd'\ 
S^"  um  drei  Axen,  parallel  denen  der  o?,  y^  z,  und   die  Translation 
in  drei  Translationen  6^  S%  ö^  gleichfalls  parallel  denselben,  so  erscheint 
ÖS  ab  die  Schlusslinie  des   aus  d|,  di?,  dt,  rd^,  rö^',  r"S^"  gebildeten 
Polygons,    wobei  r,   /,  r^  die  Abstände    des  Systempunktes  von  den 
Rotationsazen   bedeuten  und  ist  mithin   die  Projection  von  6$  auf  jede 
dieser  Axen  gleich  der  betreffenden  Projection  dieses  Polygons  auf  die- 
selben.   Auf  dem  hier  angedeuteten  Wege  findet  man  daher: 

ix  ^  dl  +  zd&'  —  yda" 

iy    =  dl^  +   x6^"—   ZS^ 

Sz  —  dt  +  yS^  —  xdd^ 
Dnd  hiermit  die  Gleichung 

Z{X{SI  +  zdd'—  yS&")  +  r(diy  +  xSt"—  zS^) 

+  Z  (dt  +  ydO  —  xS^')}  =  0, 

oder  besser  geordnet  und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  d§,  di;,  dt,  dd,  d^\ 
ö^"  sich  als  genysinsame  Factoren  absondern  lassen: 

ZX'iJi-^  27  .'diy  +  2Z'di 
'\-2{yZ  —  z7)'id'  +  2{zX  —  xZ)'de'+  2  (xT  —  yJT)  •  dd"=  0, 

welche  Gleichung  wegen   der  Unabhängigkeit  der  Wahl  der  sechs  Ver- 
schiebnngscomponenten  in  die  früheren  sechs  Gleichungen  zerföUt. 

Aus  diesen  Entwickelungen  geht  zugleich  hervor,  dass  es  ausser 
des  angeführten  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  für  das  unveränderliche 
System  keine  weiteren  gibt,  denn  ein  solches  System  kann  nur  Elemen- 
tarscbraubenbewegungen  und  deren  Abarten  besitzen  und  jede  solche 
Schraubenbewegung  führt  auf  keine  andere  Gleichung,  als  die  genannten. 
Für  das  unveränderliche  System  sind  sie  folglich  zum  Gleichgewichte 
Dotbwendig,  aber  auch  hinreichend,  für  ein  beliebiges  System  sind  sie 
Kwar  nothwendig,  aber  nicht  hinreichend,  vielmehr  müssen  zur  vollstän- 
digen Bestimmung  des  Gleichgewichts  noch  weitere  Bedingungen  hinzu- 
treten, die  man  finden  kann,  indem  man  dem  System  andere  Verschie- 
bangen,  als  die  bisherigen  ertheilt.  Wie  viele  und  welche  derartige  Be- 
iingungen  noch  aufzustellen  sind,  hängt  von  der  speciellen  Natur  des 
>etreffenden  Systems  ab. 

§.  8.  Ist  das  unveränderliche  System  Bedingungen  unterworfen, 
I eiche  seine  Beweglichkeit  beschränken,  so  können  dieselben  in  vielen 

Schell,  Theorie  d.  B«w.  u.  d.  Kräfte.  39 
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F&llen  durch  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  derjenigen  Punkte 
dargestellt  werden,  deren  Beweglichkeit  beschränkt  wird.  Soll  s.  B.  der 
Punkt  {xi^  f/iy  Zi)  auf  einer  Fläche  ^unbedingt  zu  bleiben  genöthigt  sein, 
80  müssen  seine  Coordinaten  der  Gleichung  dieser  Fläche  genfigen,  soll 
er  auf  einer  Curve  bleiben,  so  haben  sie  die  beiden  Gleichungen  dies« 
Curve  zu  erfüllen.  Auch  können  in  solchen  Bedin^ngsgleichungen  die 
Coordinaten  mehrerer  Punkte  vorkommen,  wie  z.  B.  wenn  die  Verbin- 
dungslinie zweier  oder  die  Ebene  dreier  S^stempunkte  bestimmte  £1^- 
Schäften  ihrer  Lage  gegen  feste  Punkte  behalten  soll.  Sind  die  in  ikrer 
Bewegung  beschränkten  Punkte  nicht  unbedingt  beschränkt,  senden 
wirken  die  beschränkenden  Hindemisse  nur  einseitig,  so  können  an  die 
Stelle  von  Bedingungsgleichungen  Ungleichungen  treten.  SoU  s.  B.  ein 
Punkt  (a:,-,  y,-,  Zi)  nicht  ins  Innere  der  Kugel  «*  +  y'  +  «*  —  a*«n 
eindringen,  wohl  aber  von  der  Fläche  hinweggenommen  werden  können, 
so  muss  Xi^  +  y^"^  +  2<*  —  a*  ^  0  sein.  Nach  dem  früher  Entwickele 
ten  ist  in  solchen  Fällen  £Pdp  <  0. 

Wenn  das  System  aus  n  Punkten  (a:y z),  {x^y^  2|) •  •  •  (a:,y< z,) •  •  •  (x«y,:.* 
besteht,  so  muss  die  Anzahl  x  der  beschränkenden  Bedingungen  kletner 
als  3n  sein,  wenn  überhaupt  noch  Beweglichkeit  des  Systems  möglidi 
sein  soll.  Denn  im  Falle  x  s=  3  n  würden  aus  den  %  Bedingnngsglei- 
chungen  für  die  3  n  Coordinaten  der  Punkte  feste  Werthe  folgen,  ▼» 
die  Beweglichkeit  des  Systems  aufheben  würde.  Für  »  es  3«  —  1  ist 
jeder  Punkt  auf  einer  bestimmten  Curve  zu  bleiben  ^nöthigt,  denn 
indem  man  aus  den  3  n  —  1  Gleichungen  die  3  n  —  3  Coordinaten  ron 
n  —  1  beliebigen  Systempunkten  eliminirt,  verbleiben  noch  zwei  Glei- 
chungen,  denen  die  Coordinaten  des  noch  übrigen  Punktes  genfigen 
müssen;  diese  zwei  Gleichungen  sind  aber  die  Gleichungen  einer  be- 
stimmten  Curve,  auf  welcher  er  allein  beweglich  ist.  Dasselbe  gilt  für 
alle  Punkte.  Uebrigens  kann  in  diesem  Falle  jeder  Punkt  eine  viftQeI> 
Verschiebung  im  einen  und  im  anderen  Sinne  der  Tangente  erleidec 
In  den  Fällen  x  =^  Sn  —  2,  3n  —  3,  ...  ist  weit  grösserer  Spiel 
räum  für  die  virtuellen  Verschiebungen  vorhanden. 

Es  seien  nun  Z  «=»  0,  ^  «=»  0,  JV  =  0,  . ..  die  »  Bedlngu^ 
gleichungen ,  welche  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschränken.  Er- 
theilen  wir  demselben  eine  mit  diesen  verträgliche  virtuelle  Bewegvnr. 
so  besteht  zunächst  die  Hauptgleichung: 

£  {Äiöxi  +  TiSyi  +  Ziizi)  =  0, 
worin  der  besseren  Ordnung  der  weiter  hinzutretenden  Gleichungen  «^'^ 
der  allgemeine  Index  i  angefügt  ist.  Vermöge  der  Vertrigliehkeit  dieser 
Bewegung  mit  den  beschränkenden  Bedingungen  müssen  aber  fovo^: 
die  Punkte  in  der  Lage  (o:,-,  y,-,  £(),  als  auch  in  der  Lage  (x,  *f  ^^' 
Vi  4~  ^Vi^  ^i  "F  ^^i)  ^®Q  Bedingungsgleichungen  genügen;  daber  be 
stehen  zugleich  auch  noch  die  x  linearen  Differentialgleiehangen: 
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•  •  • 

•  •  ■ 

•  •  • 

Alle  X  4~  ^  Gleichungen  zusammen  enthalten '3  n  Aenderungen  dxi^  6yi^ 
izi  der  Coordinaten  und  wenn  man  mit  Hülfe  der  x  Differentialgleichung 
gen  aufl  der  Hauptgleichung  »  dieser  Grössen  eliminirt,  so  verbleiben 
noch  dfi  —  X  Aenderungen  in  ihr,  welche  vollkommen  unabhängig  von 
einander  sind.  Soll  diese  Gleichung  mithin  für  jedes  System  dieser 
Variationen  bestehen  können,  so  müssen  die  Coeffidenten  derselben  ein- 
zeln verschwinden  und  es  zerfällt  hierdurch  die  Gleichung  in  3n  —  x 
Gleichungen,  welche  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  Kräfte  des 
Systems  sind.  Diese  Elimination  wird  sehr  leicht  mit  Hülfe  der  La- 
grange'schen  Methode  der  Multiplicatoren  ausgeführt.  Multiplicirt  man 
nämlich  die  Differentialgleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  unbestimm- 
ten Factoren  1,  fi,  v,  . . .  addirt  sie  alle  zu  der  Hauptgleichung,  wo- 
durch man  erhält: 


{(., 


,    ,  dl    ,        dM    ,       BN    ,         \.      . 


80  werden  hieraus  x  Variationen  eliminirt,  indem  man  die  x  Grössen 
l,  fi,  V,  . . .  so  bestimmt,  dass  die  Coef&cienten  dieser  Variationen  Null 
werden.  Da  hierauf  die  Coefficienten  der  noch  übrigen  von  einander 
anabhängigen  dn  —  x  Variationen  gleichfalls  verschwinden  müssen,  so 
erhält  man  im  Ganzen  das  System  der  3  n  Gleichungen 

^^+S^  +  ^S  +  ^S  +  -  =  ^     0  =  1.2,3.....), 

^'•  +  'ä^  +  ^a^  +  ''a^  +  --'  =  ^ 

OQ  denen  x  zur  Bestimmung  der  Multiplicatoren   dienen,   während  die 
n  —  X  übrigen  die  Gleichgewichtsbedingungen  aussprechen.    . 

Umgekehrt  folgt  aus  diesen  Gleichungen  das  Gleichgewicht  des 
ystems;  denn  sind  Sxi<,  öt/iy  izi  Variationen,  welche  den  Differential- 
leichnngen  der  Bedingungen  genügen   und  multiplicirt  man  mit  ihnen 

39* 
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» 

die  vorstehenden  Gleichungen  der  Ordnung  nach,    addirt  und  sommirt 

sie  für  alle  Indices  t,  so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  anf  jene  DiffereotUl- 

gleichlingen  ~£  {XiSxi  +   YiSyi  +  Ziözi)  =  0,    welche    Gleichniig  du 

Gleichgewicht  ausdrückt. 

Es    ist    leicht,     die     dynamische    Bedeutung    der    Multiplicatorea 

*  '  dL 

A,  ^,  V,  ...  zu  erkennen.     Die  Gleichungen  JT,-  +  ^  5~  "I"  •••  =0 

OXi 

u.  s.  w.  würden  nämlich  ebenso  erhalten,  wenn  die  Bedingnngen 
Z  B^  0,^  ilf  «=  0,  i\^  =  0,  . . .  gar  nicht  yorhandeji  wftren,  statt  ikitr 
aber  zu  der  Kraft  {XiYiZi)  im  Punkte  {xiyizi)  noch  hinzutreten  würden: 

1.  eine  Kraft,  deren   Componenten   Ar—,    A^— ,    ^  5—  wären,  deren 

OXi         cffi         ozi 


beslMC  uod 


Intensität  alao  den  Werth  X  /(g)  +  (g)  +  (g)* 

dL      dL      dL 

deren  Richtungscosinusse    folglich  den  Grössen  ^— ,   -^ ,    r—  propor- 

OXi        ^tfi        OZ% 

tional  wären.  Denkt  man  in  der  Bedingung  X  «=>  0  blos  die  Coordinata 
XiyiZi  veränderlich,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  dar,  auf  wel- 
cher der  Punkt  xtyiZi  bleiben  muss,  weil  seine  Coordinaten  ihrer  Glei- 
chung genügen  sollen;   zu  dieser  Fläche  normal  ist  die  frmgliehe  Knft 

Ebenso  2.  eine  Kraft,  deren  Componenten  fi  - — ,  fi  - — ,  f*  ^  — ,  wekhe 

OXi         oyi         ozi 

/  /  7k  'M\  2  /  5J  Tiä\  2  •  rs  bj  \  2 

also  selbst  \k  y  ( r — j  +  ( ö~)  +  (^^)  ^"^  normal  zu  der  Fliehe 
wäre,  deren  Gleichung  ilf  =  0  ist  für  XiyiZi  als  laufende  allein  YeTiDde^ 

liehe  Coordinaten;  3.  eine  Kraft  v  y    lg— I  +  \^)    »    \?^)   **  ** '* 

In  ähnlicher  Weise  in  allen  Punkten,  welche  den  Bedingungen  nllte^ 
werfen  sind.  Die  Grössen,  welche  also  in  den  obigen  Gleichungen  n 
Xiy  Tif  Zi  addirt  sind,  stellen  die  Componenten  einer  Gtosammtkraft  dar. 
welche  den  Einfluss  der  sämmtlichen  Bedingungen  auf  den  Punkt  «• 
yij  Zi  zu  vertreten  im  Stande  ist.  Zugleich  erkennt  man  hiermns  üf 
Uebereinstimmung  der  §.  4.  eingeführten  Forderung,  dass  die  Bedn* 
gungen  durch  Kräfte  darstellbar  seien,  mit  dem  Ausdruck  derselben  dnrel 
Gleichungen  zwischen  Coordinaten. 

Unter  die  Bedingungen  £  es  0,  Jlf  «=»  0,  . . .  sind  auch  diejeniget 
aufzunehmen,  welche  ausdrücken,  dass  die  Abstände  der  Syatenipimkt« 
von  einander  unveränderlich  bleiben.  Ueber  die  Anzahl  dieser  lecs- 
teren  werden  wir  bald  das  Nöthige  zufügen,  da  es  an  einer  andextc 
Stelle  ohnehin  ausführlicher  zu  besprechen  ist. 

Als  ein  einfaches  Beispiel  für  die  analytische  Behandlung  einer  Auf 
gäbe  über  das  Gleichgewicht  mit  Hülfe  des  Princips  der  TirtneDea  O 
schwindigkeiten  diene  folgendes. 
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Auf  einer  Kugelfläche  (Fig.  207.)  vom  Radins  a  befindet  sich  ein 
Punkt  Af,  welcher  von  den  drei  Ecken  A^  B^  C  eines  Kngeloctanten 
proportional  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  angezogen  wird  und 
iwar  sind  e,  b,  b"  die  Intensitäten  der  Anziehnngs- 
kräfte  in  der  Einheit  der  Entfernung;    welches  ^?>  ^^• 

sind  die  Gleichgewichtslagen  derselben? 

Für  den  Mittelpunkt  0  der  Kugel  als  Ursprung  und 
OAy  OB^  OC  als  Axen  des  Coordinatensystems  sind  die 
Richtangscosinusae  der  drei  Kräfte  b-MA^  b*  MB^  b"'  MC: 

X  —  a       y  z 

MA    '   Wl'    MA' 

OS       y  —  a       X 


MB' 

X 

MC'  MC' 


MB    '   MB' 

y       z  —  a 
MC 


Hiermit  werden  die  Componenten  X,  JK,  Z  der  auf  den  Punkt  M  wirkenden  6e- 

sammtkraft 

X  SSM  B  (x  —  ö)  +  e'a:  +  b"x  =  —  «a   '\-  xZb 

■^^  =  «y  +  »'  (y  —  «)  +  «"y  =  —  e'a   +  yZB 
Z  ss^  BZ  -{•  b'z  '\-  b"  (z  —  ß)  =  —  «"fl  -^  zZb 

und  folglich  die  Hauptgleichung  Z{Xdx  +  rdy  +  Zdz)  ^  ft  hier: 

(—  Ba  4-  xZb)  9x  4-  (—  b'ü  -j-  yZB)  dy  +  (-—  B"a  +  zZb)  dz  =»  0. 

Hierzu  tritt  yermöge  der  einzigen  Nebenbedingnng  Z=3Bia^-f*y'+*'~'  «'^O 

x8x  +  ydy  +  zdz  »=»  0. 

Biese  Gleichung,  mit  X  mnltiplicirt  und  zur  Haujftgleichung  addirt,  liefert: 

(-  ta+il'\-  SB)x)dx  +  (—  Ba  +  (i  +  £B)y)dy  +  (—  b'g  +  (X  +  Sb)  z)dz  =  0, 

welche  Gleichung  in 

-  w  +  (Z  +  2;«)a?  =-  0,  —  B'a  +  (1  +  26)^^  =  0,    —  s'a  +  {1+  £b}z  ^  0 

zerfallt.     Hieraus  folgen: 

Ba  Ba  B  a 

'^'^x  +  zb'    ^  "  1  +  zb'  ^  ^""rT'^' 

wodurch  man  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  j:*  +  y*  +  z*  =  a*  der  Kugel- 
fläche findet 


1  =  —  Ä  ±  VZ{b*), 


X 


Ba 


»-± 


Ba 


-f 


B  a 


Der  Punkt  If^hat  demnach  zwei  Gleichgewichtslagen,  welche  die  Schnittpunkte 

X         y  z 

der  Kugel   mit  der  Geraden  —  ss  ^  ss  -7^  sind.     Die  Grössen  Xx»  Xy,  Xz  sind 

B  B  B 

die  Componenten  des  Widerstandes  der  Kugelfläche.    Er  selbst  ist  folglich 

Xa  =  [-  Z«  ±  VZ{^)]  a 
und  nach  dem  Aussenraume  gerichtet. 

§.  9.  Wir  gehen  jetzt  a^am  Beweise  des  Princips  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  für  ein  beliebiges  Punktsystem  über,  dessen  Punkte 
frei  und  unabhängig  von  einander  beweglich  sind.  Soll  ein  Kräfte- 
svstem,  welches  an  einem  solchen  Punktsystem  angreift,  sich  im  Gleich- 
gewicht befinden,  so  darf  dasselbe  auf  den  Geschwindigkeitszustand 
keines  Systempunktes  einen  Einfluss  üben.  Diesen  Geschwindigkeits- 
zustand  können  aber  nur  Kräfte  beeinflussen,   deren  Richtungen  durch 
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diesen  Funkt  hindurchgehen  und  entweder  an  ihm  selbst  oder  veBig- 
stens  an  einem  mit  ihm  unveränderlich  verbundenen  Punkte  ihrer  Sich- 
tung angreifen.    Demnach  muss  an  jedem  Systempunkte  einzeln  Gleich- 
gewicht herrschen.     Daher  ist  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller 
auf  denselben  Sjstempunkt  wirkenden  Kräfte   ftir  jede  -  beliebige  vir- 
tuelle Verschiebung    dieses    Punktes   I^ull.     Da    dies    für   alle  Punkte 
gilt,   so  folgt  durch  Summation  aller  virtuellen  Arbeiten,   dass,  wenn 
Kräfte    an    einem    beliebig    veränderlichen     freien    Punkt- 
system   im    Gleichgewicht    sind,    die    Gesammtsnmme  aller 
ihrer  virtuellen  Arbeiten    für  jede    beliebige  virtuelle  Be- 
wegung   des     Systems    verschwindet.       Umgekehrt    wollen  wir 
annehmen,    es  sei    für  ein   solches   System    die  Summe    der  viitaelleii 
Arbeiten    aller   Kräfte    Null    für    jede    beliebige    virtuelle    Bewegung. 
Ertheilen  wir  nun  dem  System   eine  virtuelle  Bewegung,   bei  wekbei 
nur  ein  einziger  Punkt  eine  Verschiebung  erleidet,   alle  anderen  nicbt 
so  erhalten  wir  auch  nur  von  den  auf  diesen  Punkt  wirkenden  Krisen 
virtuelle  Arbeiten,  während  die  virtuellen  Arbeiten  aller  anderen  Kräfte 
Null  sind.     Da  nun   die  Gesammtsnmme  aller  virtuellen  Arbeiten  Nnil 
ist,   so  folgt,   dass   die   Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  jenen 
Punkte  angreifenden  Kräfte  für  sich  Null  betragen  muss.     Diese  Be- 
dingung ist  aber  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes   für  diesen  Punkt. 
Das   nämliche  lässt  sich  für  alle   Systempunkte   behaupten;    daher  der 
Satz:    Ist   die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  eineir 
freien  veränderlichen  Punktsystem  wirkenden  Kräfte  Null, 
so  sind   die  Kräfte   im   Gleichgewicht.     Beide  Sätae,   dieser  und 
der  vorige,  zusanmiengefasst  liefern  den  einen: 

Zum   Gleichgewichte    eines    Kräftesystems,    welches  aa 
einem  freien,  beliebig  veränderlichen  Punktsystem  angreift« 
ist  erforderlich  und  hinreichend,   dass   die  Summe  der  Tir 
tuellen  Arbeiten   aller  Kräfte  für  jede  beliebige   virtnelle 
Bewegung  des  Systems  verschwinde. 

Der  Satz  ist  anwendbar  auf  das  ganze  Punktsystem,  wie  auf  einei: 
beliebigen  abgetrennten  Theil  desselben,  nur  müssen  im  letsteren  Fallf 
alle  Kräfte  in  Rechnung  gezogen  werden,  welche  an  einem  solcher 
Theile  angreifen. 

Unter  den  virtuellen  Bewegungen  eines  freien  yeränderliehen  Sjstms 
sind  aber  auch  alle  diejenigen,  bei  welchen  die  Systempunkte  ihre  geget 
seitige  Lage  nicht  ändern,  für  welche  das  System  also  ein  onTertedcr 
Hches  bleibt.  Hieraus  folgt,  dass  für  jedes  freie  verän  der  lieb' 
Punktsystem  oder  einen  Theil  desselben  die  sechs  Oleick- 
gewichtsbedingungen  eines  freien  unveränderlichen  SystriL» 
nothwendig  erfüllt  sind,  oder  anders  ausgedrückt,  dass  dasGl^ic^ 
gewicht  eines  solchen  Systems  nicht  aufhört,  wenn  man  dai<- 
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selbe  ganz  oder  zum  Theil  nnveränderliclh  werden  (z.  B.  er- 
starren) lässt. 

§.   10.      Hinsiclitlich    der   Kräfte    am   veränderlichen    Punktsystem 
unterscheidet  man  innere  und  äussere  Kräfte.     Innere  Kräfte  sind 
solche,   deren  Richtungen  von  den  Systempunkten,   an  welchen  sie  an- 
greifen, nach  anderen  Systempunkten  gerichtet  sind  und  ihrer  Grösse 
nach  von  der  Entfernung  der  Angrifibpunkte  von   letzteren  abhängen, 
äossere  Kräfte  solche,,  deren  Grösse  und  Richtung  nicht  von  der  Lage 
der  Systempunkte  untereinander,  wohl  aber  von  ihrer  Lage  gegen  äussere, 
dem  System  nicht  angehörige  Punkte  abhängen.    Zur  ersten  Art  gehören 
Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  zwischen   den   Massenpunkten   des 
Systems,   zu   den  letzteren  Anziehungen    von   festen   Centren.     Dieser 
Unterschied  betrifft  übrigens  nicht  die  innere  Natur  der  Kräfte,  sondern 
nur  die  Beschaffenheit  des  Systems.    Es  kann  dieselbe  Kraft  unter  Um- 
stünden   die  Rolle    einer    äusseren,    unter    anderen    die   einer  inneren 
spielen.    Für  die  Erde  als  bewegliches  System  z.  B.  sind  die  Anziehun- 
gen der  Sonne  und  der  Planeten  äussere  Kräfte,   so  gut  wie  die  An- 
ziehungen   der  Fixsterne;    für  das   Sonnensystem  als  Ganzes  sind   sie 
innere  und  jene  nach  wie  vor  äussere  Kräfte.    Innere  Kräfte  sind  meist 
paarweise  gleich  und  entgegengesetzt,  in  der  Verbindungslmie  der  Punkte 
wirkend,  welche  sie  afficiren.     Wenn  nämlich  von  zwei  Punkten  jeder 
den  anderen  in   der  Richtung  nach  sich  hin   oder  auch  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  beschleunigt  und  beide  die  Masseneinheit  enthalten,  so 
sind  beide  Kräfte  gleich.     Wird  aber  die  Masse  des   einen  das  m  fache 
der  Masseneinheit,    so  wird  sie  auch   die  m  fache  Beschleunigung  von 
dem  anderen  erfahren  und  wenn   dessen  Masse  auf  das  m'fache  steigt, 
80  wird   diese  m  fache  Beschleunigung  nochmals  m'fach  werden.    Daher 
wird  an  jedem  Punkte  eine  Kraft  angreifen,   welche  das  mm' fache  der 
Kraft  ist,    mit  welcher    zwei  Masseneinheiten   einander    beschleunigen. 
Ist  diese  Beschleunigung  von  der  Entfernung  r  derselben  abhängig  und 
durch  f  if)  ausgedrückt,    so    stellt  mmf{f)   die  gemeinsame  Intensität 
der  beiden  Kräfte  dar,  mit  welchen  die  Punkte  von  den  Massen  m,  m 
in  entgegengesetztem  Sinne  längs  ihrer  Verbindungslinie  afficirt  werden. 
Für  Attractionen  von  festen   Centren  und  für  innere  Kräfte  der  eben 
angeführten  Art  ist  es  leicht,  die  virtuelle  Arbeit  zu  bilden.    Für  beide 
besteht  nämlich  eine  Kräftefunction ,   deren  partielle  Differentialquotien- 
ten nach  den  Coordinaten  des  afficirten  Punktes  genommen,   die  Com- 
ponenten  der  Kraft  angeben.     Ist  nämlich  R  die  Kraft,   mit  welcher 
das  Centmm  (a,  6,  c)  den  Punkt  {x,  y,  z)  beschleunigt,  r  die  Entfer- 
nung beider  und  sind  a,  ß^  y  die  Richtungswinkel   der  Kraft,   so  wird 

r»  =  (X  -  ay  +  (y  -  bY  +  (z  —  cf, 

fr  X  —  a  dr         y  —  h  a      ^^         ^  —  ^ 

==  =z  cosct,     —  = =  cos  /S,     —  =  =  cos  y, 

ex  r  ^y  ''  ■  dz  r  ' 
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folglich 

x^x  +  rdy  +  ^**  =  —  ^  (^  *^  +  1^  *y  +  ^  *^)  =  -  ^^' 

und  wenn  lRdrs=P  gesetzt  wird,  wodurch  /?  =  --  und  Ä  Jr  =  -—ir^iP 
'  dr  dr 

wird,   80   folgt  XSx  +   ^^V  +  ^^*  =  ^"  ^^'     Ebenso  sind,  wenn  R 
die   Anziehung    zweier   Punkte    (x,   y/ 2)    und    (x^^  y^,   2,)    bedeutet, 

df*  dr  dr 

—  R  TT-  i    —  -ß^"»    —  "^  ^    diö  Componenten  derselben  am  einen, 

ox  oy  oz 

o  r\  r\ 

R  - — ,    JR  ;r— ,    Ä  ;:—  am  anderen  Funkte.    Der  Bestandtheil  der  Tir- 
ox^  oy^  dz^ 

tnellen  Arbeit,  welcher  von  beiden  zusammen  herrührt,  ist  daher 

XÖx  +   YSy  +  ZSz  =  —  R  ^  ix  —  R  ^  Sy  --  R^  iz 

ox  oy  dz 

oder  da  aus  r*  =  (a:  ^-  x^"^  +  (V  —  ^i)'  +  (^  —  *i)^  folgt: 

dr  '   dr  x  —  x^ 

'dx  dxi  r 

?!i  =  —  -^  =  y  —  y\ 

dy  dy^  r 

dr  dr  z  —  Zj 

,      -  dz  dz*  r 

wodurch 

^  dr  ^       ,     ^  dr    ^                   ^  x  —  x*  ^  ,  . 

—  ü  —  da;  +  Ä  ^  *«, R ^  «{x  —  «,) 

-  -«  aT  ''  +  *  I7  •^^'  =  -  ^  ^^  *  ('  -  '•) 

wird ,  mit  Zuhülfenahme  von  {x  —  Xi)i  {x  —  äTi)  +  (y  —  Vi)  '  (f  ""  > 
+  (z  —  Zj)  tf  («  —  Zj)  =  rSr: 

XSx  +  Fdy  +  Zdz  —  —  RSr. 

Wird  also  wieder  jRdr  i=s  P  gesetzt,    so    ist  dieser  Ausdnick    glett^ 

—  SP. 

Bestehen  nun  zwischen  je  zwei  Punkten  des  Systems  Shafiche  Aj 
Ziehungen ,   so  tritt  an   die  Stelle  von  P  nur  £P  und  wird  — '  {^^ 
die  virtuelle  Arbeit  dieser   inneren   Kräfte.     Im  Falle  der  Abslocsn; 
ändert  R  und  damit  P  Sinn  und  Zeichen.    Auch  kann  man  auf  g^oae- 
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trischem  Wege  leicht  za  dem  Ausdruck  der  yirtaellen  Arbeit  der  inneren 
Kräfte  gelangen.  Sind  nämlicli  (Fig.  208.)  ÄÄ^  Bff  die  virtuellen 
Verschiebungen  der  Angriffspunkte  ^,  B  der  inneren  gleichen  Kräfte  P, 
welche  längs  ^^  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken  und  sind  Aa\  Bh' 
die  Projectionen  von  ÄJt^  BB^  auf  AB^  so  stellt 

p  .  Aa  —  P  '  Bb'  ^  P  {Aa  —  Bb') 
die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  dieser  beiden  Kräfte  dar.    Zieht  man 
nun  durch  A[  die  Linie  Atß  parallel  und  gleich   mit  AB  und   nennt  ^ 
die  Projection  von  §  auf  AB^  so   wird  fty. «». 

Bh'  =  J9/3'  +  §^b\     Vermöge    des    Pa-  /  ^^,/ 

rallelogramms  AJtßB  ist  aber  B§^=  Ad  .    '^ 

und  da  ÄS  und  ÄB^  einen    unendlich     ^ ^ 

kleinen  Winkel  mit  einander  bilden  und  ^  ^ 
die  zu  Äß  in  ß  senkrechte  projicirende  Ebene  auf  ÄB^  einen  Punkt  ^' 
bestimmt,  sodass  /3"J?'s=  ^\1  =  AB' —  AB  ^^  r  —  r  ^:=^Sr  wird,  wenn 
AB  =  r  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich  —  PSr  für  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  der  Kräfte  P.  Die  Aenderung  Sr  der  Entfernung  r 
ist  dabei  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  AB  bei  der  virtuellen  Ver- 
schiebung des  Systems  wächst  oder  abnimmt  und  die  virtuelle  Arbeit 
ändert  das  Zeichen,  wenn  die  Kräfte  ihren  Sinn  wechseln. 

§.  11.  Die  Ausdehnung  des  Principa  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten für  den  Fall,  dass  das  Punktsystem  beliebig  veränderlich  und 
zngleicii  irgend  welchen  Bedingungen,  welche  seine  Beweglichkeit  be- 
schränken, unterworfen  sei,  macht  einige  Erörterungen  nöthig,  welche 
theib  mit  dem  Begriffe  des  Gleichgewichtes,  theils  mit  der  Natur  des 
Systems  und  der  Verbindung  seiner  Theile  untereinander  im  Zusammen- 
hange stehen. 

Wenn  eiü  Kräftesystem  an  einem  irgendwie  veränder- 
lichen Punktsystem  im  Gleichgewichte  ist,  so  wird  das 
Gleichgewicht  nicht  gestört,  wenn  das  Punktsystem  ganz 
oder  zum  Theil  unveränderlich  wird.  Denn  das  Gleichgewicht 
der  Kräfte  muss  unabhängig  von  dem  Bewegungszustande  des  Systems 
bestehen.  Durch  die  zugefügte  Bedingung  der  ünveränderlichkeit  wird 
aber  nur  die  Beweglichkeit  beschränkt  und  werden  Bewegungszustände, 
welche  vorher  möglich  waren,  ausgeschlossen.  Galt  das  Gleichgewicht 
aber  für  alle  möglichen  Bewegungszustände,  so  gilt  es  auch  ftir  die 
noch  jetzt  übrigen. 

Das  Gleichgewicht  besteht  ebenso  fort,  wenn  Theile 
des  Punktsystems  unbeweglich  werden. 

Enthält  das  Punktsystem,  an  welchem  ein  Kräftesystem 
sich  im  Gleichgewichte  befindet,  unbewegliche  Theile,  so 
kann  man  immer  an  den  unbeweglichen  Theilen  solche  Kräfte 
zufügen,  dass,  wenn  dieseTheile  als  beweglich  angenommen 
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werden,  das  Gleichgewicht  des  Kräftesjstema  in  Verbin- 
dung mit  diesen,  die  Unbeweglichkeit  vertretenden  Krif- 
ten  fortbesteht.  Denn  die  Beschleunigung,  welche  ein  Punkt,  der 
unbeweglich  war,  durch  das  Kräftesjstem  erlangt,  sobald  er  beweglicb 
wird,   kann  immer  durch  eine  entgegengesetzte  Kraft  getilgt  werden. 

Um  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines  verftnderlichen  Syitems 
mit  Bedingungen,  welche  die  Beweglichkeit  beschränken,  aufzasteüen. 
ist  es  nothw endig  zu  zeigen,  dass  diese  Beschränkungen  durch  Kräfte 
ersetzbar  sind.  In  Fällen,  ftlr  welche  dies  nicht  erwiesen  werden  kinn. 
erleiden  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  nicht  ohne  Weiteres  An- 
wendung, vielmehr  sind  hierfür  Specialuntersuchungen  erforderlich. 

Die  innere  Constitution  der  veränderlichen  Systeme  kann  sehr  mannig- 
fach sein.  Ein  sehr  allgemeiner  Fall  ist  der,  dass  das  System  ans  nnTe^ 
änderlichen  Systemen  zusammengesetzt  ist,  deren  Beweglichkeit  dadurch 
beschränkt  wird,  dass  Flächen,  welche  ihnen  angehören,  in  Beruhnin^ 
bleiben  müssen.  Es  wird  gezeigt  werden,  dass  diese  Bedingung  an 
jeder  Stelle  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Normalkräfte  auagedrückt 
werden  kann.  Um  jedoch  diesen  Satz  sorgfaltig  zu  erweisen,  dienen 
folgende  Betr^htungen. 

Das  veränderliche  System  bestehe  aus  zwei  unveränderlichen  SpU- 
men,  welche  mit  zwei  Flächen  sich  in  einem  Punkte  berühren.  Mic 
reducire  nun  die  Kräfte,  welche  an  dem  einen,  als  auch  die,  wekhe  u 
^em  anderen  angreifen,  auf  Resultante  und  resultirendes  Paar  ffkr  dk 
Centralaxen.  Da  das  Gleichgewicht  fortbestehen  mu^,  wenn  beide  St 
steme  zu  einem  einzigen  unveränderlichen  System  verbunden  gedacht 
werden,  so  müssen  die  beiden  Resultanten  und  die  beiden  resuhireadf: 
Paare  sich  unabhängig  von  einander  tilgen.  Ersteres  ist  nur  mogikL, 
wenn  die  Richtungen  der  Resultanten  zusammenfallen  und  sie  selbst  ent- 
gegengesetzt  gleich  sind.  Die  Kräfte  beider  Systeme  müssen  mithin  eise 
gemeinschaftliche  Centralaxe  besitzen.  Damit  aber  beide  Resuluntfc 
die  Systeme,  wenn  sie  unverbunden  gedacht  werden,  nicht  trennen  odrr 
gegeneinander  verschieben,  muss  ihre  gemeinsame  Richtung  dieselben  in 
Berührungspunkte  aneinander  drücken,  also  jedenfalls  durch  diesen  Be- 
rührungspunkt hindurchgehen.  Sie  muss  aber  zugleich  in  die  Bichtoa; 
der  gemeinschaftlichen  Normale  der  beiden  sich  dort  berührenden  FläeLei 
fallen,  denn  stände  diese  Richtung  schief  auf  der  gemeinschaftlichfi 
Tangentenebene,  so  würden  die  Componenten  beider  Resultanten,  wtk^f 
in  diese  Tangentenebene  fallen,  die  im  Berührungspunkte  vereinig«' 
Punkte  beider  Systeme  trennen  können.  Die  beiden  Paare  aber  mmmei 
einzeln  verschwinden.  Dies  folgt  sofort,  wenn  man  das  eine  oder  um 
andere  System  unbeweglich  macht,  für  welchen  Fall  das  GleieligrricU 
dennoch  fortbestehen  muss.     Dass  diese  Bedingungen  aber  aidtf  av 
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nothwendig,  sondern  aach  hinreichend  sind,  d.  h.  dass  wenn  sie  erfällt 
sind,  Gleichgewicht  besteht,  leuchtet,  sofort  ein.     Daher: 

Znm  Gleichgewichte  der  Kräfte  eines  veränderlichen 
Systems,  welches  ans  zwei  nnveränderlichen,  sich  mit  zwei 
Flächen  in  einem  Punkte  berührenden  Systemen  besteht, 
ist  erforderlich  nnd  hinreichend,  dass  äih  Kräfte  beider 
Systeme  sich  auf  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kesnltanten 
ohne  Kräftepaare  reduciren,  deren  Bichtnng  in  die  gemein- 
same Normale  des  Berührungspunktes  beider  Flächen  fällt 
und  dass  sie  diese  Flächen  in  Jenem  Funkte  aneinander 
drücken« 

Die  beiden  Kesnltanten  seien  P,  /^.  Entfernt  man  das  zweite 
System  und  bringt  in  dem  Berührungspunkte  eine  Normalkraft  N'  ^^  P 
am  ersten  System  an,  so  besteht  das  Gleichgewicht  des  ersten  Systems 
fiir  sich  fort;  entfernt  man  das  erste  und  bringt  in  ähnlicher  Weise  eine 
Kraft  iV  «=  iP  am  zweiten  an,  so  gilt  dasselbe  von  diesem  System. 
Bringt  man  daher  beide  entgegengesetzt  gleiche  Ejräfte  A,  iV'  längs  der 
gemeinschaftlichen  Normale  an,  so  kann  man  das  Gleichgewicht  beider 
Systeme  gesondert  'untersuchen  und  besteht  zugleich  das  Gleichgev^icht 
des  Gesammtsystems  ungestört  fort.  Die  Kräfte  iV,  N'  sind  die  Normal- 
widerstände der  sich  -berührenden  Flächen  und  geben  in  umgekehrtem 
Sinne  genommenen  den  Druck  an,  welchen  diese  erleiden. 

Es  bestehe  jetzt  das  veränderliche  System  aus  einer  Reihe  unver- 
änderlicher Systeme  £\  2'\  2"\  . . . ,  welche  sich  mit  irgend  welchen 
Flächen  in  Punkten  berühren.  Das  Gleichgewicht  des  Gesammtsystems 
wird  nicht  gestört,  wenn  man  alle  Partialsysteme,  ausser  £'  zu  einem 
einzigen  nnveränderlichen  Systeme  verbunden  denkt.  Dann  hat  man 
aber  den  vorigen  Fall  und  erkennt,  dass  die  Bedingung  der  Berührung 
von  £'  und  2"  durch  zwei  Normalwiderstände  ausgedrückt  werden  kann. 
Dasselbe  gilt  für  alle  übrigen  Berührungsstellen.  Nach  Einführung  aller 
solcher  Bedingungskräfte  können  die  einzelnen  Systeme  als  von  einander 
üDabhängig  betrachtet  und  kann  das  Gleichgewicht  jedes  einzelnen  für 
sich  erörtert  werden.  In  ähnlicher  Weise  erkennt  man  auch  in  dem 
Falle,  dass,  wenn  mehrere  Systeme  eines  von  ihnen  zugleich  oder  zwei 
Systeme  einander  in  mehreren  Punkten  berühren,  gleichfalls  an  jedem 
Berührungspunkte  Normalkräfte  einzuftihren  sind. 

Werden  einzelne  von  den  Systemen  als  fest  angenommen,  so  fallen 
die  Kräfte,  welche  an  ihnen  wirken,  hinweg,  weil  sie  durch  die  Be- 
festigung der  Systeme  getilgt  werden ;  die  Bedingungskräfte  iV,  i^,  . . . 
drücken  Widerstand  und  Druck  aus,  welchen  die  festen  Flächen  leisten 
und  erleiden. 

Läast  man  von  den  sich  berührenden  Flächen  einzelne  in  verschwin- 
dend  kleine  Kugelflächen   oder  Punkte  zusammenschrumpfen,  so  erhält 
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man  die  Fälle,  dass  Punkte  des  veränderlichen  SystexoB  auf  festen  oder 
beweglichen  Flächen  bleiben,  oder  dass  Flächen  dnrch  feste  oder  beweg- 
liehe  Punkte  hindurchgehen  müssen.  Die  Berührung  von  Flächen  liags 
Curven  oder  in  flächenartiger  Ausdehnung  kommt  gleichfalls  anf  die 
eben  behandelten  Fälle  zurück. 

§.  12.  Da  die  Bedingungskräfte  N  die  Richtung  der  gemeinschsfi- 
liehen  Normalen  der  sich  berührenden  Flächen  haben,  so  kann  bd  be- 
sonderen Arten  der  Berührung  ihre  Richtung  unbestimmt  werden.  Wenn 
z.  B.  ,die  eine  Fläche  eine  scharfe  Kante  besitzt,  längs  welcher  die  Tu* 
gentenebene  unbestimmt  ist  und  mit  ihr  die  andere  Fläche  berfibrt, 
welche  eine  derartige  Exgenthümlichkeit  nicht  besitzt,  so  bestimmt  die 
Normale  der  letzteren  die  Richtung  der  Kräfte  N  zwar  Tolktlndig; 
ebenso  wenn  die  eine  Fläche  mit  einer  Spitze  die  andere  berührt,  nicht 
minder,  wenn  die  Flächen  mit  zwei  Kanten  oder  zwei  Spitzen  zusanunes* 
treffen,  indem  die  im  Kreuzungspunkte  durch  ihre  Tangenten  beatinunie 
Ebene  die  gemeinschaftliche  Normale  bezeichnet;  wenn  aber  eine  Spitse 
und  eine  Kante  oder  zwei  Spitzen  zusammentreffen,  so  bleibt  die  Bich- 
tung  der  Kräfte  N  unbestimmt. 

Auch  die  Intensität  dieser  Kräfte  kann  in  gewissen  Fällen  unbe- 
stimmt bleiben.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  zwei  unveränderliche  Systeme 
berühren  sich  in  n  Punkten  und  das  eine  von  ihnen  sei  fest,  oder  eb 
unveränderliches  System  soll  durch  n  feste  Punkte  gehen,  so  mosseD 
die  n  an  diesen  Punkten  einzuführenden  Kräfte  iV| ,  i^, ,  . . .  A«  mit 
sämmtlichen  am  beweglichen  System  angreifenden  Kräften  im  Glock- 
gewicht sein.  Dies  Gleichgewicht  erfordert  die  EritilluDg  von  sedu 
Bedingungen;  ist  also  n  ^  6,  so  können  die  Intensitäten  dieser  KriAe 
bestimmt  werden,  da  ihre  Richtung  ohnehin  bekannt  ist.  Ist  aber 
n  >  6,  so  können  die  Intensitäten  von  n  —  6  Kräften  willkurüd 
angenommen  und  dann  mit  ihrer  Hülfe  die  der  sechs  übrigen  bestimmt 
werden. 

In  den  Fällen  n-^  6  herrscht  stets  Gleichgewicht,  welches  ascL 
immer  die  am  System  angreifenden  Kräfte  sein  mögen;  welche  KriAe 
man  immer  an  demselben  anbringen  möge,  sie  können  keinen  Einfla» 
auf  den  Bewegungszustand  des  Systems  ausüben,  das  System  ist  unbe- 
weglich. Daher:  Wenn  ein  unveränderliches  System  mit  einer 
ihm  angehörenden  Fläche  durch  sechs  feste  Punkte  sv  gehen 
oder  mit  ihr  sechs  feste  Flächen  zu  berühren  gezwangen  ist, 
so  ist  dasselbe  unbeweglich.  In  den  Fällen  n  <  6  sind  ivischfii 
den  gegebenen  Kräften  6  —  n  Bedingungen  zu  erfttUen,  daher  hemckt 
bei  beliebig  gegebenen  Kräften  hier  nicht  immer  Gleichgewicht  nsd  i« 
die  Beweglichkeit  des  Systems  also  nicht  völlig  unmöglich, 
wenn  die  Fläche  durch  weniger  als  sechs  feste  Punkte  gehec 
oder  weniger  als  sechs  feste  Flächen  berühren  soll    In  sp^ 
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eiellen  Fällen  können  hiervon  Ausnahmen  eintreten,  indem  die  Bedin- 
gnngsgleichnngen  in  Folge  der  Natur  der  Fläche  unabhängig  von  den 
Kräften  N  erfQllt  werden  können.  So  kann  hei  noch  mehr  als  sechs 
festen  Punkten  Beweglichkeit  der  Fläche  und  mit  ihr  des  Systems  statt- 
finden, wenn  diese  Punkte  auf  einer  libene,  einer  Kugel  oder  Rota- 
tionsfläche überhaupt  oder  einer  Schraubenfläche  liegen  und  die  Fläche, 
welche  durch  sie  hindurchgehen  soll^  seihst  eine  Ebene  oder  Kugel, 
Rotationsfläche  oder  Schraubenfläche  ist,  welche  in  jeder  Lage  mit  der 
Fläche,  auf  welcher  die  Punkte  liegen,  in  Congruenz  sich  befindet. 

§.  13.  Die  Bedingung,  dass  unveränderliche  Theile  des  veränder- 
lichen Systems  miteinander  in  Berührung  bleiben  sollen,  ist  nach  dem 
Vorigen  durch  Kräfte  ersetzbar  und  umfasst  zugleich  eine  grosse  Zahl 
anderer  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Berührung  von  Flächen  zurück- 
führen lassen.  Dass  Systempunkte  von  einander  constanten  Abstand 
behalten  sollen  oder  also  Systemtheile  den  Charakter  des  unveränder- 
lichen Systems  besitzen  sollen,  kann  gleichfalls  auf  folgende  Art  durch 
Kräfte  dargestellt  weräen.  Sind  Aj  B  zwei  Punkte,  deren  Abstand  con- 
stant  bleiben  soll,  so  drücke  man  die  Bedingungen,  welchen  sie,  ausser 
der  des  constanten  Abstandes  ABj  unterworfen  sind,  durch  Kräfte  aus 
nnd  fuge  sie  den  an  ihnen  angreifenden  Kräften  zu.  Das  unveränder- 
liche System  der  beiden  Punkte  muss  dann,  für  sich  betrachtet,  im 
Gleichgewichte  sein.  Daher  müssen  die  Resultanten  aller  Kräfte  an  A 
nnd  aller  Kräfte  an  B  gleich  und  entgegengesetzt  sein,  mithin  in  die 
Bichtung  AB  fallen.  Lässt  man  also  die  unveränderliche  Verbindungs- 
linie hinweg  oder  denkt  sie  sich  durchschnitten,  so  genügen  zwei  diesen 
Besultanten  entgegengesetzte  und  ihnen,  also  auch  unter  sich  gleiche 
Kräfte  N,  iV,  um  das  Gleichgewicht  in  derselben  Weise  zu  erhalten, 
wie  es  vermöge  der  ünveränderlichkeit  der  Linie  AB  vorher  erhalten 
wurde.  Diese  Kräfte  drücken  die  Spannung  aus,  welche  die  Linie  AB 
erleidet. 

§.  14.  Nach  Einführung  der  Bedingungskräfte  besteht  an  jedem 
unveränderlichen  Partialsystem  für  sich  Gleichgewicht  und  gilt  ^aher 
f&r  dasselbe  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wie  in  §.  5. 
Stellt  man  für  sämmtliche  Bestandtheile  des  Gesammtsystems  die  Glei- 
chungen auf,  welche  dies  Princip  für  dieselben  aussprechen  and  addirt 
sie  sümmtlich,  so  erhält  man  dasselbe  für  das  veränderliche  System  gleich- 
falls. In  dem  Ausdrucke  dafür  kommen  zunächst  die  virtuellen  Arbeiten 
aller  Bedingungskräfte  vor.  Man  kann  aber  leicht  zeigen,  dass  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  je  zweier  der  Normalkräfte,  welche  an 
den  Bertthmngsst eilen  eingeführt  werden,  Null  beträgt.  In  dem  Beruh - 
mngspnnkte  C  zweier  Flächen  a,  ß  treten  nämlich  zwei  Punkte  A^  B  der- 
selben zusammen.  Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  entfernen  sich  die- 
selben im  Allgemeinen  unendlich  wenig  von  einander  und  befinden  sich 
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etwa  in  Ä^  B^^  während  in  dem  neaen  Berühmngspnnkte  C  swei  indere 
Punkte  beider  Flächen  zusammenfallen.  Der  Punkt  j(  liegt  aber  in 
der  Tangentenebene  von  a  und  der  Punkt  B^  in  der  Tangentenebene 
von  ß  im  Punkte  C  und  daher  steht  die  Verbindungslinie  j(B  senk- 
recht auf  der  gemeinsamen  Normale  beider  Flächen  in  C.  Diese  No^ 
male  bildet  aber  mit  der  Normalen  des  anfänglichen  Berfihmngipunkte« 
C  einen  unendlich  kleinen  Winkel  und  daher  weicht  auch  der  Winkel 
den  ÄB^  mit  dieser  Normalen  bildet,  nur  um  ein  ünendlichkleines  too 
i^n  ab.  Projiciren  wir  daher  das  Dreieck  ÄÄff  auf  die  Normale  io  C 
so  verschwindet  die  Projection  von  ÄK  und  folgt,  dass  die  Projectio- 
nen  ^n,  in  der  virtuellen  Verschiebungen  ÄÄ^  BB^  der  Punkte  A^  B, 
in  welchen  die  entgegengesetzt  gleichen  Normalbedingungakräfte  3\  .V 
angreifen,  einander  gleich  sind.     Daher  ist  Ndn  —  iV^ii' acs  0. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  dass  die  virtuelle  Arbeitssumme  jf 
zweier  entgegengesetzt  gleicher  Spannungskräfte,  welche  den  Abstaai 
zweier  Punkte  A,  B  des  Systemis  unveränderlich  erhalten,  Null  ist.  Nach 
§.  10.  ist  dieselbe  nämlich  4--  •^'''1  wenn  N  die  gemeinschaftliche  Inten- 
sität beider  Kräfte,  ir  aber  die  virtuelle  Aenderung  der  Länge  Jf  be- 
zeichnet. Da  letztere  Linie  unveränderlich  sein  soll,  so  ist  dr  also  ancb 
Ifl  ^d^  =  0. 

Für  die  Widerstände  von  festen.  Flächen  und  Curven  ist  die  rv- 
tuelle  Arbeit  für  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglicbea 
Verschiebungen,  nämlich  für  Verschiebungen  in  der  Tangente  oder  Tan 
gentenebene  Null.  Man  kann  daher  jetzt  allgemein  das  Princip  der 
virtuellen  Oeschwindigkeiten  so  aufstellen: 

Zum  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver 
änderlichen  System,  welches  Bedingungen  unterworfen  i»t. 
dass  gewisse  Punkte  feste  oder  bewegliche  Flächen  odfr 
Curven  nicht  verlassen,  dass  gewisse  Systemparthieen  nc 
veränderlich  bleiben,  dass  unveränderliche  Systemtheii'' 
einander  berühren  sollen  und  dergl.,  ist  erforderlich  ao« 
hinr'eichend,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  d<» 
gegebenen  Kräftesystems  für  alle  mit  den  Bedinganget 
verträglichen  Verschiebungsarten  Null  oder  negativ  sei 

Die  Bedingungen,  welchen  das  System  unterworfen  ist,  künnfc 
durch  Gleichungen  zwiscben  den  Coordinaten  der  Systempunkte  u» 
gedrückt  werden;  daher  gilt  auch  hier  jetzt  die  Form  der  Gleichungr: 
des  Gleichgewichts,  wie  sie  §.  8.  aufgestellt  wurden. 

Das  Princip  bt  nicht  blos  auf  das  Gesammtsystem,  sondem  mc^ 
auf  jeden  abgetrennten  Theil  desselben  anwendbar,  wenn  nur  die  Ver 
bindung,  durch  welche  derselbe  mit  den  übrigen  Systemtheilen 
hängt,  durch  Kräfte,  rcsp.  durch  Gleichungen  ausgesprochen  wird. 
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§.  15.  Als  Anwendung  wollen  wir  die  Gleichgewicbtsbedingnngen 
eines  anveränderlichen  Systems  von  n  Punkten  mit  Hülfe  des  Princips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  darstellen.  Damit  drei  Punkte  unver- 
änderliche Abstände  von  einander  haben,  sind  drei  Bedingungen  von 
der  Form  L  =  {x.  —  a:^)*  +  (y^  —  y^)^  +  {z.  —  z^Y  —  Const.  =  0 

erforderlich;  jeder  folgende  der  n  —  3  übrigen  erfordert  für  seine  un- 
rerttnderliche  Verbindung  drei  weitere  derartige  Gleichungen,  welche 
aussagen,  dass  er  constanten  Abstand  von  jenen  drei  Systempunkten 
besitze.  Dies  gibt  im  Ganzen  3  (3»  —  3)  +  3  =  3n  —  6  Bedin- 
gungen.     Daher    sind    die    Gleichungen    des    Gleichgewichtes    vermöge 

j -  =  2  (x,  —  .rj   etc.: 

0  =  X.  +'  k  {x.  —  x^)  +  (i  {x^  —  «/)  +  •••• 

0  =  F,  +  A  (y.  —  y^)  +   ^  (y.  -  y^)  +  . .  .  .     (,  =  1,  2,  3,  ....  n). 

0  =  Z^  -f  A  (z,  -  zj  +  f»  {z,  —  z;)  +  .... 

Aus  diesen  3n  Gleichungen  sind  die  3n  —  6  Grössen  A,  (i,  v  zu 
eliminiren,  um  die  sechs  Gleichgewicht^bedingungen  zu  finden.  Addirt 
man  nun  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  t  entsprechenden  Glei- 
chungen,' welche  sich  auf  die  z-Ase  beziehen,  so  liefern  je  zwei  Glieder 
^  (x.  —  x^)  und  X  {Xf^  —  x^\  (i  {x^  —  x^  und  (i  {x^  —  ar,.) ,  .^. . . ,  welche 

am  i*«»  nnd  Ar*®°,  am  i**"  und  /**"  u.  s.  w.  Punkte  vorkommen,  zur  Summe 
Null.  Est  bleibt  daher  als  Resultat  blos  die  Gleichung  £Xi  =  0. 
Hierzu  kommen  noch  die  beiden  analogen  Gleichungen  2!Yi  =  0,  2!Zi  <=  0. 
Moltiplicirt  man  ferner  die  zweite  Gleichung  mit  Xi^  die  erste  mit  y,-, 
subtrahirt  sie  und  summirt  hierauf  nach  dem  Index  t,  so  erhält  man  als 
Anfangsgli^d  des  Resultates  2  {xiYi  —  yiXi)y  sodann  finden  sich  aber 
2U  den  Verbindungen  wie  A  [x. (j/. —  y J  —  y .  {x.  —  xj]  =  A  {y, ar^  —  y^  —  x.) 

auch  die  entgegengesetzten  A[(a:^(y^ — y<)--y)fc(^jfc  — ^,)]  =  —  ^(y,-^Ä — y*^,) 
vor  und  tilgen  sich  dieselben  also  paarweise,  sodass  bloss  die  Gleichung 
^{xiTi  —  yi-^i)  =  0  resaltirt,  wozu  in  ähnlicher  Weise  sich  die  beiden 
anderen  £{yiZi  —  z,Fi)  =  0  und  2{ziXi  —  a?,Z,)  =  0  ergeben.  Hier- 
durch sind  aber  die  fraglichen  sechs  Gleichgewichtsbedingungeu  des  un- 
veränderlichen Systems  gefunden. 
§.   16.     Beispiele: 

1.  Behufs  der  Lösung  der  Aufgabe  in  Cap.  V,  §.  10.,  Nr.  4,  8.  669  würde 
man  dem  System  eine  virtuelle  Verschiebung  ertheileUi  wobei  ip  um  8ip  abnimmt; 
iladorch  beschreibt  der  Punkt  S  den  kleinen  Kreisbogen  bd^ip^  welcher  senkrecht 
KU  AS  ist  und  folglich  mit  der  Richtung  von  P  den  Winkel  \n-\-ip  bildet.  Die 
irbeit  von  P  ist  also  — Pb  sin'tpd'tp.  Die  Arbeit  von  Q  erhält  man,  wenn  man 
iedenkt,  dass  bei  der  virtuellen  Verschiebung  der  Angriffspunkt  M  von  Q  um  die 
V'ertikalprojeetion  des  Bogenelementes  Ss  sinkt;  diese  Frojection  ist  d  {q  cos  ^], 
laher  QS  {q  cos  ^)  die  Arbeit  von  Q,    Das  Princip  gibt  folglich  die  Qieichung: 

—  Pb  sin  ipdiff  +  Qd  (q  cos  d)  =»  0. 
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Um  '^  zu  eliminiren,  hat  man  aus  dem  Dreieck  ABC: 

(/  —  ^y  =.  Ä*  +  4fl«  —  4flÄco#.^ 
und  hieraas  weiter: 

—  (l  —  q)  dg  fSB  ^  ah  sin  tp  Sip 

und  indem  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  «in  ipd^  in  die  GleiehgevichU* 

beding^ng  einsetzt,  nimmt  sie  dieselbe  Form  an  wie  a.  a.  O. 

Für  eine  rein  analytische  Behandlung  der  Aufgabe  würde  man  mit  der  Hupt* 

gleichung 

Q  C08  Q-Sq  —  Qq  nn  09  —  Pb  sin  tffdttf  =  0 

die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen 

a  —  /■  W  =-  0    und    (/  —  p)«  —  (fl«  +  Ä»  —  2  IIA  üo#  ^)  =  0 

verbinden,  von  denen  die  erste  ausdrückt,  dass  der  Punkt  M  {q^  9)  auf  der  noct 
unbekannten  Cure  gtsafffi)  liegen  soll,  letztere,  dass  BC  +  CM  constant,  %W\t\ 
l  ist.    Diese  Gleichungen  sind 

dq  —  f'{9)  J^  s-  0    und    (/  —  a)  *e  +  «*  ««  ^*1^  —  0. 
Indem  man  die  erstere  von  denselben  mit  X,  die  zweite  mit  f»  mnltipUeirt.  n« 
beide  zur  Hauptgleichung  addirt  und  die  Coefficienten  von  I  und  fi  gleich  Kofi 
setzt,  ergeben  sich: 

0  CO«  d  +  X  +  ^  (/  —  ^)  «-  0,      ßp  «it  ^  +  X  ^  —  0,      Pb  "  iiak  =  0, 

wobei  nur  ^  statt  /^(^)  geschrieben  ist.    Die  Elimination  von  X  und  |&  fahrt  u 

Ph 

der  Differentialgleichung  Qd  {q  cos  «•)  —  ^-^  (/  —  ^)  d^  =  0,  wie  8.  570. 

2.  Die  vorige  Aufgabe  werde  dahin  abgeändert,  dass  vom  Pnakte 
B  aus  eine  starre,  um  B  drehbare  Linie  von  der  Länge  /  zum  Pazkte 
M  führe,  in  welchem  das  Gewicht  Q  wirkt.  Welches  ist  die  Carre  dei 
Gleichgewichtes,  auf  welcher  M  laufen  muss? 

Für  Xy  y  als  rechtwinklige,  horizontale  und'  vertikale  Coordinaten  yoo  .V 
für  ^  als  Ursprung  ist  alsdann  —  Pb  cos  %p  ätff  '{^  Qdy  ^^  0  und  beateht  die  B^ 
dingung:  t^*=ac^-\-x^'{-y^-\-2a{xcosfp'{-y  sin  tff).  Die  Integration  4rr 
ersten  Gleichung  gibt  Qy  ^  Pb  sin  tp  '^^  C,  wobei  C  so  bestimmt  werden  kau 
dass  die  Curve  durch  den  Punkt  C  {o,  h)  geht.  Entnimmt  man  hieraus  sn  ^  u^' 
hierzu  aus  der  zweiten  Gleichung  cos  ^,  so  führt  die  Quadratsamme  beider  ter 
Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

3.  Ein  homogener  schwerer  Stab  vom  Gewichte  G  und  der  LiBf. 
21  ist  an  beiden  Enden  A  und  B  mittelst  zweier  gleiohlanger  F&d«' 
an  zwei  Punkten  a,  b  im  Abstände  2/  aufgehangen.  An  A  und  B  wir- 
ken senkrecht  zum  Stab  und  horizontal  die  beiden  Kräfte  P  eiir« 
Paares  2  P/.  In  welcher  Lage  findet  Gleichgewicht  statt?  (BifiUri 
Aufhängung.) 

Weitere  Aufgaben  s.  Jullien,  Problhnes  de  micanlque  rationelle^  T.  I,  Chap  W 
8,  176. 

Wirken  an  dem  System  keine  anderen  Kräfte,  als  die  Schwere,  so  aimv^ 
die  Hauptgleichung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wenn  die  Bici 
tung  der  Schwere  als  2-Axe  angenommen  wird,   die  Gestalt  JSPiz  j*  o,   «Jr 
äZPz  s»  0  an  und  dh  £Pz  msm  z^ZP  ist,  aoch  die  Form  dS|  ■-  0,  wo  s,  die  ^*r 
dinate  des  Schwerpunktes  bedeutet.     Für  alle  virtuellen  verträglichen  Vertrki 
bnngen   darf  also  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  dieselbe  HorttoatmJebear 
nicht  verlassen.     Bei  Aufgaben,  wie  Nr.   1   und  2,   bei  welchen  ancBdUch  vie*.i 
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Gleichgewichtslagen  möglich  sind,  führt  diese  Bemerkung  zu  einer  graphischen 
CoQBtraction  der  gesachten  Garven. 

§.  17.    Eine  besondere  Untersuchung  yerdient  die  Frage,  unter  welchen  um- 
ständen bei  einem  yeränderlichen   System  virtuelle,  mit  der  Natur  des  Systems 
▼erträgliche  Bewegungen   überhaupt  noch  möglich  sind  und  wann  die  Beweglich- 
keit desselben  aufhört.    Wir  wollen  hierfür  annehmen,  das  System  bestehe  aus  n 
unveränderlichen  Systemen,  welche  sich  mit  gegebenen,  ihnen  angehörigen  Flächen 
berühren,   von  denen  aber  jedes  für  sich  frei  beweglich  sei.     Man  gelangt  bei 
einem  solchen  System  zu  den  Gleichgewichtsbedingungcn  des  Kräftesytems,  wenn 
man  für  jedes  Partialsystem  appart  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  aufstellt 
und  die  Widerstände  aus  dem  System  aller  671  solcher  Gleichungen  eliminirt.     Je 
nach  der  Anzahl  der  Berührungsstellen  bleiben  mehr  oder  weniger  Gleichgewichts - 
bedingungen  übrig;  die  geringste  Zahl  aber  ist  6;  denn  es  muss  auch  das   Ge- 
sammtsystem  den  Bedingungen  eines  unveränderlichen  Systems  genügen.    Bei  nur 
sechs  Gleichgewichtsbedingungen  eines  veränderlichen  Systems  tritt  aber  Unbe- 
weglichkeit, resp.  Unveränderlichkeit  ein.     Dieselbe  findet  nämlich  offenbar  statt, 
wenn  man  nachweisen  kann,  dass  beliebige,  dem  Kräftesystem  weiter  hinzugefügte 
Kräfte  keine  Wirkung  äussern.     Fügen  wir  nun  solche  hinzu,  so  lassen,  sich  bei 
sechs  Gleichungen  immer  zwei  Kräfte  so  bestimmen,  dass   das  durch  die  Hinzu- 
fdgung  jener  Kräfte  etwa  gestörte  Gleichgewicht  wieder  hergestellt  wird.    Dies 
wieder  hergestellte  Gleichgewicht  muss  aber  fortbestehen,  wenn  man  den  System- 
theil,  an  welchem  die  beiden  corrigirenden  Kräfte  angebracht  wurden,  befestigt. 
Dadurch  wird   aber  die  Wirkung  der  an  ihm  thätigen  Kräfte  vernichtet.    Da  die 
zogefugten  Kräfte  beliebige  waren,  so  folgt,  dass  das  Gesammtsystem  der  Art  ist, 
dass   das   an  ihm  wirkende  Kräftesystem  beliebig  verändert  werden  kann,  ohne 
dass  daa   Gleichgewicht  aufhört;  es  sind  mithin  die  Systemtheile  untereinander 
unbeweglich. 

Wenn  p  die  Anzahl  der  durch  die  Widerstände  an  den  Berührungstellen  ver- 
anlassten Unbekannten  ist,  so  ist  67t  —  p  die  geringste  Anzahl  Gleichgewichts- 
bedingang^en,  welche  existiren,  indem  aus  den  6  n  Gleichungen  p  Grössen  eliminirt 
werden.  Da  aber  auch  von  den  Grössen  p  einige  von  selbst  herausfallen  können, 
»o  wird  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der  Gleichgewichtsbedingungen  6  n  —  P  4"  9 
»ein,  wo  g  positiv  ganz  oder  Null  ist  Ist  nun  6  n  —  />  +  ?  =  Ö»  ^'  ^«  ^("  —  1)  4"  ^  =■  P» 
i*>  findet  Unbeweglichkeit  der  Systemtheile  unter  sich  statt,  ist  6  (n  —  I)  4"  9  ]^  P> 
^egenaeitige  Beweglichkeit.  Soll  also  gegenseitige  Unbeweglichkeit  stattfinden, 
^o  mass  p  ^  ^  (n  -—  i)  sein,  ohne  dass  man  jedoch  behaupten  kann,  dass  diese 
tSedin^ung  zur  Unbeweglichkeit  hinreiche.  Bei  der  Berühnmg  von  Flächen  oder 
vanten  mit  Flächen  oder  Kreuzung  von  Curven  ist  die  Richtung  des  Widerstandes 
bereits  durch  die  Richtung  der  Normalen  bestimmt,  daher  ist  p  die  Anzahl  der 
i(erühmng8-  oder  Kreuzungsstellen.  Berühren  sich  also  die  Systemtheile  an 
rtrniger  als  6  (n  —  1)  Stellen,  so  findet  immer  Beweglichkeit  statt,  bei  6  (n  —  1) 
ler  mehr  Berührungsstellen  im  Allgemeinen  aber  nicht  mehr.  So  z.  B.  wenn 
ine  Fläche  durch  sechs  Punkte  geht,  oder  eine  Curve  eine  Fläche  mit  sechs 
'unkten  berührt,  oder  zwei  Curven  sich  in  sechs  Punkten  schneiden,  welche  zum 
'heil  auch  zusammenfallen  können,  sodass  die  Curven  gemeinschaftliche  Tan- 
enten,  Schmiegungsebenen  u.  s.  w.  erhalten.  In  diesen  Fällen  ist  eine  virtuelle 
ewei^nn^  ohne  Trennung  der  Systemtheile  oder  Aufhebung  der  Innigkeit  der 
eroHraiig  nicht  mehr  möglich.  Aehnliches  findet  statt,  wenn  zwei  Systeme  durch 
:cha  Oerade  von  constanter  Länge  verbunden  sind;  es  sind  dann  die  sechs  Span- 
nn^en  blos  ihrer  Intensität  nach  aus  den  zwölf  Gleichgewichtsbedingungen  zu 
iminiren,  da  die  Richtungen  derselben  in  die  Geraden  fallen;  hierdurch  bleiben 
bebe  1 1 ,  Theorie  d.  Bew.  n.  d.  Kräfte.  40 
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aber  sechs  Qleichung^n  übrig,  wie  für  das  unveränderliche  System  ond  findet  also 
nur  die  Beweglichkeit  wie  bei  diesem,  nicht  aber  Beweglichkeit  der  SrsteiDibiiW 
nnter  sich  statt. 

Die   gegenseitige   Unbeweglichkeit   zweier    unveränderlicher   Systeme,  toq 
welchen  das  eine  mit  sechs  Punkten  A,  B^  C,  D^  E^  F  an  einer  Flächend» 
anderen   gleiten  soll,    erhellt  auch   aus    folgenden   rein   geometrischen   Grüadeii. 
Wird  A  in  f  beliebig  angenommen,    so  ist  B  auf  den  Durchschnitt  «  einer  um  A 
mit  AB  als  Radius  beschriebenen  Kugel  und  der  Fläche  f  beschränkt,  €  kinn 
dann  nur   einer  der  Schnittpunkte  von  s  mit  einer  weiteren  um  B  mit  BC  b^ 
schriebenen  Kugel  sein.     Durch  die  Bewegung  dreier  Funkte  ist   aber  die  Bewe- 
gung eines  unveränderlichen  Systems  bestimmt.     Hält  man  tAao  A  fest  und  Uasl 
B  und  C  auf  f  gleiten,  so  beschreibt  der  Punkt  D  eine  gewisse  Curve  und  gelugt 
auf  /*,  sobald  er  in  einen  der  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  f  eintritt.    For  jede 
Lage  von  A  auf  f  gibt  es  also  eine  oder  mehrere  Lagen  von  B,  C,  D  auf  f,  Be 
schreibt  nun  A  auf  f  irgend  eine  Curve,   so  gelangt  E  auf  diese   Fliehe ,  sob&iä 
es  in  einen    Schnittpunkt  seiner  Bahn  mit  f  gelangt.     Für  jede  Curve,  weltU 
A  auf  f  beschreibt,   ergeben  sich  also  eine  oder  mehrere  Lagen  des  bewegUcbea 
Systems,   für  welche  die  fünf  Punkte  A^  B,  C,  77,  E  auf  f  liegen.     Denkt  mM 
sich  nun  f  als  den  Ort  einer  Curvenschaar ,  welche  diese  ^Fläche  erfüllt,  so  be- 
stimmen die  verschiedenen  continuirlich  aufeinander  folgenden  Lagen  von  A  &^' 
derselben  eine  Curve  i  und  wenn  A  diese   Curve  beschreibt,   so  tritt   F  in  di.' 
Fläche   ein,    sobald  F  in  einen  Schnittpunkt    seiner  Bahn   mit  f  gelang     Di«* 
findet  aber  nur  für  eine  oder  einige  Lagen  von  A  auf  i  statt.     £8  ist  midiia  cic 
Lage  der  sechs  Punkte  auf  f  in  Nichts  mehr  willkürlich,  mithin  auch    die  LiJ«. 
des  Systems  eine   feste  und  hört  somit  die  Beweglichkeit  desselben  auf,  soVi:i-l 
A,  B,  C,  />,  E,  F  auf  f  liegen. 

Ans  dieser  Betrachtung  folgert  man  leicht,  dass  ein  unveränderliehea  System 
unbeweglich  ist,  a)  wenn  von  dreien  seiner  Punkte  einer  fest,  ein  tweiter  ^K^ 
eine  Curve,  der  dritte  auf  eine  Fläche  beschränkt  ist  oder  wenn  die  drei  Pu&V.v 
auf  drei  Curven  gezwungen  sind;  h)  wenn  von  vier  Punkten  des  Systems  eiacr 
fest»  die  drei  übrigen  auf  gegebenen  Flächen,  oder  wenn  zwei  Punkte  anf  ^c-" 
benen  Curven,  die  beiden  anderen  auf  gegebenen  Flächen  bleiben  aoUea  u»* 
c)  wenn  von  vier  Systempunkten  einer  fest  ist,  die  vier  anderen  aber  nat  ge^^- 
bene  Flächen  beschränkt  sind. 

Soll  im  Gesammtsystem  von  n  unveränderlichen  sich  berührenden  SysteKc  - 
Unbeweglichkeit  stattfinden,  so  müssen  dieselben   sich  mindestens  an  6  («  —  l 
Stellen  berühren.    Ob  diese  Bedingung  aber  zur  Unbeweglidikeit  hinreicht,  erp  '• 
sich  im  Allgemeinen   erst  aus  der  Anzahl  der  nach  Elimination  der  WiderfttiLCr 
übrig  bleibenden  Gleichgewichtsbedingungen.     Sind  deren  sechs,  so  findet  l'c^c 
weglichkeit  statt,   sind  ihrer  mehr,   nicht.     Bei  drei  Systemen  s.  B.  sind  k«  •*'• 
Berührungsstellen  erforderlich  und  wenn  das  erste  und  zweite  sich  mn  secha»  «!&* 
zweite  und  dritte  sich  gleichfalls  an  sechs  Stellen  berühren,  ist  das  GeaaBs-^ 
System  unveränderlich,  nicht  mehr  aber,   wenn  die  beiden  ersten  sich  an  sic-Sc* 
die  beiden  letzten  an  fünf  Stellen  berühren.     Berühren  sich  je  zwei  t^T  Syst»*' 
in  m  Punkten,  so  ist  die  Anzahl  aller  Berührungsstellen  \mn  («  —  1)   vad  »«bi 
diese  Zahl  ^  6  (n  —  1),  also  mn  >»  12  ist,  darf  man  auf  Un Veränderlichkeit  t*^ 
Verbindung  der  Systeme  untereinander  rechnen.    So  s.  B.  wenn  von  swdif  Sjs* 
men  je  zwei  sich  in  einem,  von  sechs  je  zwei  sieh  in  swei,  von  vier  je  cvei  «...> 
in  drei,  von  drei  je  zwei  sich  in  vier  und  zwei  sich  in  sechs  Pnoktea  bva^rvs 

Für  n  ebene  unveränderliche,    durch  p  Berührungen  von  Cwta   nn   «ia*s 
in  derselben  Ebene  liegenden  veränderlichen  Gesammtsystem  Terhundenes  Parua. 
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Systeme  bestehen  Sn  Gleichgewichtsbedingungen  mit  p  Widerständen.  Ist  Sn — p^3, 
also  p  <[  3  (n  —  1),  so  findet  Beweglichkeit  statt,  bei  p  ^  3  (n  —  1]  im  Allgemeinen 
Unbeweglichkeit.  Berühren  sich  je  zwei  Carven  in  m  Punkten,  so  ist  Unbeweg- 
lichk^it,  wenn  imn(n  —  1)  ^  3  (n  —  1),  d.  h.  für  win  ^  6.  Wenn  also  in  einer 
Ebene  von  sechs  Cunren  je  zwei  sich  in  einem,  oder  von  drei  Curven  je  zwei 
sich  in  zwei,  oder  wenn  zwei  Curven  sich  in  drei  Punkten  berühren,  so  ist  Be- 
weglichkeit ohne  Aufgeben  des  Innigkeitsgrades  der  Berührung  nicht  möglich. 
Specielle  Cnrvengattungen ,  z.  B.  der  Kreis,  gestatten  Ausnahmen  hiervon. 

§.  18.  £s  wurde  Cap.  VI,  §.  5.  gezeigt,  dass  man  für  ein  im  Gleichgewicht 
befindliches  Kräftesystem,  welches  an  einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt, 
reim  es  am  eine  Aze  gedreht  wird,  immer  zwei  Kräfte  angeben  könne,  welche 
das  durch  die  Drehung  gestörte  Gleichgewicht  jeden  Augenblick  erhalten.  Diese 
Kräfte,  —  P^y  —  P,,  an  den  Punkten  A^  (xi^|Z|)  und  A^  (^t^s^s)  wirkend,  sind  in 
der  ursprünglichen  Gleichgewichtslage  entgegengesetzt  gleich  und  treten  bei  der 
Drehung  zu  einem  Paare  auseinander.  Die  Bedingangeu,  welchen  diese  Kräfte 
^nügen  müssen,  waren,  wenn  wir  ihre  Componenten  —  X|,  —  Xj,  —  Z^;  —  X,, 
^  /^2*  —  ^s  UQ^cf  ^i®  Summen  mit  aufgenommen  denken: 

-  fcos  tp  +  G  cos  ift  +  ß  cos  X  ^  0,  f^L  {yV  +  zZ),  F  ^  SyZ  —  SzY 
Gcos  tp  —  h  cosip  +  F  cosz  '='  0,  g  =  2:{zZ  -\-  «X)»  ^  =  ^^^  ="  ^^Z 
£rcos4p  +  Fcosrl}^gco8x='0,    A  =  -2;(a?X  +  y-K),    ff^Zxr^£yX, 

worin  {<pz^)  ^®  Richtung  der  lAxe  ist,  um  welche  das  System  gedreht  wird. 
Bei  dieser  Drehung  bleiben  die  Intensitäten  und  Richtungen  der  Kräfte  constänt. 
Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  cos  7,  cos  'tp,  cos  %  und  addirt  sie,  so  folgt 

S  {xX  +  yy  +  zZ)  ^  cos^  tp  '  SxX  +  cos^  %  •  SyV  +  cos^  tf)  •  £zZ 
+  cos  tp  cos  rff  2  {zX  -f-  xZ)  +  cos  rp  cos  %  2  (zK  +  yZ)  +  cos  %  cos  (p  21  [xV  +  yX) 
=  2  [{x  cos  9  +  y  cos  X  -\-  z  cos  'tp)  {X  cos  tp  -\-  y  cos  x  -{•  ^  cos  ip)]. 
Der  Ausdruck  rechts  vom  Gleichheitszeichen  bleibt  nun  wählend  der  Drehung 
constänt,  weil  9,  x*  ^»  ^^^  Componenten  der  Kräfte  und  die  Projectionen 
X  cos  9>  -H  y  ^^  Z  '\~  ^  ^^  ^  ^^^  Linien,  welche  den  Coordinatenursprung  mit  den 
Paukten  x,  ^,  z  verbinden,  auf  die  Richtung  der  Drehungsaxe,  constänt  bleiben. 
Daher  bleibt  Z  {xX  -j-  yy  -\-  zZ),  oder  wenn  wir  die  Bestandtheile,  welche  die 
Componenten  der  zugefügten  beiden  Kräfte  enthalten,  aus  der  Summe  Husscheiden, 

2:(*X  +  yr  +  xZ)  -  [{xtX,  +  »,r,  +  z,Z,)  +  (a:,X,  +  y.f,  +  z^Zt)] 

constänt.  Es  müssen  folglich  beide  Glieder  dieser  Differenz  zugleich  ihre  Maxima 
<ind  Minima  erreichen.  Der  Subtrahend  lässt  sich  aber,  da  die  Kräfte  —  /'j,  —  P^ 
»-in  Paar  bilden,  also  X|  =  —  X,,  J^i  =  —  >'2i  ^1  =■  —  ^t  "*f  a^cl»  schreiben: 
X,  —  Ä,)  -X,  +  (yi  ~"  Vi)  ^t  +  (^t  —  2,)  ^2  und  bedeutet,  da  ar,  —  a?i,  y,  —  yi, 
r,  —  Z],  durch  den  Abstand  der  Angriffspunkte  y^,,  A^  der  zugefügten  Kräfte 
'iiridirt,  die  Cosinusse  der  Neigung  der  Linie  AiA^  gegen  die  Coordinatenaxen 
Find  ebenso  X«,  y^^  Z,  durch  P^  dividirt  die  Cosinusse  der  Neigung  von  P^  gegen 
•ile  Axen  sind:  —  A^A^*  P^cos  {AiA%^  P^,  Diese  Grösse  erreicht  ihr  Maximum 
'ler  Minimum,  wenn  cos(^A^A^^  P^)  =  ^  1,  d«  h.  beim  sicheren  und  beim  un- 
sicheren Gleichgewichte.    Daher  also  der  Satz: 

Unter  allen  Lagen,    welche  das  unveränderliche  System  durch 
[jrehnng  um  irgend  eine  Axe  annimmt,  wird  die  Function 

Z  {xX  +  yy  +  zZ) 

ür    die  Lage   des   sicheren  Gleichgewichtes   ein  Maximum,    für   das 

asichere  Gleichgewicht   ein  Minimum  und  umgekehrt.    Nennen  wir  0 

len   beliebig  wählbaren  Coordinatenursprung,  A  [x^  y,  z)  den  Angriffspunkt  der 

L'ra/t  r{X,y,Z),  so  ist  die  Bedeutung  dieser  Function:  £lOA'Pco8[OA,P)], 

40* 


628     Eigenschaften  d.  Gleichgew.  hinsicfatl.  d.  Maximums  n.  Minimums.     VII.  Cap. 

d.  h.  sie  bedeutet  die  Samme  der  Produkte  aus  den  von  einen  belie 
bigem  Punkte  der  Drehungsaxe  nach  den  Angriffspunkten  derKr&fte 
gezogenen  Radienvectoren  und  den  Projectionen  der  Kr&fte  anf  lie 
oder  auch  die  Summe   der  Produkte  der  Kräfte  und  der  ProjeetioneQ 
dieser  Eadiusvectoren  auf  die  Richtung  der  Kräfte. 

Erleidet  nun  das  System  eine  beliebige  Tirtuelle  Yerschiebong  ans  derLtf« 
des  Gleichgewichts,  so  ist  diese  immer  den  Rotationen  um  swei  eonjogiite  Axes 
äquivalent.  Durch  diese  erleidet  aber  Z  {xX  -j-  y^  ~t~  '^  keine  Aendenm^, 
folglich  muss  d£  {xX  +  yr  +  zZ)  ^  2  {Xdx  +  YBy  +  Zdz)  -=  0  seiii,  d* 
die  Kräfte  selbst  keine  Aenderung  erleiden.  Da  diese  Eigenschaft  im  Allgendflen 
das  Maximum  oder  Minimum  jener  Function  andeutet,  so  wird  das  CriteriuB  dtt 
Maximums  und  Minimums,  welches  durch  die  unendlich  kleine  Aenderong  iveiter 
Ordnung  gegeben  wird,  auf  die  früher  gefundene  Bedingung  der  Sicherheit  oder 
Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  hinführen.  Nun  ergab  sich  für  die  TirtMÜe 
Schraubenbewegung  um  irgend  eine  Axe  Cap.  VI,  §.  7.: 

S  (Xdx  +  Vöy  +  Zdz)  =  2X'di  +  SV   Sfi  +  ZZ  -  dt 
+  ZiyZ  —  zr)'9d'  +  2  {zX  —  xZ)  •  S»'  +  2{xy  —  yX)  •  *♦" 

und  daher  wird  mit  Rücksicht  auf  die  sechs  Gleichgewichtsbedingnngen 

ZX^  Zy  =>  SZ  ^0,       Z  (yZ  —  zV)  ^  Z  {zX  —  xZ)  ^  Z  (xK  —  yX)  - «' 

und  die  Bedeutung  der  Grössen  /",  g^  A,  F,  G,  H  die  fragliche  Aenderung  iwciter 

Ordnung : 

Z  [XS^x  +  Yd^  +  ZdU)  «  —  Z**^  —  g6^'^  —  A**"« 

Da  aber,  wenn  6Q  die  unendlich  kleine  virtuelle  Drehung  upi  die  Axe  nnd  (f  |t 
die  Richtung  der  Axe  ist,  6^  ^  dG-cosipf  id^  =^  9B-cos  Xt  99^**^=^  dS'eott 
ist,  so  wird  dieser  Ausdruck 

—  {fcos*q>-\-gco8^X-\-hco8*^  ^—2Fco8%co$'ip  — 20c08fpeo8fp  —  2Hco$^eo»i]^ 

nnd  folglich  der  Inhalt  der  Klammer  positiv  für  ein  Maximum,  negativ  fnr  ci^ 
Minimum,  Bedingungen,  welche  mit  den  früher  gefundenen  Bedingongea  dv 
Sicherheit  und  Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  identisch  sind. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sieh  leicht  für  das  vertndtrüe^' 
System  erweitern.  Man  zerlege  dasselbe  in  unveränderliche  Partialsyiiea: 
welche  sich  nöthigenfalls  selbst  auf  einzelne  Punkte  reduciren  können.  Die  t-* 
tuelle  Bewegung,  welche  ein  Partialsystem  in  Folge  einer  virtuellen  Bewefcsi 
des  Gesammtsystems  erleidet,  kann  stets  als  eine  Schraubenbewegnng  fär  usi 
oder  als  eine  Folge  von  Rotationen  um  conjugirte  Axen  angesehen  weri^^ 
Mithin  ist  der  sich  auf  das  Partialsystem  beziehende  Bestandtheil  der  Fssct;!'« 
Z  (xX  -\-  yY  -\-  zZ)  ein  Maximum  oder  Minimum  und  der  entsprechende  Be»UM- 
theil  in  Z  (Xdx  +  YSy  +  Zdz)  für  sich  Null.  Indessen  kann  hieraus  nickt  vl\ 
ein  Maximum  oder  Minimum  der  sich  auf  das  ganze  System  beziehenden  Faecti«» 
ebenso  wenig  also  auch  auf  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Oleiebg^vici^ 
dieses  geschlossen  werden.  Denn  es  können  sich  Minima  gewisser  Partial^7ftc9' 
mit  Maximis  anderer  combiniren  und  können  einzelne  Fartialsysteme  in  siehcn;*- 
andere  in  unsicherem  Gleichgewichte  sich  befinden,  bei  welchen  Conbtnati«»«t 
ein  Schluss  auf  die  Beschaffenheit  des  Gesammtgleichgewiehtes  niehl  ftaS 
finden  kann. 

Die  Eigenschaft  des  Maximums  und  Minimums  der  Function  Z^xX+^Y-i- 12 
von  welcher  hier  die  Rede  ist,  besieht  sich  auf  Lagenänderongen  des  8ystv«'>> 
bei  welchen  die  Intensität   und  Richtung  der  Kräfte    sich  nicht  ändert.     Dm»« 
Function  ist    mit   Rücksicht    hierauf  das   Integral   von    Z  (Xäx  +  f'dy  +  /<; 
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Weon  ein  System  in  Bewegung  begriffen  ist  und  die  Kräfte  nach  Intensität  und 
Richtung  Functionen  blos  von  den  Goordinaten  der  Angriffspunkte  sind,  so  kann 
dA8  Integral  dieses  Differentialausdrucks  aber  auch  in  Bezug  auf  die  während  der 
Bewegung  eintretenden  Lagenänderungen  und  Aenderungen  der  Kräfte  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  werden,  sobald  das  System  eine  Lage  erreicht,  in  welcher 
die  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind.  Hierzu  wird  erfordert,  dass  der  Differential- 
aosdruck  die  Bedingungen  der  Integrabilität  erfüllt,  d.  h.  dass  eine  Kräftefunction 
existire. 

§.19.     Gauss  hat  ein  neues  Princip  aufgestellt,  welches  gleich  wichtig  ist 
für  die  Behandlung  der  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme  und  für  Probleme 
des  Gleichgewichtes  von  Kräften  an  ihnen.     Er  nennt  es  das  Princip  des  klein- 
sten Zwanges  (Cr eile's  Journal  Bd.  IV,   S.  232,  1829);  dem  statischen  Theile 
dieses  Princips,    den  wir  hier    allein   entwickeln,   hat  Möbius  den  Namen  des 
Princips  der  kleinsten  Quadrate  gegeben.     Stellt  man  nämlich  die  Kräfte 
des  Systems  durch  Längen  dar  und  bezeichnet  die  Goordinaten  des  Endpunktes 
einer  solchen  Länge  P,  welche  die  am  Punkte  {xy  y,  z)  angreifende  Kraft  "äar- 
stelli,  mit  £,  17,  {;,   so  ist  ^  SS  I  —  x,    V  ^=  rj  —  y,    Z  s=a  f  —  z  und  lautet 
das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  seiner  Hauptgleichung: 

ZKJ  -  a:)  *«  +  (17  -  y)  dy  +  (f  -  z)  dz]  «  0. 

Denken  wir  uns  nun  die  Punkte  (g,  17,  f)  fest,  das  System  aber  beweglich,  wobei 
die  Längen  P  sich  ändern,  so  stellt  der  Ausdruck  links 

d-i2[{^  -  ar)»  +  (17  -  y)«  +  (t  -  z)«] 

dar  und  die  Gleichung  druckt  den  Satz  aus: 

Werden  die  Endpunkte  F  der  Strecken,  welche  die  Kräfte  dar- 
stellen, festgehalten,  während  das  System  der  Angriffspunkte  A  be- 
liebige Verschiebungen  erleidet,  so  wird  für  die  Lage  des  Gleich- 
(rewichis  die  Quadratsumme  der  Abstände  AF^  nämlich  ^{AF*)  ein 
Mazimnm  oder  Minimum,  und  umgekehrt:  Verbindet  man  das,  System 
der  Punkte  A  mit  einem  zweiten  System  von  festen  Punkten  F  durch 
Strecken  AF  und  bringt  das  System  in  eine  Lage,  für  welche  rück- 
!»icb  tlich  der  Nachbar  lagen  Z{AF*)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
»o  halten  sich  die  Kräfte  am  System  (A)^  welche  nach  den  Linien  AF 
^rirken  und  diesen  Strecken  proportional  sind,  Gleichgewicht. 

Ob  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  von  S  {AF^)  stattfindet,  ergibt  sich  aus 
a*  '\Z(,ÄF*)  =  ^(Äor«  +  V  +  *2')  —  21{XS^x  +  Fd^y  +  Z^z), 

»o  X,  y,  Z  wieder  für  |  —  a?,  ij  —  y,  f  —  z  geschrieben  sind.  Für  das  sichere 
;ieichg>e wicht  ist  S  (X J'a  +  FS^  +  Zd»z)  negativ  (§.  15.),  also  ^  '\S(ÄF^) 
MisitiT  und  S  (AF')  ein  Miniraum;  für  das  unsichere  Gleichgewicht  aber  ist 
r^X<>*JC*  +  •  •  •)  positiv  und  kann  mithin  8*'\'L{AF*)  positiv  oder  negativ  je 
i9Lch  der  Versehiebungsart  des  Systems  ausfallen.  Indessen  kann  man  die  Linien 
*  Qoendlich  klein  nehmen  und  dann  fällt  £  (XS^x  -}~  ' ")  ^Is  von  der  dritten 
»rdaoni^  gegen  H  (da^  +  ^y*  +  ^2*)  ^or'  ^^^  zeigt  sich  S*'\1^{AF^)  positiv. 
'erbindet  man  daher  die  Punkte  A  eines  beweglichen  Systems  mit 
en  Punkten  F  eines  unendlich  nahen  festen  Systems  und  lässt  auf 
as  er«tere  Kräf.te  wirken,  welche  den  Strecken  AF  proportional 
lud  und  die  Richtungen  dieser  Strecken  haben,  so  nimmt  die  Summe 
er  Quadrate  ^{AF^)  für  jede  Verrückung  des  beweglichen  Systems 
ns     der    Gleichgewichtslage  zu.     Da  d  -  £  (AFf  =*  2  (dx' +  dy^  +  dz^) 
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bis  anf  Unendlichkleines  höherer  Ordnung  wird,  so  folgt,  dass  wenn  die  Punkte 
A  durch  die  Verschiebung  in  die  Lagen  B  gelangen: 


d.  h.  die  Quadratsumme  der  Entfernungen  nimmt  um  die  Qaadrit- 
summe  der  virtuellen  Wege  zu,  welche  die  Punkte  des  Systems  bei 
der  Verschiebung  beschreiben. 


vm.  Capitd. 

Gleichgewicht  von  Kräften  an  einigen  veränderlichen  SyBlemen. 

§.  1.    An  den    Ecken  eines  Vierecks  ABCD  (Fig.  209.)   im  Raum«'. 
dessen  Seiten  constante  Länge  haben,  dessen  Winkel  aber  yerinder* 

lieh  sind,   greifen  vier  Kräfte  P,   (?,    A,  5  an;  c< 
Figr.  209.  sind   die   Bedingungen   des   Gleichgewichts  der- 

selben aufzustellen. 

Schneidet  man  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA  der  ^ 
und  führt  längs  ihnen  die  Spannungen  (Pressongen)  T 
T',  r",  r"'  ein,  so  erfordert  das  Gleichgewicht  der  ILr»:v 
T"\  T,  P  am  Punkte  A;  T,T\Q&nB;  T\  T^^Rmjh 
r",  T'",  S  an  D,  dass  P  in  die  Ebene  DAB,  Q  in  AP^ 
R  in  BCD,  S  in  CDA  falle  und  ergeben  sich  nach  Ca» 
m,  §.  8.  die  Gleichungen: 

sin  PAP        ^MimQBC 
'^      sinDAB^^^rinABC 

r        n~  P^^        R  9imßCD 
oder  "^  ^  sin  ABC^      wimBCÜ 


tp'*» 

- 

T 

« 

P 

sin 

PAB 
T 

sin 
sin 

PÄD 

r 

QBA 
T" 

sin  D  AB 
Q 

sin 

QBC 

r 

RCD 

r" 

sin 

ABC 
R 

sin 

sin 

RCB 

sin 

BCD 

S 

sin 

SDA 

sin 

SDC 

sin 

CDA 

„  sin  RCB  simSDA 

^      sin  BCD^      tim  CDA 

n.^  ^sin  SDC  ^      sin  PAB 
^      sin  CDA  '^      sin  DAß 

Durch  Multiplication  des  Gleichungssystems  rechts  ergibt  sich  für  die  Richtup- 
der  Kräfte  P,  Q,  R,  S  die  Bedingung: 

sin  PAB     sin  QBC     sin  RCD     sin  SDA 

sin  PÄD  '  sin  QBA  '  sin  RCB  '  sin  SDC  *"      ' 

geeignete  Combinationen  der  Gleichungen  dieses  Systems  liefern  die  VerhiltL^ 
der  Kräfte;  die  letzte  liefert  S :  P;  die  Multiplioation  der  beiden  leisten  R  ' 
der  drei  letzten  Q  :  P  \i.  s.  w. 

Ist  die  Gestalt  des  Vierecks  und  sind  die  Richtungen  dreier  Krftfte  P,  v«  ** 
in  den  Ebenen  DAB,  ABC,  BCD  gegeben,  so  kann  mit  Hülfe  der  Bedinfcmr*- 
gleichung  die  Richtung  der  vierten  Kraft  S  bestimmt  und  können  die  Vei^ilsai«- 
der  Intensitäten  der  vier  Kräfte  gefunden  werden.    DaAselbe  leistet  auch  f(»l|refc- 
Constrnction.     Man  nehme   die  Intensität  von  P  in  der  Richtung  AP  willkcr!  - 
an;   da  —  P  die  Resultante  von  T'"  und  T  sein  muss,  so  liefert  die  Zerffr««: 
dieser  Kraft  mit  Hülfe  eines  Parallelogri^mms  nach  den  Seiten  AD^  AB  £e  Sf-«<^ 
nnngen  T*'\  T\    Da  —  Q  die  Resultante  von  T  und  T'  ist,  so  liefert  esa  wei:f  *: 
Parallelogramm  die  Intensitäten  von  Q  und  7";  hieran  reiht  sich  ein  drittes.  &:* 
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welchem  R  ond   T    sich  ergeben.     Ans   T     and  T      am  Pnnkte  D  folgt  dann  S 
nach  Richtung  nnd  Intensität. 

Man  kann  übrigens  die  Richtung  der  vierten  Kraft    auch  unabhängig  von 

der  Intensität  einer  der  übrigen  bes^mmen.    Weil  das  Gleichgewicht  der  Kräfte 

fortbestellen  muss,  wenn  auch  das  System  unveränderlich  wird,  so  ist  nach  Cap.  V, 

§.  11.  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  sie  mit  irgend  einer  Linie  des  Raumes 

bilden,  Null.    Zieht  man  nun  eine  Gerade  L  so,  dass  sie   die  Richtungen  von  P, 

Qy  R  schneidet,  so  verschwinden  die  Volumina  der  Pyramiden  [PL'\y  [(?^]i  [R^A 

nnd  ist  folglich  auch  das  Volumen  von  [SL]  Null.    Daher  liegt  L  mit  S  in  einer 

Ebene  nnd  schneidet  also  S,     Sucht  man  daher  den  Durchschnittspunkt  S  von  L 

mit  der  Ebene   CDA,   in  welcher  S  liegen  muss,    so  ist  DS  die  Richtung  der 

Kraft  S,  —   Da  eine  beliebige  Gerade  Lj  welche  drei  der  Richtungen  von  P^  Q^ 

H,  S  schneidet,  auch  die  vierte  schneiden  muss,  so  sind  die  Richtungen  von 

Tier  Kräften,    welche  in  den  Ecken    eines  veränderlichen  Vierecks 

sich   Gleichgewicht   halten,    stets   vier   Erzeugungslinien   derselben 

Schaar  eines   einfachen  Hypei'boloids.    Die  sämmtlichen  Geraden,   welche 

drei  derselben  P,  Q^  R  schneiden,  bilden  die  andere  Schaar  Erzeugpingslinien  und 

da  sie  auch  die  vierte  S  schneiden  müssen ,  so  treffen  sie  die  Ebene  CDA  in 

Pankten  von  S.     Die  beiden  Diagonalen  AC,  BD  gehören  der  zweiten 

.Schaar    an;   sie  werden   dahef  von   den  vier  Kräfterichtungen    nach 

denselben  Doppelverhältnissen*)  geschnitten,   sodass,  wenn  ^Cin  QS 

von  Q,  S  nnd  BD  in  PQ  von  f*,  Q  getroffen  werden, 

AQ     AS  ^BP     BR 

QC  '  SC  '^  PD  '  Rü  ' 

Will  man  die  projectivische  Theilung  der  Erzeugungslinien  des  Hyperboloids 
nicht  als  bekannt  zu  Hülfe  rufen,  so  ergibt  sich  diese  Gleichung  auch  aus  den 
Dreiecken  PAB  und  PÄD;  QBC  und  QBA\  RCD  und  RCB;  SDC  und  SDA, 
Man  hat  nämlich; 

sin  PABi  sin  PÄD  =»  ^  :  ^  ,         sin  QBCiHn  QBA  —  ^  :  ^ 

AB     AD  *  BC     AB 

sin  RCD  i  sin  RCB  =  f^  •  §|  >  ^^  SDC :  sin  SDA  «=  ^  :  |^ 

nnd  wenn  man  diese  Gleichungen  miteinander  multiplicirt  und  die  oben  entwickelte 
Bedingongirgleichung  für  die  Richtungen  der  vier  Kräfte  berücksichtigt,  sa  ergibt 
•ich  dasselbe  Resultat. 

Man  kann  die  Verhältnisse  der  Kräfte  leicht  durch  die  Abschnitte  ausdrücken, 
welche  dieselben  auf  den  beiden  Diagonalen  bestimmen.  Zunächst  hat  man  aus 
den  ganjs  su  Anfang  aufgestellten  Gleichungen: 


*)  Bildet  man  aus  vier  in  gerader  Linie  irgendwie  gegeneinander  liegenden 
Pnnkten  A^  B^  C,  D  zwei  Paare,  z.  B.  AB  und  CD,  bildet  ferner  das  Verhältniss 
der  Abstände   des  ersten  Punktes  C  des  zweiten  Paares  von  den  beiden  Punkten 

des  ersten  Paares,  nämlich  77-= ,  wobei  die  Stellung  der  Buchstaben  zugleich  den 

Sinn  der  Strecken   andeutet,  sodann  ebenso  in  Bezug  auf  den  zweiten  Punkt  D 

AD  AC     AD 

des   zweiten  Paares   das   analoge  Verhältniss  -^ ,    so  heisst  ^^  :  -=-^  das  der 

Ordnongf  A  B^  CD  entsprechende  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte.  D.a  zwischen 
vier  Punkten  drei  Paare  möglich  sind,  da  diese  ihre  Aufeinanderfolge  als  erstes 
ond  zweites  wechseln  und  in  jed^  Paare  die  Punkte  ihre  Plätze  vertauschen 
können,  so  gibt  es  bei  vier  Pnnkten  24  Doppclverhältnisse. 
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Vlll.  C«p. 


PiQ  ^ 


sin  D AB       Hn  ABC 


Nun  ist  aber 


sin  DAB  isin  PÄD  =* 


BD 
AB 


mithin : 


PiQ 


sin  PÄD    '    sinQBC 

pn                                            AC 

"           sin  ABCzsin  QBC  =-  ^^  : 
AF                                                          Ad 

QC 
QB' 

BD    AP       AC'QB 

PD  QC 

Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  übrigen  VerhältnisBe. 

Schneiden  sich  die  beiden  in  zwei  Gegenecken  B^  D  angreifenden  Krlfle  (^  aod  5 
auf  der  Diagonale  AC,  so  f&llt  der  Punkt  S  mit  Q  zusammen  und  lost  sieh  die  Glei- 
chung ^  =  |^  =  ^»ff  a'»^  i»  AQiQC^ASiSC  und  BPiPD  ^  BRiRD- 

aus  letzterer  Gleichung  folg^,  dass  auch  R  und  D  zusammenfallen  und  die  Kiifw 
R  und  D  sich  auf  der  Diagonale  BD  schneiden. 

Ist  das  Viereck  eben,  so  gestaltet  sich  der  Satz  über  die  hyperboloidiscbe 
Lage  der  Kräfte  und  die  daran  geknüpfte  Construction  folgendermaasen  dt. 
Sondern  wir  die  beiden  Ecken  Ay  B  (Fig.  210.)  mit  der  sie  Terbindenden  SeiU 
AB  Skhj  so  halten  sich  an  ihr  die  Kräfte  T'*\  P,  Qt  T*  Gleichgewicht,  da  die 
beiden  Kräfte    T  längs  AB   sich   tilgen.      Es   sind   daher   die    Resultanten  tos 

f,  Q  einerseits  und  von  T"\  T'  andererseits  ent- 
gegengesetzt gleich  und  fallen  mithin  in  die  Verbii 
dungslinie  der  Schnittpunkte  A,  £  der  Kichtao7t£ 
von  Pf  Q  und  7'"\  7''.  Nun  halten  rieh  aber  sQcb 
P,  Qy  Rf  S  Gleichgewicht,  also  muss  die  ResultaoV 
von  A,  S  der  Resultanten  von  P,  Q  entgegeageseu: 
gleich  sein  und  der  Schnittpunkt  A'  der  Riektim^i 
von  A,  S  in  die  Gerade  St  £  fallen.  Wenn  also  ^ 
Richtungen  von  P,  Q,  H  gegeben  sind,  die  von  S  aber 
gesucht  wird,  so  hat  man  nur  von  D  nach  dem  Scbaitt- 
punkte  von  R  mit  der  Linie  Sl£  eine  Gerade  ic 
ziehen.  Sucht  man  noch  den  Schnittpunkt  S'  vr^t 
CD  und  BAyBO  ergibt  sich  ebenso,  dass  die  Schnit:- 
punkte  ^,  $'  von  P,  S  und  72,  Q  mit  £*  in  gerader  Linie  liegen.  Aas  die^r 
Betrachtung  erhält  man  den  Satz  : 

Wenn  vier  Kräfte  P,  Q,  R,  S  an  den  Ecken  A^  /?,  C,  D  eine!  eic 
fachen    ebenen    Vierecks   ABCD   im   Gleichgewicht   sind,    so   bildf; 
ihre  Richtungen   ein  jenem  umschriebenes   einfaches  Vierseit  P^jR"^ 
und  gehen  die  beiden  Diagonalen  des   letzteren,  welche  die  gefei 
überliegenden  Ecken  verbinden,   durch   die  beiden  Punkte,  in  wel- 
chen sich  die  gegenüberliege'nden  Seiten    des    ersteren   Behneidci 
hindurch.*) 


*)  n  Punkte  in  der  Ebene  heissen   ein  vollständiges  n  Eck,  die  4"("  ~    *' 
Geraden,  welche  durch  sie  bestimmt  werden,  seine  Seiten;  »Gerade  in  der  Kbcc 
heissen    ein    vollständiges  n  Seit,    die  \n  {n  —  1)  Punkte,    in  welehen    tir  fK 
schneiden,   seine  Ecken,    n  Punkte  in  einer  bestimmten  Aufeinanderfolge  gt*"^ 
men  heissen  ein  einfaches  n  Eck  und  die  n  Geraden,  welche   in  dieser  Or^Bn-: 
die  Punkte  aufeinanderfolgend  verbinden,  seine  Seiten;  n  Gerade  in  battimat«' 
Aufeinanderfolge  heissen   ein  einfaches  n  Seit  und  die  n  Punkte,  in  welebea  ^' 
sich  in  dieser  Ordnung  aufeinanderfolgend  schneiden,    seine  Ecken.     Das  fu« 
ständige   Viereck  hat  sechs  Seiten,   das  vollständige  Vierseit   sechs  Ecken,    i^* 
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§.  2.  Vier  Kräfte  P,  0,  R,  S  greifen  an  den  Punkten  F,  Ö,  Ä,  J 
der  Seiten  eines  Vierecks  ABCD  (Fig.  211.)  an,  dessen  Seiten  unver- 
änderlich, dessen  Winkel  aber  veränderlich  sind;  man  soll  die  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  aufstellen. 

Löst  man  die  Verbindung  der  Seiten  in  -4,  so  sind  statt  dessen  »wei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Pressungen  T  längs  einer  gewis- 
sen Richtung   NK  einzuführen;    ähnlich  an  B,  C^  D 
«olche  Kräfte    t,  T",  T'"  längs  KL,  LM.  MN.    An 
der  Seite  AB  müssen  dann  T,  T\  P  im  Gleichgewichte 
sein  und  daher  KN  und  KL  sich. auf  der  Richtung  von 
P  schneiden.     Ebenso  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  L 
M,  N  in  die  Richtungen  der  Kraft  Q,  A,  S  fallen  müssen. 
Zum  Gleichgewichte  der  vier  Kräfte  wird 
also  erfordert,  dass  es  möglich  sei,  ein  Vier  seit 
KLMN  zu   construiren,   welches   dem  Viereck 
ABCD   umschrieben   und   dem    Vierseit   der   Kräfte    zugleich    einge- 
schrieben sei,  dessen  Seiten  also  durch  die  Ecken  des  ersteren  gehen 
and  dessen  Ecken  in  den  Seiten  des  letzteren  liegen. 

Diese  Aufgabe,  sowie  die  allgemeinere  für  das  Vieleck  wurde  zuerst  von 
Servais,  Gergonne  und  Lhuilier  (in  Gergonne*s  Annalet  de  maihimatiques, 
T.  IL),  später  von  Steiner  (Systematische  Entwickelung  der  Abhängigkeit  geo- 
metrischer Gestalten  von  einander,  S.  94)  mit  Hülfe  von  projectivischen  Punkt- 
reihen gelöst.  Die  Lösung  hängt  von  den  Doppelpunkten  zweier  vereinigter  pro- 
jectiviseher  Punktreihen  ab  und  ist  eine  doppelte  oder  einfache  oder  unmöglich, 
je  nachdem  diese  Reihen  zwei,  einen  oder  keinen  Doppelpunkt  besitzen. 

Die ' Pressungen  T  ergeben  sich,  indem  man  P,  Q,  R,  S  an  den  Ecken  K,  L, 
M^  N  nach  den  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks  zerlegt.  Da  dieselben  sich 
paarweise  tilgen,  so  folgt,  dass  die  Kräfte  P,  Q,  72,  S  an  dem  Vierecke 
KLMN  im  Gleichgewichte  sein  müssen,  wenn  dessen  Seiten  unver- 
änderlich, die  Winkel  aber  veränderlich  gedacht  werden. 

§.    3.     Wirken  an  dem  Viereck  ABCD  (Fig.   212.)    nur    die    beiden 
Kräfte  P,  R  in  den  Punkten  F,  H  zweier  Gegenseiten,  d.  h.  sind  Q  und 
S  Nnll,   so  halten  die  Pressungen   7,  T*"  an  D  sich  allein  Gleichgewicht,  sind 
alao  entgegengesetzt  gleich  und  fallen  in  die  Richtung  der  Seite 
I>A»     Ebenso  7',  7^' längs  BC.    Daher  muss  sowohl  P,  welches 
mit    y,    r'  an  ^Ä,   als  auch  Ä,  welches  mit   7'",    T'"  an  C2) 
(ileich^ewieht  hält,  durch  den  Schnittpunkt  H  von  AB  und  CB 
^ehen.     P  und  R  müssen  aber  auch  am  Viereck,  wie  an  einer 
unveränderlichen   Figur  Gleichgewicht    halten,    also   entgegen- 
^eBetzt   gleich  sein.     Daher  geht  die  Verbindungslinie  der  An- 
piffspnnkte  P,  H  durch  £.    Das  Viereck  muss  mithin  eben  sein. 
Ist  CD  fest  und  wirkt  blos  P,   so  folgt,   dass   nur   dann 
Gleich^wieht  besteht,  wenn  das  Viereck  eben  ist  und  die  Rich- 
tung von  P  durch  .den  Schnittpunkt  £  der  beweglichen  Seiten  ^ ^^ L 

BC^    DA  hindurchgeht.     Die  Punkte   A,  B  sind  in  der  Ebene 

aof  Kreisen  um  D  und  C  beweglich  und  beschreibt  F  eine  Schleifenlinie  (Thl.  I, 

«.infaclie  Viereck  hat  vier  Seiten,  das  einfache  Vierseit  sechs  Ecken.  Beim  voll- 
«itänili^n  fi  Eck  heissen  Nebenscheitel  die  Schnittpunkte  der  Seiten,  welche  nicht 
Kckeo  sind,  beim  vollständigen  n  Seit  sind  Diagonalen  die  Verbindungslinien  der 
Kckeoy  welche  nicht  Seiten  sind.  Das  vollständige  Viereck  hat  drei  Nebenscheitel, 
riA9   T'ollständige  Vierseit  drei  Diagonalen. 
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Cap.  ni,  §.  8.)}  X  ist  das  Momentancentrtim  für  die  Beweglichkeit  des  Syiteni 
ZF  ist  die  Normale  der  Schleifenlinie.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichts  dei 
Vierecks  kommt  also  überein  mit  der  Bedingung,  dass  der  Punkt  F  auf  der 
Schleifencurye  im  Gleichgewichte  sein  soll. 

Sind  BC,  DA  parallel  (Fig.  213.),  so  müssen  auch  FH,  die  Verhiadon^- 
linie  der  Angriffspunkte  der  Kräfte  P,  R  und  diese  selbst  mit  ihnen  parallel  seio. 

Zwei  andere  Kräfte  P\  R\  welche  längs  einer  weiteren  ParalldeE 

F'B*  zn  BC  wirken  und  P,  R  entgegengesetzt  gleich  sind,  balteo 

^  ebenfalls   Gleichgewicht.     Daher   sind   anch  die   Paare   (P,  P^ 

(R,  I^)  im  Gleichgewicht.     Das  Paar  (P,  P')  ist  mit  den  beidei 

Pressungen   in  A  und   B   im  Gleichgewicht  and   bleibt  es  sad 

einer  beliebigen  Lagenänderung  in  seiner  Ebene;  ebenso  {R,  Ft'. 

Hieraus  folgt,  dass  an  einem  Trapeze  mit  constanten  Seiten,  Aber 

_.^     veränderlichen   Winkeln   zwei  Kraftepaare   sich   unter  denselbec 

^  ^    Bedingungen  wie  an  einem  unveränderlichen  System  Gleichgewicht 

halten. 

§.4.    Eine  Ecke  D  eines  veränderlichen  Vierecks  ABCD  {Fi^.Hi 
von  Constanten  Seiten,  aber   veränderlichen  Winkeln  ist  fest;  aaf 
die  Punkte  F,  0  der  ihr  nicht  anliegenden  Seiten  AB^  BC  wirken  4ie 
Kräfte  P,  Q\    man  soll    die  Bedingungen   ihres  Gleichgewichts  &«(• 
stellen. 

Trennt  man  die  Seiten  des  Vierecks  in  den  Ecken  von  einander  ab,  so  Bis- 
sen, da  an  />^  keine  weitere  Kraft  wirkt,  die  Pressungen  der  Linie  DA  in  [i 
und  A  f^ich  Gleichgewicht  halten,    also  längs  DA  entgegengesetzt  gleich  seia 

Daher  fällt   auch  die  Pressung  ia  J 
*^'^^  für   AB  in   DA,     Sie,   die   PresmBf 

iur  AB  in  B  und  die  Kraft  P  haltet 
sich    an    AB    Gleichgewicht;    daher 
schneiden  sich  die  beiden  letsterea  vl 
einem  Punkte  M  auf  DA,    Die  Pres- 
sung in  B  für  BC  fällt  mithin  in  SM 
die  Pressung  in  C  aber  fUU  im  PC 
weil  die   Pressungen  in  D  und  ^  is 
DC  in  DC  fallen.     Es  müasea  dakcr 
die  Pressungen   der    Linie  ^C  ia  / 
und  C  mit  Q  Gleichgewicht  halten  und  sich  also  alle  drei  Kräfte  in  dem  Schain- 
punkte  N  von  BM  mit  DC  treffen.     Hieraus  folgen  als  Gleichgewichtsbedia^o 
gen,  dass  das  Viereck  eben  sein  muss,  dass  P  und  Q  in  seine  Ebecc 
fallen  und  ihre  Schnittpunkte  3f,  N  mit  den  dem  festen  Punkte  ■? 
liegenden  Seiten  und  die  ihm  gegenüberliegende  Eeke  B  in  peraii* 
Linie  liegen  müssen.     Ist  die  Gestalt  des  Vierecks  und  die  Ricbtoa^  roa  .' 
gegeben,  so  ergibt  sich  die  Richtung  von  Q;  kennt  man  die  Intensität  von  P*  » 
ergibt  sich  die  von  Q,  indem  man  P  nach  MA  und  MB,  Q  nach  SB  «ad  T  * 
zerlegt  denkt;  die  in  MB  fallenden  Componenten  müssen  sich  tilgen.     Sind  T 
■—  T  diese  beiden  Kräfte,  so  hat  man: 

AB     AF 

BM  '  FM 
BC      CO 

BN  '  GN' 

mitbin  ^  .^     ^ 

"■        \BM  '  FM^ 


P:T^  sinAMBiHnAMF^ 


j3  :  (—  7^  =  «n  BNC  :  «in  GNC 


PiQ 


F\     (BC     CG\ 
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Schneiden  sich  BC,  DA  in  U;  AB,  DC  in  X  und  treffen  die  Kräfte  P  nnd 
Q  die  Seiten  BC,  AB  in  V,  W,  so  hat  man  in  ähnlicher  Weise 

^'^         BM'VM'        ^'^      ^^        BN'TVN 

p   n       -  (^     ^r\     (11     ^^ 
^  •  ^  "^       \MB  '  VM)  '  \BN  '   WN)  ' 

Für  das  Parallelogramm  rücken  [/  und  X  ins  Unendliche  and  redacirt  sich  wegen 
l^'B :  ÜV  »1,    XBi  XW  ^  1  diese  Gleichung  au^ 

^  ^  MB  '  NB 

Fällt  ^  in  l>,  d.  h.  geht  die  eine  Kraft  P  durch  den  festen  Punkt,  so  fällt  auch 
.V  in  D  und  geht  auch  die  andere  Kraft  Q  durch  denselben  Punkt.  Ist  das  Viereck 
zugleich  ein  Parallelogramm,  so  bleibt 

P  :  0  =  —  VDiWD 
nnd  da  DV  :  DC  ^  nn  C:  sin  F,    DW  i  DA  ^  sin  A  :  sin  W,  ao  wird 

P^'BC  sin  (P,  BC)  +  Q'  AB  sin  ((?,  AB)  —  0. 

§.5.  Die  Kette.  Ein  System  von  Körpern,  von  denen  in  bestimmter  Ord- 
oang  jeder  mit  dem  folgenden  verbunden  ist,  ohne  dass  die  Beweglichkeit  der 
einzelnen  aufgehoben  ist,  heisst  eine  Kette;  die  Körper,  welche  sie  bilden,  sind  ihre 
Glieder.  Die  Kette  ist  geschlossen,  wenn  der  letzte  Körper  mit  dem  ersten  ver- 
bunden ist.  Die  bisher  betrachteten  Vielecke  sind  Ketten;  ein  specieller  Fall, 
welcher  im  Nachfolgenden  besondere  Behandlung  erfahren  wird,  ist  der,  dass^ 
sämmtliche  Glieder  der  Kette  yerschwlndend  klein  und  ihre  Anzahl  unendlich 
gross  angenommen  wird;  die  Kette  heisst  dann  ein  biegsamer  Faden. 

£ine  Kette  bestehe  aus  »Gliedern  ^it  ^t»  ■••  ^n»  welche  endliche  Dimensio- 
nen besitzen  und  aufeinanderfolgend  blos  in  je  einem  Punkte  berührend  mit- 
einander verbunden  sind,  wie  z.  B.  bei  einer  gewöhnlichen  aus  Ringen  gebildeten 
Kette.  An  Gi  und  G^  wirken  zwei  Kräfte  P  und  Q,  es  sollen  die  Gleichgewichts- 
bedingungen angegeben  werden.  Sind  B^,  B^,  B^,  , .  .'B^_^  die  Berührungspunkte 
der  Glieder,  7^,  Tj,  7|,  ...  T^_^  die  Intensitäten  der  in  den  Berührungspunkten 
anzubringenden  Spannungen  oder  Pressungen,  so  halten  Pund  —  7|,  T^  und  —  T^ 
r,  und  —  7*3,  ...  —  T^  und  Q  Gleichgewicht,  sind  folglich  entgegengesetzt  gleich. 
Hieraus  folgt,  dass  zum  Gleichgewicht  erforderlich  und  hinreichend 
ist,  dass  sämmtliche  Berührungspunkte  in  gerader  Linie  liegen  und 
dass  P  nnd  Q  einander  entgegengesetzt  gleich  sind.  Die  Spannungen 
t>ind  alle  einander  gleich  und  gleich  P  oder  Q,  Nach  Cap.  VI,  §.  7.  ist  das  Gleich- 
gewicht sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  die  Kräfte  P  und  Q  ziehend  oder  drückend 
wirken.  Die  Unsicherheit  des  Gleichgewichts  ist  um  so  grösser,  je  mehr  Glieder 
die  Kette  hat,  weil  das  Ausgleiten  eines  einzelnen  Gliedes  zur  Störung  derselben 
hinreicht.  Bei  einem  biegsamen  Faden  kann  überhaupt  nur  bei  Zugkräften  Gleich- 
gewicht bestehen,  es  kann  nur  sicher  sein.  Der  biegsame  Faden  bildet  im 
Falle  des  Gleichgewiehts  eine  Gerade,  in  welche  die  Endkräfte  fal- 
len nnd  siebend  wirken.  Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punk- 
ten gleich  nnd  gleich  den  Endkräften. 

§.6.  Das  Seilpolygon.  Eine  vollkommen  biegsame,  nicht  dehnbare  Linie 
•Faden,  Seil),  an  welchem  in  bestimmten  Punkten  Jf|,  K^,  A',,  ...  K^  Kräfte 
Pij  P2,  P3,  ...  Pf^  wirken  (Fig.  216.),  heisst  ein  Seilpoljgon  und  die  Punkte  Ä* 
«ind  seine  Knoten.  Wenn  dies  System  unter  Einwirkung  der  Kräfte  eine  Gleich- 
gewichtsfignr  annimmt,  die  im  Uebrigen,  je  nach  Beschaffenheit  der  Kräfte,  eben 
oder  windachief  sein  kann,  so  ist  jede  Seite  gespannt  und  wenn  sie  durchschnitten 
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wird,  00  sind  zwei  entgegengesetst  gleiche  Kräfte  erorderlich,  am  daa  pesUJrte 
Gleichgewicht  herKastellen.  Nach  Einfiihrang  dieser  Spannaogen  besteht  a&  jeden 
Knoten  K  zwischen  der  Kraft  P  and  den  beiden  Spannongen  Oleiehgewicbt. 
Diese  Spanntingen  seien  ihrer  Intensität  nach  zwischen  Ki  und  JT,  gleich  T,, 
zwischen  K^,  AT,  gleich  T^i, ...,  aq  -^j,  gleich  T^  längs  der  Schiassseite  K^K^^^ 
und  an  K^  längs  der  Anfangsseite  K^K^  des  PoljgAs  wirkend,  gleich  T, 

n^.  216. 


Das  Gleichgewicht  der  Kraft  P^  am  Knoten  K^  and  der  Spannungen  —  Tj.i 
und  T^  längs  den  Seilstücken  K^K^__^  und  ^i^^i^i  erfordert  nun,  dass  die  Krtft 
P|  in  die  Ebene  dieser  beiden  Seiten  falle  und  dass  jede  der  drei  Kräfte  des 
Sinns  des  von  den  beiden  anderen  eingeschlossenen  Winkels  proportional  seL  U 
Folge  dessen  bestehen  die  Gleichungen 

T  Ty  i>, 


sin  P^  Kl  Äj 

sin  Pi  Kl  Kq 

Sin  Kq  a  I A  2 

T^ 



Tt       ' 

Pt 

tin  PtKtKt 

Hn  PtKfKt 

sin  A|AgA3 

Tt 



Ti 



Pt 

sin  -Pj  K^  Kl 

sin  P^K^Kf 

sin  A  2  ^1 K^ 

Tn-l 

Tn 

Pn 

«'"^H^H^II+l 


sin  P^ K^K^_^ 


««Ä'^-i^.Ä'^+i 


Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,    indem   man  sie  gruppenweise  miieiiisi»>)" 
verbindet,  die  Verhältnisse  der  Spannungen  T  und  der  Kräfte  P.    Ist  das  Polj^a 
geschlossen,  so  ist  7*„  ="  —  T  und  tritt  zu  den  Gleichnngen  noch  die  weiur. 
hinzu,  welche  für  die  Winkelsumme  des  Polygons  besteht.    Ist  das  Polygon  offrs 
so  spielen  die  Endspannungen  dieselbe  Rolle,  wie  Kräfte  P. 

Ist  ausser  den  Kräften  P  und  ihren  Richtangen  noch  die  Endspannnng  T  a»^ 
ihre  Richtung  gegeben,  so  kann  die  Gleichgewichtsform  des  Polygons,  des«« 
Seitenlängen  gleichfalls  hierbei  als  bestimmt  vorausgesetzt  werden,  dareh  folpc«:« 
Construction  gefunden  werden.  Man  ziehe  die  Richtung  von  T  and  nehsM  i^ 
Lage  des  ersten  Knotens  K^  auf  ihr  willkürlich  an,  trage  die  Kraft  ^|  an  A*,  ti 
ihrer  Richtung  an  und  suche  die  Resultante  von  T  und  P\  sie  gibt  di«  BickOn^ 
der  Seite  K^K^  und  hiermit  ist  die  Lage  des  zweiten  Knotens  gefandea  nebst  1-' 
Spannung  —  Tj,  die  an  ihm  im  Sinne  K^K^  wirkt.  Ans  T,  und  der  Krall  Pt  «3 
/T,  suche  man  die  Resultante  T^ »  hierdarch  ergibt  sich  die  Lage  des  dritte«  Kr^- 
tens  AT,  nebst  der  längs  JTiJT,  wirkenden  Spannung  —  T,  n.  s.  f.  —  Die  Cm 
struction  wird  wesentlich  erleichtert,  indem  man  sich  von  irgend  einem  Pnaku  " 
des  Raumes  aus  das  Kräftepolygon  (P)  constroirt,  nämlich  so  dass  man  von  U  »** 
in  der  gegebenen  Richtung  die  Endkraft  T  aufträgt,  daran  die  Kraft  /*,  in  itrer 
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Richtnng  fügt,  hieran  P^,  dann  Pg  u.  s.  f.  Die  von  0  nach  den  Endfhinkten  von 
^i>  ^Ki  Pii'"  ^n  hinführenden  Diagonalen  stellen  nach  Grösse  and  Richtnng  die 
Keeultanten  von  T,  P,  oder  7\;  von  T,,  P,  oder  T,;  von  T,,  Pg  oder  T,,  n.  b.  f., 
also  sämmtliche  Spannangen  dar.  Man  braucht  also  nnr  Parallel linien  mit  T,  T|, 
7ii ...  T^  zvL  ziehen  und  aaf  ihnen  die  bestimmten  Seitenlängen  K^K^y  K^K^t  a.  s.  f. 
aufzutragen,  um  die  Gleichgewichtsform  des  Polygons  zu  erhalten.  Das  Kräfte- 
polygon zeigt  zugleich,  dass  sämmtliche  Kräfte  P  nebst  den  Endkräften  T,  T^  an 
einen  Punkt  verlegt  sich  Gleichgewicht  halten  müssen. 

Wenn  die  Kräfte  P  die  Winkel  TKiK^,  K^K^Ky,  K^K^K^,,,,  des  Polygons 
halbiren,  so  werden  <^e  Spannungen  sämmtlich  gleich  und  gleich  den  Endspan- 
nungen.  In  den  obigen  Gleichungen  werden.nämlich  die  Winkel  P|A^|7*b3  Pj/f^/r^i 
PsATf/TiBa  P^KfK^,  P^K^K^^=^  P^K^K^^  u.  s.  f.,  nämlich  gleich  den  Supplementen 
der  halben  Polygonwinkel  TK^K^^  KxK^K^^ ,,,,  Daher  erhält  man  noch  vermöge 
Hn  P^KiT^9inP^K^K^^sin\TK^K^,  sinP^K^K^^sinP^K^K^^Hn^K^K^K^,  ... 

Px  Pt  Pt  ^n 


coMiiTK.K^)         co8\{K,K^K.)        cos\{K^K,K,)  cos\(K^^^K^K^{) 

d.  h.    es   müssen   die  Kräfte    den  Cosinussen  der   halben  Polygonwinkel  propor- 
tional sein. 

Die  Kräfte  P  nebst  den  Endspannungen  T,  T^  müssen  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichts,  wie  an  einem  unveränderlichen  System  erfüllen;  wenn  man  sie 
daher  für  irgend  öinen  Punkt  reducirt,  so  muss  ihre  Resultante  und  ihr  resul- 
tirendes  Paar  verschwinden.  Dasselbe  gilt  für  jede  beliebige  abgetrennte  Parthie 
des  Polygons.  Schneiden  sich  nun  die  Richtungen  der  Endspannungen  einer  sol- 
chen Parthie  (oder  auch  des  ganzen  Polygons)  in  einem  Punkte  und  wählt  man 
diesen  zum  Reductionspunkte,  so  sieht  man,  dass  die  betreffenden  Endspannnngen 
mit  den  Resultanten  aller  Kräfte  P  der  abgetrennten  Parthie  des  Systems  au  jenem 
Punkte  Gleichgewicht  halten  müssen.  Nimmt  'man  daher  diese  Resultante  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  und  zerlegt  sie  nach  den  Richtangen  der  Endspannungeu, 
so  erb&It  man  diese  selbst;  insbesondere  kann  man  diese  Methode  benutzen,  wenn 
die  Endspannungen  durch  feste  Punkte  ersetzt  werden  sollen,  um  die  Widerstände 
zu  finden,  welche  diese  leisten  müssen. 

Da  drei  Kräfte,  welche  an  einem  Punkte  im  Gleichgewichte  sind,  immer  in 
einer  Ebene  liegen,  so  folgt,  dass,  wenn  die  Richtungen  der  Kräfte  P 
sämmtlich  einer  Ebene  parallel  sind, 
das  Polygon  eben  ist.  Dies  findet 
insbesondere  statt,  wenn  die  Kräfte 
P  parallel  sind.  Findet  sich  in  diesem 
Falle  eine  Polygonseite  vor,  welche  zu  der 
Richtung  der  Kräfte  senkrecht  ist,  so  lassen 
Dich  die  Spannungen  besonders  einfach  aus- 
drücken. Ist  ^iKf^i  (Fig.  216.)  die  Seite, 
welche  diese  Eigenschaft  besitzt  und  T^  ihre 
Spannung,  so  bringe  man  sie  mit  der  Seite 
Ä'^iT,  .j,  deren  Spannung  T^  man  sucht, 
zum  Durchschnitt  und  brauche  diesen  zum 
Rednctionspunkte  0  der  Kräfte.  Ist  Vg  die 
Resultante  der  Kräfte  P  von  K^-^^  bis  if,, 

also  ys---Pi^i  +  Pi^i+"+Ps>  80  lii- 
ert das  Parallelogramm  der  Kräfte  T/  —  7;«  +  F,^  und  für  die  Neigung  <p,  der 


Fiy.  216. 


t^eitc  A\K,^i  gegen   K.K.^^:    tg  tps 


T: 
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Wir  wollen  den  speciellen  Fall  der  Parallelkräfte  am  Seilpoljgon  weiter 
verfolgen,  das«  alle  Parallelkräfte  einander  gleich  sind  und  ihre  Richtungen  ut- 
einand erfolgend  gleichen  Normalabstand  haben.  Das  Polygon  der  Kräfte  Fig.  216. 
geht  in  diesem  Falle  in  eine  Dreiecksform  über,  auf  deren  einer,  dem  Redoctioib* 

pankt  0  gegenüberliegender  S«it( 
j.  ^»^-  *A^-  die  Kräfte  P  sich  summiren,  wih- 

rend  die  beiden  anderen  Seiten  die 
£ndspannungen  darstellen.  Simmt- 
liche  Ecken  des  Polygons  He- 
gen in  diesem  Falle  anf  einer 
Parabel.      Nehmen    wir   auf  der 
Richtung  der  Endspannung  T  FI^ 
217.)  den  Punkt  A  so  an,  dass  eice 
durch    ihn    zu    der    Richtiug    der 
Kräfte  parallel  gelegte  Gerade  tos 
der  Richtung  der  ersten  Kraft  am 
den  halben  Normalabstand  entferst 
seL     Diese  Gerade   sei  die  y-Axc 
und  die  Richtung  von  T  die  X  Au. 
positiv  im  Sinne  Kik^  genommen, 
parallel    zu    welcher    Linien    a'i» 
den  Kraftrichtungen  die  Punkte  kf, 
k^i  ^4t  •  •  •  bestimmen.     Die  Ti;it 
OTP^P^...     des     Kräftepolygo» 
schneiden  wir  mit  einer  Geraden  parallel   TP^P^  ...  in  einem  Abstände  von  0 
gleich  dem  Normal  abstände  der  Kräfte.     Dieselbe  liefert  die  Dreiecke  Olf],  Oti^ 
Ott^t  •..,  welche   den  Dreiecken   Kik^K^,  K^k^K^^  K^k^K^^  ...   congruent  smi 
Wird  AKi  »  \0t  »  a,  sowie  /^|  »  b  gesetzt,  wodurch  tt^  »  26,  tt^^Zb,.  . 
wird,  so  erhält  man  für  die  Abscissen  der  Ecken  des  Polygons  KtK^K^^ ,., 

ari  —  ^fl,    o;,  =  |ö,    a:,  «  4«, a?^  ■»  i(2t  —  1)  «, 

sowie  für  die  Ordinalen  derselben 

yi=-0,  y,-%6,  ys  =  36,  y4«66.  .-y.«  6  +  26  H h  (i  -  1)6  —  4i(i  -  1  ' 

Eliminirt  man  nun  aus  den  Goordinaten  eines  beliebigen  Punktes  K^,  n&mlich 

a:^-i(2{-l)fl,    y.^iHi^  1)6 
den  Index  t,  so  erhält  man  die  Gleichung,  welche  für  alle  gilt,   in  x,.,  y^,  d.i. 
die  Gleichung   der  Cnrve,    auf   welcher  alle    liegen.     Sind  x,  y  laufende  Co^f- 

2a*  /  l\ 

dinaten  dieser   Curve,    so  ist    die  Gleichung    derselben:    a:*  — •   -r—  ly  +      I 

Für  X  =^  0  wird  y  a» —.    Verschiebt  man  dabei*  den  Ursprung  A  in  dw  Bic' 


2  a« 


tung  der  negativen  y  um  -^ ,  so  wird  die  Gleichung  a^  «*  -j—  y,    Sie  drückt  ein» 

Parabel  aus,  bezogen  auf  die  Tangente  im  Ursprünge  und  die  Richtung  der  Bvif^- 
axe,  welche'durch  ihn  hindurchgeht.  Demnach  liegen  sämmtliche  Eckes 
des  Polygons  auf  einer  Parabel,  deren  Hauptaxe  der  Richtung  der 
Kräfte  parallel  ist.  Ist  unter  den  Seiten  eine  zur  Kraftriehtung  nonnal.  «^ 
geht  die  Hauptaxe  der  Parabel  dQrch  deren  Mitte. 

Für  ein  Seilpolygon  (Fig.  218.)  mit  mittlerer  horizontaler  Seite,  in  daM» 
Knoten  gleiche  Gewichte  P  in  gleichen  Abständen  angreifen,  sei  h  die  Höbe  '/'' 
des  halben  Bogens,  2  6  die  Spannweite  2'(/A  und  2ii  •{-  1  die  Ansahl  der  ^'• 
ten,   sodass  auf  jeder  Seite  des  Mittelgliedes  deren  fi  liegen.     Wird   der  Ab^a:: 
der  Kraftrichtungen  zur  Abkürzung  gleich  a  gesetzt,    so  ist  (2  n  +  1)  a  ■■  • 


VIII.  Cap. 


Kette  und  Seilpolygon. 


639 


Es  sollen  nun  gefanden  werden:  für  00'  und  OX  als  Axen  der  x^  y  die  Coor- 
dinaten  x^  =  O^S^,  y,.  =  ^i^^i  der  Knoten,  die  Neigungen  9,.  ==»  K^,y^K^y  der 
Glieder  gegen  die  Horizontale,  die  Längen  l^  »=  K^K^*^  der  Glieder,  die  Ilori- 
lootalapannung  7o  (Spannung  im  horizontalen  Mittelgliede] ,  die  Spannung  T^  der 
Glieder  K^K^i^^  und  die  Gleichung  der  Parabel,  auf  welcher  die  Ecken  liegen* 

Fig.  S18. 


9  K^      p 

Man  hat  yi  »>  ^  a>  ^2  »>  i  a  +  a»  Vs  =  i  «  +  *  fl, . ..  y,-  =■  i  «  +  («  —  1) « 
oder  y^.  s»  ^(2£  --  1)  a.      Femer  «j  =  0,    x^^=^  atgfp^^   ^z  ^  ^t  ^^  otgtp^^  ,,, 

P  2P  iP 

*.  -  ar,_i  =  ö  <^9,_i.     Weiter  ist  /yqp,  =  ^ ,  /yy,  —  ^ ,  . . .  *y9,-  =•   tT  , 

•'0  -«o  -«0 

wodarch  a?,  «=  ö  -^  (1  +  2 .+  3  + 1-  (f  —  1))    oder   a?,.  «=.  ^  f  ({  —  l)  a  -^ 

wird.    Für  t  =  n  -{-  ^  ^^'^  ^1  =  A  und  erhält  mau  also  Tq  aus  der  Gleichung 
Ä  t=  ^n  («  -^-  1)  -— ,  nämlich  T«  =  i'»  (»  +  1)  T  -^t  wodurch  /y  9.  «=»  -r — j— —  .  —  . 

Die  Länge  der  Glieder  folgt  aus  /,.  —  — ^  =  a  fl  +  /'-— -il— - .  —VI*.    Die 
Spannungen  7',-  ergeben  sich  mit  Hülfe  von 

TP  =-  To«  +  i«/«  =  (i»«  («  +  1)«  4  +  »■•)  ^• 

*  p 

Die  Längen   und   Spannungen  wachsen   mit  f.     Aus  «^  ="  -^  f  (t'  —  1)  a  -=-  und 

Vi  ™  \iM  —  1)  A  erhält  man  durch  Elimination  des  Index  t  die  Gleichung  der 
Parabel  y«  «=  ?4^ 

ond  also  die  Scheitelgleichung  der  Parabel  y* 


(«  4"  i  "«r  ) .    I^ie  Absciss»  des  Scheitels  ist  also  o?  =  —  J  -=- 


2fl7i 


o:.    Für  n  sa  00  geht  das 


6« 


o;  und  der 


Seilpolygon  selbst  in  eine  Parabel  über;  ihre  Gleichung  ist  y*  » 

Scheitel  liegt  um  h  Von  der  Spannweite  ab  unter  deren  Mitte. 

Für  ein  Seilpolygon  mit  mittlerer  horizontaler  Seite,  in  dessen  Knoten  gleiche 
Gewichte  angreifen,  dessen  Seiten  aber  gleich  lang  und  gleich  a  sind,  hat  man, 
wenn   die    durch   0  gehende   Horizontale    als  or-Axe   angesehen  wird,   x^^^^a^ 

aco8(pf_^t  y,  —  0, 
a  sin  tPi^it    mithin 
iP 


^t  —  X|    a«    fl  COS  VPifX^   —  Xf  '^^  a  cos  9>2 ,  •  .  •   Xf   —  X^ j 


Vi 


fl  ««  9i ,    y,  —  y. 


a  stn  9>f  f 


Vi  —  Vi-^i 


:,  —  \a  ^^  £a  co«  9^  _  1 ,   y^  »"  ^«  sin  9,.  _  j    und    da    <y  9^  "*  -^ 


i*:  r« 


e  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich 


Xf  —  4fl 


Vi 


(t  —  1)  ea 


tB,   wenn 


Fl  +  Ci  —  1)'«''  Fl  +  (7-  1)«««' 

T^  folgt  aus  der  Gleichung  h  a»  yi,4.2  =^  ^^  ^'^  9'm+i  • 
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Für  abnehmende  a  nnd  wachsende  Gltederzahl  geht  das  Seilpol jgon  in  ein« 
Carve  über,  deren  Gleichung  man  folgendermassen  erhält.    Man  setzt 

Um  (\a  +  (i  -  1)  fl)  =  »,     a  ^  Js, 

sodass  s  die  Bogenlänge,  vom  tiefsten  Punkte  der  Carve  an  gerechnet,  bedeoUt; 
ferner  Hm  (t  —  1)  P  s=s  pf,  wo  p  die  Belastung  der  continuirlich  belasteten  Liniea- 
einheit  bezeichnet,  so  wird  mit  Unterdrückung  der  Indices: 


■fv 


X  sa  Hm  I \a 


0 


p 


t^*  P_  /*       »dl       __  ^0 /'t/TT  ^ "  Yi 


und  wenn  man  ■—  =  h  und  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  im  Siooe  «i -* 

^0 


negativen  y  um  -r  verlegt: 


c**  -=  Vi  +  h^^  +  h$^ 


hy  ^yi  +  /!«»«. 
Da  e         '  e      =  1  ist,  so  ergibt  sich  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen 

und  also  mit  Rücksicht  auf  die  zweite 

hy  '^  \\e      +  e        ) 

e  —  e  )  J"-' 
die'  Bectification  derselben.  Die  Curve  heisst  die  gemeine  Kettenlienie.  (V^L 
Gretschel,  elementare  Ableitung  der  Haupteigenschaften  der  Ketienliaien.  G r c * 
nert*8  Archiv  Tbl.  43,  S.  121). 

Wir  haben  bisher  angenommen,  dass  die  Angriffspunkte  der  Kr&fl«  bestiastr 
Punkte  des  Seiles  (Knoten)  seien.  %8  kommt  aber  vor,  dass  dieselben  längs  d^« 
Seiles  verschiebbar  sind;  dies  tritt  ein,  wenn  die  Kräfte  vermittelst  Ringt  v> 
demselben  wirken,  welche  auf  ihm  hingleiten  können  (Fig.  219.).  Nehmen  •  ' 
den  einfachsten  Fall,  dass  ein  Seil  von  zwei  Kräften   7*,  T'  gehalten  wird  u 

dass   die  Kraft  P  an    dem   Ringe  wirkend   Gleid 
*"**•  *^*-  gewicht  mit  r,  T'  herbeiführt     Das  Gleicbgewicr- 

wird  nicht  beeinträchtigt,  wenn  die  AngriiEspaaiu 
der  Kräfte  T,  T'  fest  gedacht  werden.    Da  der  Rit4 
K  auf  dem  Seile  gleiten  kann,  so  kann  er  weji« 
der  Undehnbarkeit  desselben  nur  solche  Lagen  u 
nehmen,  für  welche  die  Summe  der  RadienTectpn-s 
A£  +  BK   constant  bleibt;   daher   ist  M  anf  ä: 
Fläche^  eines  Rotationsellipsoids  um  ^^  als  Axe  sjt 
A  nnd  B  als  Brennpunkten  besehrinkt.   Daher  k  Ve- 
nen wir  das  Seil  hinwegdenken  nnd  annehmen,  am  Punkte  /T,  welcher  anf  dies*' 
Fläohc  zu  bleiben  gezwungen  sei,   wirke   eine  Kraft  P  und  befinde  sich  dersel^r 
im  Gleichgewicht.     Dies  ist  nur  möglich,  wenn  die   Richtung  von  P  normal  • 
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dem  Ellipaoid  ist.  Die  Normale  einer  Rotationsfläche  schneidet  aber  immer  die 
RoUtioDsaxe,  daher  ist  die  Richtung  Ton  P  die  Normale  des  elliptischen,  durch 
A'  geführten  Meridiansohnittes  und  halbirt  folglich  den  Winkel  ARB  der  Radien- 
rectoren.  Hierans  folgt  aber,  dass  das  Parallelogramm  der  Kräfte  ans  T,  T'  nnd 
-  P  gebildet,  ein  Rhombns  und  folglich  7  =>  T'  ist  Die  Spannongen  7,  T'  der 
SeiJstücke  sind  also  gleich  gross.  Ist  a  der  Winkel  der  Seilstücke,  so  ist 
?  =  2  r  co#  4  a. 

§.  7.  Die  über  eine  Fläche  hingespannte  Kette  and  der  übeF  sie 
hiogespannte  Faden.  Berühren  die  Qlieder  G^  Gf,  •••  ^„  einer  Kette  (Fig. 
220.)  eine  feste  Fläche  in  Pankten  A^,  A^t  ...  A^,  einander  selbst  in  ^j,  ß^,  .•.  ^„_i 
und  wirken  an  G^  nnd  G^  zwei  Kräfte  P  und  Qy  so 
müssen  an  jedem  Gliede  G^  die  beiden  Spannungen  ^^'      ' 

-r.-.j,  T^  und  der  Widerstand  N^  der  Fläche 
sich  Gleichgewicht  halten.  Es  müssen  sich  daher 
die  Normalen,  in  ^j_i,  B^y  A^  errichtet,  in  einem 
Pankte  K^  schneiden  und  die  Gleichungen  des  §.  6. 
gelten,  aus  welchen  7^  :  T,,  Ti :  7*,,  ...  T,  :  r^_i 
und  P :  Q  sich  ergeben.    Insbesondere  ist 

P         sin  A^  Ki  Bi     sin  A^  AT,  B^  sin  A^  K„  Q 


Q         sin  A^K^P      sin  A^K^B^  sin  A^K^K^_^ 

Werden  nun  die  Kettenglieder  anendlich  klein,  z.  B.  unendlich  kleine  Ku- 
geln, bei  welchen  die  Punkte  K  die  Mittelpunkte  sind  und  die  drei  Norma- 
len sich  stets  schneiden,  so  erscheinen  K^_^K^,  K^K^i^^  als  zwei  aufeinander- 
folgende Elemente  eines  auf  der  Fläche  aufliegenden  Fadens,  welche  mit  der 
Normalen  der  Fläche  in  K^  in  einer  Ebene  liegen.  Die  Ebene  der  beiden  Elemente 
ist  aber  die  Schmiegungsebene  der  Fadencurye  und  die  Normale  derselben,  welche 
in  diese  Schmiegungsebene  fällt,  die  Hauptnormale,  welche  die  Richtung  des  Krüm- 
mongshalbmessers  hat.  Es  geht  daher  die  Schmiegungsebene  derFaden- 
earve  in  allen  Punkten  derselben  durch  die  Normale  der  Fläche, 
steht  also  senkrecht  auf  der  Fläche  und  fällt  mithin  ihr  Krümmungs- 
halbmesser in  die  Normale  der  Fläche.  Dies  ist  aber  nach  Tbl.  III, 
C^p.  V,  §.  3.  die  charakteristische  Eigenschaft  der  kürzesten  Lipie  auf  der  Fläche, 
«renigstens  im  Allgemeinen.  Daher  ist  die  Fadencurye  im  Allgemeinen 
ifvischen  irgend  zweien  ihrer  Punkte  eine  kürzeste  Linie,  d.  h.  kür- 
zer als  alle  anderen,  durch  dieselben  Punkte  gehenden,  ihr  nächst 
anlieg'enden  Curven. 

Die  Curve,  deren  Schmiegungsebene  durch  die  Normale  der  Fläche  geht, 
besitzt  die  Eigenschaft  des  Minimums  nur  innerhalb  gewisser  Grenzen.  Denkt 
man  sich  nämlich,  von  einem  Punkte  der  Fläche  ausgehend,  nach  allen  Richtun- 
gen der  Tangentenebene  solche  Curven,  so  schneiden  sich  im  Allgemeinen  je 
zwei  aufeinanderfolgende  derselben  in  einem  Punkte  und  bilden  alle  eine  Enveloppe 
%af  der  Fläche.  Nur  in  dem  Bereiche  zwischen  dem  Ausgangspunkte  und  dem 
ßerahrnngspunkte  mit  der  Enyeloppe  ist  eine  solche  Curye  kürzeste  Linie  zwischen 
zweien  ihrer  Punkte,  wie  Jacobi  gezeigt  hat.  Auf  der  Kugeldäche  sind  diese 
Corven  grösste  Kreise  und  zieht  sich  ihre  Enyeloppe  auf  den  Gegenpunkt  des 
Aasgangspnnktes  zusammen.  Für  abwickelbare  Flächen,  deren  kürzeste  Linien 
durch  die  Abwickelung  der  Fläche  mit  einer  Ebene  in  Gerade  übergehen,  hört 
die  Enyeloppe  auf  zu  existiren  und  besteht  das  Minimum  längs  der  ganzen  Curye. 
Obrigens  muss  bemerkt  werden,  dass  das  Minimum  sich  nur  auf  die  Nachbar- 
curven  besieht,  dass  es  also  zwischen  zwei  Punkten  einer  Fläche  mehrere  kürzeste 
Sc  hell,  Tbeorie  d.  Bew.  a.  d.  Kräite.  41 
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Linien  geben  kann  und  es  z.  B.  niehts  Auffallendes  hat,  wenn  zwischeB  ivei 
Punkten  der  Erzeugnngslinie  eines  Cy linders  sowohl  die  Schraabenlinien,  tli  dw 
Erzengangslinicn  selbst  kürzeste  Linien  sind.  Sehr  irrig  reden  aber  eisi^  Sekrift- 
steller  von  einer  längsten  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer  Fläche,  wtkresd 
ein  Maximum  doch  offenbar  nicht  statthaben  kann,  weil  man  durch  AusveidiiuigeB 
zur  Seite,  selbst  durch  unendlich  kleine,  immer  eine  Cunre  herstellen  kann,  die 
länger  ist,  als  jede  gegebene  Länge. 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punkten  gleich  grost;  ihn 
Richtung  ist  die  der  Tangente.    Es  ist  nämlich 

Tf  :  7;_i  =»  sin  A^K^K^_^  :  «*«  A^K^K^^^i 

die  Summe  beider  Winkel  und  des  Contingenzwinkels  dx  der  Fadencarre  betrigt 
3c;  daher  wird  das  Sinus verhältniss  rechts  in  der  Grenze  gleich  der  Einheit,  also 
T.  =  7;_i.    Ebenso  folgt 

Zum  Gleichgewicht  des  Fadeus  ist  daher  erforderlich,  dassdie  Compo&eBt«c 
der  Endkräfte,  welche  den  Faden  in  der  Richtung  der  Tangentei  ia 
Anfangs-  und  Endpunkte  spannen,  gleich  gross  sind  und  am  Fi^eo 
nach  entgegengesetzten  Seiten  riehen.  Die  Spannung  des  Fadem 
ist  ihnen  gleich. 

Der  Normalwiderstand  N  der  Fläche  oder  also  auch  der  Druck,  welchen  der 
Faden  im  Punkte  K^  auf  die  Fläche  ausübt,  halbirt  den  Winkel  der  beiden  gWI 
eben  Spannungen  in  K^  und  es  ist  Ni  T  *=»  sin  K^_^K^K.,^isin  J^K.K.ny,  odrr 

da  K^_^K^Kf^^  ^  n  —  dt  ist  und  A^K^K.^^  =»4*  wird,  A' :  T  =»  rft,  al> 
N  =»  Tdx, 

Ist  nun  9  der   Krümmungshalbmesser  der  Fadencurre  und   ds   das  Bo^tt- 

T 

Clement  AT^A"^- .  ^,  so  wird  ds  «=»  ^dt^  also  iV  >» ds.     Der  Druck  auf  di« 

Fläche  ist  also  umgekehrt  proportional  dem  Krümmungshalbmesser 
der  Fadencurve  und  unendlich  klein.  Bildet  der  Faden  eine  Gerade,  »^ 
ist  iVs=>  0.  Für  einen  über  eine  Kugel  hingespannten  Faden  ist  der  Druck  abcrti! 
gleich,  da  ^  constant  ist.  Auf  einem  Cylinder  mit  kreisförmigem  Querscbiif» 
bildet  die  Fadencurve  eine  Schraubenlinie  und  wenn  a  ihre  Neigung  ge^o  ^* 
Erzeugungslinie,  a  der  Radius  des  Querschnitts  ist,  so  hat  man  nach  TU.  111 

T 

Cap.  I,  §.  14,   Nr.  5:    q  sin*  a  »  a,  mithin  wird  N  ^  —  sin^  a.     Es  wird  ^s^tt 

a 

N  ein  Maximum  für  ass^«,  d.  h.  wenn  der  Faden  längs  eines  Kreisschnitts  t« 

den  Cy  linder  geschlungen  wird. 

T 
Der  Coefficient  —  des  Bogenelementes  in  der  Formel  für  S  ist  einer  l■te^ 

T 

pretation  fähig.    Man  kann  sich  —  als  die  Resultante  von  lauter  gleichen  Parallel 


kräften  denken,  welche  in  den  Punkten  einer  der  Linieneinheit  gleichen 

angreifen.    Die  Resultante  aller  solcher  Elementarkräfte,  welche  ein  BogenelencK: 

ds  afficiren,  würde  sich  dann  zu  jener,  wie  ds  :  1  Terhalten  und  wäre  deBiaf<«0' 

T  N 

—  ds.    Man  nennt  in  diesem  Sinne  oft  —  den  auf  die  Linieneinheit  rci« 

9  9 

cirtcn  Druck. 

§.  8.  Der  Faden,  welcher  mehrere  Körper  umspannt.  Ein  n 
schlossener  Faden  sei  um  drei  Körper  AT,,  K^^  K^  (Fig.  221.)  geschlmf««:  * 
den  Korperu  wirken   drei  Kräfte  P,  Q^  H.     Schneiden  wir  die  Fäden  dsrrk  «'« 
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führen  die  Spannungen  ein,  so  zeigt  sich  zunächst,  dass  alle  Spannungen  gleich 
sind  (§.  7.)«  Femer  müssen  die  Spannungen  in  den  beiden  Punkten,  wo  der  Faden 
den  Körper  Ki  yerlässt,  mit  P  im  Gleichgewicht  sein.  Daher  fällt  P  mit  ihnen  in 
eine  Ebene,  schneidet  sich  mit  ihnen  in  einem  Punkte  und 
halbirt  den  Winkel  der  Spannungen.  Die  geradlinigen  Faden- 
stücke fallen  daher  in  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC,  so- 
dass Pi  T  =»  sin  A\  gin  \A^s^%cos\A  und  überhaupt  also 

P__  _  _Q Ä_  _  j. 

Die  Kräfte  müssen  nach  den  Aussenräumen  des  Dreiecks 
wirken,  wenn  Gleichgewicht  bestehen  soll.     Sie   schneiden   ^f^ 
»eh  selbst  in  einem  Punkte,  weil  sie  den  Winkel  des  Dreiecks 
halbiren    oder    auch   weil    das   Gleichgewicht    fortbestehen 
muss,  wenn  das  System  unveränderlich  wird. 

Aehnliches  gilt  von  vier  Körpern;   das  Viereck  ist  im 
Allgemeinen  windschief;   die   Kräfte,   welche  seine   Winkel 

halbiren,  liegen  auf  einem  einfachen  Hyperboloid,  weil  das  Gleichgewicht  fort- 
besteht, wenn  das  System  unveränderlich  wird  (§.  1.).  Da  sie  die  Halbirungslinien  der 
Winkel  sind,  so  folgt,  dass  die  vier  Winkelhalbirenden  eines  Vierecks  immer  so 
Hegen,  dass  eine  Gerade,  welche  drei  von  ihnen  schneidet,  auch  die  vierte  trifft. 

§.  9.  Allgemeine  Theorie  der  Fadencnrven.  Ein  vollkommen  bieg- 
samer, undehnbarer  Faden  (Fig.  222.)  sei  in  zwei  Punkten  A^  B  befestigt  oder 
werde  an  diesen  Punkten  durch  zwei  Kräfte  festgehalten,  auf  alle  seine  Punkte 
wirken  Kräfte  und  nehme  derselbe  unter  ihrer  Einwirkung  eine  gewisse  Gleich- 
gewichtsform an;  man  soll  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichts,  die  Spannung  längs  der 
Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  M  und 
die  Gestalt  der  Fadencurve  ermitteln. 

1.  Die  Spannung,  welche  in  allen  Punk- 
ten die  Richtung  des  Bogenelementes  oder  der 
Tangente  besitzt,  wird  von  Punkt  zu  Punkt 
variiren  and  eine  Function  der  Coordinaten 
x^  y,  z  des  Punktes  M  sein.  Im  Sinne  MM' 
genommen  sei  sie  T  und  seien  T^\,  T  ,  T^ 
ihre  Componenten  parallel  der  Azen.  Im  fol- 
genden Punkte  M'  ist  sie  dann  im  Sinne  M'M* 
gleich  T+dT  und  sind  T^  +  dT^,  T^  -f  dT^ 
1\  -{-  dT^  ihre  Componenten.  Am  Punkte  M* 
halten  sich  nun  die  gegebene  äussere  Kraft  und  die  beiden  Spannungen,  T  im 
Sinne  M*M  und  T  '■\-  dT  im  Sinne  M'M"  Gleichgewicht  und  man  hat  daher  mit 
Rücksicht  darauf,  dass  —  T^,  —  T  ,  —  T^  die  Componenten  der  erstgenannten 
Spannung  darstellen,  wenn  Z*^,  /*  ,  f^  einstweilen  die  Componenten  der  äusseren 
Kraft  r  bezeichnen,  dT^  +  /"^  =  0,  rf7*y  -f  /-^  =  0,  d2\  +  /;  =  0.  Die  Rich- 
tnng  der  Tangente  in  M  bildet  aber  mit  den  Azen  Winkel,  deren  Cosinusse 
*tr      dy       dz 


Flg.  222. 


iU 


dM'    ds 


sind,  wo  MM'=  ds  ist,  wodurch 


T    =  T—        T 


ds 


y 


rpdy 
ds' 


*  ds 


wird.  In  Betreff  der  äusseren  Kraft  ist  Folgendes  zu  bemerken.  Sie  ist  unend- 
lich klein,  weil  die  Masse,  an  welcher  sie  angreift,  es  ist.  Man  denke  sich  nun 
säfflmtliche  in  den  Punkten  des  Bogenelementes  M  ^t  angreifende  äussere  Kräfte 
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für  den  Punkt  M'  auf  ihre  Resultante  and  ihr  resultirendea  Paar  redneirt.  Das 
letztere  verschwindet  gegen  die  erstere,  da  nicht  bloB  seine  Seitenkraft,  soadeni 
auch  sein  Arm  unendlich  klein  ist.  Es  bleibt  also  blos  jene  Besoltante.  Denkt 
man  sich  nun  die  Elemente  der  Längeneinheit  alle  in  derselben  Weise  affieirt, 
wie  dSy  so  würde  die  Gesammtresultante  aller  dieser  Einwirkungen  eine  bestimmt« 
Intensität  P  besitzen  und  die  hier  in  Frage  kommende,  in  M  anaubringeiKle 
Kraft  /*  würde  sich  zu  P  verhalten»  wie  d»\\.  Es  ist  daher  f  =^  Pds,  Bildet/ 
mit  den  Azen  die  Winkel  of,  ß,  y,  so  wird  f^^^f  cos  a^  fy^^f  ^^'  ^ >  fx'^  f^^l^ 
oder  f^=B  P  cos  a'd8j  f  =^  P  cos  ß  .ds^  fj^  =  Pcos  y-ds^  oder  endlich  wenn  die 
Componenten  von  P  mit  X,  jK,  Z  bezeichnet  werden,  wobei  man  sich  P  in  der 
Richtung  der  Kraft  /*  aufgetragen  denkt,  f^^  =  Xds,  f  ="  Vds^  f^  =  Z<2>.  Dord 
Einführung  dieser  Werthe,  sowie  der  Werthe  für  T^,  ST  ,  T^  gehen  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen  im  Punkte  M*  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichgewicht 
bedingungen  für  das  Element  MM'  über  in 

ds  ds  ds 

2.   Integrirt  man  die  Ausdrücke   links  von  einem  beliebigen  Anfangapunkte 

0  des  Bogens  s  über  einen  beliebigen  Bogen  MqM  hinweg,  so  erhält  man: 

s 


'»        So 


wo  Sq  SS  OMq  ist.     Dies   sind   aber   die    drei   Gleichungen   des   translatoriscbei 
Gleichgewichts  des  unveränderlich   gedachten  Fadens  zwischen  der  Spannan^r  ic 

Mq,  deren  Componenten  —  fT  ^)i    —  (^  rf  )»    ~  V^ä  7»  ^^^  Spannung  it 

*o  'o  *0 

dos  du  dz 

Jf ,  deren  Componenten   T  —  ^    ^  "r^ »    ^  ~r  ^^^^  ^^^  ^^^  sämmtlichen  aius«ren 

Kräften  PdSj  welche  längs  des  Bogens  MqM^  angreifen,  deren  ComponentensnmiB<a 
die  drei  Integrale  darstellen.  Combinirt  man  die  Gleichungen,  wie  beim  PKc^ip 
der  Flächen,  indem  man  z.  B.  die  letzte  mit  y  multiplicirt,  von  der  vorlet/t'^c 
mit  z  multiplicirt  abzieht,  so  ergibt  sich 


yd'  T^  —  zd'T^  +  [yZ  —  z^)  rf»  «  0 
**  ds  ds 


oder 


woraus  durch  Integration  über  den  Bogen  M^M  hin 


'o         *o 


nebst  zwei  analog  gebildeten  Gleichungen  sich  ergeben.  Diese Gleichnngen  druck«* 
aus,  duss  auch  die  Bedingungen  des  rotatorischen  Gleichgewichts  an  dem  Ka^ira 
wie  an  einem  unveränderlichen  System  erfüllt  sind. 

3.   Die  beiden  Gleichungen,   welche  man  ans  den  Gleichungen  nater  Nr    t 
erhält,  indem  man  T  eliminirt,  sind  die  Differentialgleichungen   der  Kadeiic«ri* 
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Diese  Elimination  kann  in  verschiedener  Weise  ausgeführt  werden.  Integrirt  man 
über  den  Bogen  MqM  und  bezeichnet  mit  —  A,  —  ß,  —  C  abkürzend  die  Com- 
pooenten  der  Spannung  in  Mq,  so  folgt: 

—  J  +fXds        —  B  +fyd8        —  C  +fZds 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

Die  Grössen  A,  B,  C  spielen  hierin  die  Rolle  von  drei  willkürlichen  Constanten; 
die  Integration  dieser  zwei  Gleichungen  führt  noch  zwei  weitere  ein.  Diese  fünf 
Constanten  bestimmen  sich,  sobald  zwei  Punkte  der  Fadencurve  und  die  Bogen- 
länge zwischen  ihnen  gegeben  sind.  Denn  die  Coordinaten  der  beiden  Punkte 
müssen  den  beiden  endlichen  Gleichungen  der  Fadencurve  genügen,  wodurch  vier 
Bedingungen  für  die  Constanten  erhalten  werden;  die  gegebene  Bogenlänge  liefert 
hierzu  die  fünfte. 

Die  vorstehende  Form  der  Differentialgleichungen  der  Fadencurve  ist  nur  in 
den  einfachsten  Fällen  brauchbar;  übrigens  kann  man  für  diese  Curve  leicht  die 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  erhalten.  Führt  man  nämlich  die  Differen- 
tiation in  den  Gleichungen  Nr.  1.  aus,  so  kommt 

Td'~  +  ^dT+  Xds  ==0 
ds     *    ds 

Tdi^+  ^dT+  rds=>0 
ds         ds 

7V/~  +  ^dT+  Zds  =^  0, 
ds         ds 

Die  £limination  von  dT  und  hierauf  von  T  ergibt: 

^y .  Z  —  —  y  ^! .  X  —  —  Z  ^^.  y  ^  ^  X 

ds  ds  ds  ds  ^        ds  ds  T 

dy    .    d'z  dz    .   dy         dz    ,    dx         dx        dz         dx    ,    dy         dy    ,    dx  ds 

fg ,  —    ■  I  -  —   fi  *   —  —  ij  •  —  —  —  fg  •  —         —  ß  •  —  •^—  —  rf  •  - 

d*        ds  ds        ds        ds        ds         ds         ds        ds         ds         ds        ds 

4.    UoQ  die   Spannung  T  längs   der  Tangente   des   Punktes  {xyz)  zu   finden, 

rriultiplicire  man  die  drei  Gleichungen  unter  Nr.  3.  mit  —  ,    'j'  •>    ~T  ^°^  addire  sie; 
aiesüefert.  da  (J)'+(^0'+ (£)'=•  ^.•- 


ut: 


ds         ds  ds       ds         ds        ds 

-^  dT  ^  Xdx  +  Vdy  +  Zdz. 


• 


Existirt  also  für  die  Kraft  P  eine  Kräfte function  Ut  sodass 

X=  —         r  =  —         Z  ^^-- 
dx*  dy  ^  dz 

wird,  80    erhält  man,   wenn  T,  ü  sich  auf  den  Punkt  (xy  y^  z)  und  Tq,  ü^  sieh 
aaf  den  Paukt  {x^y^z^i  beziehen: 

T  -  ro  =  -  («7-  ^o). 
In  allen  Fällen,  in  welchen  für  die  Kraft  P  eine  Kräftefunction  be- 
-»teht,  ist  die  Spannung  des  Fadens  blos  eine  Function  des  Ortes  und 
uicht  von  der  Gestalt  der  Fadencurve  abhängig;  die  Aenderung  der 
Spannang  von  Punkt  zu  Punkt  ist  gleich  der  Aenderung  der  Kräfte- 
laoction  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen. 
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In  dem  beBonderen  Falle,  dass  die  Kraft  P  normal  zu  der  Fadencorve 

ist,  hat  man    ~  ^  +  1^  ^  -f  -I  ^  =.  0,  also  Xdx  +  Kdy  +  Z&  «  0  nad 

P    <U         P    ds         P  ds 

folglich  T=  Tq,  d.  h.  die  Spannung  ist  constant.  Dies  findet  z.  B.  sUtl, 
wenn  der  Faden  auf  einer  Fläche  aufliegt,  in  welchem  Falle  der  Kormalwider- 
stand der  Fläche  die  Kraft  Pds  ist. 

Einen   anderen  Ausdruck   für  die  Spannung  T  findet  man,    wenn  man  die 

dx  du  dx 

Gleichungen  in  Nr.  3.  mit  d-  —  ^  ^'  7i  *  ^'T  m^^^pl^^^^'^  <^^  ^^^  addirt.   Der 

Coefficient  von  dT  wird  dann  Null  und  bleibt 

Es  ist  aber  nach  Thl.  III,  Cap.  4,  §.  9.  der  Krümmungshalbmesser  9  der  Conre  ic 
Punkte  {xyz)i 

' '  p^+ ("!)•+ (^i)]' 

Hiermit  erhält  man: 

^t  "^^    ds  ^  d*  ^  ds 

Quadrirt  und  addirt  man  dieselben  obigen  Gleichungen,  so  folgt  mit  Rück 
sieht  auf  die  eben  gefundenen  Formeln  und  den  Ausdruck  für  p,  sowie  darau* 
dass  i»  «  X«  +  >'«  +  Z«  ist: 

Q*    ^    ds* 

Für  Normalkräfte  P  ist  dT  =  0,  mithin  T  =>  P^.  Der  Faden  nimmt  aU« 
für  Normalkräfte  P  eine  solche  Gestalt  an,  dass  der  Krnmmiin^s* 
halbmesser  der  Kraft  P  umgekehrt  proportional  wird. 

Durch  die  vorstehende  Formel  ist  P  in  zwei  Componenten  aerlegt,   dertt 
Bedeutung  leicht  zu  ermitteln  sein  wird.    Ist  a  der  Winkel,  den  P  mit  der  Rk'*^ 
tung  der  Tangente  bildet,  so  liefert  die  Projection  von  P  auf  die  Tangent« 

dx    .     ^dy    .    „  dz 

X- \-  y  —■  -f-  Z    -  =*  P  cos  a 

ds  ds  ds 

dT 
und  mithin  ist  der  ersten  «Formel  dieser  Nummer  zufolge  —  7     "^  P  cos  «.   (^ut 

ds 

T 

man  dies  in  die  vorstehende   Gleichung  ein,    so  folgt  —  s^  P  sin  «.     Noa  f»' > 

Q 

Pds  mit  den  beiden  Spannungen  längs  den  Tangenten,  welche   sich   im  Cunf» 

punkte  schneiden,  in  eine  Ebene.     Diese  Ebene  ist,   weil  sie  die  beiden  aat*i= 

anderfolgenden   Tangenten    enthält,   die    Schmiegungsebene    der    Cnrve.      Da^- 

T 
stellt  —  die  Componente  von  P  vor,  welche  in  die  Richtung  der  Hanptnom- 

9 

oder  des  Krümmungshalbmessers  fällt.  Für  Normalkräfte  P  ist  a  »■  4  *•  ^' 
dT  s=  0.  Man  gelangt  zu  den  Ausdrücken  für  die  beiden  Compoii«aten  vci  ' 
auch  unmittelbar,  indem  man  das  Gleichgewicht  der  drei  im  Cnrveaponkte  i> 
greifenden  Kräfte  dadurch  ausdrückt,  dass  man  die  Componentensommen  in  f^' ' 
Richtungen  der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Null  gleich  setzt.  Dies  h-w 
nämlich,  wenn  dt  den  Contingenzwinkel  bedeutet: 

Pds  cos  «  —  r  +  (7*  +  dT)  cos  dt  '^^  0 

"°^  Pds  sin  a  +  (T+  dT)  sin  dt  —  0, 
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oder  reducirt:  Pds  cos  a  +  dT  =»  0  und  Pds  sin  a  +  ^dt  »  0,  wo  für  dx  noch 
-  zu  setzen  ist  a.  s.  f. 

6.  Liegt  der  Faden  auf  einer  Fläche  F  =  0  auf,  so  tritt  zu  Pds  noch  der 
Normalwiderstand  der  Fläche  hinzu.  Ist  dieser  Nds,  wo  N  den  auf  die  Linien- 
einheit  reducirten  Normalwiderstand  bezeichnet  und  sind  ^^ds^  ^yds^  ^z^  seine 
Compooenten,  so  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

dir 

rf.  T  '    '+  Xds  +  N^ds  =  0 

ds  •         jr 

rf.  r  ^  +  Vds  +  N^ds  ==  0 
ds  y 


wozu  noch  kommt: 


r^  +   Zds  +  N^ds^Jd, 


JV^    _     ^i^    _    ^* ^ 

dF        dl;;       ~dF       r/^V-i.  /^^V-L  /^Vl* 

dx  dy  dz'         l\dx)  "^  \di/)  '^  \dz)}' 

Diese  Gleicbgewichtsbedingungen  unterscheiden  sich  von  denen  für  den  freien 
Faden  nur  dadurch,  dass  X-f  iV^,  ^+  iV^,  Z  +  iV^  an  die  Stelle  von  X,  V,  Z 
getreten  sind.     Daher  ist 

~dT==iX  +  NJda:  +  {y+  N^)  dt/  +  {Z  +  N^)  dz  ==  Xdx  +  Ydy  +  Zdz, 

da  xV^dc  +  iV^dy  +  iV^rfs  =  0  ist,  weil  N  auf  der  Fläche  senkrecht  steht.  Die 
Resaltante  von  Pds  und  Nds  fällt  in  die  Schmieg^ngsebene  der  Fadencurve. 
Ist  daher  P  =  0,  so  geht  die  Schmiegungsebene  durch  die  Normale  der  Fläche 
and  wird  die  Curve  eine  kürzeste  Linie  (s.  §.  7.).  Für  ^  =  0,  d.  h.  Xs=i^=Z  =  0 
ist  T  constant  und  nehmen  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  die  Form  an : 

aua  welchen  folgt: 

^X  ^U  ^' 


d.^         d.^-M.  rf.* 

ds  ds  ds 

ds  ds  ds 

zum  Beweise,  dass  N^  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  der  Fadencurve 
besitzt.  Aus  dieser  und  der  obigen  Proportion  für  N^,  iV  ,  N,  ergeben  sich  die 
Differentialgleichungen  der  Fadencurve,  nämlich 

ds       dF       ^'  ds      dF       ^'  ds      dF 

_____  •  — ^  ^__^__  *  ____  »-,.  ___^^_  • 

ds     '  dx  ds     '  dy  ds     '  dz  * 

Welche  die  kürzeste  Linie  charakterisiren.  Stellt  man  die  Gleichung  der  Fläche 
intcr  der  Form  F  =*  f  {x^  y)  —  z  =  0  oder  z  ==  /*  (x,  y)  dar,   so  gewinnen  sie 

vermöge  g-  ^  g-  =  g_  ==  p,   -^  ==  ^  ==  ^  «  ^,    -^-  =  -  1,  wo  p  und  Ä 

Abkürzungen  sind,  die  einfachere  Form: 


,  dx 

d   -r— 

''t- 

^': 

.  ds 

ds 

ds 

ds      • 

P 

"^-" 

ds 

'  Q 

— * 

da 

Der  WidcrsUnd  N  der  Fläche  folgt  aus  P  sin  a  =  —   int  N  ^  Psina,   nämlich 
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T 

N  =  — ,    ist   also   dem  Krümmungshalbmesser    der  Fadencarre   lungekebrt  pro 

Q 
portional. 

§.  10.  Die  Fadencnrve  für  Parallelkräfte.  Es  seien  die  Kräfte  Pdt, 
welche  an  der  Fadencurve  angreifen,  sämmtlich  parallel.  Wählt  man  ihre  Rieh- 
tang zur  Richtung  der  y-Aze,  so  sind  X  ==  Z  s=^  0  und, werden  die  Gleichonftn 
des  Gleichgewichts 

ds  ds  ^  ds 

nnd  die  unter  Nr.  3.  des  §.  3.: 

s 

—  B  +  frds 

dx  dy       ,  dz 

ds  ds  ds 

dx  dsjs 

Hieraus  folgt  -^  j~  =  ^^i  *^«<>  Az^Cx-^  D,  d.  h.  die  Punkte  der  Faden- 
cnrve liegen  in  einer  mit  der  y-Axe,  also  mit  der  KraftrichtuDf: 
parallelen  Ebene.  Dies  ergibt  sich  bereits  aus  §.  6.,  S.  637,  wenn  man  dl-. 
Fadencurve  als  ein  Infinitesimalpolygon  ansieht.  Wählt  man  die  Ebene  der  Cunt 
zur  Ebene  der  xy^  so  ist  ihve  Gleichung  2  =  0,  mithin  C  ■»  l>  =  0  und  bleiben 
daher  blos  die  Gleichungen 

—  B  -^JYds 

dx,  dy 

ds  ds 

Die  Gleichung  der  Curve  wird,  wenn  V  als  Function  von  x,  y  gegeben  Ut 


5» 


ist  aber  die  Gestalt  der  Curve  im  Voraus  bestimmt,  so  liefert  dieselbe  Gleiebatr 
y  als  Function  von  x  und  y. 

Die  Spannung  T  ergibt  sich  aus  denselben  Gleichungen.    ZunSchat  D&mlich  i.-! 


T  -5?  =  ^  =  T      und    r  ^ 
ds  ^  ds 


s 

-B+Jyäs^-A^^T, 


*0 

Quadrirt  und  uddirt  man  beide  Ausdrücke,  so  folgt: 


-V 


■ + m-  -  i 


da* 
Es  ist  aber  —  ==  sin  ^,  wenn  ^   den  Winkel  bedeutet,  welchen   die  Tanktet« 

der  Fadencurve  mit  der  Richtung  der  Kraft  bildet.     Der  Inhalt  dieser  Fore*  * 
ist  folgender: 

Die  Spannung  des  Fadens    ist  proportional   der  Coaecante  de- 
Winkels,  den  die  Tangente  der  Fadencurve   mit  der  Kraftriehta^r 
bildet,  ihre  Componente  senkrecht  zur  Kraftrichtung  ist  coBstnr^ 
ihre  Componente  parallel  zur  Kraftrichtung  ist  der  Cotangente  jeD>  * 
Winkels  proportional.    Bringt  man  die  Richtungen  der  Tangenten  ic 
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zwei  Pnnkten  M  nnd  N  zum  Durchschnitt  2>,    so  verhalten  sich  die 
Spannungen  in  ilf  und  N  wie  die  Tangentenlängcn  MD  und  ND. 

§.11.  ^ie  Kettenlinien.  Für  den  Fall  eines  schweren  Fadens  ist  Pds 
das  Gewicht  des  Fadenelementes,  nämlich  —  iffdsj  wenn  d  die  specifische  Masse 
im  Punkte  (xy)  bedeutet,  welche  von  Punkt  zu  Punkt  im  Allgemeinen  variiren 
wird  und  die  positive  y-Ane  aufwärts  gerichtet  ist.  Die  Fadencurve  heisst  eine 
Kettenlinie.  Für  einen  homogenen  Faden  ist  d  constant.  In  diesem  Falle  heisst 
die  Kettenlinie  eine  gemeine  (Fig.  223.).  Für  sie  ist  also  bei  vertikal  aufwärts 
gerichteter  y-Axe: 


und  folglich 


/  rds  =  —  /  ^9^  s=  —  a^  (*  —  «o) 


Tig.  223. 


Rechnen  wir  den  Bogen  s  vom  tiefsten  Punkte,  dem  Scheitel,  an  und  wählen  diesen 
auch  zu  dem  Punkte  VK/q,  für  welchen  A  und  B  die 
Spannnngscomponenten  waren,  so  wird  «q  s=  0  und  da 

im  tiefsten  Punkte  -^  mit  s  zugleich  verschwindet, 

ax 

aach  B  =  0,    Demnach  reducirt  sich  die  Differential- 

gleichong  der  Fadencurve  auf  -^  =  -^  •  *.    Darin  ist 

dx        A 

dg  das  Gewicht  der  Längeneinheit  des  Fadens  und 
stellt  --  den  reciproken  Werth  h  einer  Länge  -z-  dar, 

die  der  Parameter  der  Kettenlinie  heisst.    In  kurze- 

dy 
ster  Form  ist  die  Gleichung  also  -^  =  hs,   Sie  drückt 

€tX 

aus,  das 8  die  Tangente  der  Neigung  derCurve 
gegen  die  Horizontale  dem  Bogen  vom  tief- 
sten Punkte  bis  zum  Berührungspunkte  proportional  ist. 

Um  dieselbe  abermals   zu  integriren  und  zu  der  Gleichung  der  Kettenlinie 
zwischen  x  und  y  zu  gelangen,   wollen  wir  zunächst  x  und  y  als  Functionen  des 

Winkels  ^  darstellen.    Nun  ist  dx  =^  ds^ sin  ^,  dy  =  eis-  cos  ip,  also  ~  =  cotg ip, 

dx 

Daher   liefert  die  Differentialgleichung  der  Curve  hs  s»  cotg  ^,  also  wenn  man 

df^ 


sie  differentürt,  hds  =^  — 


sin*  fp 


und  hiermit: 


hdx  =  — 


Hier  aas  folgt: 


^--f^--ß 


sin  "tf}* 
dip 


hdy  =  — 


2  sin  -^  ijf  cos  -^  iff 


-J 


cos  fpdip 

■  • 

sin*  fp 

*d -{^ {cos*  i'ip  +  f iV  I  jf) 
sin  \  "ip  cos  \  tp 


J      «i»4«         J      cot  in,  t'9iv-r    . 


Ay  = 


sin  'ip 


+  c. 


Legen  wir  nun  das  Coordinatensystem  so,  dass  für  ip  =  \n  die  Abscisse  o;  =  0 

aod  die  Ordinate  y  ==  y »  d.  h.  gleich  dem  Parameter  wird,  so  verschwinden  C,  C* 
Qod  wir  erhalten:  * 
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*''^'        '^         stn^  28iniilf  cos^tlf  ^^     "  ^  ^    '   ^  '  ^' 

'^  ^        «A«  ^  2  «n  I  ^  CO«  4  V» 

j^ 

Hieraus  ergibt  sich  (ffi'ip  =  e  und  scbliesslich: 

%  =  i  («      +  «      *)  »      A«  =  i  (e       —  «         ;  .• 
und  (5in  >  co  =  -^  ^e    —  e      )  kann  man  diese  Gleichungen  auch  schreiben* 

oder  in  cjclischen  Sinus  und  Cosinus  mit  imaginärem  Argumente: 

hy  =  cos ' kxi,        hs  =^  i  sin- hxi. 
Man  gelangt  zur  Gleichung  der  Curve  leicht  auch  auf  folgende  Weise.    Die 

Differentialgleichung  -^  =  hs  nochmals  differentiirt  gibt 

007 


s -«/■+(©■• 


oder 


/'  +  (£■)' 


deren  Integral  für    -^  =  p  ist:    l  {p  -{-  Vi  -{-  p^)  ==  hx ,  wozu^  keine  CoosIilv 
tritt,  wenn  das  Coordinatensjstem ,  wie  oben,  angenommen  wird.    Hieraus  fol^ 

p  +  yr+j*  =  «** 

und  da  (p  +  ^^4^)  (p  —  Kl  +"?*)  =  —  1  ist,  auch 

2p  =s  e       —  e 
und  hieraus  durch  nochmalige  Integration 

y  = 


^    (e^  +  e-*-). 


2A 

Die  Gleichung  A^  =  }  («  +  «  )  zeigt,  dass  die  Ordinatenaxe  etur 
Symmetrieaxe  der  Kettenlinie  ist  und  dass  diese  Curve  constniirt  werden  k&uu 
indem  man  die  arithmetischen  Mittel  der  Ordinaten  der  beiden  symmetrisdi  gvf^* 

das  Coordinatensystem  liegenden  logarithmischen  Linien  ky  =»  e      und  ^  »  ^ 

als  Ordinaten  aufträgt.  Die  Formel  ht  ==  i(e  —  e~  )  liefert  unmittelbar  ikr 
Rectification.    Aus  beiden  ergibt  sich  durch  Addition  und  Subtrsciion: 

Ä  (y  +  *)  =  «    •        A  (y  —  «)  =  «"" 
und  indem  man  diese  Resultate  miteinander  multipUciri:   A*  (y*  —  «*)  3»  1,  o^f^ 

y«  =  «t  -j_  d.  h.  wenn  man  die  unter  dem   Scheitel  liegende  und  too  ihm 

um  den  Parameter  abstehende  Horizontale  die  Directrix  der  Corte  nennt,  d4i 
Quadrat  des  Curvenabstandes  von  der  Directrix  ist  gleich  der  Qo«- 
dratsumme  des  Bogens  vom  Scheitel  an  bis  znm  Cnrvenpunkte  as^ 
d^  Parameters.     Dieser  Satz  folgt  auch  unmittelbar  aus  der  £igeBtcknfi  ^" 
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hyperboliBchen  Fanctionen,  yermöge  welcher  (Eo\*  m  —  ©in*  m  =^  i  ist.  (Ueber 
die  hyperbolischen  Functionen  vgl.  Gronau,  Theorie  und  Anwendung  der  hyper- 
bolischen Functionen;  Danzig  1865;  oder  Sohnke,  Sammlung  von  Aufgaben  aus 
der  Differential-  und  Integralrechnung,  3.  Aufl.  von  Heis,  S.  86.) 

Auch  für  die  Quadratur  der  Kettenlinie  lässt  sich  ein  einfacher  Satz  auf- 
stellen.   Es  ist  nämlich  den  obigen  Formeln  zufolge 

11  ds 

ydx  =  -r-  '  — — 7  '  ds  sin 'fp  =^  -r- , 
^  h      sin  ^  ^         h 

mithin  hjydx  ^^  (s  -^  «o)i    ^*    ^*    ^^^   Fläche,    welche    von    den   Perpen- 

dikeln,  die  von  zwei  Curvenpunkten  auf  die  Directriz  gefällt  wer- 
den, von  dem  zwischenliegenden  Stück  der  Directrix  und  des  Bo- 
gens   begrenzt   wird,    ist   gleich    dem  Rechteck   aus   dem  Parameter 

und  diesem  Bogenstück,  also  dem  Bogen  proportional. 

ds 
Für  die  Spannung  T  ergibt  sich   dem  vorigen  §.  zufolge  7'  =»  ^  3— ,   worin 

dx 

A  =  7o  die  Spannung  im  tiefsten  Punkte  bezeichnet;  sie  ist  horizontal.     Man 

kann  T  verschiedene  Form  geben.     Es  wurde  der  Parameter     -  definirt  durch 

n 

die  Gleichung  Ä  =  ^  und  war  ferner  -^  =  cotg  ij> ,  wodurch 


£-/^+eiy=— ^ 


dx 
wird.    Dies  liefert  zunächst 

7'  =  -^  cosec  ip  =  Tq  cosec  -0 ,       7*0  =  ^ 
n  n 

£s  ist  aber  auch  ky  =s  cosec  ip,  mithin: 

T  =  9gy, 

tmd  wenn  man  hs  =>  cotg  ip  heranzieht; 

7'«  =  To«  +  (dgsy^. 

Die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte  ist  daher  proportional 
der  Secante  der  Neigung  der  Tangente  gegen  die  Horizontale,  sie 
ist  auch  gleich  dem  Gewichte  eines  Fadentheiles  gleich  dem  Ab- 
stände des  Punktes  von  der  Directriz  und  der  Unterschied  ihres 
Quadrates  vom  Quadrate  der  Horizontalspannung  (im  Scheitel)  ist 
gleich  dem  Quadrate  vom  Gewichte  des  Bogens  vom  Scheitel  bis 
zam  Curvenpunkte. 

In  der  letzteren  Form  folgt  der  Satz  unmittelbar  aus  der  §.  5.,  S.  637  gegebenen 
Methode  zur  Bestimmung  der  Spannung.  Ans  T  =»  Ögy  folgt,  dass  der  Faden 
Tom  Scheitel  bis  zu  irgend  einem  Punkte  M  im  Gleichgewicht  erhalten  wird, 
wenn  man  denselben  in  M  über  eine  kleine  Rolle  führt  und  ein  Stück  derselben 
bis  zur  Directriz  überhängen  lässt.  Ebenso  folg^,  dass  die  Enden  eines  im  Gleich- 
gewicht befindliehen  Fadens,  welcher  über  zwei  unendlich  kleine  Rollen  hängt, 
bis  zur  Directriz  hinabreichen,  also  beide  in  einer  Horizontalen  liegen;  ferner 
dass,  wenn  ein  geschlossener  Faden  über  zwei  kleine  Rollen  hingehängt  wird, 
die  beiden  Kettenlinien,  die  er  bildet,  eine  gemeinschaftliche  Directriz  haben. 
Denn  die  Spannungen  beider  Kettenlinien  in  je  einem  Aufhängepunkt  sind  gleich, 
also  würden  auch  die  Fadenstncke,  welche  die  Kettenstncke  im  Gleichgewicht 
erbalten  würden,  falls  der  Faden  an  den  Aufhängestellen  durchgeschnitten  würde, 
bis  zu  derselben  Horiaontalen  hinabreichen. 
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Wir  fanden  §.  10.,  Nr.  4.   für  die  Componente  von  JP.  welche  in  die  Rieb- 

T 

tung  des  Krümmongshalbmessers  fällt,  die  Formel  P  sin  a  ^^  —  y  worin  a  den 

Winkel  bedeutet,  den  P  mit  der  Tangente  bildet.  Hier  ist  nnn  a  »»  —  (x  —  f , 
P  =s  —  d^  =  —  TqH  ^=  —  Thsinip^  also  p  «in*  -^  =  — ,  welches  eü  einer  Wel- 
ten Constmction  des  Krümmungshalbmessers  der  Kettenlinie  führt.  Da  7=»  T^cmtft 
ist,  so  hat  man  auch  p  ==  t^FI»  ^*  ^-  ^^'  Krümmungshalbmesser  ist  dem  Quadrate 

der  Spannung  proportional.  Uebrlgens  bemerkt  man  leicht,  dass  der  Kram- 
mungshalbmesser  gleich  der  Normalen  2^  ist,  letztere  vom  CnrTen* 
punkte  bis  zur  Directriz  gerechnet.  Denn  da  die  Tangente  mit  der  Ridi- 
tung  der  y  den  Winkel  ip  bildet,  so  ist  y  »»  iV  rin  ^.  Nun  gibt  aber  die  ebec 
gefundene  Form   für  q  wegen    T  =  T^hy  sofort  q  =  Ay*  =»  ÄiV*  «in*  ^   und  di 

^  «tn*  ^  =s  —  bereits  gefnnden  wurde,  so  folgt  q  s=»  N.    Im  Scheitel  ist  ^  i^leick 

dem  Parameter. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  es  sei  ein  schwerer  Faden  von  der  Lange  /  gegebne 
(Fig.  223.),  welcher  als  Kettenlinie  zwischen  zwei  Punkte  A^  B  aufgehängt  werdeti 
soll  und  wollen  die  Elemente  dieser  Curve  bestimmen. 

Nimmt  man  die  noch  unbekannte  Directrix  zur  x-Axe  und  die  Vertikale  df« 
Scheitels  S  zur  y-Axe  und  bezeichnen  x^  y  die  Coordidaten  von  A,  j?  -{-  «,  y-f  * 
die  von  B^  sodass  a,  h  die  Horizontal-  und  Vertikalprojection  des  Bogens  ^4B».' 
darstellen,  so  hat  man  für  SA^^s  und  SB  es  «  >|.  /  den  oben  entwickelten  Glcl 
chungen  zufolge: 

A(y  +  «)  =  «»  Ä(y  —  «)  =  « 

hiy+b  +  s+t)^  /('  +  «),       Ä  (y  +  6  -  ,  -  /)  =  e-*<'-^*\ 
worin   k   den    reciproken    Werth   des    gleichfalls    noch    unbekannten    Parantter^ 

OS  =^    P  bezeichnet.     Durch  Elimination  von  y  und  s  aus  diesen  vier  GleicbiL 
n 

gen  gelangt  man  zu  zwei,    die  Unbekannten    x,   h    bestimmenden  GleichoB^tB 

Die  Subtraction  der  übereinanderstehenden  Gleichungen  liefert  nämlich: 

und   weiter    liefert    die   Multiplication  dieser  Gleichungen,    wodurch  je  eliminirt 
wird,  zur  Bestimmung  von  h  die  Gleichung: 

A«(P-6«)  =  c-*'(**'-l)*. 

Setzt  man  nun  ah  =  z  und  —  Yl^  —  ft*  =  c,  so  ergibt  sich  für  :  die  traascet 
deute  Gleichung: 

z     ^ 

Durch  sie  ist  zunächst  z  durch  a,  6,  i  auszudrücken,  wodurch  sodann   k  » 

und  hiermit  x  aus  der  Gleichung  A  (6  -^  Q  »=  e      \e     —  ij ,  sowie  y  mit  IW.'* 

der   Gleichung   der   Curve   hy  ssa  ^[^e      -}-  e        )  gewonnen  werden.     Die  gante 
^Schwierigkeit  beruht  also  in  der  Behandlung  der  transcendenten  Gleichnng  far  : 
Hierzu  kann  man  sich  dreier  Methoden  bedienen:   1.  der  Entwickelnng  dar  rrcl 
ten  Seite  dieser  Gleichung  in  eine  Potenzreihe,  wodurch  man  erhält) 
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2.  der  graphischen  Darstellung,  indem  man  z  als  Abscisse  des  Durchschnitts  der 

Curve  y  =  i  (^  —  tf^'v  mit  der  Geraden  y  =  ^c«  betrachtet,  oder  3.  indem 
man  sich  eine  Tabelle  entwirft,  in  welcher  zu  einem  System  von  Werthen  c  die 
eoUprechenden  Werthe  von  z  eingetragen  sind  oder  aus  welcher  dieselben  wenig- 
stens leieht  ermittelt  werden  können.     Setzt  man  4(e^*4-  e"^*)  =» ,  so 

sin  9 

wird  wegen  ~r-^  =«  Vi  +  cotg^  S  der  Ausdruck  4  (e^*  —  «~  ^•)  =  cotg  l^y  mithin 
e^'  «  cotg  ^  +  ^^  =  L±^?^_?:  «  co/^  ^^  nnd  folglich  \z  =  /  co/y  \i&. 
Hierdurch  nimmt  die  zu  behandelnde  transcendente  Gleichung  die  Gestalt  an: 

.  —  a  ig^'l  cotg  \ 9' . 

c 

Die  Tafel  hierfür,  welche  von  6 roch  berechnet  wurde  und  in  Moigno,  le^ons  de 
mecanique  analytique,  Statique  p.  261,  sowie  auch  in  Duhamel,  Lehrbuch  der  ana- 
lytischen Mechanik,  deutsch  von  Schlö milch,  p.  162  aufgenommen  ist,  liefert  zu 

—  den  Werth  von  9  und  es  ergibt  sich  dann  z  durch  die  Gleichung  z  8s>  2  /  cotg  \  &, 

Aus  der  Gleichung  c  =  —  (e'* —  e""'*)  lässt  sich  noch  eine  leichte  Fol- 
gerung ziehen.     Der  Werth  von  c,   also  auch  z  ändert  sich  nicht,   wenn  6  =»  0, 

aber  zugleich  Vi*  —  Ä*  für  /  gesetzt  wird.    Ist  aber  6  «»  0,  so  liegen  die  beiden 
Aafhängepunkte  in  derselben  Horizontalen.    Bei  glei- 
chem a  haben  überhaupt  alle  die  Kettenlinien  denselben  ^^'  '^- 
Parameter,  für  welchen  Z"  —  b*  denselben  Werth  be-  g 
sitzt,    Ist  «*  dieser  gemeinsame  Werth,  also  /•  =  ««  -j-  6«  i^^^"^"! 
nnd  constmirt  man  (Fig.  224.)  zu  ^^o  =  «  ^»e  Linie  ^^-^i"""'^'^^       / 

A^B^  ssa  a,  so  ergibt  sich  zu  jedem  Aufhängepunkte  B  A^^^v. 7^ — ^^« 

die  Bogenlänge  aB  =  /  für  den  Kettenbogen  ASB.  ^-— -^ 
Entwickelt   man   die  rechte  Seite  der  Gleichung 

Ay  =  J  (e      +  c'"     j  in  eine  Reihe,  so  ergibt  sich  y r  =  ;n  ha?  +  j-]  ^'^r^  +  '  •  * 

/•  M    I  4    1 

and  für  sehr  kleine  or,  also  in  der  Nähe  des  Scheitels,  stimmt  diese  Gleichung 

näberuttgsweise    mit   der  Gleichung   y ^  =  J^Äa?*   überein,    welche    eine   Pa- 

-4 
rabel  vom  Parameter  —  bedeutet.     Galilei,   welcher    zuerst  die    Gestalt    eines 

n 

schweren,  an  zwei  Punkten  aufgehängten  Fadens  zu  bestimmen  suchte,  hielt  die- 
selbe für  eine  Parabel.  Jac.  BernouUi  behandelte  dies  Problem  zuerst  analy- 
tisch und  von  ihm  rührt  der  Name  „Kettenlinie*'  her  (Acta  eruditorunu  Lipsiae 
1690,  p.  217,  oder  Opera  T.  I,  p.  424).  Job.  Bernoulli,  Leibnitz  und  Huyghens 
gaben  1691  gleichfalls  in  den  Act.  erudit.  Lösungen. 

§.  12.  Die  Kettenlinie  auf  der  schiefen  Ebene.  Ein  homogener, 
schwerer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  einer  schiefen  Ebene  befestigt  nnd  liege 
auf  der  Ebene  auf;  dieselbe  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a  und  werde 
zur  xy-Ebene  gewählt,  sodass  in  ihr  die  x-Axe  horizontal  angenommen  wird.  Die 
^-Axe  sei  positiv  nach  oben  gerichtet;  die  z-Axe,  senkrecht  zur  a:y- Ebene,  liegt 
dann  mit  der  y-Axe  in  einer  Vertikalebene,  welche  der  Neigungswinkel  a  enthalt. 
Man   hat    alsdann   behufs   Anwendung   der   Gleichungen   §.  9.,   Nr.  6.:     X  =»  0, 
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y  s=a  —  dg  cos  Uy  Z  =  ^~  dg  sin  a  und  da  /"  =»  s  ^  0  die  Gleichnog  der  Ebene 

BF       dF  dF 

des  Fadens  ist,  ^— =5—  =*0,    ^-==1  und  demnach  iV  _  =*  iV    =  0,  iV.  =  A, 

sodass  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  werden: 

rf  (y  ^)  =»  0,        d  (r  ^)  —  dg  cos  «Ä  =  0,         —  d^  «f»  ai2ff  +  Sds  =  0. 

Die  beiden  ersten  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines  freien  Fadens,  uf 
dessen  Punkte  die  Schwerkraft  nicht  mit  der  vollen  Beschleunigung  y,  sooden 
mit  deren  Componente  ^<;o«a  wirkt;  der  Faden  bildet  daher  auf  der  Ebene 
eine  Kettenlinie  und  da  die  Bestimmung  dieser  Curve  dem  vorigen  $.  iDf(^l^ 
diese  Beschleunigung  nicht  enth&lt,  so  bleibt  die  Fadencnrve  dieielbe. 
wenn  die  Ebene  um  die  Horizontale  beliebig  gedreht  wird  und  stimnt 
überein  mit  der  Kettenlinie  des  freihängenden  Fadens.  Die  letit? 
Gleichung  gibt  den  Druck  auf  die  Ebene:  N  ^=a  dg  sin  a;  derselbe  ist  in  «llei 
Punkten  der  Fadencurve  gleich,  variirt  aber  mit  dem  Winkel  a  nnd 
verschwindet  mit  a,  d.  h.  für  die  vertikale  Lage  des  Fadens. 

lieber  die  Kettenlinie  auf  der  Kugelfläche  und  auf  Rotationsflächen  über- 
haupt s.  Gudermann,  de  curvis  catenariis  sphaerieis  dissertatio  antdyÜeO'geometnt^ 
Grelle,  Journ.  Bd.  33,  S.  189  und  281;  Biermann,  problemata  quaedam  wucUn-i 
funciionum  eUipticarum  ope  soluta,  Berolini  1866,  p.  11.  („/>e  caienarÜM  in  nf«^> 
ficiebus  curvis  nonnulHs  roiaüone  generalis.*^)  —  In  mehrfacher  Hinsicht  wichtig  in 
die  Abhandlung  von  Aebsch:  „Ueber  die  Gleichgewichtsfigor  eines  biegsuxi 
Fadens**  (Crelle's  Journal  Bd.  67,  S.  93,  1860). 

§.   13.     Die   Kettenlinie  von  constanter  Spannung.     Ein  tchnere: 
biegsamer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  befestigt;  er  sei  nicht  homogen,  vielmtl* 
sei  die  Masse  so  über  ihn  vertheilt,  dass  die  Spannung  in  jedem  Punkte  der  »f- 
cifischen  Masse  desselben  proportional  sei.    Man  soll  die  Gestalt  des  Fadens  *2Di 
das  Gesetz  der  Massenvertheilung  längs  desselben  ermitteln  (Coriolis). 

Die  Gleichgewichtsbedingungen 

WOZU  noch  T  BB  ad  tritt,  wo  d  die  specifische  Masse  des  Punktes  (ory)  ist,  liefers 

wenn  wir  den  Bogen  vom  tiefsten  Punkte  an  rechnen,  in  welehem    -^  «  (>  t«: 

dx 

Hiermit  folgt  weiter  durch  abermalige  Differentiation  —-^  s»  ^  oder  rtno'^r 

dx*        Tq  dx 

dx 
70  »  7  —  und  T  '^  ad  die  Differentialgleichung  der  Fadencurve: 


•  S  -  (£1-  ■  +  (£)' 


oder  (Py 


+  (!)■ 


X  i* 


Sie  ergibt,  indem  man  den  tiefsten  Punkt  zum  Ursprung  wählt:        «»  «rrfv 
also  nach  einer  nochmaligen  Integration: 

.V 


.  ro#         =s  1 . 
a 


- 
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Die  Cürve  hat  unendlich  yiele  cong^ente  Aeste,  welche  in  Vertikalstreifen  von 
der  Breite  a  theils  diesseits,  theils  jenseits  der  Abscissenaxe  liegen,  die  sie  sämmt- 
lieh  berühren.  Die  Grenzlinien  der  Streifen  sind  Asymptoten  der  Cnrve.  Für  die 
gpecifische  Masse  d  erhält  man: 


a         a   dx        a  f  \dx^         a  a 


nnd  daher  ist; 


Tq  See  — 
a 


r,  kann  durch  ^o,  die  specifische  Masse  des  Scheitels,  ausgedrückt  werden,  näm- 
lich 7*0  =3  üSq, 

§.  14.  Die  parabolische  Kette.  Ein  gewichtloser  Faden  sei  in  seinen 
Elementen  ds  durch  Gewichte  continuirlich  belastet,  welche  proportional  den  Pro- 
jectionen  dx  dieser  Elemente  auf  die  Horizontale  sind;  man  soll  die  Gestalt  des 
Fadens  bestimmen. 

Es  sei  p  die  Last,  welche  auf  einen  Bogen  fällt,  dessen  Horizontal  projection 
die  Längeneinheit  ist,  dann  wird  —  pdx  die  Belastung  von  ds  sein  und  bestehen 
folglich  die  Gleichungen: 

d-T—  =0.         d'  T^  —  pdx  =  0. 
ds  *  ds        ^ 

Ans  diesen  folgt: 

^-1-  =  ^"     ^1  =  '-  +  ^. 

wovon  die  erste  Gleichung  aussagt,  dass  die  Horizontalcomponente  der  Spannung 
coQstant  ist.     Weiter  ergibt  sich  aus  der  letzten  mit  Hülfe  der  ersten 

veon  man  ^  =»  C|  setzt;  die  nochmalige  Integration  gibt 

y  =  i^a^  +  CtX 

und  zeigt,  dass  die  gesuchte  Curve  eine  Parabel  ist.  Eine  weitere  Constante 
iritt  nicht  hinzu,  wenn  einer  der  Aufhängepunkte  als  Coordinatenursprung  gilt. 
it  die  Spannweite  des  Curvenbogens  Sa,  so  geht  die  Curve  durch  den  Punkt 
p=»2a,  y  SB  0  und  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  C|  die  Gleichung: 

>=  ^  •  2a'  4"  2C|ö,  d.  h.  C|  =  —  ~r  »  wodurch  die  Parabelgleichung  die 
'orm  annimmt:    y  =»  ^  (d:*  —  2ax),    Verlegt  man  den  Ursprung  in  die  Mitte 

ter  Spannweite ,  so  wird  sie ;   y  =  ^  {a^  —  o').    Um  die  Horizontalspannung  T^ 

beb  Elemente  der  Curve  auszudrücken,  wollen  wir  die  Länge  des  Fadens  mit 
I bezeichnen,  d.  h. 

en.     In  den  Anwendungen  ist  gewöhnlich  der  Unterschied  L  —  2  a  zwischen 
Bogenlänge  und  der  Spannweite  sehr  klein  und  folglich  auch  die   Ordinate 

des  Scheitels  oder  der  Pfeil  des  Bogens   und  also  auch  ^  sehr  klein  und 

9  -«0 

n  man  daher  die  Wurzelgrüsse  und  den  Logarithmus  in  Reihen  entwickeln, 
ilich  für  ^'^  =.  z : 


ia> 


la 
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KT+it   =.  1  +  j  .  ^  +  j  .  ^  +  ... 

Kz  +  Kl  +  x«;  =  Y  -  4  •  y  +  2TI  •    6 

t  t  y 

setzen,  wodurch  Z»  =  2  fl  +  i  ^^; h  *  *  *  ^^i^*^  folgUcb  annähernd  Tq  s= 

wird. 

§.  15.  Die  Kettenlinie  constanter  Spannung  bei  einer  continnir- 
lichen  Belastung,  welche  in  horizontalem  Sinne  gleichmässig  ver- 
theilt  ist.  Der  biegsame  Faden  sei  belastet  durch  sein  eigenes  Gewicht  uj 
ausserdem  durch  continuirlich  über  ihn  vertheilte,  den  Horizontalprojeetiooen  der 
Bogenelemente  proportionale  Gewichte;  welches  ist  die  Gestalt  der  Fadencarrf, 
wenn  das  Gesetz  der  Massenvertheilung  des  Fadens  so  bestimmt  ist,  daas  die 
Spannung  in  jedem  Punkte  der  specifischen  Masse  9  desselben  proportiou) 
sein  soll? 

Unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  sind  die  GleichnngeB  des 
Problems : 

d-T  ^  ^  0.        d-  T^  -  (g9ds  +  pdx)  =  0, 
as  as 

dm  ds 

von  denen  die  erste   T  -—  =  Tn  liefert,  sodass  also  T  ='  Tq  -r- .     Die  zweite 

ds  ^  dx 

Gleichung  liefert  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung  T  =  ad^  welche  7«  =  od, 

nach  sich  zieht: 

und  durch  Integration  derselben  erhält  man,  indem  man  ~-  =»  y   setzt: 

(UC 


•'S-. 


''«'  =  X  +  C 


,,—Il Arag  jl£^J=r.  =  X  +  C. 

y^o9(P  +  ^off)  Vp  +  9q9 

Im  tiefsten  Punkte   ist  y*  =  Q;   legt  man   also  die  Ordinatenaxe  dnrdi  ihn  H.-. 

durch,   so   muss    C  =  0   werden   und    erhält   man   zur   weiteren   lutei^ratio«  ^ir 

Gleichung: 

ans  welcher  sich  die  Gleichung  der  Fadencurve,  nämlich 

c    °    'COS  -^  Ys^g  (p  +  ^0^)  =»  1 

-«0 

ergibt,  wenn  der  tiefste  Punkt  zum  Coordinatenurspmng  gewählt  wird.    Xgl.  (t.  1  > 
Die  hier   behandelte  Aufgabe  hat  Wichtigkeit  für  das  Problem  der  Ketttr 
brücken. 
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IX.  Capitel.    . 

Reduction  der  Attractions-  und  Bepulsionskräfte  von  Massen, 
Agentien  etc.    Theorie  des  Potentials. 

§.  1.    Nachdem  im  V.  Capitel  die  allgemeine  Theorie  der  Redaction 
70tt  Kräften,  welche  an  einem  unveränderlichen  System  angreifen,  ent- 
wickelt worden  ist,  erscheint  es  angemessen,  dieselbe  auf  einige  beson- 
dere Gattungen   von  Kräften   anzuwenden.     Für  die  Parallelkräfte   ist 
dies  bereits   geschehen   und  dabei  der  besondere  Fall   ausfiihrlicher  be- 
handelt worden,   dass   die   Parallelkräfte  von   gleichem  Sinne  sind  und 
den  Punkten,    auf  die  sie  wirken,   constante,    von  der  Lage  im  Räume 
unabhängigö  Beschleunigung  ertheilen.     Dies    geschah    mit    besonderer 
Rücksicht  auf  die  Schwere,  welche  für  gewöhnliche  Dimensionen  in  allen 
dankten   als   eine  Kraft  von  derselben  Richtung,   demselben  Sinne  und 
derselben  unveränderlichen  Beschleunigung  g  angenommen  wurde,  sodass 
ein   Punkt  von   der  .Masse-  m  durch   das   Gewicht   mg  in    der  Richtung 
nach  dem  Schwerpunkte  der  Erde  afficirt  erscheint.     Parallelkräfte  coii- 
vergiren  nach  einem   unendlich  fernen  Punkte;   die  nächst  allgemeinere 
Kategorie  von   Kräften  wird  daher  von   solchen   gebildet,    deren  Rich- 
tungen   sich  in   einem  Punkte  in   endlicher  Entfernung  schneiden  und 
deren  Sinn  entweder  diesem  Punkte  zugewandt  oder  von  ihm  abgewandt 
ist.    Man  nennt  sie  im  ersten  Falle  Attractions-  oder  Anziehungskräfte, 
im  letzteren  Repulsions-  oder  Abstossungskräfte ,  jedoch  unter  der  Be- 
schränkung, dass  die  Beschleunigung,  welche  sie  einem  Punkte  ertheilen, 
uach  einem  bestimmten  Gesetze  von  der  Entfernung  von  jenem  Paukte 
und  von  dessen  Masse  oder  der  Menge  eines  in  ihm  befindlichen  Agens, 
im  Allgemeinen  aber  nicht  von  der  Richtung  abhängig  ist.    Jener  Punkt 
lieisst  das  Attractions-  oder  Repulsionscentrum.    Wenn  also  ein  System 
'>Jer  eine  Parthie   desselben  Attractionskräften  eines  Centrums  C  Unter- 
lid orfen  ist,   so  greift  an  jedem  Punkte  M  von  der  Masse  m  eine  Kraft 
mtp  RTiy  gerichtet  längs  der  Geraden  MC^  deren  Beschleunigung  q>  eine 
bestimmte  Function  der  Entfernung  JdC  =^  r  und  der  Masse  oder  Menge 
Agcna  (H  des  Punktes  C  ist     Ein  sehr  allgemeiner  Fall   dieser  Art  ist 
(f,  ==s  iM,F{r)^  d.  h.  q>  ist  proportional  fi.     Greifen  an  den  Punkten  eines 
^^ystems  Attractionskräfte  an,   welche   blos   einem  einzigen  Centrum  zu- 
;reli«>rcn,   so  sind   dieselben  als  Kräfte,   deren  Richtungen   nach   einem 
['unkte  convergiren,  stets  einer  Einzelresultanten  äquivalent,  welche  durch 
las  Gentrum  hindurchgeht;  ist  dasselbe  aber  den  Attractionen  verschie- 
lener  Centra,  oder  einer  continuirlichen  Folge,   oder  einer  eine  Fläche 
ider  eine  Parthie  des  Raumes  continuirlich  erfüllenden  Menge  von  Cen- 
ris    ausgesetzt,  so  lassen  sich  zwar  die  Attractionskräfte  für  jedes  ein- 
idno  Centrum  appart  auf  eine  Einzelkraft  reduciren,  aber  alle  zusammen 
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nud  mithin  auch  die  sämmtlichen  Attractionskräfte  des  ganzen  Systems, 
sind  im  Allgemeinen    nicht  wieder  einer  blosen  Reimltanten,   sondeni 
einer  Resultanten   in  Verbindung  mit  einem  resultirenden   Paare  äqui- 
valent.    Die  Reduction    auf  diese    beiden  Elemente  ist  auf  unaihlige 
Arten  möglich,  insbesondere  aber  gibt  es  eine  Reduction  für  die  Centnl- 
axe  dieser  Kräfte,   für  welche  das  Axenmoment  des  Paares  der  Beral- 
tanten  parallel  wird.     So  setzt  eine  sorgfUtige   Theorie   der  irdisdieo 
Schwere  voraus,   dass  jeder  Punkt  eines  schweren  Körpers  von  Attnc- 
tionskräften   afficirt  wird,   deren   Centra  die  verschiedenen   Punkte  d«s 
Erdkörpers  sind;  die  Resultante  aller  dieser  Kräfte  ist  das  Gewicht  des 
Körpers;    vermöge    der  Oestalt    des  Erdkörpers  geht    diese  Resahaate 
nahezu  durch  dessen  Mittelpunkt  und  verschwindet  das  resultirende  Paar. 
Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  diejenigen  Attractions  -  and  Repnl* 
sionskräfte,  welche  washselseitig  so  wirken,  dass  von  irgend  zwei  Punk- 
ten üf,  M'  jeder  ftir  den  anderen   Centram  der  Ansiehang  oder  Ab 
stossung  ist.     Die  Voraussetzung  solcher  Kräfte  liegt  der  Newton'»chen 
Theorie   der  allgemeinen  Oravitaüon  zu  Grunde,   von  welcher  die  der 
irdischen   Schwere  nur  ein  specieller  Fall  ist.     Es  mögen   die  beidffi 
Punkte  materiell  sein,  jeder  die  Einheit  der  Masse  enthalten  nnd  beid^ 
in   der  Entfernung  gleich  der  Linieneinheit  voneinander   entfernt  win. 
An  M  greift  dann   eine  Kraft  an,   welche  durch  Bt  als  Centram  gelit. 
an  i(f  eine  andere,  welche  durch  M  geht,   beide  seien  einander  gleicb 
an  Intensität,  nämlich  gleich  e ;  ihr  Sinn  ist  im  Falle,  dass  beide  Punkt« 
Centra  der  Anziehung  oder  Abstossung  sind,  entgegengesetst  and  zwar 
übereinstimmend  mit  dem  Sinne  MM'  an  M  und  M'M  an  Bf  im  Fali? 
der  Anziehung,  mit  M^M  an  M  und  MM!  an  M'  im  Falle  der  Abstonaaf : 
ihr  Sinn  ist  derselbe,  wenn  der  eine   ein  Centram  der  Ansiehang,  d^r 
andere    ein    Centrum    der  Abstossung  ist.     Wird    nun    die  Masse  dfi 
Punktes  M  das  m  fache   der  Masseneinheit,  wo  m  eine  beliebige  Zakl 
sein  kann,  so  wird  die  Kraft,  welche  M  afficirt,  mf,  wenn  aaf  jede  it 
M  befindliche  Masseneinheit    dieselbe,    durch  M!  gehende   Kraft  viikt 
und  die  an  M!  angreifende  ELraft  wird  gleichfalls  ms,  wenn  jede  in  V 
befindliche  Masseneinheit  als  ein  Centrum  der  Wirkung  auf  M'  9^p 
sehen  wird.     Aus  denselben   Gründen   wird   die  Kraft  m/  an  beider 
Punkten  zu  mmi^  wenn  die  Masse  von  M'  zu  m  wird.    Werden  alt- 
alle  materiellen  Punkte  als  Centra  der  Ansiehang  oderA^ 
stossung  für  einander  angesehen,   so  sind  die  Kräfte,  nit 
welchen  je  zwei  Punkte  gegenseitig  beschleunigt  werdec. 
in    der  Einheit    der    Entfernung   gleich    an    Intensität  nci. 
dem  Produkte    ihrer   Massen    proportional.     Aehnliches  fiac-.' 
statt,  wenn   die  Punkte  nicht  als  materiell,   sondern  als  mit  gewis^'i 
Agentien  behaftet  angesehen  werden.     Treten  nun  die  Punkte  if,  ^ 
aus  der  Einheit  der  Entfernung  in  die  Entfernung  r  auseinander,  ^ 
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werden  diä  beiden  Kräfte  immerhin  einander  gleich  bleiben,  ihre  ge- 
meinsame Intensität  wird  aber  von  r  abhängen  and  kann  durch  ernrnFir) 
dargestellt  werden.    Nach  dem  Gesetze,  welches  Newton  der  allgemeinen 

Grayitationstheorie  zu  Grande  gelegt  hat,  ist  -^(r)  =  -y,  d.  h.  es  nimmt 

r 

die  Eraftintensität  mit  dem  Quadrate  der  Entfernang  der  beiden 
Pnnkte  ab. 

§.  2.  Wir  wollen  zunächst  eine  Reihe  von  Attractionsproblemen 
behandeln,  welche  mit  elementaren  Mitteln  durchführbar  sind;  später 
werden  wir  die  Theorie  der  Kräftefunction  entwickeln,  von  welcher  alle 
derartige  Untersuchungen  abhängen. 

1.  Die  Punkte  des  homogenen  Kreisbogens  AB  (Fig.  225.)  vom 
fiadius  r,  zum  Centriwinkel  AGB  s^  2a  gehörig,  ziehen  einen  im 
Mittelpunkte  C  befindlichen  Punkt  von  der  Masse  fk  nach  dem  New- 
tonischen  Gesetze  an;  man  soll  die  Resultante  R  aller 
Ansiehuttgskräfte  bestimmen,  wenn  die  constante  spe- 
cifisehe  Masse  des  Bogens  ^  ist. 

Die  Masse  des  im  Punkte  M  verschwindenden  Linienelemen- 
tes MW  ist  Q'  MM*  und  die  Kraft,  mit  welcher  dasselbe  den 


Fig-.  285. 


Punkt  C  in  der  Richtung  CM  afficirt , 


SIAQ  •  MM' 


sie  zerfällt 


in  zwei  Componenten,   eine  parallel  der  Sehne   AB,  die  andere 
UngB   des    Radius    CD,      Für    Winkel    MCD  ^  &   ist    letztere 


tfi^'MM 


cos  ^,  die  erstere  kommt  für  die  Bildung  der  Resul- 


tanten R  nicht  in  Betracht,  da  je  zwei  symmetrisch  gegen  den, 
fiadlns  CD  gelegene  Punkte  M  entgegengesetzt  gleiche  Componenten  parallel  der 
Sehne  liefern  und  sich  dieselben  paarweise  tilgen.  Die  totale  Attractionskraft 
bat  die  Richtung  von  CD  und  ist  die  Summe  aller  Componenten  längs  dieser 
Linie.  Nun  ist  aber  MM''Cosd'  die  Projection  QQ'  des  Elementes  MM'  auf  die 
Sehne  AB,  weil  die  Tangente  in  M  mit  AB  gleichfalls  den  Winkel  9'  bildet, 

iiahcr  ist  A  »  ^^  ZQQ'  =  itlL^,   Denkt  man  -sich  die  Sehne  AB  mit  Masse 

ron  derselben  Beschaffenheit  wie  die  des  Bogens  belegt^  so  ist  dieselbe  Q'  AB 
nnd  wenn  diese  in  den  Punkt  D  concentrirt  gedacht  wird,  so  zieht  D  den  Punkt 
C  mit  derselben  Kraft  R  an.    Daher  der  Satz: 

Die  Attractionskraft,  mit  welcher  ein  homogener  Kreisbogen 
einen  im  Mittelpunkte  befindlichen  Punkt  afficirt,  ist  nach  der 
Mitte  des  Bogens  gerichtet  und  gleich  der  Attraction,  welche  dieser 
Mittelpunkt  ausüben  würde,  wenn  in  ihm  die  Masse  der  Sehne  ver- 
einigt wäre,  letztere  von  derselben  specifischen  Masse  gedacht,  wie 
der  Bogen. 

AB 

sa  2«tii  a  ist,  so  kann  man  R  die  Form  geben: 


Da 


Ä  =  — 5-^  stn  u. 


2.  Eine  homo|^ene  Strecke  AB  (Fig.  226.)  von  der  specifischen 
Masse  q  zieht  einem  ausser  ihr  gelegenen  Punkt  C  von  der  Masse  f» 
nach  dem  Newton'schen  Gesetze  an;  man  soll  Richtung  und  Inten- 
sität der  Attraction  bestimmen. 

42* 
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Beschreibt  man  um  C  einen  Kreis  ÄB'D^  welcher  die  Richtung  der  Streckt 
AB  in  D  berührt  und  denkt  sich  den  Bogen  A'B\  dessen  CentralprojecÜoo  tol 
C  aus  die  Strecke  AB  ist,  yon  derselben  speci^schen  Masse,  wie  diese  Strecke 

so  sind  die  AttractionskrSfte ,  welche  irgend  xwei  den 
Strale  Cm ^  anliegende  Elemente  MSi\  mm  der  Strecke 
und  des  Bogens  auf  C  ausüben, 


Fig:.  226. 


f/ip*  MM 


nnd 


cfip-»w 


CfB« 


m. 


MCmi  liegt  f  so  wird 

mm' =  Mmf 


Bildet  nun  der  Stral  CM  mit  AB  den  Winkel  9  ob«1 
beschreibt  man  mit  CM  als  Radins  das  Element  Jfr. 
welches  mit  MM'  und  mm'  in  demselben  Centriwinkr* 


Cj^f-^^'^'^^CM-^^     CM 


CM 


MM''  CD  •  —^=  «  MÄT-  f ""' 
CM* 


CM* 

und  wenn  man  dies  für  mm'  in  den  Ausdruck  der  Attractionskraft  des  Elemeou* 

mm'  einführt,  so  wird  er  gleich  dem  Ausdruck  der  Kraft  des   Elementes  .VJtf 

Demnach  üben  je  zwei  entsprechende  Elemente  der  Strecke  und  des  Bogens  |rl«i<'»r 

Attraction  auf  C  aus  und  ist  daher  auch  die  Resultante  aller  für  beide  diesell" 

Nach  Nr.  1.  folgt  daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Strecke   AB  zieht   einen   äusseren   Punkt  C  b.' 

derselben  Kraft  an,  wie  der  homogene  Bogen  eines  Kreises  derselbe" 

speci fischen  Masse,  welcher  ^i9  zur  Centralprojection  von  C  aus  bat 

und  die  Richtung  der  Strecke  berührt.    Die  Richtung  der  Attraction* 

kraft  halbirt  demnach  den  Winkel,   unter  welchem   die  Strecke  t  '^ 

4  2  f  ap 

angezogenen  Punkte  aus  erscheint  und  ihre  Intensität  ist  — ^^MtM\c 

wenn  a  dieser  Winkel  und  a  der  Abstand  des  Punktes  von  der  Sic:, 
tung  der  Strecke  ist. 

Beschreibt  man  in  der  Ebene  der  Figur  eine  Hyperbel,  deren  Brenopeai* 
A,  B  sind  und  welche  durch  den  Punkt  C  geht,  so  halbirt  die  Tangente  dcrsf  Il>  * 
in  C  den  Winkel  ACB,     Construirt  man  daher  das  ganze  System  der  fv  A,  f 
confocalen  Hyperbeln,  so  gibt  für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  Tangente  der  dur. 
ihn  hindurchgehenden  Hyperbel  die  Richtung  der  Attractionskraft  an,  welche  -'• 
Strecke  AB  auf  ihn  ausübt.     Diese  Hyperbeln  heissen  daher  die  KraftIiBi'  = 
für  das  Attractionsproblem.     Construirt  man  .durch  C  eine  Ellipse,  welche  A,  f 
zu  Brennpunkten  hat,  so  ist  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ACB  mq,  ihr  ourva.'. 
der  Punkt  C  befindet  sich  daher  auf  ihr  unter  Einflnss  der  Attraction  tos  Jf 
und  des  Normal  Widerstandes  im  Gleichgewicht.     Daher  sind  die  tn  A^  B  t««**  ■ 
calen  Ellipsen  die  Niveaulinien  des  Problems    für  die  Punkte   C  in  der  Ebca 
Lässt  man  die  Ellipsen  um  ^^  als  Axe  rotiren,  so  erzengen  sie  RotatioosellipMai- 
deren  Normalen  die  Halbirungslinien  der  Winkel  ACB  aller  Punkte  C  des  Rsaa-« 
sind.    Sie  sind  die  Niveauflächen  der  Attraction  der  Strecke  AB  bexiiflicb  i»' 
Punkte  des  Raumes. 

Nehmen  wir  an  (Fig.  227.),  der  homogene  Stral,  welcher  yon  A  ascb  dr* 
Unendlichen  hinlauft,  stosse  den  Punkt  C  ab»  der  Stral  von  B  nach  des  Ten*' 
liehen  aber  ziehe  C  mit  derselben  homogenen  Masse  an,  so  kann  statt  dcMn  <>'' 
Bogen  A'U'f   dessen  Centralprojection  der  abstossende  Stral  ist,   als  abfU«««.- 
und   der  Bogen    1/ f^\   desRen    Centralprojection   der   anziehende  Stral  ist,  «*' 
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ftDxiehend  sabstitnirt  werden.  Für  den  abstossenden  Bogen  Äü*  aber  kann  man 
den  ihm  congruenten,  im  entgegengesetzten  8cheitelraame  liegenden  Bogen  V*W' 
als  anziehend  einführen.  Daher  ist  die  Gesammtwirknng  beider  Stralen,  des  an- 
ziehenden und  des  abstossenden 

zQsammen,  gleich  der  Anziehung  ^^'  ^^^' 

des  Bogens  ^W*.    Die  Attrac-  -'^^' 

tionskraft  desselben  halbirt  aber  '  ^^ 

den  Winkel  B^CW  und  steht, 
da  dieser  der  Nebenwinkel  zu 
ACE  ist,  auf  der  Halbirungs- 
liuie  ^tA  letzteren,  welcher  die 

Richtung  für  die  Attraction  der  Strecke  AB  angibt,  senkrecht.  Ihre  Richtung 
ist  die  Tangente  der  zu  ^,  ^  confocalen,  durch  C  gehenden  Ellipse  und  normal 
ZQ  der  ihr  confocalen  Hyperbel.  Daher  ist  diese  Ellipse  Kraftlinie  für  die  Wir- 
kung der  beiden  Stralen  und  das  Rotationshjperboloid  um  AB  als  Axe,  dessen 
Generatriz  die  Hyperbel  ist,  eine  Niveaufläche. 
Diese  Betrachtung  liefert  den  Satz: 

Die  Schaar  Rotationsellipsoide  um  dieselbe  Aze,  welche  unter 
einander  eonfocal  sind  für  zwei  Punkte  A^  B  dieser  Axe  als  Brenn- 
pankte,  bildet  die  Niveauflächen  für  die  Newton*sche  Attraction 
der  homogenen  Strecke  AB^  die  Schaar  von  Rotationsdoppelhype  r- 
holoiden  am  dieselbe  Axe,  welche  für  dieselben  Brennpunkte  eon- 
focal sindy  bildet  die  Niveauflächen  für  die  Gesammtwirkung  der 
von  A  und  B  nach  dem  Unendlichen  verlaufenden  homogenen  Stralen, 
wenn  von  ihnen  der  eine  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  anziehend, 
der  andere  nach  demselben  Gesetze  abstossend  wirkt. 

3.  Attraction  einer  homogenen  Kugelfläche  (Fig.  228.).  Es  sei  C 
der  Mittelpunkt,  R  der  Radius  und  q  die  specifische  Masse  derselben,  P  der  an- 
^zogene  Punkt  von  der  Masse  f»,  a  seine  Entfernung  PC  vom  Mittelpunkte  und 
^'i^tgt,  P  zunächst  im  Aussenraume  der  Kugel.  Durch  P  ziehen  wir  einen  belie- 
bigen Stral  PMM\  welcher  die  Kugel- 
ddche  in  M  und  M!  schneidet  und  sei  Piff*  228. 

?M  =»  r.    Das  Flächenelement  dS^  in  M  MLJLi^' 

dSL 
liebt  alsdann  P  mit  der  Kraft  Sfftp*  -j- 

an  und  die  längs  P  C  gerichtete  Compo- 
Qentc  derselben,   auf  welche    allein  es 
hier  ankommt,   da  die  zu  PC  senkrech-  j^ 
ten,  von  den  verschiedenen  Flächenele- 
menten herrührenden  Componenten  sich 

▼ermöge  der  Symmetrie  der  Figur  paar- 

dSl 

weise  tilgen,  ist  ff»^*— j-  costp^  wenn 

Winkel  MPC^»  q>.  In  dem  Dreieck  PCM  tragen  wir  an  M  den  Winkel  CMO  =^  (p 
an  and  erhalten  /^CMO  ^  /S^PCM^  wofür  demnach  die  Proportion  besteht: 

£?  =  :?.       9Ä 
R  a^     r    ' 

woraus  CO  -  a=^  B^  folgt,  sodass  0  ein  und  derselbe  Punkt  für  alle  Elemente  dSl 
l*)eibt,  nämlich  der  vierte  harmonische  Punkt  zu  P  als  dem  einen  und  den  Durch- 
^hnitten  P^,  P|  von  PC  mit  der  Kugel  als  dem  anderen  Paare  zugeordneter 
Punkte.  Durch  den  Umfang  des  Flächenelementes  dSl  legen  wir  femer  von  O 
aod  einen  unendlich  schmalen  KegeL    Derselbe  schneidet  aus  einer  um  0  mit  OM 
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beaohriebenen  Kugelfläche  ein  Element  dSlf  ans  und  da  die  beiden  Elemente  iSi, 
dSli  mit  einander  demselben  Winkel  <p  einschliessen,  wie  die  Radien  C Hund  0.V 
der  Kngelflächen,  denen  sie  angehören  und  auf  welchen  sie  senkrecht  stehen,  lo 
wird  dSl  •  cos  q>  =»  dSli  und  mithin   die  Attractionscomponente  von  dSl  liap  PC 

dSlt 
gleich  BiiQ  '  —^■.     Nun   sei  dm  dass  Mass    des   körperlichen   unendlich  UeiB€n 

Winkels  0»  welcher  über  dSl^  steht,  d.  h.  die  Qrösse  eines  Kugelfl&eheaelenieates 
▼om  Badius  gleich  der  Längeneinheit,  welches  von  dem  unendlich  sehmalen  Kefd 
ausgeschnitten  wird;  dann  ist  dSli=^  OM*'  dm  und  folglich  die  fragliche  Attne* 

tionscomponente  Bfig  -  — ^  '  dm»    Obiger  Proportion  zufolge  geht  dieser  Aosdntk 

aber  über  in  sfip  • -y  •  (foi.  Eine  ähnliche  Componente  von  derselben  Ricktno; 
und  demselben  Sinne  liefert  das  Flftohenelement  bei  M'  und  wenn  dm'  das  Ha« 

Hl 

des  über  ihm   stehenden  Winkelraumes  ist,   so  ist  ihr  Ausdruck  s|»9*-7-^' 

Legt  man  nun  von  P  aus  an  die  Kugel  den  Tangentenkegel,  so  berührt  er  die- 
selbe in  dem  Kreise,  in  welchem  sie  von  einer  in  0  auf  CP  senkrechten  Ebene 
geschnitten  wird.  Diese  Ebene  zerfällt  die  Kugelflftche  in  zwei  Theile,  von  deiei 
der  eine  die  Elemente  dSl  enthält,  welche  Punkten  M  anliegen,  während  4<t 
andere  solche  enthält,  welche  Punkten  M*  angehören.  Erstere  liefern  auf  der 
um  0  mit  dem  Radius  gleich  der  Einheit  beschriebenen  Kugel  FlXclienekttectc 
dm ,  letztere  solche  dm\  Summiren  wir  jetzt  alle  Componenten  längs  PC,  welche 
von  den  verschiedenen  Elementen  der  Kugelfläche  herrühren,  so  ergibt  sieh,  weÜ 
£dm  4-  £</a>'»»  4»,  nämlich  gleich  der  ganzen  Kngelfläche  vom  Radius  Eins  so^. 
also  das  Mass  des  vollen  Winkelraumes  ist,  als  Qesammtcomponente  der  Attractios: 

ö« 
Die  Masse  M  der  Kugelfläche  ist  M=s^nQRt  qq^  wenn  man  dieselbe  im  Mitte!- 

punkte  C  concentrirt  denkt,  so  würde  dieser  Punkt  auf  P  die  Ansiehwig  -\, 

ausüben.    Daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Kugelfläche  zieht  einen  Punkt  des  AassenraaBci 
ebenso  an,  als  ob  ihre  Massä  im  Kugelmittelpunkte  vereinigt  wäre' 

Denkt  man  sich  den  Punkt  P  als  Spitze  eines  schmalen  Kegels,  welcher  ii« 
Element  dSl  an  M  enthält,  so  schneidet' derselbe  aus  der  Kugelfllche  bei  M'  tm 
Element  dSl'  aus,  dessen  Ebene  gegen  den  Stral  PMM'  dieselbe  Neigvng^  bsi, 
wie  dSl,  Man  hat  sin  rff  =s  ^  M M' :  H.  Wird  daher  der  Winkelranm  dieses  Ecfv'j 
mit  dTSr  bezeichnet,  so  sind  für  PM=^r^  PM'^r  die  Grössen  HtfoT,  r >/•  ii- 

Projectionen  von  <2A,  dSl'  auf  Ebenen  senkrecht  zu  r  und  folglieh  Hcf»^  -—^  dSL 
r^dm  =  -g.  jf  dSl\  woraus  dSl ;  dSl*^»  r*  :  r'*  folgt    Es  war  ferner 

£  ix 

dSl  /?•  ^ 

--j-co«qp  =  -^  dm^ 

*^*^"^»*  ^         MM'R     , 

<f3r= dm^ 

2  ar  cos  9         ' 

*)  Die  hier  gegebene  Ableitung  dieses  Satzes  verdanke  ich  einer  frwndlKbc« 
Bemerkung  meines  Collegen,  Hm.  Prof.  Lüroth»  die  Behandlang  desselben  Sau«« 
bei  Thomson  and  Tait  {Treatise  on  natwral  phüosoph^,  T.  I,  p.  849)   b«treffai 
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Ä*  ,  *               1.-11.  !.•  -r«    j—       MM'' R         ,  dm'      2a^cosq> 

— i-  dto :  man  erhalt  hierfür  ow  =  ^r—z dm ,  woraus  -==,  =  - 


2  a'  CO«  9 


rfco' 


also  -z^  =  — _- ,       .    Das  zu  rfß'  gehörige  dm'  ergibt  sich  vermöge  der  Relation 

^        MW'R 

rfÄ'  ^ 

/'         ^        fl*  '^a-cogfp  am       MM''H 

folgt.    Es  ist  mithib  dm  =»  <2i»'. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  der  Punkt  P  liege  im  Innenraume  der  Kugel  (Fig.  229.) 
ond  constroiren  den  Punkt  0  auf  dieselbe  Weise,  wie  vorher,  so  wird  derselbe  jetzt 
in  den  Aussenraum  fallen,  da  COCP=»B^  und  CP<  R  ist.    Die  beiden  Punkte 
hi,  M'  und  die  ihnen  anliegenden  Ele- 
mente dS>:  und  dSl'  liegen  auf  ent-  Tigr.  229. 
gegengesetzten  Seiten  von  P  und  üben 
aaf  diesen   entgegengesetzte  Attrac- 

tionen  cfi^  -^  ao  und  sfig-^  dm  aus, 

welche  gleich  sind  und  sich  folglich 
tilgen,  da  wegen  der  gleichen  Nei- 
fntng  von  dSl,  dSl'  gegen  MM'  die 
Elemente  dm  und  dm'^  wie  pben,  gleich 
werden.  Eine  homogene  Kugel- 
fiäche  übt  daher  auf  einen  in- 
neren  Punkt   keine   Anziehung 

ans  und  der  Punkt  befindet  sich  in  jeder  Lage  im  Innenraume  im 
Gleichgewicht. 

Dieser  Satz  folgt  auch  sofort  aus  der  oben  gegebenen  Proportion  —^  =  — ^=-  , 

wenn  dieselbe  beiderseits  mit  8 [ig  multiplicirt  wird.  Auch  sieht  man  ein,  dass 
wenn  di^  Punkte  M,  M'  über  die  Kugel  hinlaufen)  der  Winkelraum  des  von  0 
aas  an  die  Kugel  gelegten  Tangentenkegels  mit  den  Elementen  dm,  dm'  so  belegt 
wird,  dasa  die  einen  Elemente  sich  über  die  anderen  hinlagern  und  wenn  sie  als 
mit  entgegengesetztem  Zeichen  versehen  angesehen  werden,  sich  tilgen. 

Rückt  der  Punkt  P  auf  die  Kugelfläche  von  der  Seite  des  Aussenraumes,  so 
wird  die  Kraft,  mit  welcher  ihn  die  Kugel  anzieht,  ^itsfiQ,  da  a  =^  R;  gelangt 
er  auf  der  Innenseite  auf  dieselbe,  so  ist  diese  Kraft  gleich  Null. 

Nach  der  obigen  Methode  kann  man  die  Attraction  jedes  beliebigen  Kugel- 
flächenstücks  auf  einen  Punkt  P  bestimmen,  sobald  dasselbe  in  Bezug  auf  den 
Dorchmesser  PC  symmetrisch  liegt,  sodass  die  Attractiouscomponenten  senkrecht 

zu  PC  sich  paarweise  tilgen.     Man  erhält         \ ,  wenn  m  den  Winkelranm 

eines  Kegels  bezeichnet,  der  von  0  aus  durch  die  Grenzcurve  des  Flächenstücks 
hindurchgeht. 

Die  obigen  Sätze  bestehen  fort,  wenn  an  die  Stelle  der  Kugelfläche  eine 
unendlich  dünne  Kugelkruste  von  constanter  specifischer  Masse  g  tritt;  die  Masse 
des  Flächenelementes  g  •  dSl  wird  hierbei  vertreten  durch  g  •  dSl  *  dR ,  die  Masse 
des  anendlich  kleinen  Volumens  dSl  -  dR,  wo  dR  die  constante  Dicke  der  Kruste 
bedeutet.  Indem  man  solcher  Krusten  unendlich  viele  übereinander  lagert,  wobei 
die  specifische  Masse  .von  Kruste  zu  Kruste  variiren  kann,  gelangt  man  dazu,  die 
Sätze  auf  eine  Kngelschicht  von  endlicher  Dicke  auszudehnen.  Für  den  Fall,  dass 
der  afficirte  Punkt  in  der  Masse  der  Schicht  liegt,  hat  man  die  Schicht  durch 
eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Kugelfläche  in  zwei  Schichten  zu  spalten.  In 
Bezug  aof  die  äussere  ist  er  ein  dem  Innenraume  angehö rigor,  der  Innenfläche 
kaiiegeader  Punkt,  in  Bezug  auf  die  Innere  befindet  er  sich  auf  der  Aussenfläche. 
Die  Sitze  lauten  demnach: 
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Eine  Kugelschicht  von  constanter  oder  von  Schale  zn  Seh&l" 
veränderlicher  specifischer  Masse  zieht  einen  Punkt  ihres  Amsen- 
ranmes  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  in  der  Richtung  nach  ifarfit 
Mittelpunkte  an  und  zwar  so,  als  ob  ihre  Masse  in  diesem  Mittel- 
punkte vereinigt  wäre;  auf  einen  Punkt  ihres  Innenranmes  fibt  lie 
keine  Wirkung  und  ein  Punkt  ihrer  Masse  afficirt  sie  nur  mit  dir 
Masse  derjenigen  Partialschicht,  in  Bezug  auf  welche  er  ein  insse- 
rer  ist. 

Eine  Vollkugel  zieht  einen  Punkt  ihrer  Masse  mit  der  Masn 
desjenigen  Theiles  an,, welcher  von  der  durch  den  afficirten  PanLt 
gehenden  concentrischen  Kugel  umschlossen  wird. 

Isto;  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittelpunkte,  so  ist  demnach  fsf^o: 
bei  constanter  specifischer  Masse  die  Attractionskraft,  also  der  ersten  Poteu  i-f 
Abstandes  vom  Mittelpunkte  proportional.    (Vgl.  S.  229,  Z.  6  v.  u.) 

Man  dehnt  diese  Sätze  leicht  auf  die  Fälle  der  Attraction  zweier  Kll;^'*- 
aufeinander  aus. 

4.  Andere  Methode,  die  Attraction  einer  homogenen  Kn;«! 
fläche  zu  bestimmen  (Fig.  228.  und  229.)  Für  Winkel  PCM  ^9,  PM^- 
hat  man  als  Inhalt  der  schmalen  Zone,  welche  das  Linienelement  bei  31  dcrd 
Rotation  um  CP  erzeugt,  2nR^sind'dd'  und  da  alle  Elemente  dieser  Zone  4ft 
Punkt  P  gleich  stark  anziehen  und  ihre  Anziehungskräfte  gleiche  Neiguof  p:''" 
CP  haben,  so  ist  die  totale  Attraction  der  Zone,  längs  PC  gerichtet: 

eiiQ'2itn' '  —    j — -cosq)^ 

oder  da  ^ngR^  =^  M  die  Masse  der  Kugclfläche  darstellt  und 

CP  =s  a  =s  R  008  ^  -\-  r  cos  9 

'  «        «*     ^  —  ^  cos  9"     .    ^  ,^ 

i  bilM ^ sin  d'd». 

An  die  Stelle  der  Variabein  ^  führen  wir  r  ein.    Hierzu  dient 

r«  =  fl«  +  /?  —  2  flÄ  cos  a-, 
woraus  rdr  =  aR  sin  d-dd"  folgt.    Man  erhält  dann: 

^'^ä^KR"       Rr^     J^'-' 

Hieraus   erhält  man  für  die  Gesammtanziehung  A  der  Kugel  durch  lutefrrati  - 
nach  r: 

1.  für    einen    äusseren    Punkt,    für  welchen   die    Grenzen   des  Ist^prx 
r  =  a  —  R  und  r  =  a  -{-  R  sind : 

2.  für   einen  inneren  Punkt,  wofür  die  Grenzen  r  =^  R  —  a  nnd  r  ^  f*  - 

sind : 

AT  +  A 

5.  Anziehung  einer  massiven  homogenen  Halbkugel  a«f  ti^*' 
Punkt  ihres  Randes  (Fig.  230.).  Wir  suchen  die  Componcate  der  AtXrwnf 
des  Punktes  A  in  der  Richtung  des  Durchmessers  AX  des  Randes,  der  Tsar^*' 
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Flg.  230. 


/I/' desselben  und  der  zu  beiden  senkrechten,  mit  der  Höbe  der  Halbkugel  paral- 
lelen Richtung  A  Z.    Vermöge  der  Symmetrie  der  Figur  ist  1^  =  0. 

Sind  r,  ^,  9  die  Polarcoordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  M  der  Halbkugel,  so  ist 
qr*  sin  9"  dr  d^  dq>  die  Masse  des  demselben  an- 
liegenden Volnmenelementes  und  sind 

£fiQ  sin&dr  d&  dtp  cos  ^, 
BULQ  sin  &  drd&d(p  sin  9  sin  (p 

die  Componenten  seiner  Attraction  in  der  Kich- 
tuDg  der  X  und  Z;  mithin: 


«  4«  9  Ä 


cos  9 


sin  9"  cos^  d'drd&dtp  =  J «  8 ftp /?, 


0      0     0 


n  in  2 R  cos  9 
Z'^Bfigj    j    I sin^^  sin  tpdrdd'dtp  =  ineiiQR. 

0      0     0 

G.  Attraction  einer  homogenen  Kreisfläche  (Fig.  231.)  auf  einen 
Punkt  P  des  im  Mittelpunkte  C  auf  sie  errich- 
teten Perpendikels.',  Für  Polarcoordinaten  r,  9  in 
der  Kreisfläche  für  C  als  Pol  ist  die  Masse  des  einem 
Punkte  M  (r^  9)  anliegenden  Fläcbenelomentes  Qr  dr  dd" 
und  wenn  CP=  hy  also 

60   ist    die    Componente    der    Attraction   längs   PC,    auf 
welche  sich  die  ganze  Attraction  reducirt: 

r  rhrdr'd^        o  /i  *        \        ^BfiM/  h       \ 


0 


wenn  R  den  Radius  der  Kreisscheibe  und  M^^QnR}  deren  Masse  bedeutet. 

Für  A  =a  00  erhält  man  die  Anziehung  der  ganzen  homogenen  Ebene  auf 
einen  Punkt;  sie  ist  2  9r£f&9  und  also  unabhängig  von  der  Entfernung  des  Punk- 
tes von   ihr.     Schneidet  man  'die  Kreisscheibe  aus  der  Ebene  heraus,  so  bleibt 

./  1    -=r  für  die  Attraction  des  Aussenraumes   der  Kreisfläche  auf  einen  über 
;  /f»  -f  A« 

den  Mittelpunkt  um  h  entfernt  liegenden  Punkt. 

7.  Attraction  eines  homogenen  Kreiscylinders  von  der  Länge  / 
und  dem  Radius  R  auf  einen  Punkt  seiner  Axe.  Ist  a  die  Entfernung 
des  Punktes  von  der  nächsten  Grundfläche  und  der  Punkt  nicht  der  Masse  des 
Cjlinders  angehörig,  so  hat  man  für  die  Anziehung,  welche  die  Richtung  der 
Cylinderaxe  hat  in  Folge  der  vorigen  Nr.: 

e  /Vi  >-  yj^rr^  ^  -=^2netiQ  (l  -  Via  +  ly  +  II*  +  VW+^*)' 


2nsiiif 


Für  /=  OD  wird  dieser  Ausdruck  2nBHQ  (yR*  +  **  —  ö)  ^^^  wenn  hierbei  noch 
fi  =^  0  ist,  2neitQRf  welche  Grösse  die  Attraction  eines  nach  einer  Seite  unend- 
lich langen  Cylinders  auf  den  Mittelpunkt  seiner  Kreisbasis  ausdrückt. 
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8.  Die  Attraction  eines  abgestumpften  geraden  homogenen  Kreis- 
kegels auf  einen  Punkt  seiner  Axe  zu  bestimmen. 

9.  Von  zwei  gleich  grossen  parallelen  Kreisscheiben  gleicher 
specifischer  Masse,  welche  beide  senkrecht  auf  ihrer  Centrallinie 
stehen,  zieht  die  eine  einen  Punkt  dieser  Centralen  an,  wihrand  di« 
andere  ihn  abstösst.    Welches  ist  die  Resultante  dieser  Kräfte? 

§.  3.  Für  Attractionen  gibt  es  immer  eine  EjräftefiincUon,  deren 
partielle  Differentialquotienten  die  Componenten  der  Kraft  sind.  Diese 
Function  ist  eine  blose  Function  des  Ortes,  d.  h.  der  Coordinaten  des 
afficirten  Punktes,  weil  Attractionen  blos  von  der  Entfernung  abbingen. 
Von  dieser  Kräftefunction  ist  das  ganze  Problem  der  Attraction,  irie 
das  Problem  der  Bewegung  des  Attractionskräften  unterworfenen  Pnok- 
tes  abhängig. 

Es  sei  dm  (Fig.  232.)  das  Element  einer  auf  den  Punkt  P(xy:'> 
von  der  Masse  ft  anziehend  wirkenden,   irgend  einen  Baum  erf^Hlenden 

continuirlichen  oder  auch  aus  discreten  Tbei- 

Fif.  238. 

len  bestehenden  Masse,  €  die  Ansiehungskr&ft 
für  die  Einheit  der  Entfernung  sweier  in 
Punkte  concentrirter  Hasseneinheiten  und/*  r 
das  Anziehungsgesetz;  dann  ist  eiidmfr 
die  Intensität  der  Kraft,  mit 'welcher  du 
Massenelement  dm  und  die  Masse  f»  des  Ponk* 
tes  P  in  der  Entfernung  r  sich  gegenseitig 
-r  anziehen.      Sind    ferner   a,   fr,   e    die   &>oi- 

'  dinaten  von  rfm,   so  stellen ,    -     -. 

r  r 

c  —  z 

die  Bichtungscosinusse  der  Linie  r  von  P  nach  dm  hinftihzend  ge- 

r 

dacht  und  sind  mithin  die  Richtungscosinusse  für  die  an  P  angreifende 

Anziehungskraft.     Daher  sind  die  Componenten  derselben 

«>*^  W  ——-  <'»».      «>*-F  W  — — ^  dm ,      t(iF{r)  — —  dm. 

r  r  r 

Für  den  Fall  der  Abstossung  erhalten  die  Cosinusse  das  umgekebne 
Zeichen,  welches  man  aber  mit  dem  Factor  s  vereinigt  denken  kaan, 
sodass  c  als  positiv  für  Anziehungen,  als  negativ  für  Abstoasungen  an- 
gesehen wird.  Die  Summen  aller  Componenten,  mit  welchen  die  rtt- 
schiedenen  Massenelemente  auf  (i  wirken,  erhält  man,  indem  man  d'i< 
vorstehenden  drei  Ausdrücke  durch  die  ganze  Masse  hindurch  integrin 
oder,  wenn  dieselbe  auf  discrete  Punkte  vertheilt  ist,  von  Punkt  n 
Punkt  summirt.  Diese  Summen  stellen  die  Componenten  X,  F,  Z  dtr 
Gesammtattraction  zwischen  der  Totalmasse  und  dem  Punkte  P,  d.  h.  i> 
Componenten  der  Kraft,  mit  welcher  diese  P  angreift  und  —  X,  —  i. 

—  Z   sind    die  Componenten    der   entgegengesetzt   wirkenden,    ebeni*' 
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groBsen  Kraft,    mit  welcher  P  auf  jener  Hasse  anziehend  wirkt.     Es 
sind  demnach: 


=  BiujF(r) 
=  e(ijF{, 


r 


dmj 


r) rfm, 

r 

worin  das  Integralzeichen  eine  einfache,  doppelte  oder  dreifache  Inte- 
gration anzeigt,  je  nachdem  dm  unendlich  klein  von  der  ersten,  zweiten 
oder  dritten  Ordnung  ist,  d.  h.  das  Massenelement  einer  Linie,  einer 
Fläche  oder  eines  Körperraumes  ist,  über  welchen  die  Masse  vertheilt 

ist.    Nun  ist 

r^  =  {a  —  xY  +  {h  —  yf  +  (c  —  zf 

and  sind  folglich  (nach  einer  zuerst  von  Lagrange  gemachten  Bemer- 
kung) die  Cosinusse  der  Richtungswinkel 

a  —  X  dr        h  —  y  dr        c  —  z  dr 

r  dx  ^  r  dy  ^  r  dz 

und  hiermit  werden 

X=B^J-F(r)^£dm, 


Y=B^J-F{r)'^dm, 
Z^e(iJ—F{r)^dm, 


und  wenn  man  also  —  F  (r)  als  den  Differentialquotienten  einer  Function 

9  W  darstellt,   sodass  —  F{r)  =  q/  (r)   und   9  (r)  =y —  F{r)  dr  wird, 

3r  Bf* 

Bo  nimmt   die  Grösse  —  -^  W  5~  d^o  Oestalt  q/  (r)  r—  an  und  geht  in 

ex  öx 

den  partiell  nach  x  genommenen  Differentialquotienten  —  von  9  (r) 

t/X 

über.     Ebenso  wird 
und  man   erhält: 


rd'q> 


(r)  djtp{r)dm 


*'*'-ä^— '*"  =  *'*  ^     dx 


(r)    ^  dfq>{r)dm 

dy  '^         dy 

Cd -vir)   ^  dftp{r)dm 

Setzt  man  daher  „       /•    /  v  , 

^=j9>(r)dm, 
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so  erhält  man  schliesslich  X^  F,  Z  durch  blosse  Differeutiation  von  T 
nach  x^  y,  z,  nämlich: 

du        ^  dV         ^  du 

Die  Function  ü  von  Xy  y^  Zy  welche  hierin  auftritt,  heiast  die  Kräfte- 
Function  der  Attraction  der  gegebenen  Masse  und  kann  der  Inhalt 
der  geführten  Untersuchung  in  den  Satz  zusammengefasst  werden: 

Wenn  die  Elemente  dm  einer  Masse  Jlf  nach  dem  Attrac- 
tionsgesetze  F  (r)  auf  einen.  PunktP  von  der  MassefiwirkeD 
und  man  aus  F (r)  zunächst  die  Function  g>{r)^^f — F{r)dr 
und  aus  ihr  die  Kräftefunction  ü  =fq>{r)  dm  bildet,  so  sind 
die  Componeuten  der  Attractionskraft,  welche  an  Pangreift, 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  KräfiefunctioQ. 
genommen  nach  den  Coordinaten  a:,  y,  z  des  afficirten  Pank* 
tes,  multiplicirt  mit  dessen  Masse  und  dem  Factor  c,  welcher 
die  Wirkung  zweier  Masseneinheiten  in  der  Entfernane 
gleich  der  Linieneinheit  darstellt. 

§.  5.     Die  Intensität  der  Kraft  P,   mit  welcher  der  Punkt  (xy: 
angezogen   wird  und  ihre  Bichtung  cc^  ß^  y    sind  bestimmt   durch  dir 
Gleichungen 

'=<^+'"+^*-'-[(0+(fc7+(ID?. 

COS  a        ros  ß        cos  y        1 

Mit  derselben  Kraft  P,  mit  welcher  die  Masse  auf  den  Punkt  virkt. 
wirkt  dieser  im  entgegengesetzten  Sinne  auf  sie;  denn  jedes  Ma2»see- 
eloment  wird  von  ihm  mit  derselben  Kraft  afficirt,  wie  er  von  ihm,  ab' 
die  sämmtlichen  von  ihm  herrührenden,  an  den  verschiedenen  H«s^eD• 
dementen  angreifenden  Elementarkräfte  liefern,  weil  sie  sieb  alle  ii 
ihm  schneiden,  eine  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gleiche  ResnhaDtr, 
welche  man  an  irgend  einem  Punkte  der  Masse,  welcher  auf  ihrer  Kich 
tung  liegt,  angreifend  denken  kann. 

Die  Kraft  P  ist  eine  Function  des  Ortes  {pcyz)\  ihre  ComponentrL 
parallel  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen  sind  proportional  den  par- 
tiellen Differentialquotienten  der  Kräftefunction.  Der  Sinn  hiervon  i>: 
folgender.  Es  sei  V  der  Werth  der  Kräftefunction  im  Punkte  j\i> 
JJ'  ihr  Werth  in  einem  folgenden  Punkte  {x  -|-  rfx,  y,  s),  für  welcl'tr. 
blos  X  sich  geändert  hat,  dann  ist  V —  V  die  partielle  Aendenug  vol 
ü  nach  X  und  sie  ist  durch  dx  zu  dividiren  und  mit  «fi  za  moltip^ 
ciren,  um  X  zu  erhalten.     Es  stellt  daher 

Xdx  =  BUL ; dx  =  ett  -  dx 

dx  dx 
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die  Elcmentararbeit  der  Kraft  P  längs  des  Weges  dx  dar.    Ebenso  wird 

Ydy  =  €u  —'  dy     und     Zdz  =  su  -;—  dz 

dy  ^  dz 

nnd  wenn  daher  dx^  dy^  dz  die  Projectionen  eines  unendlich  kleinen 
Weges  ds  sind,  längs  welches  der  afficirte  Punkt  aus  der  Lage  {xyz) 
in  die  Lage  x  -^  dx^  y  -{-  dy^  z  -{-  dz  tibergehend  gedacht  wird,  so  ist 
die  Elementararbeit  der  Kraft  P  längs  dieses  Weges,  welcher  mit  der 
Hichtaog  von  P  den  Winkel  *&  bilden  mag: 

Pcos9'ds  =  Xdx+  Ydy  +  Zdz  =  Bfi  (^  dx  +  ~  dy  +  ^  dzY 

also  die  Componente  P  cos  ^  in  der  Kichtung  von  ds: 

(du  dx    ,    du  dy     ,    du  dz\  dU 

Diese  Componente  wird  also  erhalten,  indem  man  die  Aenderung  der 
Kräftefupction  längs  des  Weges  ds  durch  ds  dividirt  und  mit  S(i  mul- 
liplicirt- 

Die  Kräftefnnction  hat  im  Allgemeinen  als  Function  des  Ortes  {xyz) 
in  den  verschiedenen  Punkten  des  Kaumes  verschiedene  Werthe.  Der 
Inbegriff  aller  Punkte  {xyz),  in  welchem  sie  ein  und  denselben  con- 
sUaBten  Werth  c  besitzt,  heisst  eine  Niveaufläche  (s.  S.  244)  und 
U=  c  stellt  deren  Gleichung  dar.  Indem  man  c  alle  reellen  Werthe 
durchlaufen  lässt,  erhält  ,man  die  ganze  Schaar  Niveauflächen  des  Attrac- 
tionsproblems,  welchem  ü  zugehört.  Durch  jeden  Punkt  des  Raumes 
gellt  eine  Niveaufläche  und  wenn  ü  in  diesem  Punkte  eindeutig  ist, 
nur  eine.     Die  Ricbtungscosinusse   der  Normalen  im  Punkte  {xyz)  der 

Xiveanfläche    ü  —  c  ==  0  sind    proportional   -  - ,    ;r— ,     --   nnd   mithin 

dx      cy       dz 

proportional  der  Componenten  X^  F,  Z  der  Kraft  P.  £s  hat  daher 
in  jedem  Punkte  des  Raumes  die  Kraft  P  die  Richtung  der 
Normalen  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Niveaufläche 
nnd  wenn  dn  die  unendlich  kleine  Strecke  dieser  Normal.en  vom  Fnss- 
pnnkte  bis  zur  folgenden  Niveaufläche  bedeutet,  so  stellt  Pdn  die  Ele- 
mentararbeit von  P  längs  dieses  Weges  dar  und  ist  also  dem  Obigen 
znfolge  gleich  e^dü^  wenn  du  die  Aenderung  von  ü  bedeutet,  welche 
C  bei   diesem  Uebergange  zur  folgenden   Niveaufläche  erleidet,   sodass 

,  du 

also   P ^=  eu  ---  wird«     Es   ist  daher    die  Intensität  der   Kraft 

dn 

dem  Aendernngsverhältnisse  der  Kräftefnnction  längs  der 

Normalen   der  Nive.anfläcbe   proportional;    dieselbe   ist   für 

alle  Pnn)Lte  derselben  Niveaufläche  constant 

Eine  Curve,  welche  das  System  der  Niveauflächen  in  allen  Punkten 

oormal  dorchschneidet,  gibt  durch  ihre  Tangente  in  diesen  Punkten  die 
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Richt'tmg  der  Ejraft  P  an  und  heisst  eine  Kraftlinie.  Za  jedem 
System  der  Niveanflächen  gehört  ein  System  von  £[rafUinien,  wekbe 
die  orthogonalen  Trajectorien  desselben  sind.  Die  Differentialgleichun- 
gen desselben  sind ,   da  —  ,   — ,   —  die  Richtungscosinnsse  der  Tid- 

gente  einer  Kraftlinie  bedeuten: 

dx  dy  dz 


du  du  du 

dx  dy  dz 

Ist  das  System  der  Niveauflächen  unter  der  Form  F  {x^  y,  2,  r)  =  0 
gegeben,  sodass  die  Gleichung  desselben  nicht  nach  der  Constanten  auf- 
gelöst ist,  so  hat  man  aus 

dx  dy  dz 


dF  dF         ^dF 


,     F  (ar,  y,  r,  c)  =  0 


dx  dy  dz 

vor  der  Integration  die  Constante  c  zu  eliminiren.  * 

§.  5.     Für  die  Newton'sche  Attraction  ist 

und  folglich  /•  n^^ 

ü=^Jq>{r)dm  =J-J-' 

Die  Kräftefunction  für  die  Anziehung,  welche  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  wirkt,  heisst 
das  Potential  der  anziehenden  Masse  in  Bezug  auf  den  an- 
gezogenen Punkt  und  ist  das  Integral  des  Massenelementei 
dividirt  durch  seine  Entfernung  vom  angezogenen  Punkte, 
ausgedehnt  über  die  gesammte  anziehende  Hasse.  Wird  die- 
selbe, wie  üblich,  mit  v  bezeichnet,  so  ist  seine  Definitionsgleiehiiog 

dm 


=/^ 


und  die  Componenten  der  Attraction  sind: 


oder 


da 


r»  ==  («  _  «)»  +  (6  -  y)»H-  (c  -  ,)», 
dr        a  —  X  dr b  —  y  dr        c  —  r 

dx  r       ^  dy  r       ^  dz  r 
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Wählt  man  (Fig.  232.)  Polarcoordinaten  r,  ^^  9,  deren  Pol  im  an- 
gezogenen Pnnkte  {xyz)  liegt,  deren  Polaraxe  nnd  Fandamen  talebene 
der  x-AjLe  nnd  or^- Ebene  parallel  laufen,  sodass 

a  —  a:  =  r  cos  d'y     b  —  y  =  r  sin  d^  cos  g>,     c  —  «  =  r  sin  &  sin  q> 
ist,    so  wird    das    Massenelement  dm  =i  q  »  r'  sin  ^  dr  e/0  dq>  und  erhält 
man  für  die  Richtnngscosinusse    des  Radiusvectors  r  gegen  die  Axen 
der  jr,  y,  z: 

COS  g  =  — - —  =  cos  &j 


cos  k  = 


cos  1 


r 

b-y 

r 
d  —  z 


=  sin  d"  cos  9, 
=  sin  d^  sin  (p. 


Daher  nehmen  Potential  nnd  Kraftcomponenten  die  Gestalt  an: 

V  =  1  f  jqsin^drdO'  dtp 

X  =  e,fi  j  j  j  Q  sin  ^  dr  d&  dq>  •  cos  g 


^ffß 


^  cos  d"  sin  O  dr  d9  dg>  =  Sfi 


Y  ^=  Efi  I  I  j  Q  sin  ^drd^dq) '  cos  h 
=  Efi  j  j  j  Q  5f>i^  «^  cos  q>  dr  d^  dq>  ==  ifi 

Z  =  Bfi  j  j  I  Q  sin  ^dr  d^dq) '  cos  i 
=  £fi  j  j  I  (f  sin^  d'  sin  fp  dr  dd'  dip  =  b(i 


dx 


dz 


Fi?.  233. 


§.   6.     Beispiele. 
1.  Potential  einer  ooncentrisch  geschichteten  Hohlkagel  (Fig^. 233.). 
Eine  Hoblkagelschicht  sei  enthalten  zwischen  zwei  concentrischen  Kugelflächen 
iron  den  Radien  a,  h\  die  specifische  Masse 
p  sei  blos  eine  Fnnction  des  Abstandes 
vom  Mittelpunkte,  also  für  concentrische 
Kroaten  eonstant.    Für  Polarcoordinaten 
V,  <&,  tp,  deren  Pol  im  Mittelpunkte  e  liegt 
and    deren   Polaraxe    nnd  Fundamental- 
ebene    durch  den  afficirten  Punkt  P,  für 
welchen  CP^^x  sei,  gehen,  hat  man: 

g  —  sin  9  du  dd"  dtp 


-Sfß  . 

=  2 ir  /  JQ—  sin^dud» 


Führt   man  die  Entfernung  r  des  anzie- 
henden £lementes  vom  afficirten  Punkte  als  Variahele  dorch  die  Gleichung 
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r*  =s  M  +  a:'  —  2ux  cos  <^ 
ein,  welche  rdr  =  xn  sin  &d^  liefert,  so  wird 


„  =  '-^fßu 


dudr , 


Hinsichtlich  der  Integrationsgrenzen  für  r  und  u  sind  die  Fälle  £a  nnterscheideo, 
ob  der  Punkt  P  dem  äusseren  Räume  oder  dem  inneren  Hohlräume  angehört 

Für  einen  äusseren  Punkt  sind  x  —  u  und  x  -\-  u  die  Grenzen  für  r  nod  wiri 

h 


=  ^fßu^du 


oder  weil  J 

M  =  ^n  l  Qu^du 


=  4«   i  QU^i 


a 
M 

die  Masse  der  Schicht  ist,  v=  — .     Die  Componenten  der  Attractionskrafl  slo'^ 

X 

demnach : 

und  die   ganze  Kraft  P= — ^  ist  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtet  and  gUicl 

der  Anzieliung    der   in    diesem   Punkte    vereinigt    gedachten    Qesammtmasse   ir. 

Schicht. 

Für  einen  Punkt  im  inneren  Hohlräume  sind  u  —  x  und  u  -\^  x  die  Grenz-  o 

für  r  und  wird 

b 


V  =  4»  j  Qudu 


€1 

also  constant.     Dalier  sind   X=  r=^Z=»P=sO  und   übt  die   Schicht  auf  <i  ' 
Punkt  keine  Wirkung  aus. 

Liegt  der  Punkt  in  der  Masse  der  Schicht  selbst,  so  zerfällt  diese  in  en 
von  den  Radien  a  und  x  und  eine  andere  von   den  Radien  x  und  b.     Für  erst^^r« 
ist  der  Punkt  ein  äusserer,  für  letztere  ein  innerer.    Daher  ist  das  Potential 

X  b 

An  i 


= I  QU* du  -}-  in  j  QU  du. 


Bei  constanter  specifischer  Masse  q  erhält  man  für  den  änsseren  PiinW* 
w  =  ä  ^  (6>  —  fl»)  und  für  die  Vollkngel,  für  welche  <i  =  0  ist:  p  =  t  »e*^  *"  ' 
den  inneren  Punkt  v  =  2nQ{b*  —  «*)  und  für  den  der  Masse  angehörenden  P«a^' 

und  insbesondere  bei  der  Vollkugel  in  diesem  Falle:   v=  2 «9  (6*  —  }x*). 

Für  zwei  Kugelschichten  von  den  Mittelpunkten  C,  C'  und  den  M«»<n    >' 

Af  sind  die   Potentiale    für  einen   äusseren  Punkt  P  gleich,   wenn  rp^  t   / 

Der  Ort  der  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  ist  daher  eine  Kugclißche;!^*«'"  • 
Mittelpunkt  auf  der  Centralen  CCf  liegt  und  welche  diese  SUecke  i«  Yerfcilt»»** 
M:  Mi  harmonisch  theilt.   Für  drei  Kugelschichten  enthält  der  SchnittkreU  iwf»««'  •>-■ ' 


Rdd' 
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drei  Potentialkngeln  die  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  für  alle  drei  Schichten, 
daher  schneiden  sich  die  drei  Potentialkngeln  in  einem  nnd  demselben  Kreise.  Bei 
vier  Schichten  gibt  es  sechs  Potentialkngeln,  welche  eine  gemeinsame  Sehne  be- 
sitzen, welche  die  beiden  Punkte  gleicher  Potentiale  für  alle  Schichten  verbindet. 

2.  Potential  einer  homogenen  Kreislinie  PqJHP^  in  Bezug  auf 
einen  äusseren  Punkt  P  ihrer  Ebene  (Flg.  234.).  Für  CP^x,  CM^R^ 
PM^u,  Winkel  CP^M=^  int  zunächst: 

r2Ri 

da  der  Centriwinkel  MCM' :^2' MPoM'^2dd^  ist.  Femer  ergibt  sich  u  aus 
dem  Dreieck  PP^M  durch  die  Gleichung: 

«t  =.  (/j  -1-  xY  +  (2  R  »in  9f  -  2  (Ä  +  x)2R  sin  »  cos{\n  —  »), 

nimlich : 

ut«(Ä  +  a;)»  — 4Äa?#/ii«^«-(Ä  +  a:)«ri-.  (|^|)  *m*^l. 
Hiermit  wird: 

0 

Die  NiTeaalinien  sind  Kreise,  concentrisch  mit  dem  anziehenden.  Auf  dem  Um- 
fange wird  o  SM  0»  und  von  da  nimmt  es  ab  und  verschwindet  für  o; «»  ao .  ~  Das 

Potential  hängt  blos  von  dem  Verhältnisse  -^  ab,  denn  es  ist 


R 


■(■+S)-Bfe-?/l  ■('+!) 


R  +  a  V     *    R/  H  +  x 

Für  zwei  in  einer  Ebene  liegende  Kreise  von  den  Radien  R,  l{  um  die  Mittel 

punkte  C,  C*  ist  der  geometrische  Ort 

aller  Punkte  P  der  Ebene,  welche  in  Fi^.234. 

Bezug   auf  sie  gleiche  Potentiale  bei 

{gleicher   specifisoher  Masse  besitzen, 

CP       (j  P 

80  beschaffen,  dass  -^  =»  -^.     Der 

Ort  ist  daher  ein  Kreis,  dessen  Mittel-  "^1 
paokt  auf  der  Centralen  Cd  liegt  und 
welcher  die  Centralstrecke  im  Verhält- 
Diss  R :  P[  harmonisch  theilt.  Für  drei 
Kreise  gibt  es  drei  solcher  Potential- 
kreise und  da  die  Schnittpunkte  zweier  von  ihnen  gleiches  Potential  in  Bezug 
aaf  alle  drei  Kreise  besitzen,  so  geht  der  dritte  Kreis  durch  die  Schnittpunkte 
derselben.     Alle  drei  besitzen  daher  eine  gemeinschaftliche  Sehne. 

3.  Wirkung  eines  idealen  Magnetes  auf  einen  magnetischen 
Punkt.  Von  zwei  Punkten  A  und  B  ziehe  A  einen  Punkt  P  an,  ^  stosse  ihn 
tb,  beides  mit  Kräften,  welche  in  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  und  dem 
Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  sind.  A  und  B  seien  z.  B.  die 
Pole  eines  idealen  Magnetes  und  P  ein  mit  Magnetismus  von  der  Art  wie  B 
behaftet.  Sind  r,  r  die  Entfernungen  PA^  PB^  ist  m  die  Quantität  magne- 
Schall,  Th«ori«  d.  Bew.  n.  d.  Krift«.  43 
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tischen  Agens  in  A  und  B,  so  ist  das  Potential  »  = -?- =  €«( »)• 

Die  Niveauflächen  sind  Kotatlonsflachen  um  AB  als  Kotationsaze  und  liegen  im- 
metrisch  gegen  die  Ebene,  welche  auf  ^^  in  dessen  Mitte  senkrecht  steht  Die 
Gleichung  des  Systems  der  Niveauflächen  in  dem  bipolaren  System  der  Pole  AB 

ist: r=  C.    Für  C  ==  0  ist  die  Kireaufläche  die  eben  erwähnte  Symmetrie 

r         r 

ebenoi  auf  der  Seite  von  A  ist  das  Potential  positiv,  weil  r  <^  r ,  aaf  der  sndeno 

ist  es  negativ.    Wird  C  sehr  gross  im  Negativen,  so  wird  r  sehr  klein,  also  re^a- 

cirt  sich  die  Niveaufläche  auf  einen  sehr  kleinen,  den  Punkt  A  nmgebenden  Raam; 

für  sehr  grosse  positive  C  findet  dasselbe  in  B  statt. 

§.  7.  Das  Potential  besitzt  viele  interessante  und  für  die  Anwen- 
dung auf  mathematische-  Physik  wichtige  Eigenschaften,  von  denen  vir 
einige  entwickeln  wollen.  Dieselben  erleiden  mancherlei  Modificationen, 
je  nachdem  die  anziehende  Masse  oder  das  Agens  einen  körperlichen 
Raum  erfüllt  oder  auf  einer  Fläche  ausgebreitet  oder  längs  einer  Linie 
vertheilt  ist  oder  sich  in  discreten  Punkten  befindet  Der  letztere  Fall 
bietet  keine  besonderen  Schwierigkeiten  dar;  wir  handeln  hier  zunächst 
und  vorzugsweise  von  dem  ersten.  Einen  wesentlichen  Unterschied  in 
allen  derartigen  Untersuchungen  begründet  der  Umstand,  dass  der  afB- 
cirte  Punkt  ausserhalb  def  anziehenden  Masse  liegen  oder  ihr  selbst 
angehören  kann.  Was  die  Verth eilung  des  Agens  im  körperlichen  Räume 
betrifft,  so  nehmen  wir  zunächst  an,  dass  dasselbe  dn  allseitig  begreni- 
tes  Continuum  bilde  oder  aus  mehreren  getrennten  Parthieen  von  der- 
selben Eigenschaft  bestehe  und  dass  es  in  allen  Punkten  von  endlicher 
specifischer  Masse  sei.     Man  kann  dann  behaupten: 

Das    Potential   v  und    seine    nach    den    Coordinaten  des 

^r 
afficirten  Punktes   genommenen   partiellen   Derivirten 

TT—,     --     sind     continuirliche     Functionen     von     endlicbfm 

dy        dz 

Werthe  im  ganzen  Räume  und  die  Grössen  xv^  yv^  zr^  sowie 

a:^  -  — ,   y    rT- i   ^  -TT-   überschreiten   in   keinem  Theile  desscl- 
dx  dy  dz 

ben  eine  bestimmte  angebbare  Grenze. 

Für  einen  der  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  {xyz)  leuchtet  die 

Endlichkeit  und  ContinuiUit  von  »  =  /--,  worin  di  das  Volumcneleni«t 


-fi- 


und  gdt  dessen  Masse  dm  darstellt,  dt  sofort  ein,  da  g  und  -~  endlicii 
sind,  —  dt  immer  unendlich  klein   ist  und  die  Integration  über  endltcbr 

Räume  erstreckt  wird.  Für  den  Fall,  dass  g  in  einzelnen  Punkten  «»-l"- 
längs  einer  Linie  oder  Fläche  eine  plötzliche  Aenderung  erleidet,  sei^rt 
eine  Spaltung  des  Integrals,  dass  dieser  Umstand  die  Endlichkeit  oc  1 
Continuität  desselben  nicht  beeinträchtigt.    Dasselbe  gilt  von 
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dv        fa  —  x  dv        Ch  —  y       _         dv        fc^z 

sowie  von  den  Kraftcomponenten 

dv  dv  dv 

Für  einen  in   der  Masse   des  Agens  selbst  liegenden  Punkt  (xyz) 
leuchtet  die  Richtigkeit  der  Behauptung  nicht  unmittelbar  ein,  denn  für 

die  diesem  Punkte   nächst  anliegenden  Massen elemente  wird  —  unend- 
lich gross  und  wenn  auch 

a  —  X  b  —  y  ,c  —  z 

=  cos  o,       =  cos  h,       =  cos  t 

r  r  r 

endlich   bleiben,   so  findet  sich   doch  im  Nenner  des  Eiern entarfactors 

000 

der  Ausdrücke    für   -r- ,    ^~ »    •;^—   und   X^   F,   Z  noch   die   Grösse   r' 

ox      oy       dz 

vor,  welche  die  Endlichkeit  derselben  zweifelhaft  macht    Indessen  zeigt 
der  Uebergang  zu  Polarcoordinaten  für  den  Punkt  (xyz^  als  Pol,  dass  in 


-sss 


r^  sin  d'  dr  d&  dq> 

r 


€f* 


=  ^  =  /   1   1  —  cos  g  T^  sin  ^dr  dd"  d(p,  ' 

Y     dv     rrco 

—  =  TT"  =  f   /    I  -^  COS  h'  r^  sin  &drdd^ dq>, 
ff*        dy      JJJ  r 

—  =  -^  =  /  /  1  -^  cosi  '  r^  sin  d^  drdd'  dtp 
t\i,         dz       J  J  J  r  • 

die  störenden  Factoren  des  Nenners  getilgt  werden  können.  Nichts- 
destoweniger scheint  es  nicht  vollkommen  streng  auch  für  unendlich 
kleine  r,  diese  Factoren  sofort  zu  beseitigen  und  dadurch  die  unter  der 

Form  —  auftretende  Unbestimmtheit  zu  heben.    Vielmehr  muss  man  für 

innere  Punkte  v^  Xy  Y,  Z  neu  definiren.  Zu  diesem  Zwecke  lege  man 
am  diesen  Punkt  eine  kleine  Kugelfläche  und  schliesse  die  Masse  der- 
selben zanächst  bei  der  Aufstellung  dieser  Grössen  aus,  sodass  man  nur 
über  die  übrige,  ausserhalb  dieser  Kugel  liegende  Masse  hinweg  integrirt, 
tilge  die  Nenner  r  gegen   den  im  Zähler  stehenden  Factor  r'  und  ver- 

X        Y       Z 
stehe  unter  r,    --- ,    — ,    —  die  Grenzwerthe 

€(t         £(A  £(l 


-  "■'"  ffß 


Qr  sin  ^  drd^  dq>y 


X 


~  =  lim'  j  f  Ig  cos  g  •  r  sin  ^  dr  dd'  dtp^ 
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—  ssz  lim-  I  f  f  Q  cos  h'  r  sin  ^dr  d^dq>, 

—  sBs  lim  '  I  I  I  Q  cos  I  '  r  sin  ^  dr  d9  dq> , 

welche  man  erh&lt,   wenn  die  kleine  Kngel  sich  auf  den  Punkt  (xyz] 
zusammenzieht.     Man  hat   dann   aher  zu  erweisen,   dass   die  Demitten 

JT     F 

des  Potentials  nach  x.  y.  z  auch  in  diesem  Falle  die  Grössen  — ,  — , 

—   darstellen.     Nun   erhält  man   aher  z.  B.  -r— ,  wenn   i^   einen  dem 

ffC  ox 

afficirten   Punkte  P  in   der  Richtung  der  x  in   der  Entfernung  Jz  be- 
nachbarten Punkt  bezeichnet,   für  welchen  MP  »=  r   und  v   der  Werth 

des  Potentials  bt,  indem  man  die  Grenze  von  — - —   für  abnebmende 

/j  X 

Axy   d.  h.  die  Grenze  von 

~J~\  / //^ '•'*»'•  ^^'•^^«'V—///—  r^  sin^drd^diA 

bestimmt     Es  ist  aber 

r'  =  (r^  —  2  rAx  c*y  ^  +  ^x')^  =  r  [1  —  2  ^x  (cos  9  —  \  da?^^ 
und  folglich 

1  -  i  =  ^-  j[l  —  2  ^x  (CO*  if  —  i  ^ar)*]""  *  —  l[  —  ^  co*^  +   • 

Daher  wird 

te  Ax  JJJ  ^       r  £fi 

und  Aehuliches  gilt  ftir  die  beiden  anderen  Derivirten.    Hiemach  ist  kein 


et 
Zweifel  mehr  möglich  über  die  Endlichkeit  und  Continuitftt  von  r,        , 

J  ^     J  ^   X,   T^  Z   ftir   alle  Punkte  des  Raumes  und   dürfen  die  Fat 
cy       cz 


toren  r,  r'  der  Nenner   unter  den  Integralseichen  getilgt  und 
tiationen  nach  x,  y,  :  ausgefclhrt  werden. 

Behufs  dej  Orenten  für  xr,  yr,  rr;  x*  --  ,    y'  3-  ,    z^  --  bemeike 
,  Cx  cy  dz 

man,  dass  aus 

r  =  (va  -  x^r  +  ^6  -  y)»  +  (o  -  r)*]*. 

abgf«ehen  vom  Zeichen,  also  mit  bioser  Ruckaicht  auf  absolute  Wertb^. 

folgt:    r  >  «  —  X,   also  auch    —  < und  wenn  A  das  IhonaB 

der  Ooordinate  «  ist,  auch  —  < .     ffiamüt  ergibt  sich 

r         J  —  X 
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f^''^<fj±-.''^> 


d.  h.  weil  Jqdt  =  M  die  anziehende  Masse  darstellt, 

M 

V  < 

A  —  X 

and  mithin 

^      Mx 

XV  < 

A  —  X 

X 

Da  sich  der  absolute  Werth  von  — mit  wachsendem  x  der  Einheit 

A  —  X 

nähert,  80  bleibt  xv  stets  nnter  M  als  Grenze.    Ebenso  ftir  die  Grössen 

1  1 

tfp,  ZV,     Femer  ist  aus  ähnlichen  Gründen  -=■  <  7 rs,   also 

^  '  r^        {a  —  xy 


f±^ ,.,  </^^  .,  a.  h.  £  < 


M 


(a  —  xf 

dv             f     X     \^ 
und  folglich  x*^  -z-  <  if  ( 1    und  wenn  man   für  a  das  Maximum 

OX  \t*        '  x/ 

dv             (     X     \^ 
A  einsetzt,   aus  noch  stärkerem  Grunde  a?  -^  <,  M  \—r- )    u.  s.  w. 

Man  kann  die  Grenze,  welcher  sich  xv  für  wachsende  x  nähert, 
angeben.  Denkt  man  den  angezogenen  Punkt  in  der  Eichtung  der  a;-Axe 
nach  dem  Unendlichen  sich  entfernend,  nennt  u  den  Badiusvector  vom 
Ursprünge  0  nach  dem  Massenelemente  dm  und  \  seine  Projection  auf 
die  x-Axe,  so  ist  die  Entfernung 

nnd  folglich 

r  a;\  X'        /  x  \  *        x*  / 

Man  bat  dann 

Der  Werth  des  ersten  Integrales  in  dieser  Reihe  ist  — ,  daher 

X 


arp  =  itf  —  ^  I i-  dm  + 


Für  wachsende  x  nähern  sich  alle  auf  M  folgenden  Integrale  der  Null  und 
wird  also  Um  {xv)  ^b  M.  Ebenso  f^r^yv,  zv.  Dieser  Satz  lässt  sich  auch 
von  anderer  Seite  her  direct  einsehen.  Je  weiter  sich  nämlich  der  an- 
gezogene Pnnkt  in  irgend  einer  Richtung  entfernt,  desto  mehr  nähern 
sich  die  Richtungen  der  anziehenden  Kräfte  dem  Parallelismus  und  da 
letztere    den  Massen    proportional   sind,    so   bilden   sie   im    Grenzfalle 
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ein  System  von  Parallelkräften,  deren  Resnltante  durch  den  Mittelponkt 
der  Masse  geht.    Diese  Resultante  ist  die  Summe  aller  Kr&fte  und  folglich 

-,  dm  saM 

_,^i_ _ 

und   ist  also  —  die  Function  r,    deren  partielle  Differentialquotienten 

die  Componenten  der  Attraction  geben.     Dies  liefert  aber  zugleich  den 
Satz : 

Je  weiter  der  afficirte  Punkt  sich  von  der  anziehenden 
Masse  entfernt,  desto  mehr  nähert  sich  die  Attractionskraft 
und  das  Potential  der  Attract ionskraft  und  dem  Potentiale 
des  Massenmittelpunktes,  wenn  in  demselben  die  Oesammt- 
masse  vereinigt  gedacht  wird  (s.  S.  273  am  Ende). 

§.  8.  Auch  die  zweiten  und  höheren  Differentialquotienten  de< 
Potentials  sind  für  Punkte,  welche  der  Masse  nicht  angehören,  bestimmte 
endliche  Functionen  von  x,  y^  z.  Für  Punkte  der  Masse  findet  diei 
nicht  immer  statt,  vielmehr  gibt  es  besondere  kritische  Punkte,  Linien 
und  Flächen,  in  welchen  bei  Discontinuität  der  specifischen  Masse  auch 
eine  Discontinuität  der  zweiten  Differentialquotienten  eintritt,  soda» 
diese  an  solchen  Stollen  zwei  verschiedene  Werthe  erlangen.  Beim 
Durchgang  des  angezogenen  Punktes  durch  die  Oberfläche  der  Masse 
z.  B.,   woselbst  die  speciflsche  Masse  plötzlich  Null  wird,   ereignet  sieb 

dies.    Bildet  man  ^-7  z.  B.,  indem  man 

ex* 


dv 


/a  —  X 


Qdt 


dx 

m 

nochmals  differentiirt,  welches  liefert 

und  transformirt  diesen  Ausdruck  auf  Polarcoordinaten ,  wobei 

di'^  r^  sin  ^  dr  d%  dm,       ^  =  cos  ^ 

r 

wird,  so  erhält  man  die  Form 

dx^=JJJ r 9S^nedrded^, 

in  welcher  sich  der  Factor  r  nicht  mehr  hinweghebt  und  ans  wekher 

man  also   in  unserem  Falle  nichts  über  die  Natur  von   jr^  cnennn 

• 
kann.    Es  muss  daher  hierfür  eine  ganz  andere  Methode  der  Disea»«B 

eintreten.    Diese  besteht  darin,  dass  man  das  dreifache  Integrd,  wekkei 
^  darstellt,   in  ein  Doppel  integral  umwandelt,   welches  über  die  <*^bn 
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fläche   der    MasBe    zu   erstrecken   ist     Die   nachfolgende  üntersnchung 
wird  in  dieser  Hinsicht  den  Satz  beweisen: 

Abgesehen  von  Punkten,  in  welchen  die  specifische 
Masse  plötzlich  ihren  Werth  ändert,  sind  auch  die  drei 
n    -  dH       d'^V       dH  j,.    1  j      •     Ji        A-         T^  *• 

Grossen   r— «  ,    ;r-r-,    ;-^  endliche  und  eindeutige  Functionen 

dx^      oy^      oz^ 

von  Xy  y,  z  und  bestehen  für  sie  die  beiden  Gleichungen: 

aar*  ^  ay*  ^  dz^ 

d^v    ,    d^v    ,    a*»  . 

ä^  +  äF  +  a"?  =  -^"<'' 

erstere  für  einen  äusseren,  letztere  für  einen  in  der  Masse 
liegenden  Punkt,  der  sich  an  einer  Stelle  {xyz)  befindet, 
an  welcher  die  specifische  Masse  gleich  q  ist. 

Von  diesen  beiden  Gleichungen  wurde  die  erstere  von  La  place 
gegeben,  die  letztere,  welche  eine  Verallgemeinerung  der  ersteren  ist, 
indem  sie  für  einen  äusseren  Punkt,  für  welchen  der  mit  ihm  zusammen- 
fallende Massenpunkt  die  specifische  Masse  ^=0  besitzt,  mit  der  er- 
steren zusammenfällt,  rührt  von  Poisson  her. 

Drücken  wir  das  Massenelement  dm  ^=  qdt  durch  q  da  db  de  aus, 
80  ist: 


^^77"^^ '""'''''• 


Aus  r^=^  {a  —  xy  +  (6  —  vY  +  (^  —  ^T  ^olgt  aber  r  —  =  — -  (ö  —  x) 

und    andererseits   r  -r—  =  a  —  x\    daher  wird    -r—  =  —  -;r—   und    also 

da  dx  da 

1    dr         ^    dr       .    . 

weiter 2  ^~  =  --7  ^~  »   "•  **•  • 

r'  dx        r*  da 


r  \        r  / 


d'  — 

r 
dx  da 

Hierdurch  geht  aber  der  Ausdruck  für  —  über  in 

Denkt  man  sich  nun  über  dem  verschwindend  kleinen  Rechteck  dbdc 
senkrecht  zur  Ebene  der  yz  ein  unendlich  schmales  Parallelepiped  er- 
richtet, BO  ist  die  Integration  nach  a  auszudehnen  über  die  Masse,  welche 
dasselbe  aus  der  Gesammtmasse  herausschneidet.     Es  trete  (Fig.  235«) 
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die  Kante  des  Parallelepipeds,  deren  Punkte  die  Coordinaten  6,  c  babeO} 
bei  ü/j  in  die  Masse  ein,  bei  M^^  aus,  bei  M^  wieder  ein,  bei  M^  wieder 
aus  u.  8.  f.  und  seien  Tj,  Tj,  rg,  r^,  .  . .  die  Radienvectoren  Pifp  PM^ 

Fig:.  235. 


PM^y  .  . .,  welche  nacb  diesen  Punkten  hinfübreu,  sowie  ^|,  92»  ?)«  " 
die  Wertbe  von   q  in   denselben   und   a^,  «iji  ^3*  •  •  •   ^^^  Coordinaten* 
wertbe  a.     Nun  ist  allgemein: 


,.._-«  +  Ag., 


und  indem  man  dies  Integral  von  a^  bis  a^^  von  aj  bis  a^  u.  s.  f.  nimmt 
erbält  man: 


^2 


Q\ 


9a 


P3 


^da  =  —  ^  +  ^'-  —  ^  +  ^'  — 


r.« 


+ 


r     r    Ca 


'2  '1  '4  '3 

die  beiden  hier  angedeuteten  Integrationen  längs   der  mit  Masse  beleb- 
ten Kante  des  Parallelepipeds  geführt  gedacht.     Demnach  wird  jetxt: 


dv 


-fß'<^r 


94 


+ 


)+fß'"'fll> 


(^OC       e/  €/  \  ''1  ^2  '3  '  A 

Die  Elemente  der  Oberfläche^  der  Masse,  welche  das  Parallelepiped  bei 
ilf, ,  ^2)  '^3)  **'  ^riff^)  seien  nun  d$^^  d^j,  ds^y  ...  und  die  Winkel 
welche  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  der  Oberfläche  in  dieses 
Punkten  mit  der  x-Aie  bildet,  seien  «j,  «21  ^39  -•-  I^i^e  Winkel  nn^ 
der  Reihe  nach  abwechselnd  stumpf  und  spitz,  stumpf  bei  jedem  Ein* 
tritt  in  die  Masse,  spitz  beim  Austritt  aus  derselben  und  sind  also  cia  o.« 
cos  «3,  cos  cTj,  .  .  .  negativ,  cos  otj,  cos  a^^  , , .  positiv.  Nun  stellt  d^dc 
die  gemeinschaftliche  Projection  aller  Flächenelemente  d«|,  ^s,,...»*' 
die  yz -Ebene  dar  und  wird  also  erhalten,  indem  man  diese  Elemente 
mit  den  Cosinussen  ihrer  Neigung  gegen  die  yz- Ebene  maltiplicin 
Jedes  Element  bildet  aber  mit  dieser  Ebene  einen  Winkel,  wie  ^« 
Normale  mit  der  x-Axe  und  da  dbdc  den  absoluten  Werth  der  Pro- 
jection darstellt,  so  sind  die  Cosinusse  der  stampfen  Winkel  «  dtu^ 
die  Cosinusse  ihrer  spitzen  Nebenwinkel  zu  ersetzen.     Man  hat  daher 

dbdc  f^  —  ds^  cos  er j  =  -|-  cf^j  cos  cTj  =  —  ds^  cos  «3  =  +  ds^  cos «4  *= 
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dv 

nnd  wenn   man  in  dem  ersten   Integrale  von   -^—   anter  dem  Integral- 

zeichen  die  Multiplication,  mit  dbdc  ausführt  und  in  jedem  Bestandtlieile 
der  Samme  für  dieses  Elementarrechteck  seinen  Ausdruck  durch'  das 
dem  betreffenden  r  und  q  entsprechende  Flächenelement  ds  einführt, 
wodurch  man  erhält: 

—  cos  «j  •  —  d$^  —  cos  «2  •  — ^  dS2  —  cos  «3.-  — ^  ds^  —  •  ■  • 
^1  ^2  ^s 

80  igt  die  Bedeutung  des  Integrales  die,  dass  die  Summe  aller  Elemente 

cos  a '  ds    über  die    ganze   Oberfläche  hinweg  erstreckt,    gebildet 

r 

werden  solle.    Bezeichnen  wir  dies  Oberflächenintegral  mit 


-f 


cos  a '  ds 
r 


^-fl.,os..äs+J^'£ät, 


und   schreiben    in    dem    zweiten    Bestandtheile  yon   ^—   wieder  dl  für 

öx 

dadbdcy  so  kommt 

dx 

das  erste  Integral  über  die  Oberfläche  der  Masse,  das  zweite  über  die 
körperliche  Masqe  selbst  zu  erstrecken.  Diese  Gleichung  gilt  fdr  einen 
äusseren  Punkt,  wie  für  einen  inneren;  für  einen  inneren  Punkt  hat 
man  nun  wieder  die' Masse  einer  kleinen  Kugel  um  diesen  Punkt  herum 
auszuscheiden  und  den  Grenzwerth  zu  suchen,  welchem  sich  die  rechte 
Seite  nähert,  wenn  diese  Kugel  selbst  die  Null  zur  Grenze  hat.  Uebri- 
gens  setzt  die  Gleichung  voraus,  dass  q  durch  die  ganze  Masse  hindurch 

continnirHch  sei,  damit  r^  niemals  unbestimmt  werde. 

da 

Differentiiren  wir  jetzt  die  Gleichung  nach  x,  welcher  Operation 

nichts  im  Wege  steht,  da  r  blos  in  erster  Potenz  im  Nenner  vorkommt, 

nad  bilden   die  beiden   analogen  Gleichungen  für  -t—  und  -^,  so  er- 
bajten  wir: 

.-^J—^^cos.ds+J—^-dt 


dH  Cc  —  z  ^     ,    /'c  —  z    do 
J  — J3—  Q  cos  yds  +J—;x 


dt 


dt. 


Sz^  J       r»       ^--"A--    '  J      r^       de 

worin  a,  j9,  y  also  die  Bichtungswinkel  der  nach  aussen  gerichteten  Nor- 
male der  Oberfläche  der  Masse  bedeuten.  Die  Addition  dieser  drei 
Gleichungen  liefert  weiter: 
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,    d^v    .    d^v  Cfa  —  X  .    b  —  y        ^   ,   c  —  z        \p. 

+  e^+S? J  [—-cosa+—-cosß  +  —-cosrj^is 

,    Pfa  —  X   dq      ,&  —  y    dg  _.c  —  z   di^\  dt 

Zur  Interpretation  des  ersten  der  beiden  Integrale  rechts  dient  die  Be- 
merkung, dass  der  Cosinus  des  Winkels  0,  den  der  BadinsTeetor  r  mit 
der^  Normalen  der  Oberfläche  bildet, 

a  —  X  ,6  —  y         »    t     c  —  z 

cos  0  = cos  a  -| —  cos  p  -\ cos  y 

r  T  r 

ist  und  mithin   das  erste  Integral,   das   wir  mit  JV  bezeichnen  wolles. 

die  Bedeutung  hat: 

rcos  0 
N=J—^^Qds. 

Behufs  des  zweiten  Integrales,  dessen  Werth  mit  M  bezeichnet  werden 
möge,  differentiiren  wir  die  Gleichungen  für  die  Richtungscosinusse  in 
Badiusvectors  r,  nämlich: 

r  cos  g  =  a  —  o:,         r  cos  h  =  h  —  y,         r  cos  i  =  c  —  i 

so,  dass  blos  der  Radiusvector  r  und  a,  b^  c  als  veränderlich  gedaclr 
werden,  nicht  aber  seine  Richtung.     Dies  liefert: 

da  ^         db  ,       de 

^^'9=^.         cosh=-,         ^^«  =  ^7 

und  hiermit  wird: 

a  —  X  dQ    ^^b  —  y  dg  ^^  c  —  z  dg dg  da    ^^  dgdb    ^^  dg  de ^9 

r      da  r      db  r      de        da  dr  ^  dt  dr  ^^  de  er       tr* 

wodurch  M  übergeht  in 

dr     r^ 
Demnach  ist  jetzt: 

d^  +  dy^^d?---^-^^^ 

Jetzt  verwandeln  wir  das  dreifache  Integral  M  in  ein  doppelt«*«.  >^* 
Werth  fallt  verschieden  aus,  je  nachdem  der  Punkt  P{xyz)  der  ^*^ 
angehört  oder  ausserhalb  derselben  liegt.  Um  P  beschreiben  wir  *^• ' 
Kugelfläche  mit  dem  Radius  1  und  zugleich  durch  das  Oberdäcb' 
element  ds  einen  unendlich  schmalen  Kegel ;  derselbe  schneidet  am  ^^ 
Kugel  ein  sphärisches  Element  dv  heraus,  welches  den  korpedi^^^' 
Winkel  des  Kegels  mtsst.  Das  Volumenelement  wird  dann  di  «=»  r**  n 
und  mithin: 


»-/. 
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und  wenn  wir  nach  r  integriren  und  mit  ^,  ^|,  ^2)  -  *  -  ^^^  specifischen 
Massen  in  P  und  den  Punkten  bezeichnen,  in  welchen  der  Radiusvector 
die  Oberfläche  trifft  (Fig.  236.) : 

M  =J  (—  ^  +  ^1  —  P2  +  ^3 )  «^^. 

velcbes  Integral   über  die  Kugelfläche  oder  einen  Theil  derselben  aus- 
zudehnen ist,  je  nachdem  P  im  Innern  der  Masse  liegt  oder  nicht. 
Für  den   inneren  Punkt  erstreckt  sich  das  ^    „«^ 

Figr.  236. 

Integral  über  die  ganze  Kugelfläche.    Der  erste  — "Nft? 

Bestandtheil  f —  Q^dx  liefert  —  4  «9,  der  Rest  f      y^^^ 

fi9i  —  ^2  +  ^3  H )^^  ^äs8*  sic^   1®^<5^*  ^^^  lyfcL^^^^^^ 

das  Integral  N  reduciren.    Sind  nämlich  Tj,  r^,  a^^i^J 

Tg, . . .  die  Radienvectoren  für  die  Schnittpunkte   f  y^^'^^ 
mit  der  Oberfläche,  ds^^  ds^^  ds^y  ...  die  Flächen-    \Tp^^ 
elemente  und  <f  1 1  «^2  >  ^3 «  •  *  •  ^^^  Winkel,  welche 

die  Normale  daselbst  mit  dem  Radiusvector  bildet,  so  ist,  weil  Tj  ,  d$^y  a, 
dem  ersten  Austritt  aus  der  Oberfläche,  Tj,  cf^j,  tf,  dem  folgenden  Wieder- 
eintritt u.  8.  f.  entsprechen: 

r^^dx  =  ^  ds^  •  cos  a^ ,  r2^dr  =  —  ef^j  •  ^0^  <^2 »  ''3*''^  =  "H  ^^3 '  ^0*  <^3 1  •  •  • » 
indem  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projectionen  der  Flächen- 
eiemente  auf  die  mit  den  Radien  Tj  ,  r2 ,  Tj  ,  . . .  beschriebenen  Kugeln 
aosdrücken.     Hieraus  folgt: 

dst                       dSo  ds.y 

ar  =8  — ^  cos  <?i  = 1  cos  <?2  =  — |  co5  tfj  =  •  •  • 

^\  ^2         ,  ^3 

und  indem  man  diese  Werthe  einführt,  hat  man  die  Summe 

cos  0,  ^       ,         cos  <To   ,       ,         cos  (Jo   .       , 
9i  -72     *i  +  ^2  — T^  <'*2  +  9z  -~2     ^*3  H » 

'^l  ^^2  ^3 

welche  sich  auf  die  Richtung  ein   und  desselben  Radiusvectors  bezieht, 

JCOS  0 
— 2 —  ds  zu  bilden, 

welches  Integral  mit  N  übereinstimmt.  Es  ist  daher  für  einen  inneren 
Punkt: 

und  also  schliesslich: 

d^v        d^v        d^v 

QDter  Q  die  specifische  Masse  des  mit  P  zusammenfallenden  Massen- 
puüktes  verstanden. 

Für  einen  äusseren  Punkt  liefert  die  Integration  nach  r: 
Af  =J  (—  Pj  +  ^2  —  ^3  -f  ^^ )  dx 
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und   weil  jetzt    beim   ersten   Schnittpunkte    des  Badinsvecton  mit  der 
Oberfläche  ein  Eintritt  ins  Innere,  befm  zweiten  ein  Austritt  erfolgt  a.  s.  f., 

so  ist: 

ds*                    ,     ds^                        ds^ 
dt  «= 1  cos  <T,  =  -| 1  cos  ^2  = ^  CO«  (J,  =  •  •  • 

^i  ^2  ''» 

und  hiermit  erhält  man  fUr  M  folgendes,  ebenfalls  über  die  ganie  OW 
fläche  auszudehnende  Integral 


-/- 


_  cos  0 


und  hiermit:  ^    .    ^    .    ^  _  n   * 

Der  Beweis  des  Satzes  setzte  zwar  voraus,  dass  die  specifische 
Masse  an  keiner  Stelle  sich  sprungweise  ändere,  indessen  lisst  ndi 
diese  Beschränkung  hinwegräumen,  sodass  der  Satz  auch  dann  noca 
Gültigkeit  behält,  wenn  die  specifische  Masse  Discontinuitäten  leigt 
Es  sei  die  Masse  längs  einer  Fläche  discontinuirlich.  Auf  einen  &us«- 
ren  Punkt  hat  dies  keinen  EinflusS;  da  man  mit  Hülfe  dieser  Flick 
die  Masse  in  zwei  Theile  zerlegen  kann,  sodass  in  jedem  die  tpcö- 
fische  Masse  continuirlich  ist,  also  für  jeden  Theil  das  Potential  de? 
Laplac ersehen  Gleichung  genügt,  mithin  auch  das  Gr^sammtpotentul 
welches  die  Summe  der  Potentiale  beider  Theile  ist,  ihr  gleichfalls  ge- 
nügt. Aehnliches  gilt,  wenn  die  specifische  Masse  längs  uner  Linie 
oder  in  einzelnen  Punkten  discontinuirlich  wird,  indem  man  diese  Gf- 
bilde  als  GrenzfUlle  von  Flächen  ansehen  kann.  Für  einen  isDem 
Punkt,  der  aber  nicht  an  einer  Disco ntinuitätsstelle  liegen  darf,  kana 
man  die  Po isso nasche  Gleichung  dadurch  beweisen,  dass  man  um  dea 
Punkt  einen  Baum  abgrenzt,  innerhalb  welches  die  speciGieke  Mas^ 
durchaus  continnirlich  ist.  Das  Potential  für  diesen  Raum  sei  t\  das 
Potential  für  den  übrigen  Baum,  für  welchen  der  Punkt  ein  inisenr 
ist,  v\  dann  ist  das  Gesammtpotential  vt^V'\'v'.  Nach  dem  Vor 
stehenden  ist  aber 

mithin  wenn  man  beide  Gleichungen  addirt: 

r-' 

Liegt  der  Punkt  aber  an   einer   Scheidestelle,   so  haben   daftelhst  -    • 

TT^ ,   77-^   doppelte  Werthe  und  lassen  acht  verschiedene  Combinati  t.  -^ 

ay '      oz'^ 

zu,  sodass  in  Folge  dessen  die  Summe  ,r-s  +  ;r-5  +  r-=  achtwetthig  *- - 

cx^      dy*      dz' 
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§.  9.     Die  Bedingungen,   dass   die  Function   v  und  ihre 
Derivirten  der  ersten  Ordnung  endliche  und  continuirliche 

Functionen  von  x,  y,  z  und  dass  xv^  yv,  zv\   a:' ^— ,   y   o  »   *  o 

ox         oy        oz 

an  feste  Grenzen  gebunden  sind,  die  sie  nicht  üjberschrei- 
ten  dürfen,  dass  ferner  die  zweiten  Derivirten,  abgesehen 
von  Discontinuitäten  längs  Flächen^  Linien  oder  in  ein- 
zelnen Punkten,  bestimmte  eindeutige  Werthe  haben  und  v 
der  partiellen  Differentialgleich^ung 

■   ä^  +  v"^»?^ ^^ 

genügt,  sind  für  das  Potential  charakteristisch,  sodass  es 
keine  zweite  Function  derselben  Eigenschaften  gibt  und 
die  Fanction,  die  ihnen  genügt,  ist  daher  das  Potential. 

Dieser, Satz,  welcher  von  Dirichlet  herrührt  (Ci^elle's  Journal, 
Bd.  32,  S.  80)  ergibt  sich  folgendermassen.  Gesetzt,  es  seien  v  und  v 
zwei  Functionen,  welche  den  Bedingungen  genügen  und  v  —  v  =  ti; 
man  kann  zeigen,  dass  u  constant  und  gleich  Null  ist.  Zunächst  ist  klar, 
dass  dann  auch  u  den  beiden  ersten  Bedingungen  genügt,  während  aus 

für  u  die  Differentialgleichung  folgt: 

[ntegriren  wir  den  Ausdruck  zur  Linken,  mit  u  multiplicirt ,  über  den 
Kanm  eines  um  den  Coordinatenursprung  als  Mittelpunkt  beschriebenen 
V^örfels,  dessen  Kanten  die  Länge  2  a  und  die  Richtung  der  Axen  haben, 
^  sind  die  Discontinuitäten,  da  sie  nicht  durch  einen  körperlichen  Kaum 
hindurch,  sondern  höchstens  auf  Flächen  stattfinden,  ohne  Einfluss  auf 
iiese  dreifache  Integration  und  ist 

rTr  f^^^ .  ^'" .  ^M .  . . 

—  a 

^nn  ist  aber  vermöge  der  partiellen  Integration: 


/'S— («g)-/fe;* 


—  a    -« 
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nnd  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  and  nachher  nocb 
zweimal  zwischen  den  Grenzen  —  a^  -{-  a  integrirt,  vermöge  der  Tori^n 
Relation : 

—  a 


—  a 


Vermöge  der  Bedingungen  för  &  und  v   hinsichtlich  der  Grenzec. 

unter  welchen  xvy  xv\  ...  hleiben,  folgt,  dass  auch  a:ti  <  X,  also  m  <  - 

du 
bleibt,   wo  1  eine  bestimmte  Constante  ist;  ebenso  ist  ^^  ^-  <C  f^t  ^^^ 

'  -  <  -^  und  folglich 

ex        xr  ^a 


M  —  <  -j     und 

ox       xr 


{« ai)  <"  ;^' 


wo  X  ebenfalft  ein  bestimmter  constanter  Werth  ist.     Daher  wird 


fj{"!0''''<ifß'''^  '•'• 


—  a 

und  mithin  bleibt 


—  a 


—  a 

Da  diyi  Integral  links  positiv  ist  und  die  Grenze  rechts  ftir  a  s=  sc  Tfr 
schwindet,  so  folgt,   dass  sein  Werth  Null  ist  und  hiermit  weiter,  d»» 

^    »   :::—  I    A~    sämmtlich  verschwinden,  d.  h.  dass  u  constant  ist.    IHt^^r 

ex      ey      dz 

Werth   kann   aber   nur  Null   sein ,    denn   es   ist  auch   f&r   o:  ss  3o  ftr** 
XU  <  X, 

§.  10.    Als  Beispiel  znm  vorigen  §.  wollen  wir  das  Potential  einer  sf)  • 
risclien  Schicht  bestimmen,   wenn  die  specifische  Masse  auf  conc: 
trischen   Kugelflächen  constant  ist  und  nnr  mit  dem  Abstände  t* 
Mittelpunkte  variirt. 

Vermöge  der  voraasgcsetsten  MassenTortbeilang  and  der  geometriadieB  Natr* 
der  Kugclfläche   ist  das  Potential  blos  eine  Function  des  Abstaades  m  des  axj^ 
zogenen  Punktes  P{a;yz)  vom  Mittelpunkte.    Wir  können  daher  die  Gleici  .*: 

dx*  "*■  äfir«"*"  dz*  *"   "'      ^^ 
so  transformiren,  dass  sie  blos  Derivirte  von  «  nach  t  enthalt.     Es  Ist  n&mtick 
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dv^        dv     ds^         d^       d^  (da^x    dv  d^ 
dx^  da  '  dx'        dx* '^  da*  \dx/  "^  d»  öa:* 

dv         dv     da  dh 


dy        ds     dy^        dy 


*^  d^  \dyf  "^  ds  dy^ 

du  dv      ds^  d'v dh  /^^Y  t    ^  ^        • 

d^'^ds'dz'       W  di^  ^äz  /  "^  ds  dt* 

und  hierzo  liefert  die  Gleichnng  **  ==  a;*  +  y*  +  **• 

ds  ds  ds 

dx  dy       ^  dz 


and  durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  vorigen  Gleichungen  bildet  man 

leicht: 

dx'         ^ 

dv 


»     a«»     a^     «Po  T/ds>^,  /^\' I  /^n 


Demnach  geht  die  Laplace-Poisson'sche  partielle  Differentialgleichung  über  in 
die  folgende  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  zwei  Varia- 
bein V,  <: 

cPv    .     2  dv 

ds*  s  ds  ^ 

Pur  einen  der  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  ist  9  =>  0,  mithin  die  Differen- 
tialgleichung 

d»o    ,     2^dv  _ 

Setzt  man  für  einen  ausser  der  Masse  liegenden  Punkt  —  :=  u,  so  nimmt 

sie  die  Gestalt  an : 

du,    2  «.,         du    .    ^  ds 

—  J li  =3  0    oder ^  2  —  =  0, 

ds        s  u     *        s 

voraas  tca'  s»  a  folgt,  unter  u  eine  willkürliche  Constante  verstanden.     Hiermit 

at  weiter  it  ==.  -—  =»  — -,   also    0  == [-  ßi    wobei   für   das   willkürliche   —  a 

ds        «•  «     '    "^ 

riederam  a  geschrieben  ist.  Der  Punkt  kann  nun  entweder  im  inneren  Hohl- 
raome  der  Schicht  oder  im  Aussenraume  liegen,  wenn  er  der  Masse  nicht  ange- 
liöreo  soll.  Für  den  inneren  Hohlraum  muss  a  &»  0  sein,  weil  sonst  das  Poten- 
tial im  Mittelpunkte  der  Schicht  (für  a  =>  0)  unendlich  werden  könnte,  was  offenbar 
2n2Qlässig  ist.  Daher  ist  v  =»  ^,  also  constant,  die  Differentialquotienten  von  v 
>ind  Kuli  und  die  Schicht  übt  auf  den  Punkt  keine  Wirkung  aus.  Um  die  Con- 
^Unte  ^  zu  finden,  kann  man  v  für  den  Mittelpunkt  direct  bilden.  Es  ist,  wenn 
die  Entfernung  des  Massenelementcs  dm  von  diesem  Punkte  bedeutet, 

dm  s"  (ff^dadr 

^r  d6  als  Element  des  Körperwinkels  und  folglich 

b 


4 


n  j  Qrdr  =  ßf 


»eon  a  und  b   den  inneren  und  äusseren  Radius  der  Schicht  bedeuten.    Für  die 
i^aokte  des  Anssenraomcs  ist  ^  ==  0,  weil  v  für  a  s»  00  verschwinden  muss.    Es 
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bleibt  demnach  v  =»  —  und  da  sv  sich  für  wachsende  s  der  Masse  Jf  alt  Grenie 

«     M 

nähert  (§.  7.)»  so  mnss  a  ==»  M  sein.     Demnach  ist  v  =»  — ,  wo 

b 
An  i  ifi^dr. 


il/  =-  4  Ä  /^ 


Die  Derivirtcn  von  s  nach  Xy  y,  z  sind:    , 

du  M     X          dv             ^     y 

dx  8^      8  '       dy             «*      « 
und  folglich: 


1 


az  "" 

Bfl  Mz, 

Die  Schicht  zieht  einen  Punkt  des  Aussenraumes  so  an,  als  ob  ihre  Mssm  ia 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  ist  die  Differentialgleichon^: 

dhf   ,    2  dv 
ds*        g  dt 

Sie  geht,  wenn  man  sie  mit  s*  multiplicirt,  über  in 

und  liefert  also,  wenn  man  von  9  =»  a  an  integrirt,  für  welchen  Werth  »  »»  ^. 

1        dv        «.  .  ^ 
also  ^—  =■  0  ist: 

08 


^^^-.nß^ä. 


Hierin  bedentet,  da  p  mit  s  variirt,  die  rechte  Seite,  abgesehen  Tom  Zeiehea,  äi: 
Masse  einer  Schicht,  welche  su  Radien  a  und  $  besitxt,  deren  änasere  Qieiuflicbf 

also  darch  den  angezogenen  Punkt  geht.    Ist  ihre  Masse  Ar ,  so  wird  ^  ^  "T  * 

d.  h.  eine  durch  den  angesogenen  Punkt  concentrisch  aar  Schicht  gelegte  Kn$tV 
fläche  theilt  dieselbe  in  zwei  Schichten,  von  denen  die  änssare  nicht  aaf  itt 
Punkt  wirkt,  während  die  Wirkung  der  inneren  dieselbe  ist,  als  ob  Que  Hssm 
im  Mittelpunkte  concentrirt  wäre.  Dies  harmonirt  mit  der  vorigen  Untersactaf, 
indem  für  die  erstere  Schicht  der  Punkt  ihrem  inneren  Hohlraame  aagehSil 

Für  constante  specifische  Masse  wird  für  einen  Punkt  in  dar  Maate 

dv  . 

da  M'e^  ^nqt^  ist.    Integrirt  man  und  berücksichtigt,  dass  für  t  ■■  «  das  Potn- 

tial  9  B-  |3  »  2flrp  (6*  —  a*]  wird,  so  kommt  v  »-  2»e(^  —  «*)  —  }«««**    ^^ 

},t 0* 

einen  Punkt  des  Aussenraumes  ist  v  »i  i^p 

•  t 

Für  eine  homogene  Vollkugel  sind  diese  Formeln  wegen  a  *  0  eiafscka. 

nämlich: 

V  «=■  2ffp6*  —  firp«*,       ü  ■■  f »(  —  • 
Die  Constantenbestimmung  bei  den  Integrationen  gründete  sich  darauf,  4aM  t  coe- 
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tioairlich  für  alle  Pankte  des  Raumes  bleibt,  anch  wenn  der  Pankt  dnrch  die 
Oberflächen  hindurchgeht.    In  dem  Falle  einer  homogenen  Vollkugel  hat  man 

l' =  —  JflT^ffiy,        Z  =  -- ^ngsiiz 

4 

für  den  inneren  Punkt  und 

Ifix  bhf  b^z 

für  den  äusseren  Punkt.     Auf  der  Oberfläche  fallen  beiderlei  Werthe  zusammen. 
Die  zweiten  Derivirten  von  v  sind  im  ersten  Falle 

im  letzten  o»  m 

dh  b' 

g^  =  iirp^(3z«-*«)i 

auf  der  Oberfläche  fallen  dieselben  nicht  zusammen,  sondern  sind  um 

fjfjt  f*t  y( 

4«9-^,         4«p^,         4«9^ 

^v         ^        ^ 
Ton  einander  verschieden.     Daher  hat  «^  +  ^  +  ^  an  der  Oberfläche  acht 

Terschiedene  Werthe. 

§.  11.  Man  hat  für  die  Laplace-Poisson'sche  Gleichung  ver- 
schiedene Beweise  gegeben.  Für  der  Masse  nicht  angehörige  Punkte 
folgt  sie  unmittelbar,  indem  man  aus  r^  =  (a  —  x)'^  +  (^  —  yY  +  (^  —  ^Y 
die  Derivirten 

und  hiermit 

r 

dx 

r 


1    ^r 

coj  a 

r*  3x 

r*    ' 

1  av 

,     2/2'- 

+  V^(S)-ld-^+^<^'>^9), 


sowie  die  analogen,  auf  die  Axen  der  y  und  z  bezüglichen  bildet  und 
bei  der  Darstellung  des  Ausdrucks  für  die  Summe  der  zweiten  Derivir- 
ten verwerthet.     Man  erhält: 


dx^  "^  äy2        ^  "" 


==/ ^  [—3  +  3  (so$^  g  +  cos"^  h  +  cos^  0]  =  0. 
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Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  legt  man  nm  diesen  eine  kleine 
Kugel  und  setzt  das  Potential  v  der  Gesammtmasse  aus  dem  Potentiale 
V  der  ausserhalb  dieser  Kugel  liegenden  Masse  und  dem  Potentiale  r" 
der  Kugelmasse  zusammen,  nämlich  v  =  v-\-  v\    Für  die  erster«  Muse 

gilt  die  bereits   aufgestellte  La  place  *sche  Gleichung  ^-y  +  •  "'^O, 

weil  der  Punkt  in  der  Masse  nicht  liegt;  für  die  zweite  erhält  man  das 
Potential  nach  §.  10.,  da  die  specifische  Masse,  wenn  die  Kugel  sieb 
der  Grenze  Null   nähert,  von  constanter  specifischer  Masse  ^  angenom- 

men  werden   kann  und  hierfür  weiter   -^-^  -{-•••=  —  Ang.     Beide 

Gleichungen  zusammen  liefern  r-^  +  ^-y  +  ^  ==  —  4  jr^. 

Ist  das  Potential  v  als  Eauction  von  x,  y^  z  bekannt,  ohne  das» 
die  Massenvertheilung ,  d.  h.  die  specüische  Masse  q  als  Function  des 
Ortes  gegeben  ist,  so  liefert  die  Poisson'sche  Gleichung  dieselbe, 
nämlich : 

Der  in  §.  9.  gegebene  Beweis  rührt  bis  auf  kleine  formelle  Vencbiedfa 
heiten  von  Gauss  her  (Allgemeine  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkebrirB 
Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung  wirkenden  Ansiehnngs-  and  AbatossuBf» 
kräfte.  Leipzig  1840,  oder  Resaltate  der  magnetischen  Beobachtungen  für  l!<^'% 
oder  Liouville,  Journal  de  math^m.,  T.  VII).  Andere  Beweise  gaben  Wein- 
garten (Crelle's  Journal,  Bd.  49,  S.  367)  mit  HUlfe  der  FourieVschen  Hoppe'- 
integrale  und  ganz  neuerdings  Kronecker  (Grell  e's  Jonmal,  Bd.  70.  6.^ 
auf  einer  Grundlage  von  ausserordentlicher  Allgemeinheit. 

§.  12.  Von  besonderer  Bedeutung  für  die  Attractionstheorie  ist  das  Problez 
der  Attraction  des  homogenen  oder  concentrisch  geschichteten  EUipsoids,  «el 
ches  seit  Newton  Gegenstand  der  tiefsten  Studien  der  heryorrageodsten  Vatlii 
matiker  geworden  ist.  Wir  werden  zunächst  das  Potential  eines  homogc&tK 
Ellipsoids,  sowie  die  daraus  folgenden  Attractionscoroponenten  nach  Birichlet  > 
Methode  entwickeln  und  später  eine  synthetische  Lösung  dieser  Aufgabe  für  <1«^ 
concentrisoh  geschichtete  Ellipsoid  von  Chasles  geben.  Dirichlet's  Hetho«!« 
gründet  sich  auf  die  Theorie  des  von  ihm  entdeckten  Discontinttitfttsfactors  «i^' 
vielfachen  Integrale  und  findet  sich  in  den  Abhandlungen  der  kömgL  AkaJfvif 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  aus  dem  Jahre  1839,  erschienen  1841,  8.  (1  ^r 
mathcm.  Abhandlungen  (Ueber  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  rielfscbr 
Integrale  von  Lejeune  Dirichlet,  vorgel.  am  14.  Febr.  1889)  nebat  weitete 
Ausführungen  in  Grelle 's  Journal  Bd.  82,  8.  88  (Sur  am  moyen  gem^rml  de  fei  i;^ 
l'expression  potential  relaiif  ä  une  nuuse  gueleongue^  homoghte  oai  Merog^).  Vrt 
auch  Schlömilch,  analytische  Studien,  Leipzig  1848,  1.  Abth.,  8.  Ii6, 

Der  Ausdruck 


r  r  Cdadbdc 

'JJJ-^ 


6« 


ist  das  Potential  des  homogen  gedachten  Ellipsoids  T'i'Ät^^  aBlin  Bei:: 
auf  den  Punkt  (»ryi),   für  welchen  r*  «■  («  —  x)*  +  (6  —  y)*  +  (<•  —  2)*  »<•  *"' 
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das  dreifache  Integral  über  alle  Elemente  da  db  de  des  von  der  Fläche  umschloa« 
teoen  Raomes  erstreckt  wird.  Die  Aosführang  dieser  Integration  findet  aber 
darin  bedeutende  Schwierigkeiten,  dass  die  Grenzen  derselben  von  der  Integra- 
tioDSordiinng  abhilngig  und  veränderlich  sind.  Um  diesem  missliohen  Umstände 
vorzubeugen  und  die  Grenzen  auf  constante  Werthe  zu  bringen,  multiplicirt  man 
onter  dem  dreifachen  Integralzeichen  mit  einem  Factor  /*(a,  b,  c],  dessen  Werth 
in  jedem  im  Innern  und  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  gelegenen  anziehenden 
Ponkte  {abc)  gleich  1,  in  jedem  Punkte  des  nicht  mit  Masse  erfüllten  Aussen- 
raames  aber  gleich  Null  ist.   Durch  Zufugung  dieses  Factors  werden  die  Elemente 

des  Integrales,  welche  der  anziehenden  Masse  zngehören,  nicht  geändert, 

r 

während  solche  Elemente,  welche  Punkten  des  Aussenraumes  entsprechen,  un- 
bedenklich zvgefögt  werden  können,  da  der  Factor  f  (<i,  6,  c)  sie  annullirt.  Fügen 
wir  siesn,  so  können  die  Grenzen  des  Integrales  von  —  ao  bis  oo  ausgedehnt 
werden  and  wird 

00         QO  OD 


'ffß 


r 

—  00   — oo    — 00 

Es  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  einen  solchen  Factor  /*(£!,  b,  c),  dem 
Diriehlet  den  Namen  eines  Discontinuitätsfactors  gegeben  hat,  zu  finden. 
Die  Theorie  der  Fourie  raschen  Doppel  integrale  liefert  solche  Factoren  von  be- 
liebiger Menge  and  Beschaffenheit;  für  unseren  Zweck  genügt  es,  den  einfachsten 
ZQ  wählen,  welcher  zur  Zeit,  als  Diriehlet  seine  Methode  zuerst  entwickelte, 
zagleich  der  einzig  bekannte  gewesen  zu  sein  scheint.    Es  ist 

2    PHntp 

^  j—^L  cosofp'dfpy 

u 
Ks  wird  dieser  Ausdruck  für  alle  Werthe  von  a  <^  1  selbst  gleich  1,  für  Werthe 

(T  >  1  aber  Null.     Man  gelangt  zu  diesem  Integrale  leicht  auf  folgende  Weise. 

Es  ist,  wie  leicht  gezeigt  wird: 


00 


«»^  ^^-  « 


0 


Das  etwas  allgemeinere  Integral 

OD  OD 


Jü^.^-/-i^.(.^) 


^eht,  wenn  «  positiv  ist,  durch  die  Substitution  x*^  ^s  '^'  in 


OD 

/tin 


sin  fb     ,  n 

—  dip  — 


^  ^  2 

0 
für  negative  %  aber,  wenn  man  x'^  =»  —  ip'  setzt,  in 

00 

»inttf    .   ,  «r 

-^r-d«  =  - Y 


-/■ 


0 

&ber  und  verschwindet  für  x  =s  0.    Man  hat  daher 

OB 


/sin  T/Lip 

0 

44* 
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je  nachdem  x  positiv.  Null  oder  negativ   ist.     Nun  hat  man  weiter  vermöge  der 
Formel  2sinm'ip  eas  n*^  ss»  gin  (m  •{-  n) '^  -i-  nn  (m  —  n)ip  die  Gleichung: 

00  OS  (K> 

2   rsin  m^  cos  n^         ^  rsin  (w  +  n)  ^  ,    /'itw  (»  —  it)  » 

0     .  0  0 

Sind  nun  m  und  n  positiv  und  ist  m  ^  n ,  so  ist  m  —  n  positiv  and  hat  jedes  der 

Integrale  rechts  den  Werth  — ,  ist  aber  m^^n^  so  ist  die  rechte  Seite  ~    ^o. 
för  in  <  n  aber  ist  sie  —  —  —  ^  0.    Demnach  hat 


Z_     £|^ 


0 


=  n  oder  also  —  ^1 


die  Werthe  -zr .  -p  ,  0,  je  nachdem  m  =  n  oder  also  —  ^1  ist.    Setat  man  non 
2       4  <  w  > 

noch  m'^  =»  9  und  —  =  tf,  so  folgt,  dass 

in 


OD 

2 

"""^    CO«  09  *  ^9  =B  1,   4>  ^> 


OD 

"IT" 


0 

je  nachdem  tf  ^  1.     Für   unser  Problem  ist   nun  für  alle  dem  Ellipcoid   aa^ 
hörigen  Punkte 

«*      ß*      y*  —    ' 

für  alle  Punkte  ausserhalb  desselben  aber  wird  dies  Trinom  >•  1.    Setaea  wir  alsu 


SO  stellt,  da  das  dem  Werthe  tf  sb  i  entsprechende  Element  ,des  Integrales  im  Qt 
sammtwerthe  nur  einen  verschwindenden  Einfluss  hat, 


/-^.««  (J  +  ^' +  ^  v  •  rf» 


einen  Discontinnitätsfactor  unsers  Problems  dar  und  wird  v  nach  ümkehniAt:  Jer 
Integrationsordnung : 

0  —OD  —OD   — 00 

(7<0I 

Nun  ist  cos  atp  die  reelle  Parthie  von  e       om  cos  Oip  +  i  sin  91p,     DiJfecr 


die  reelle  Parthie  des  folgenden  Ausdrucks  «t  sein,  den  wir,  als  den 
quemer  zu  behandelnden,  weiter  verfolgen  wollen  und  ans  welchen  wir  Mit 
tigkeit  jeden  Augenblick  den  Werth  von  «  wieder  herauslesen  konnwi,   BlMKch 

OD  QC  OD  CO 

^    ^  2p  j     sintp    I      I      r\h'^f^^)^daäbdc 

0  — 00    — OD    —00 

Um  dies  Integral  an  andere  bekannte  Formen  aus  der  Theoria  d«r  besläaatr« 
Integrale  anlehnen  su  können,  empfiehlt  es  sich,  den  Nenner  r  in  4ca  £xpMiri 
ton  zu  bringen.     Dies  gelingt   mit  Hülfe  der  bereits  von  Eoler  •ntfrtmad^ntB 
Gleichung: 
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/ 


drp  «»  —  e 


Entnimmt  man  aus  ihr  den  Werth  für  —  und  führt  ihn  in  den  Ausdruck  für  v, 

r  ■ 

ein,  80  kommt: 

OB       00  OB       00       00. 


dadbde. 


0        0  — OD— OD OD 

lodern  man  nnn  für  r*  seinen  Werth 

{a  —  «)«+  (Ä  —  y)«  +  (ü—  z)»«  a:«+  y*4-  «*—  2  a»  —  2Äy  —  2cr  +  fl«+  6«  +  c» 

einsetst,  zerfällt  das  innere  dreifache  Integral  in  drei  Factoren 

OB 


(?,  =»J«  da, 


—  00 

00 


e,-/:[(^+l>-'**]'.*. 


00 

00 


Q,  =-J  e  ^  de. 


—  00 


and  den  weiteren  Factor  c  ,  welcher  sich  vorschiebt,  sodass  man  hat 


OD       OD 


iif^^CC- 


-y-'  // 

tpY^ 

c 

V*J/yVx 

u<^  u^  • 

Nach 

einer  bekannten  Formel  hat  man 

aber 

00 
—  OD 

2ku)i 

-/^ 

mit  Hülfe  derselben  findet  man: 

1 

00 

v*«^  ,. 

/^K'+ü)-- 

-  S  xifft 

■•'. 

»^,*"' 

v  +  J. 

0,-J. 

^—  an 

1 

da  = 

/♦+f 

« 

V^y» 

1 

V»**» 

und  indem  man  diese  Werthe  in  Ot  einsetzt,  ergibt  sich 
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worin  abkürzend 

gesetzt  ist.     Zar  weiteren  Vereinfachung  führe  man  die  Snbstitation  -     sf  ein, 

sodass  an  die  Stelle  von  ip  die  Variabele  s  tritt,  wodurch  die  Grenzen  für  s  ^lelc^ 
OD  und  0  werden,  ip^ofür  wir  mit  Aendemng  des  Zeichens  wieder  0  and  oo  schrei- 
ben.   So  ergibt  sich 

00       00  Sai  - 

0       0  r  r 

Nach  Umkehrung  der  lotegrationsordnung  nimmt  0|  die  Gestalt  an: 

OQ  OD 

{ni 


»i  =  2pc' 


r»     /^ & /•  »in  y      ^f« 


0  »*  •        0 


Der  reelle  Bestandtheil  hiervon  ist  o;  derselbe  wird  vermöge 

k^^  11-1 


erhalten  als 


S9i 

c  ^    =  CO«  Stp  +  *  **'«  ^^9 


0  '^ 


00  OD 


wo  / 

gesetzt  ist.  f  **  f  i 

Die  Ausführung   der   inneren  Integration  wollen  wir  aaf  indirectea  Wecf 

bewerkstelligen,  indem  wir  zunächst  ö~»   öTi   ;w  bilden  und  aus  diesen  Gr^f»«^ 

ox     ay     o*^ 

hierauf  v  zusammensetzen.     Die   Grösse  S  allein    enthält  nun   die  CooidiaAt«- 

dS  2x 

Xf'yi  z  des  angezogenen  Punktes  und  da  5-«-  »a  ^ — - — ,  so  ergibt  sieh: 

OX  tr  -p  s 

OD  OD 

0  0 

und  zwei  ähnliehe  Formeln  finden  sich   für  die  anderen  Derivirten  von  9  ««cL  . 

und  2.    Nun  ist  aber  der  Discontinuitätsfactor 


00 
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am  daher  den  Besoltaten  eine  definitive  Form  zu  geben,  werden  wir  die  weitere 
Untersncbang  spalten  und  unterscheiden,  ob  der  afficirte  Punkt  im  inneren  oder 
im  Soflseren  Räume  liegt. 

Für  einen  inneren  Punkt  ist  -r  +  "Is-  H r  <  1»  mithin  auch 

a^         P        y^ 

^     4-     y'     -I-     ^'     <r  1 

d.  h.  S  <^  1^  weil  s  nur  positive  Werthe  im  Integrale  annimmt.  Daher  werden 
for  innere  Punkte: 


dv 

=  —  znQx 

0 


OD 

r     dt 

J  («» +  *)o 


CO 


0 

00 


dz  "^  J  {y^  +  s)D 

0 

Hiermit  erhält  man  die  Componenten  X,  V,  Z  der  Attraction,  indem  man  diese 
Grössen  mit  giLS  multiplicirt.  Es  sind  dieselben  mithin  den  Coordinaten  o;,  y,  z 
proportionaL 

Für  einen  Süsseren  Punkt  i»t  -j  +  ^  -4 — i  >  1.    Nun  ist  dieser  Ausdruck 

«*        p*        y* 

der  Werth,   den  5  für  «  =b  o  annimmt  und  da  S  um  so  kleiner  wird,  je  grösser 

t  wird  und  für  «  s»  oo   verschwindet  (vorausgesetzt,  dass  x,  y,  z  endlich  sind) ,  so 

folgt,  dass  es  einen  positiven  Werth  $  =»  a  gibt,  aber  auch  nur  einen,  für  welchen 

5=1  wird.    Es  hat  demnach  die  Gleichung 


eine  positive  Wurzel  und  sie  scheidet  die  Werthe  «  <  cf,  für  welche  5  >  1  wird, 

Ton  den  Werthen  *  >  u,  für  welche  5  <  1  wird.     Die  Werthe  «  <  ö  kommen 

dv 
bei  dem  obigen  Integrale  für  ^  nicht  in  Betracht,  weil- für  sie  wegen  5>>  1  der 

Oiscontinuitätsfactor  verschwindet,  es  ist  die  Integration  nach  s  vielmehr  blos 
ober  alle  9  von  a  bis  od  zu  erstrecken,  wobei  wegen  S  <^  1  dieser  Factor  }  » 
betragt.    Demnach  erhält  man  für  einen  äusseren  Punkt: 


OD 

a 

OD 

/•        ds 


a 

OD 


a 

dv         ^        r     d8 

di^-^'^'^JW+WD' 

a 

Um  nun  das  Potential  v  selbst  aus  seiner  Derivirten  zu  bilden,  haben  wir  zufolge 
des  Satzes 

,  dv  \    dv  ,     \    dv 
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für  einen  inneren  Punkt: 


OD 

dv  = 


^/2xdx     ,      2ydy     ,      2z<fx  \  dM 

"■        *y   Va«  +  Ä  "^  (J«  +  «  "^  y*  +  «/  /> 


0 

und  mithin 


0 

und  ähnlich  für  einen  äusseren  Punkt: 


OD 


a 

Für  Punkte  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  ~8  ~1~  ^  4"    t   ^^  ^  müssen  ht\it 

p  # 

Ausdrücke  für  v  zusammenfallen.     Nun   ist  für  diesen  Fall  «  =»  0,  wie  die  V^r 

gleichung  der  Gleichung   des  Ellipsoids  mit  der  Gleichung,    welcher  •  geoü^t 

muss,  lehrt    Daher  sind  in  dem  zweiten  Ausdruck  für  o  hierfür  die  Integntino^ 

grenzen  dieselben,  wie  im  ersten  und  da  x,  y,  z  in  beiden  dieselben  Wertke  habes, 

so  folgt,  dass  auch   die  Constanten  C  und  C   dieselben  Werthe   haben  mosMt 

Es  genügt  daher,  (f  zu  bestimmen.     Hierzu  dient  die  Eigenschaft  des  Potentulv 

dass  es   im  Unendlichen   verschwindet.     Nun   wird    für  «ssysaiss«   ai.i 

(j  SB  OD   und.  werden  die  untere  und  obere  Grenze  des  Integrales  für  v  unendlicl 

gross.    Das  ganze  Integral  reducirt  sich  daher  auf  ein  einziges  Element,  wel^r  -^ 

verschwinden  muss.     Dasselbe  hat  vermöge  der  Gleichung,  welche  tf  bestimc: 

den  Factor  (f — 1,  dessen  Werth  allein  von  den  unendlich  gross  werdenden  x^- • 

abhängt  und  der  mithin  das  Verschwinden  herbeiführen   muss.     Aus  (f  —  1  —  '' 

folgt   aber  (f  s=  l.     Demnach  ist  der  Werth   des  Potentials  des  Ellipsoids  c- 

funden;   er  ist: 

_        /y. ^ _y*  _  2«    \  dM 

"  ~"  "j  ^  a«  +  »         P  +  s        y^  +  J  D  ' 

0 

oder 


/'/  «•  y»  z*     \  dt 


je  nachdem  der  Punkt  im  Innern  der  Masse  oder  im  Aussenraume  liegt  uodw^^* 

a  die  positive  Wurzel  der  Gleichung  -f-j^ h  5i~V —  H — rX —  ""  *  '*'' 

Um  jeden  Anstoss  zu  vermeiden,  welchen  diese  Bestimmung  der  CobsUdi  :. 
veranlassen  könnte,   wollen  wir  a  posteriori  die  für  v  gefundenen  Ausdrücke  =• 
Hülfe  der  Laplace-Poisson'schen  Gleichung  und  der  übrigen,   §.  9.  angti'-'-' 
ten,  das  Potential  unzweideutig  definirenden  Bedingungen  verificireu. 

Zunächst  liefert  die  Differentiation  der  Gleichung 


a*  +  a   *    P  +  a    '    y*  +  tf 

die  Grössen  7<-  ,    w-  ,   ^-  ,   nämlich : 

dx      cy      dz 

d<f        _2x  da  2y  /  ^?  4.       ^' 

dx^a*  +  fi'  dy'^J^  +  n'  dz  ^  y^  +  i' 


(a«  +  (F)«  +  (P«  +  0)«  +  (y«  +  «)•  * 
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Die  Differentiation  des  Potentials  v  für  den  inneren  Punkt  gibt  unmittelbar  den 
Werth: 


dl 

0 

während  die  für  den  äusseren  Punkt,  weil  auch  c  veränderlich  ist,  liefert: 

a  a 

Nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Differentiation  bestimmter  Integrale  ist  aber 
allgemein: 

a 
Daher  wird  im  vorliegenden  Falle  der   zu  suchende  Differentialquotient  nach  a 
fi^leich 

V  a«  +  a        |S«  +  ff  ^  y«  +  (F/     D^ 

und  verschwindet  vermöge  der  Definitionsgleichung  für  a  und  da  k-  nicht  unbe- 
stimmt wird,  so  bleibt  auch  für  den  äusseren  Punkt 

CD 

dx 

a 
Dass  die  Ausdrücke  für  v  und  p— ,  sowie  die  analog  gebildeten  für  ^ ,   -^ 

continuirliche  Functionen  von  x,  y,  z  für  den  inneren  sowohl  wie  für  den  äusseren 
Punkt  sind,  erhellt  aus  demselben  unmittelbar,  ebenso  dass  die  Continuität  beim 
Darchgange  des  Punktes  durch  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  nicht  unter- 
brochen wird. 

Die  Bedingungen,  dass  xv^  yvy  z»,  x^  ^ ,  ^'p"»  **  ^  ***  gewisse  Grenzen 

gebnnden  sind,  bewf^rheiten  sich  für  den  inneren  Punkt  unmittelbar,  denn  es  ist 

00  OD 

V   <^  76 


OD 


n  I  -jr- ,     also     xü  <^  nx  i  -jr- 


0  0 

und  ebenso  ;» 


OD 


0 

und  es  ist  x  an  die  Grösse  der  Halbaxe  des  Ellipsoids,  welche  in  die  Bichtung 
der  ^-Axe  fällt,  als  Grenze  gebunden.  Um  sie  aber  für  einen  äusseren  Punkt 
zu  verificiren,  sei  X  die  kleinste  der  drei  Halbaxen   «,  ^,  y  des  Ellipsoids.    Es 

ist  dann  vermöge  D  =  a(?yK(a«  +  «)(/»*  +  *)  (y*  +  *)  >  «PyCA«  +  s)^ 


ü  <^  ngapY  1 


(A«  +  s) 


V 


(X»  +  o)^ 
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Ferner  ist  absolut  genommen: 

1    dv 


OB 


—  ^  <  2nQaßy  / =  , 

^   ^^  J  (;tt  +  ,)t 

^'  ^•"  1    a»  4tnQaßy 


^  ^*        3(X«  +  a)* 


j; 


Nun  erhält  man  aus  der  Gleichung  für  a  hierzu r  ^  1  und  hiermit  werden 

welche  Ungleichheiten  ihreL.  Gültigkeit  bewahren,  wenn  auch  x  und  damit  f  üu 
Unendliche  wächst. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Ausdrücke  für  v  auch  der  Laplace-Poisson'icheo 
Gleichung  genügen,  hat  man 

OD 

a«o 


-^-^Jj^HTö 


^        _  P ^ , 2nx de 


und  ö 

a»i 

ff 

und  daher  mit  Hülfe  der  analog  gebildeten  Ausdrücke  einerseits  für  den  ijuien-t 
Punkt: 

OP 

a*»  ,  a*«  ,  a'ü 

0 

andererseits  für  den  äusseren: 

^_?-L^J.^  _9  /V_JL_  O.   — J_  -U  ^    _^* 

äx« "*■  ay» "^  az«  ■"        y  Va«  +  » "^  p  +  »^  y*  +  $) 6 

ff 

,    /     2a?       a^    ,        2y       a»    ,         2g       aff\  »^ 

"^  Va«  +  (F  aa;  "•"  (J«  +  e  dy  ^  y^  +  c  dz)  Dg  ' 
Nun  ist  aber 

yV      1         ,         1         .  l      \d8  2     ,    ^ 

(ir+-i+  PM77  +  ^r+i) ^  =  -  :ö  +  ^""•' 

folglich,  da  D  für  «  :=  oo  verschwindet: 

/V_i_+_i_+__i_>|^=2. 

J  W  +  8^  f^  +  8^  y^  ^  s)  D 

0 

Daher  wird  die  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  —  4«^,  wie  es  die  PoistoaVb« 
Gleichung  verlangt.  In  Betreff  der  zweiten  Gleichung  hat  man  vermöge  der  ii 
Anfang  dieser  Untersuchung  aufgestellten  Relationen: 

/     2a?       a^    ,        2y       do   ,        2g       pff\ 
\a*^  adx"^  ß«  +  a  äy  "^  y«  +  tf  fc/ 

V(o»  +  (F)«  "^  ((J«  +  <y)*  "^  (y'  +  <y)'^  ' 

Daher  wird  der  vom  Integralzeichen  freie  BestandtheÜ  auf  der  rechten  Seite  fW^'- 

4  irp 

^     .    Der  erste  Bestandtheil  ist  aber 

'ff 
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a 
und  wird  mithin  für  den  äuBseren  Punkt  die  Laplace'sche  Gleichung  erfüllt. 

Man  bemerke,  dass  die  zweiten  Derivirten  der  Potential  ausdrücke  auf  der 
Oberfläche  des  Ellipsoids  nicht  zusammenfallen. 

Hiermit  ist  gezeigt,  dass  die  Grössen  ü  allen  charakteristischen  Bedingungen 
des  Potentials  genügen  und  also  dasselbe  wirklich  darstellen. 

§.  13.    Die  Integrale 

00  OD  OD  «» 

/d8  r    ds  r    ds 

0  0  0 

welche  in  den  Ausdrücken  für  :^- ,    ^ ,   t^  in  Bezug  auf  einen   inneren  Punkt 

dx  '  dy     dz 

saftreten,  hängen  nicht  von  den  absoluten  Längen,  sondern  nur  von  den  Verhält- 

niflsen  «  :  ß  :  y   der  Halbaxen  des  anziehenden  Ellipsoids  ab.     Denn  setzt  man 

z.  B.  in  dem  ersten  von  ihnen  s  =  a^s\  so  entsteht 

ds' 


So  lange  also  die  Verhältnisse  der  Axen  dieselben  bleiben,  behalten  diese  In- 
tegrale dieselben  Werthe  und  mithin  auch  die  Attraotionscomponenten  X,  Vj  'A^ 
welche  ihnen  proportional  sind.  Zwei  Ellipsoide  von  denselben  Axenverhältnlssen 
sind  aber  ähnlich.    Daher  der  Satz: 

Zwei  homogene  concentrisohe  ähnlhshe  und  ähnlich  liegende 
Ellipsoide  derselben  specifischen  Masse  ziehen  einen  innerenPunkt 
mit  derselben  Intensität  und  in  derselben  Richtung  an.  Hieraus  folgt 
weiter:  Eine  homogene  ellipsoidisohe  Schicht  yon  zwei  ähnlichen 
Qnd  concentrisch  ähnlich  liegenden  EUipsoiden  begrenzt  übt  auf 
einen  Punkt  ibres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  aus. 

Wird  die  Schicht  unendlich  dünn,  so  kann  man  die  Attractionscomponenten 
für  einen  äusseren  Punkt  frei  Yon  Integralzeichen  darstellen.  Man  hat  nämlich 
zunächst,  wenn  man  a$  statt  9  als  Variabele  einführt: 

OP 

^  -  /•  ds 


/»  ds 

\x    I  .  = 

y  (1  + .)  /(i  + .)  (x  +  ~»)  (i  +  $») 


für  ein  zweites  ähnliches,   dem  ersten  unendlich  nahes  EUipsold  mögen  a\  ß',  y 
die  Ualbaxen  sein,    welche  wir  uns  kleiner  als  a,  ß,  y   denken  wollen,   sodass 
a  =^  a  '\'  da^  ß'  =  ß  -{-  dß,  y'  =  y  -f"  ^'V  ^^^  wenn  1  —  X  das  Aehnlichkeits- 
Terhältniss^ist,  wo  X  unendlich  klein,  a  -\-  da  =  {1  —  X)  a,  also  da  ^  —  la  und 

ebenso  tf^  =■  —  Xß,  dy  =>  —  Xy  wird.    Denkt  man  sich  t—  für  das  zweite  EUip- 

Ox 

8oid  hingeschrieben  und  von  dem  dem  ersten  entsprechenden  Werthe  von  k—  ab- 
gezogen, so  stellt  die  Differenz  mit  sfi  multiplicirt  die  Attractionscomponente  X 
der  Schicht  dar.    A.uf  der  rechten  Seite  aber  erscheint  das  Differential  des  Inte- 
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g^rales  nach  a,   welches  die  einzige  darin  enthaltene  Axe  ist,   die  sich  ludert 
Man  hat  daher: 

00 


X  =x  —  2nQ£(ix 


d_     /• ds 


o» 


tf 


1  1  a* 

Es  ist  aber  -.—. 1-  -^. 1-  -^. =  1  oder 


sc^       .        y*        1^       2* 


J — ^ I 


t 


und  die  Differentiation  dieser  Gleichung  liefert: 

«•  2 

d.  h.  — :r —  =s  —  -— r  and  hiermit  werden,  wenn  die  analogen  Entwickelsn^e 

für  .^    ,   ^  dorohgeführt  werden: 


X  =  —  4«acpa;  — =-  n — 

1 

1 

2 

ü   -=*•           4  a»  11  e  0  z  •  -  .     Y  ' 

■'^a' 

und  folglich  die  Attractionskraft  P  selbst: 


Dieses   Resultat   ist   einer   einfachen    geometrischen   Interpretation   flhig.    I>i^ 


Gleichung 


+  «v^  + 


t 


bedeutet  n&mlich  ein  durch  den  Punkt  (xyz)  gehendes  Ellipsoid,  dessen  HiH- 
axen  a\  fi\  y   durch  die  Relationen 

O*»  =  «»  +  «.  <r«  =  <P  +  tf,  y**  —  yt  +  « 

gegeben  sind,  aus  denen 

«t    —     (Jt    =.     „t    _     (Jt^  p^t     _    y1     ^     ßt    _     yl^  „t    _     y«»    «.    «^    —    yf 

folgt     Diese  Gleichungen  drucken  aus,   dass    die  Qoadratdtfferensea  der  UAI^ 
axenpaare   für  dieses  EUipsoid  und  das  anaiehende  Ellipsoid  dieselben  sisd.    U 
Folge  dessen  haben  beide  Ellipsoide  gleiche  Exeentrieit&ten  und  dieselben  Brcei 
puukte  der  Hanptschnitte  oder  sind  confocal.    Die  Gleichong  der  Tangeatenebce« 
an  unser  neues  EUipsoid  im  afficirten  Punkte  (xyi)  ist  nnn 
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und  daher  wird  ihr  Abstand  vom  Mittelpunkt: 

1  1 


Ferner  ist: 


r  (««  +  «)•  ^  iß*  +  ay  ^  (y«  +  <»)' 

«py  '•^py 

Mit  Hälfe  dieser  Ausdrücke  wird  jetzt 

€1  ß  y        4 

worin  man  noch  die  Masse  des  ansiehenden  Ellipsoids,  nämlich  M  =  ^ngaßy 
Terwerthen  kann;  sodass  P  die  Form  annimmt: 

«py 

Ans  diesen  Entwickelnngen  folgt  leicht  der  Satz: 

Die  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen,  zwischen  zwei 
ähnlichen,  concentrisch  und  ähnlich  liegenden  Ellipsoiden  enthal- 
haltenen  homogenen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  hat 
die  Richtung  der  Normalen  an  ein  durch  diesen  Punkt  gelegtes,  mit 
der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  confocales  Ellipsoid  und  ist 
der  Masse  der  anzieh en den  Sc hicht  und  d;sm  Abstände  der  Tangenten- 
ebene jenes  Ellipsoids  im  angezogenen  Punkte  vom  Mittelpunkte 
proportional. 

Die  Niveauflächen  der  Attraction  der  Schicht  sind  mithin  die  mit  ihrer 
Aussenfläche  confocalen  Ellipsoide.  Die  Aussenfläche  selbst  ist  daher  eine 
Niyeauflliche.  Für  einen  Punkt  auf  ihr  kann  man  noch  in  dem  Ausdrucke  für  P 
die  Grosse  pX  durch  die  Dicke  d  der  Schicht  in  der  Richtung  der  Normalen  er- 
setzen, wie  man  leicht  aus  der  Aehnlichkeit  der  Begrenzungsflächen  erkennt.  Sind 
nämlich  r,  #  die  Radienvectoren  der  äusseren  und  inneren  Grenzfläche,  welche 
die  Richtung  vom  Mittelpunkte  nach  dem  angezogenen  Punkte  bilden,  so  ist 
p  :  d  t=»  r  i  9,  Vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Grenzfläche  ist  aber  r :  «  »»  1:1, 
also  p  :  d  ^^  1 :  l  oder  pX  »>  d. 

f.  14.  Das  Potential  eines  Ellipsoids,  wie  einer  zwischen  ähnlichen  Ellip- 
soiden enthaltenen  Schicht  kann  durch  elliptische  Integrale  dargestellt  werden. 
Wir  werden  dies  nicht  ausführen,  sondern  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf 
Legendre,  Traiti  de  fonetions  elHptiqtteM^  T.  I,  p.  639,  sowie  Sturm,  Coura  de 
wteewäqme  de  Vicole  polytechmque^  T.  I,  p.  97. 

Für  die  eilipsoidischen  Rotationsflächen  gehen  diese  elliptbchen  Integrale 
in  Kreisfonctionen,  Logarithmen  und  algebraische  Functionen  über.  Ausführlich 
Über  diese  Fälle  handelt  Moigno,  Lepons  de  micanique  analytique;  statique, 
p.  477 — 498,  sowie  Legendre  a.  a.  O. 

§.  15.  Das  Problem  der  Attraction  des  Ellipsoids  ist  durch  die  Schwierig- 
keiten berühmt  geworden,  welche  es  der  Lösung  entgegensetzte.  Dieselbe  wurde 
von  Newton  und  Maclaurin  auf  synthetischem  Wege  gesucht,  allein  vergebens 
strebte  man  darnach,  die  schönen  Einzelresultate  des  letzteren  zu  einer  voll- 
ständigen Lösung  auf  analytischem  Wege  zu  verallgemeinern  (D'Alembert, 
Oputeule$  maihimatiquee ^  T.  VI.  u.  VIL  und  Lagrange,  Mim.  de  VAcadimie  de 
ßerüHf  niS,  1774,  1776  und  1796),  bis  sie  endlich  Legendre  {Mim,  des  sanante 
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etrangerst   T.  X,   1783)  und  Laplace  {Micanique  cüeste^  T.  11,   livre  3)  gelug. 

Seit  dieser  Zeit  war  man  der  merkwürdigen  Ansicht,  dass  das  Problem  einer  tjL- 

thetischen  Behandlang  überhaupt  nnzugUnglich  sei  und  Legendre  und  Poiasoo 

sprachen  sich  in  diesem  Sinne  etwas  voreilig  nnd  entschieden  ans  {Mim.  de  tAitd. 

des  sciencesj  1788  und  1834);  Chasles  widerlegte  glänzend  diese  Meinung,  inden 

er  1838  eine  vollkommen  synthetische  Losnng  gab  {Comptes  rendus  de  VAead.  ä^i 

Sciences,  T.  VI,  p.  902  (26.  Juin);  Rapport  de  M.  Poinsot,  T.  VI,  p.  808  (11.  Joiu  ; 

als  Vorläufer  Journal  de  Vicole  polytechn,,  Cah.  26,  p.  244  n.  266)  (1837).    Wir 

geben  im  Folgenden  eine  Bearbeitung  der  Chasles 'sehen  Synthese  und  foIc^n 

dabei  der  Bedaction  seiner  Arbeit,    die  er  in  Lioaville*s  Journal  de  mtthiwu 

T.  V  (1840)  unter  dem  Titel:    „Nouoelle  Solution  du  probleme  de  rdtraeticn  i%M 

ellipsoide  heHroghie  sur  un  point  exteHeur**  publicirt  hat.     £r  knüpft  darin  an  die 

Betrachtungen  Newton's  und  Maclaurin*8  an. 

Wir  beginnen  mit  dem  Newton*schen  Satze  über  die  Wirkung  einer  htmo- 

genen  oder  concentrisch  geschichteten,  zwischen  zwei  ähnlichen  und  concestrifeL 

ähnlich  liegenden  ElHpsoiden  enthaltenen  Masse    auf    einen  Punkt  des  innercL 

Hohlraumes.     Ein  unendlich  schmaler  Kegel  (Fig.  237.),  dessen  Mittelpunkt  dfr 

afficirte  Punkt  P  ist,  schneidet  aus  der  zunächst  unendlich  dünn  gedachten  Sckickt 

zwei   unendlich   kleine   Volumina  d»^  di  ici. 

Flg.  237.  welche  dem  durch  P  gehenden  Strale  anlic^es. 

der  die  äussere  Grenzfläche  in  m,  m\  die  inoerr 

in  n,  fi'  trifft.     Das  Volumen  if  e  an  »ai  ist  n- 

endlich  wenig  verschie^^en  von   dem  VolueA 

welches  der  Kegel  aus  einer  mit  den  Badicr 

Pn,  Pm  um  P  beschriebenen  Kngeiachicht  hcrM« 

schneidet;  ebenso  verhält  es  sieh  mit  dw  aa  «'■'. 

Ist  nun  de  das  Mass  des  Winkelraumes  im  Keftl. 

m 

d.  h.  das  Kugelflächenelement,  welches  der  Keft. 
in  der  Entfernung  1  bestimmt,  so  hat  man 

dv  =s  Pui«  •  de  '  mn,        dv  «»  Pm*  •  da  •  «V 
und  wenn  q  die  specifische  Masse  der  ellipsoidischen  Schicht  darstellt,  so  sind 

r_L —  s«  Bu,Q  '  mn'  da    und       ^L. —  =«  e^g  ^mn  •  da 
Pm*  Pm* 

die  Kräfte,  mit  welchen  die  Masse  ß  von  Pvon  den  Massen  ^db,  gds  der  beiirc 
kleinen  Volumina  längs  der  Linie  mm'  in  entgegengesetztem  Sinne  affieirt  «ir^ 
Wir  werden  aber  sogleich  zeigen,  dass  mn^m  mn  ist  und  dass  dieae  Kräfte  miA'.t 
sich  Gleichgewicht  halten.  Da  dasselbe  von  je  zwei  Massenelementen  ^A,  f ^ 
der  Schicht  gilt,  deren  Verbindungslinie  durch  P  geht,  so  folgt  der  Satz: 

Eine  homogene,  zwischen  zwei  concentrisehen  ähnlichen  kk£ 
ähnlich  liegenden  ElHpsoiden  enthaltene  unendlich  dünne  Schickt 
übt  auf  einen  Punkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  aea. 

Indem  man  solcher  Schichten  unendlich  viele  bis  zu  einer  Schicht  von  cd' 
lieber  Dicke  übereinander  lagert,  folgt  weiter: 

Eine  zwischen  zwei  ähnlichen,  concentrisehen  und  ähnlich  li* 
genden  ElHpsoiden  enthaltene  Schicht  von  endlicher  Dieke  nad  cos- 
stanter  oder  auf  concentrisch  ähnlich  liegenden  Schalen  constaBtr? 
specifischer  Masse  übt  auf  einen  Punkt  des  Hohlraumes  keine  Wir- 
kung aus. 

Der  zum  Beweise  herangezogene  Satz,  dass  zwei  ähnliche  eoac« 
Irisch  Hegende  Ellipsoide  jede  Transversale  so  schneiden,  daft  ^>' 
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twiBchen  die  Grenzflächen  fallenden  Strecken  gleich  sind,  folgt  so. 
Man  lege  dOrch  den  Mittelpunkt  C  (Fig.  238.)  der  Schicht  und  die  Transversale 
mm  eine  Ebene  und  ziehe  in  ihr  den  zn  nn  conjagirten  Diameter  C/>;  er  halbirt 
die  Sehne   nn    des    inneren    elliptischen   Schnittes 

in  />.    Man  ziehe  femer  Cn,  Cn\  wodurch  auf  der  ^' 

äasseren  Sehnittellipse  der  Schicht  die  homologen 
Punkte  der  Aehnlichkeit  N^  N*  zu  n,  n'  gefanden 
werden,  deren  Verbindangslinie  iViV*  homolog  zu  nn 
und  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Figurensysteme 
parallel  mit  nn  ist.  £s  wird  daher  aach  NN"  von 
jenem  Diameter  halbirt,  d.  h.  er  ist  auch  für  die 
äassere  Ellipse  zu  der  Richtung  der  Transyersalen 
mm'  conjugirt  und  wird  folglich  auch  fnrn  von  ihm 
halbirt;  daher  ist: 

J)m  —  Dn  =*  mn  s™  Dm'  —  ßn  =»  mn. 

§.  16.  Die  weiteren  Entwickelungen  gründen  sich  auf  eine  gewisse  projec- 
tivische  Verwandtschaft  zweier  Räume,  welche  die  Affinität  genannt  wird.  Wir 
nehmen  drei  rechtwinklige  Azen  al^  Coordinatenazen  an  und  bestimmen  zu  jedem 
Punkte  (xyz)  einen  anderen  (x'yz),  sodass  x^»  %Xy  y' =  «Vt  ^'  '^  ^'^  wird, 
wo  »,  k',  %'  drei  absolute  Zahlen  bedeuten.  Dadurch  werden  zwei  Räume  ein- 
deutig aufeinander  bezogen,  d.  h.  so,  dass  jedem  Punkte  {xyz)  des  einen  ein 
einziger  bestimmter  Punkt  [xyz)  des  anderen  Rac^mes  entspricht.  Diese  räum- 
Heben  Systeme  sind  nicht  ähnlich,  vielmehr  würden  sie  dies  erst,  wenn  %s=%s=  n" 
gesetzt  würde.    Sie  sind  vielmehr  durch  folgende  Umstände  ausgezeichnet. 

1.  Einem  unendlich  fernen  Punkte  des  einen  Raumes  entspricht  ein  unend- 
lich femer  Punkt  des  anderen. 

2.  Allen  Punkten  (xyz)  einer  Ebene  Ax -}-  By  -\-  Cz-\-  D  '»O  entsprechen 
Punkte  einer  Ebene 

und  mithin  allen  Punkten  einer  Oeraden,  als  der  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen, 
«iedemm  die  Punkte  einer  Geraden,  nämlich  die  der  Schnittlinie  der  beiden 
homologen  Ebenen.  Die  Punktreihen  zweier  -homologer  Geraden  sind  ähnlich, 
aber  das  Aehnlichkeitsverhältniss  variirt  mit  der  Lage  der  Geraden.  In  den  Coor- 
dinatenebenen  und  in  der  unendlich  fernen  Ebene  fallen  homologe  Ebenen  zu- 
sammen« 

3.  Der  Kugel  o;*  -|~  V*  4~  ^*  "^  ^*  entspricht  das  Ellipsoid 


1. 


(xa)«    *     (xfl)«    '     (x  «)« 
4.    Dem  Ellipsoid  -*  -{-  t»  -\ — =^  >="  1  entspricht  ein  anderes  Ellipsoid 

ß  Or  Cr 


'•  '•  '• 


(Xfl)«      '       (X'Ä)»   ^    (X   C)« 

6.    Sind  zwei  Ellipsoide  ähnlich,  z.  B. 
80  sind  aach  ihre  homologen  Ellipsoide 

X  ft  Z  X  ^  I/'  z  ^ 


(««)«  ^  (xV  ^  (x"^  (xfl)«  ^  (x'6)»  ^  (xc> 

ihnlich  und  zwar  nach  demselben  Aehnlichkeits Verhältnisse  n. 
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6.  Homologe   Volumina   stehen    in    constantem   Yerhaltniss.     Denn  es  ist 

dxdydz  =  xx  x  dxdy  dz.   also   -i^-^ — .     .     ==  «  x  x  . 

Sdxdydz 

7.  Nimmt  man  die  Verhältnisszahlen  x,  x',  x"  so  an,  dass  die  beiden  homo- 
logen Ellipsoide 

^  +  M  +  ^  -  »   ""^   firt+  7^  +  r^  =  » 

a*         o*         c*  (*a)  {*»)  (*  ^) 

confocal  werden,  d.  h.  dass  ihre  Hanptschnitte  dieselben  Brennpnnkte  beatzen. 
welche  Bedingung  durch  x'a*  —  «*  =  x'*ä*  —  6*  =  x"*c*  —  c*  aosgesprocheD  wird, 
so  werden  die  Quadrutdifferenzen  der  Halbazen  zweier  jener  ähnlicher  und  sich 
homologer  Ellipsoide 

•t  -.'2  ./t  .'1 


^+^+^-»*  -^ 

(xfl)«    '     (x'6)*    '    (x"c)« 

ebenfalls  gleich,  nämlich: 

n«  (x«fl»  —  a«)  =  n«(x'«Ä»  —  ft«)  =  ««{«"*  c*  —  c^- 
Die  beiden  letzteren  Ellipsoide  sind  daher  gleichfalls  confocal.    Um  » ,  %\  %'  der 
angeführten  Bedingung  gemäss  zu  bestimmen,  seien  a\  b\  c  die  Halbaxen  dei 
zweiten  mit  dem  EUipsoid  von  den  Halbazen  a,  b^  c  confocalen  EUipsoides.   Daao 

ist    %a  s=  a,    xosiO,    n  c  :=  Cf    also   x  =  — ,    x=8-r.    x=s—    zu   selxea 

a  6  c 

und    sind  Bedingungen  a**  ~  «•  =■»  6'"  —  6»  =:•  c'*  —  c*  für   den  Confocalismu« 

dieser  Voraussetzung  nach  erfüllt. 

8.   Es  seien  M^  N  zwei  Punkte  des  einen  und  M\  N*  die  ihnen  bomolofrer 

Punkte   des   anderen   der  beiden   confocalen  Ellipsoide,    dann   ist   der   AbsUn: 

MN"  =  M*N,     Man  hat  nämlich,  wenn  x^  y^  z  und  £,  i^t  C  die  Coordinaten  r>: 

M  und  iV,  x\  y\  z';  {*,  r{,  f  die  von  M',  Pf  sind: 

.wF»  =  (S  -  «•)»  +  (ij  -  »' )»  +  (f  -  i')» 

-  0  - 1 -)■+ (n  -  lov  (s  -  ^y 

Mlf^  =  ({'  -  a;)«  +  (V  -  «y  +  (f  -  ')* 
mithin : 

Da  aber  ö*  —  a*  ■■  &•  —  ft**  s»  c'  —  c*  ist,  so  wird 

JC*  V*  -* 

weil  sowohl  {xyz)  als  (|iyj)  vom  Punkte  des  EUipsoides     «  +  fi  +  *,  ^  *  "*' 

Folglich  ist  MN'=^M'N. 

Fif^.  239.  Dieser  Satz  rührt  von  Ivorj  her;  er  nennt  die  k^ 

mologeb  Punkte   der   confocalen  Ellipsoide  „corresr'*^ 
dirende  Punkte**  beider. 
^  §.  17.     Es  seien  (Fig.  239.)  (AB)  nnd  {A'ß'  r«  . 

unendlich  dünne  Schichten ,  beide  von  äbnlicbcn  h ! 
soiden  bp grenzt  und  zwar  so,  dass  ihre  äosserea  uiJ  i^* 
inneren   Qrenzfläohen  A^  Ä  und  B^  B'  confocal   •  : 
Sind  dann  P,  P*  zwei  correspondirende  feste  Pvakte  : 

äusseren  Grenzflächen,  m,  vi  zwei  correspondirende  laufende  Punkt«  derveU- 


i 


IX.  Cap.         Attraction  des  Ellipsoids.   Chasles'  lyntbetisclie  Methode. 


705 


\md  dOf  do'  die  ihnen  anliegenden  homologen  Yolumenelemente,  so  hat  man  nach 


§.  16.,  Nr.  6.:    :^ 

dv 


iih  i* 

;.;  /    und  weil  nach  §.  16.,  Nr.  8.  mP'«»  mP  ist,  wenn 


p,  ('  die  specifischen  Massen  der  Schichten  bezeichnen: 

(fdv     Qdv         Qahc 


m. 


/    9,1    I 

Q  aoc 


ond  folglich,  wenn  man  durch  die  ganzen  Schichten  hindurch  summirt: 


Qdv  ffdv 


gäbe 
gab  c 


mr  mP 

ahciab'c  ist  das  Verhältniss  der  Volumina  und  gabci  g'db'e  folglich  das  Ver- 
hältniss  der  Massen  der  Schichten.     Die  vorstehende  Gleichung  sagt  daher  ans: 

Die  Potentiale  v,  v  zweier  unendlich  dünner  elllpsoidisoher 
Schichten  (Aß),  {A'B>)  von  constanten  specifischen  Massen  p,  g\  be- 
grenzt Ton  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  concentrisohen  EUip- 
soiden,  deren  äussere  Grenzflächen  A,  A\  wie  ihre  inneren  B,  £t 
QQter  sich  confocal  sind,  in  Bezug  auf  zwei  correspondirende  Punkte 
Py  f^  ihrer  äusseren  Grenzflächen,  sodass  v  sich  auf  P  und  v'  auf  P^ 
bezieht,  stehen  im  Verhältniss  der  Massen  der  Schichten. 

Die  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  für  ein  beliebiges  Anziehungsgesetz 
gab  Amsler  [Crelle's  Journal  Bd.  42,  S.  314  (1848)]. 

Es  sei  die  Schicht  Ä Bf  von  der  Schicht  AB  umschlossen;  nach  dem  Newton- 
seben Satze  §.  15.  übt  die  Schicht  AB  auf  den  inneren  Punkt  P^  keine  Wirkung 

-piF,  nach  den  Coordinaten  dieses 


aus;  daher  sind  die  Derivirten  des  Potentials  H 


Punktes  genommen.  Null  und  ist  mithin  dies  Potential  constant.     Hieraus   folgt, 

dasfl  auch  das  Potential  H  ^—rri  der  Schicht  {ÄBt)  in  Bezug  auf  P^  constant  sein 

m  r 

müsse,  wo  auch  immer  P^  auf  der  Fläche  A  liegen  möge,  d.  h. : 

Für  eine  unendlich  dünne,  zwischen  zwei  ähnlichen  EUipsoiden 
enthaltene  Schicht  von  constanter  specifisoher  Masse  ist  das  Poten- 
tial in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  constant  für  alle  Punkte 
eines  mit  der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  confocalen  Ellip- 
soids. Das  System  aller  mit  der  äusseren  Grenzfläche  confocalen 
Cllipsoide  ist  das  System  der  Niveauflächen  für  die  Attraction  der 
Schicht.  Die  Richtung  der  Attractionskraft  der  Schicht  ist  die  Nor- 
male des  durch  den  afficirten  Punkt  mit  der  äusseren  Grenzfläche 
confocalen  Ellipsoids.  Die  äussere  Grenzfläche  ist  selbst  eine  Ni- 
Teaafläche. 

Es  seien  (Fig.  240.)  {^AB)^  i^ÄB'),  {Ä'B^*)  drei  Schichten  von  der  Beschaffen- 
heit, wie  die  vorigen,  m,  ot',  m'\  P,  Z^,  /*"  correspondirende  Punkte  ihrer  Aussen- 
dachen,  do^  dü\  dv'  die  correspondirenden  Volumenelemente  an  m,  m,  m'\  q,  q,  q' 
die  specifischen  Massen  der  Schichten  und  werde 
angenommen,  dass  die  Schicht  {AB')  die  beiden 
anderen  nmschliesse.  Unter  Beibehaltung  der 
früheren  Bezeichnungsweise  hat  man  dann:  • 


Hg.  840. 


Qdv 

HTF 

Q  dv 

IITF 


gäbe 


Q  dv 


gäbe  mr 

g*a"b"c*    _  p  rfo 
gäbe  mP 


Da  aber  P^  und  I^'  beide  innere  Punkte  für  die  Schicht  AB  sind,  so  ist: 
Sc  hell,  TiMorie  cL  Bew.  n.  d.  Kr&fte.  .  45 
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y,  Qdv        ^  Qdv  ^ 
mr  mF 


daher  erhält  man  die  Proportion: 

-,  ifdv        ^  g  dv    __      gäbe 

^  Vp"  '•  ^  'm"P~  ~  V^T7  ' 

d.  h.  die  Potentiale  zweier  unendlich  dünner  ellipsoidiseher  Sebieh- 
ten  von  constanten  specifischen  Massen,  begrenzt  yon  Shnllcbeii 
Ellipsoiden  mit  confocalen  Aassenflächen  in  Bezug  auf  einen  imse- 
ren  Punkt  stehen  im  Verhältniss  der  Massen  dieser  Schichten. 

Sind  daher  x^  y,  z  wie  früher  die  Coordinaten  des  angezogenen  Ponktes  P 
in  Bezug  auf  die  Hauptaxen  der  Schichten»  so  erhält  man  für  die  ComponeDtec 
A',  r\  ZT;  X",  r'\  Z"  der  Attractionskräfte  P\  /»": 

ö£—-rp-  dS—r^  ^"i'p^ 


#r  «  //  #/  .  ## 


^z^^  ^2;^  a^:^-* 


sowie  für  diese  Kräfte  P'  =  K  X'M^"^'«  +^.  P"=-  ^  X"«  +  K'«  +  7^ 
selbst,  mithin  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung: 

:Ass»jK:1'   s»  Zi  Z  s=P:P   apafrer^a^c, 

d.  h.  die  Intensitäten  der  Attractionskräfte,  mit  welchen  die  beißet 
Schichten  auf  einen  äusseren  Punkt  wirken,  stehen  im  Verhiltoif* 
der  Massen  beider  Schichten. 

Von  den  beiden  zuletzt  aufgestellten  Sätzen  bestimmt  der  erste  die  Ricbtxs^ 
und  kann  der  zweite  dazu  dienen,  die  Intensität  der  Attraction  einer  Schiebt  be 
züglich  eines  äusseren  Punktes  zu  bestimmen.  Die  Richtung  ist  für  alle  Scbifb 
ten  der  Art  dieselbe. 

Indem  man  unendlich  dünne  Schichten  übereinander  lagert,  gelangt  maa  r 
dem  dem  letzten  Satze  entsprechenden  Satze  für  Schichten  von  endlicher  Dirk- 
Es  seien  A^  Ä  zwei  confocale  EUipsoidOi  man  zerlege  sie  beide  in  uuendKr 
dünne  Schichten,  von  denen  jede  zwischen  ähnlichen  Ellipsoiden  enthalten  i«t 
A,  d,  c\'d^  h*,  c  seien  die  Halbaxen  beider  Ellipsoide.  Die  Halbaxen  der  iD»x- 
ren  Grenzfläche  einer  Schicht  des  einen  seien  na,  nb^  nc\  die  einer  Schiebt  <!«* 
anderen  na',  nb',  nc\  Ertheilt  man  n  für  beide  denselben  Werth,  so  bleiben  üt* 
Grenzflächen  confocal   und   ihre  Attractionskräfte    in  Bezug   auf  einen   äBser^c 

Punkt  und  deren  Componenten  stehen  im  Verhältnias  -,  ,.i  ,  ihrer  Maaseo.    P- 

gäbe 

Grössen  p,  g'  variiren  dabei  mit  n.    Aehnliches  gilt  für  die  beiden  nächatfolgcn«:  : 

Schichten,   ebenso   für  die  weiteren.     Bleibt  nun  das  Verhältniss  ^  :  f '  coastAAt. 

während  beide  Grössen   selbst  veränderlich  sein  können,  so  stehen  die  Cov^ 

nentensuramen   der   Attraction,    welche   von  einer  Reihe   solcher   entspreckro-'  ' 

Schichtenpaare  herrühren,  in  demselben  Verhältnisse,  also  auch  scUiesslidi  wU  l  ' 

die  Gesammtattractionskräfte  selbst.  *  Dies  Verhältniss  ist  aber  sogleich  ^mb  i^' 

Massen   der   beiden   Schichten   von    endlicher  Dicke,    welche   durch   die    berir' 

Schichtenreihen  gebildet  werden.    Daher  also  der  Satz: 

Die    Attractionskräfte,    welche    zwei    ähnliche    eIlipsoidi>ci 
Schichten    endlicher    Dicke    auf    einen    äusseren    Punkt    a«sü^  fs- 
stehen  im  Verhältniss  von  deren  Massen. 
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Für  Kwei  yoUe  Ellipsoide  wnrde  dieser  Satz  Ton  Maclaurin  zuerst  auf- 
gestellt. 

Den  Satz  über  die  Kichtang  der  Attraotionskraft  einer  unendlich  dünnen 
Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  hat  Poisson  {VJnsÜlut^  12.  Oct.  1833; 
Memaires  de  VAcad,  des  sdenees,  T.  XIII.)  in  einer  anderen  Fassung  aufgestellt 
und  Steiner  gab  dafür  einen  synthetischen  Beweis  (Crelle*s  Joum.  d.  Math. 
Bd.  XU,  S.  141  (1834),  wie  folgt: 

Die  Richtung  der  Attractionskraft  einer  unendlich  dünnen  ho- 
mogenen ellipsoidischen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt 
ist  die  Axe  des  Kegels,  welcher  diesen  Punkt  zunt  Mittelpunkte  hat 
and  der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  umschrieben  ist. 

Der  Steiner *8che  Beweis  gründet  sich  auf  folgenden  Satz:  Wenn  PA,  PB 
(Fig.  241.)  die  Ellipse  ACFB  in  A,B  berühren  und  die  Gerade  PQ  ihren  Winkel 
faalbirt  und  die  Berührungssehne  AB  in  Q  schneidet,  so  bildet  PQ  gleiche  Winkel 
mit  je  zwei  Geraden  PC,  PB,  welche  nach  den  Schnittpunkten 
einer  beliebigen,  durch  Q  gelegten  Geraden  mit  der  Ellipse 
hinlaufen.  Ist  nämlich  PR  senkrecht  zu  PQ,  so  sind  PA,  PB; 
PQ,  PR  vier  harmonische  Stralen,  weil  PQ,  PR  die  Winkel 
von  PA,  PB  halbiren.  Daher  sind  die  Punkte  A,  ß;  Q,  R 
harmonisch.  Ferner  sind,  weil  P  der  Pol  von  AB  ist,  F,  6; 
0,  P  harmonisch.  Daher  ist  PR  die  Polare  von  Q  oder  der 
Ort  aller  Tierten  harmonischen  Punkte  E  zn  Q\  C,  D  auf  allen 
dorch  Q  gehenden  Geraden  DE,  Deshalb  sind  PQ,  PE;  PC 
PD  harmonische  Stralen  und  da  zwei  zugeordnete  PQ,  PR  von 
ihnen  zu  einander  rechtwinklig  sind,  so  halbiren  sie  die  Winkel 
der  beiden  anderen  PC,  PD. 

Legt  man  nun  durch  die  Axe  des  umschriebenen  Kegels  und  irgend  einen 
Pankt  C  aof  der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  eine  Ebene,  welche  die  äussere 
Fläche  in  einer  Ellipse  ACBD,  den  Kegel  in  zwei  diese  berührenden  Stralen 
PA,  PB  und  die  Ebene  deir  Berührungscurve  in  der  Sehne  AB  schneiden  wird, 
so  besünunt  die  Kegelaxe  auf  letzterer  den  Punkt  Q,  sodass  PQ  mit  PC,  PD 
gleiche  Winkel  bildet.  Denkt  man  sich  nun  Q  als  Mittelpunkt  eines  unendlich 
schmalen  Kegels,  welcher  bei  C  und  D  aus  der  ellipsoidischen  Schicht  zwei  kleine 
Volumina  dv,  dv   ausschneidet,  so  sind  die  Attractionskräfte  p,  p   ihrer  Massen 

9d9,  pd9i 

sagdv             >        saodv 
p  =•  — =r — ,.      p  ^  -h= 

QC  QD* 

Nach  dem  Ne w  ton -Maclauri naschen  Satze  sind  diese  Kräfte  gleich  und  folglich 

dv  dv 

Nun   ist   aber  vermöge  des  oben  angezogenen  Satzes  QC :  QD  =»  PCiPD,  also 

anch:  .  .  ' 

sfiQdv gfigdv 

PC^      "~      PD^ 

Diese  Grossen  sind  aber  die  Kräfte,  mit  Welchen  die  Elemente  der  Schicht  bei  C 
and  D  den  Punkt  P  anziehen. 

Der  Beweis  ergibt  zugleich  noch  den  Satz: 

Eine  beliebige  durch  Q  gehende  Ebene  zerlegt  die  Schicht  in 
zwei  Tbeile,  welche  auf  P  gleiche  Anziehung  ausüben. 

§.  18.  Wir  schreiten  nun  zur  Bestimmung  der  Anziehung  einer  unendlich 
dünnen   ellipsoidischen  Schicht  in  Bezug  auf  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Grenz- 

45» 
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fläche ,   auf  welches  Problem   das  der  Anziehung  für  einen  äusseren  Punkt  leicht 
zurückgeführt  werden  kann. 

Nach  §.  17.  ist  diese  Grenzfläche  selbst  ein«  Niveaufläche  der  Schiebt  und 
mithin  hat  die  Richtung  der  Kraft  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  P  (Fig.  241) 
die  Richtung  der  Normalen  dortselbst.'  Um  die  Intensität  zu  finden,  betrzcUcn 
wir  P  als  die  Spitze  eines  gegen  die  Dicke  der  Schicht  unendlich  dünnen  Kegdf, 

welcher  aus  der  Schicht  zwei  unendlich  kleise 
anziehende  Volumina   bei  Pn   und    nm   bersos- 
schneidet.     Um  P  beschreiben  wir  mit  der  Ein- 
heit als  Radius   eine   Kugelfläche;  sie  bestimst 
in  dem  Kegel  ein  sphärisches  Flächenelement  i», 
welches  gegen  die  Dicke  der  Schicht  nnendlitb 
klein  ist.    In  der  Entfernung  r  von  P  liegt  vob 
im  Kegel  ein  Yolumenelement  j^dcdr  Ton  dtt 
Masse  Qr^dadr,  dessen  Anziehung   auf  P  pro- 
portional Sfi^dudr  ist.    Die  Summe  aller  dieser 
Attractionen,  welche  die  gemeinschaftliche  Rich- 
tung Pm   haben,  durch  die  Längen  Pn  und  nm  hindurch  integrtrt,  ist  die  AttiK- 
tionskraft  der   auf  dem  Strale  Pm    liegenden  Massentheile   der  Schicht;  sie  hi 
demnach  sfiQda  -  {Pn  +  nm)  oder  da  n'm'  =»  Pn  ist:  2  sft^d^'Pn.     Von  dieser 
Kraft  brauchen  wir  nur  die  Gomponente  längs  der  Normalen  der  Aussenfläche  der 
Schicht,  nämlich  2  b  fi  ff  d-a  -  Pn  cos  {nPA)^  indem  die  Totalattraction  die  Ricbtnnf 
der  Normalen  hat  und   sich  folglich  alle  tangentiellen  Componenten   tilgen.    V^ 
aber  die   Dicke  PA  der  Schicht  unendlich  klein  ist,  so  ist  dies   auch  mit  dt^'3 
Dreieck  PAn  der  Fall,   welche  Richtung  auch  immer  Pn  haben  möge;    e<  i»* 

PA 

daher  An  immer  unendlich  klein  und  senkrecht  zu  PA^  d.  h.  cos  {n PA)  ^^      ' 

Hierdurch  wird   die    fragliche  Componente   2  fi^ffda  -  PA.     Um  nun   hieraus  d*- 
Summe  aller  ähnlichen  Componenten  für  die  Massen,  welche  längs  den  Tenchit 
denen  Stralen   Pm'  in  der  Schicht  enthalten  sind,    d.  h.  die  Oesammiattracl'.* r 
der  Masse  der  Schicht  zu  finden,  hat  man  diesen  Ausdruck  über  die   HalbkQr« 

•  

hinweg  zu  integriren,  denn  es  liegen  nur  diesseits  der  Tangentenebene  des  Punkte" 
P  Massen.  Dies  liefert  für  die  gesuchte  Grösse  Anfi^Q  •  PA ,  d.  h.  die  lutea 
sität  der  Kraft,  mit  weicher  eine  aus  ähnlichen  Elipsoiden  gebildet- 
unendlich  dünne  Schicht  einen  Punkt  ihrer  äusseren  Greasfläcl' 
anzieht,  ist  der  Dicke  der  Schieb^  gemessen  längs  der  Kormalea 
der  äusseren  Grenzfläche  im  angezogenen  Punkte,  proportioBtl 
Dieser  Satz  wurde  in  einer  allgemeineren  Fassung  zuerst  von  Laplaee  ^ 
wiesen,  indem  er  zeigte,  dass  wenn  irgend  eine  Schicht  von  belicbi^r  Qettah 
auf  einen  inneren  Punkt  keine  Wirkung  ausübt,  ihre  Wirkung  auf  einen  Pcc^: 
der  äusseren  Grenzfläche  dem  Ausdrucke  Angd  proportional  ist,  für  d  ala  Dictt 
der  Schicht,  wie  oben,  in  normaler  Richtung  gemessen« 

•       Wir  wollen  die  Dicke  PA  der  Schicht  in  diesem  Satze  etwas  «adeis  a*n 

drücken.     Fällt  man  nämlich  Yom  Mittelpunkte  0  der  Schicht  auf  die  Noma^t 

das  Perpendikel  OQ  ^=s  p  und  zieht  den  Stral  OP^  welcher  die  innere  Oreac&Ach« 

der  Schicht  in  S  treffen  mag,  so  ist  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  GreasAcb«» 

PA         PS  PS 

jrj.  =»  j^  und  da  —  durch  die  ganze  Figur  hindurch  constant  bleibt  ^  9o  kaai 

es,  wenn  <i|,  6|,  C|  die   Halbazen   der  Aussenfläche  sind  und  da^  die    Dieke  i*-' 

Schicht  längs  der  Halbaxe  Oi  bedeutet,  durch  — -  dargestellt  werden.  Daher  hat  itm 
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PA         dax       ,   ,         ^-7         dax 

und  folglich  für  die  Kraft: 

insiiQ  — '  •  p  . 

Um  jetzt  die  Anzi^ung  einer  ellipsoidischen  Schicht  für  einen  äiuseren 
Paukt  aaf  den  eben  entwickelten  Fall  zurückzuführen ,  legen  wir  durch  den  an- 
gesogenen Punkt  P  (Fig.  243.)  ein  mit  der  äusseren  Grenzfläche  der  Schicht  con- 
focales  Ellipsoid  A^  sowie  ein  diesem  ähnliches  unendlich  nahes  zweites  Ellipsoid 
Bf  sodass  wir  eine  unendlich  dünne  Schicht  (^i-^t) 
erbalten,  auf  deren  Aussenfläche  P  liegt.     Die  ge-  ^^^  ^^' 

gebene  Schicht  (AB),  deren  Aussenfläche  die  Halb- 
azen  a,  6,  e  haben  möge,  übt  auf  P  eine  Anziehung 
aas,  welche  sich  zu  der  Anziehung  der  eben  con- 
struirten  Schicht  verhält,  wie  sich  die  Massen  beider 
Schichten  verhalten.  Legen  wir  jener  Hülfsschicht 
die  specifische  Masse  q  von  {AB)  bei,  so  wird  dies 

Verhältnis«  gleich  dem  Verhältnisse   -^j^  dei  Vo- 

lamina  der  Schichten,  wo  afbie^  die  Halbaxen  der  Aussenfläche   der  Hülfsschicht 

bedeuten.     Die  gesuchte  Anziehung  der  gegebenen  Schicht  folgt  daher  aus  dem 

Ausdrucke    am   Ende   des   §.    18.   durch    Multiplication   mit   diesem    Verhältnisse  ^ 

ond  wird 

abc       da\ 

Wir  wollen   nun  die  Dicke  der  Hülfsschicht  so  bestimmen,   dass  die  Flächen  ^j, 
B^  in   demselben  Verhältnisse  n  einander  ähnlich  seien,   wie  die  Flächen  A,  B. 

Dann  ist  — -  =«  n  —  1  *«  —   und   folglich   geht   der   vorige   Ausdruck   für   die 

Atiraction  der  Schicht  über  in 

abc       da 
^nBUt^p  •  — r —  •  —  • 
"^    aibyCi      a 

Die  Richtung  der  Kraft  ist  die  Normale   des  durch  den  angezogenen  Punkt  ge- 
legten, mit  der  Aussenfläche  der  anziehenden  Schicht  confocalen  Ellipsoids  {aJbiCi). 

§.  19.  Um  die  Attraction  eines  Ellipsoids  darzustellen,  zerlegen  wir  dasselbe 
in  unendlich  dünne  Schichten,  welche  zwischen  concentrischen ,  ähnlichen  und 
ähnlich  liegenden  Flächen  enthalten  sind.  Alle  diese  sind  mithin  auch  der  äusse- 
ren Grenzfläche  des  Ellipsoids  ähnlich.  Für  jede  Schicht,  deren  Aussenfläche  die 
Halbaxen  a,  6,  c  habe,  construiren  wir  durch  den  angezogenen  Punkt  (xyz)  ein 
mit  dieser  Aussenfläche  confocales  Ellipsoid,  dessen  Halbaxen  Aj,  6^,  Cf  seien. 
Wir  bestimmen  nun  die  Componenten  der  Anziehung  der  Schicht  parallel  den 
Hauptaxen  des  Ellipsoids,  indem  wir  den  Ausdruck  am  Ende  des  vorigen  §.  mit 
den  Richtnngscosinussen  cos  A,  eosf»,  co9v  der  Normalen  des  Ellipsoids  {a^b^c^ 
moltipliciren  und  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  durch  die  Masse  des  anziehenden 
Ellipsoids  hindurch  integriren.  Eine  Ebene  durch  die  x-Axe  und  den  angezogenen 
Punkt  achneidet  das  Ellipsoid  (ajAtCf)  in  einer  I^lipse,  deren  Tangente  die  x-Axe 

im  Abstände  -^  trifft  und  da  diese  Tangente  in  die  Tangentenebene  des  Punktes 

X 

i'xyz)  flllt,  so  trifft  diese  Ebene  die  x-Axe  in  demselben  Abstände.    Ebenso  trifft 

sie  die  beiden  anderen  Axen  in  den  Abständen   — ,   -^  vom  Mittelpunkte.     Das 

y  '    2 
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Perpendikel  p  vom  Mittelpunkte  aaf  die  Tangentenebene  geHilU,  ist  die  gmiin 
schaftliche  Projection  dieser  drei  Strecken  und  folglich 

,        px  py  P* 

coB  l  =«  -^ ,        cos  ik  s=  -j-=- ,         cos  V  =  —=- 
flj«  *i*  <^t* 

woraus  _L  _  ^   .    J(l   .    jL 

p»  -  a,*  ^"  6,*  "^   Ci* 

vermöge   der  Gleichung  cos^  X  -f-  cos*  (i  -f-  ro«'  r  =»  1   folgt.     Man  hat  diker  m 
die  Componenten  der  Anziehung  der  Schicht  (abc): 

abc      p*    da  abc      p*    da  abc     p*  da 

'^^     üibfCi  üi'     a  '^^     OibiC^  bf*     a  «i*|f|  'i     • 

Als  Integrationsvariabein  w&hlt  nun   Chasles  die   Halbaxe   a  der  Aii»«l- 

I  ü 

[  fläche  der  anziehenden  Schicht  und  vertauscht  diese  Variabein  später  mit  «  <=  - 

i  ** 

Wir  ziehen  es  vor,  um  die  Untersuchung  der  Dirichlet'schen  Form  der  Lösaei 

anzuschliessen,  den  Parameter  l  des  durch  (xyz)  gehenden,  mit  {abc)  coiifoc&'<'r 

Ellipsoids  [oibiCi)  zu  wählen.    Setzt  man  nämlich 

fl,«  —  fl«  =.  6,«  —  6«  =*.  f,*  _  c«  =  1, 
sodass  ^ ,  =-  «»  +  A,        fti*  -  &'  +  A,        «-i*  -  c«  +  i 

wird,  so  besteht  die  Gleichung 

welche  ausdrückt,  dass  (xyz)  auf  diesem  EUipsoide  liegt.  Um  die  VarUh-': 
a,  bf  c  zu  entfernen,  setzen  wir  weiter  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  FU^'«-- 
(abc)  mit  der  Aussenfläche  (ccßy)  des  anziehenden  Ellipsoids: 

a    "   b  c    "^  *' 

wodurch  jene  Gleichung  die  Form 


U  ^  ß«  4-  xU  ^  y»  4-  xU         »• 


annimmt.    Grösserer  Einfachheit  wegen  wählen  wir  schliesslich  k*X  ^^  «  nr  It 
tegrationsvariabeln  und  schreiben  diese  Gleichung 

»•    +     y*    +-£! 1 


««  +  *    '    (J*  +  #    '    y«  +  « 

worin  «  und  das  Aehnlichkeitsverhältniss  x  s»  —  von  Schicht  zu  Schicht  vanirea. 

a 

Die  Differentiation  derselben  liefert  nun: 

__  2rfx 2^  rffl        _^    2   rf/i 

x'  x*    fl*  X*    a 

'"(««  +  .)»  +  «J»  +  «)»  +  (y«  +  *)*  ■ 
Nach  der  oben  für  p  entwickelten  Formel  ist  aber 
Ix*  y*  2*  r       a:*  y*  s'      ^ 

jt  =-  («t  +  i)t  +  (ftt-+-X)t  +  (?+-iyt  =-  [(iT« "+" 7)"«  +  (^ +"*)«  "^  (y'>  *  'j" 

d.  b.  /  a>  -T-ii  wodurch  wir  erhalten: 
p'x* 

<ia        .     ds 
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Weiter  wird 


aßy 


«Äc  -  ^^ .        a,b,c,  ^n^y  (««  +  s)  (P'+  #)  (y«  +  »)  ,        öl*  =  ^— 


und  hiermit  die  a;-Componente  der  Attraction  der  Schicht: 

gds 


—  2nBiinxßy  x 


=  —  2ffefij; 


(o»  +  .)  K  («•  +  «)  (P»"+  .)  (y«  +  s) 

gas 


Vi} + ^)  0 + f)  0  +~  ?) 

Dieser  Ausdruck  ist  nun  für  das  velle  Ellipsoid  zwischen  den  Werthen  von  s  als 
Grenzen  zu  iutegriren,  welche  a  =  a  und  a  »>  0  entsprechen,  wofür  x  s»  1  und 
s  =s  OD  und  yermöge  x'l  =>•«  die  Werthe  von  «  gleich  <r  und  oo  werden,  wo  e 
die  positire  Wurzel  der  Gleichung 

«»  +  X  ^  P«  +  Z  ^  y*  +  X 
ist.    Demnach  erhalten  wir,  indem  wir  zugleich  die  analogen  Integrale  bilden: 

OD 

X  =  —  2wsf* 

a 


OD 


Die  specifische  Masse  9  ist  von  Schicht  zu  Schicht  veränderlich,  mithin  eine 
Fanction  von  dem  AehnlichkeitsverhUltniss  %  der  Grenzfläche   der   Schicht   zum 

Ellipsoid  (tf^y)  oder  auch  von  — .     Diese  Grösse  ist  aber  Function  von  s  ver- 
möge der  obigen  Gleichung 


««         ««  +  «    '     (J*  +  *     '    y«  +  * 
Daher  kann  q  als  Function  von  «  dargestellt  werden  durch 

Ist  das  Ellipsoid  kein  volles,  sind  vielmehr  ff|,  ^i,  yj  die  Halbaxen  der 
inneren  Grenzfläche,  so  ist  die  Integration  bis  a  es  a,  auszudehnen,  also,  wenn  e^ 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


ist,  erhUt  mkn: 


o*    w  • 


IT 

Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  (pcyz)  trennt  ein  durch  denselben 
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mit  der  Aaasenfl&che  ttbnliches  EUipsoid  die  aDziehende  Masse  in  zwei  TlieUe, 
eine  äussere  Schicht,  welche  nach  dem  Newton 'sehen  Satze  keine  Wirkim;  uf 
den  Ponkt  ansaht  and  ein  Bestellipsoid  oder  eine  Restschicht,  deren  Aanehso; 
die  Totalanziehong  der  Qesammtmasse  darstellt,  welche  nach  dem  Vorstelwoden 
leicht  bestimmt  wird. 

§.  20.  Nach  Behandlang  des  Potentials  Ton  Massen,  welche  im  Banne  tob 
drei  Dimensionen  vertheilt  sind,  würden  wir  r.a  dem  Potentiale  der  massig  ged«ck- 
ten  Flächen  und  Linien  fortzaschreiten  haben.  Bei  Flächen  zeigt  sich,  dm 
bereits  die  ersten  DeriWrten  des  Potentials  nach  den  Coordinaten  des  angesoge- 
nen Panktes  beim  Dorchgange  durch  die  Fläche  discontinnirlich  werden  und  mii 
ihnen  die  Componenten  der  Kraft.  Wir  können  übrigens  die  Untersnchong  der 
Flächen-  und  Linien potentiale  nicht  in  den  Bereich  unsereir  Lehrbuches  liehen, 
sondern  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Be- 
ziehung auf  die  im  verkehrten  Verhältniss  des  Quadrates  der  Entfernung  wirken- 
den Anziehung^-  und  Abstossungskräfte,  Art.  12  u.  s.  w.,  Clausius,  die  P»- 
tentialfunction  und  das  Potential.  2.  Aufl.  Leipzig  1867,  8.  57,  MoigDo. 
Lefons  de  m^camque  anafjftique  p.  562. 

Ebenso  müssen  wir  eine  grosse  Anzahl  von  Sätzen  über  KörperpoteatiiJe, 
welche  Gauss  und  Chasles  gefunden  haben,  übergehen;  man  vgl.  neben  d«: 
Gauss'schen  Abhandlung  auch  die  Gauss'sche  Lösung  des  Attractionsprobleio« 
des  EllipBoids  {TTleoria  altractiofds  corporum  sphaeraidicorum  komogeneorum  w^tkU 
nova  tractaUL  Gauss*  Werke,  B.  5,  S.  1  u.  279),  sowie  Jnllien,  prc6ieme$  d* 
micatiique  rationelle^  T.  II,  p.  307. 

Dagegen  wollen  wir  der  Anziehung  zweier  rilumlich  ausgedehnter  Massen 
aufeinander  noch  in  Kürze  gedenken. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  unveränderliche  Systeme  2?,  £  wirken  ge^A* 
seitig  aufeinander  ein,  sodass  jeder  Punkt  P  des  ersten  auf  jeden  Pankt  /^  dei 
zweiten  und  umgekehrt  jeder  Punkt  P^  des  zweiten  auf  jeden  Punkt  P  des  ersten 
wirkt;  die  Kräfte,  welche  diese  Einwirkungen  darstellen,  sollen  an  Intencu: 
gleich,  dem  Produkte  beider  Massen  und  einer  Function  der  Entfemong  beider 
Punkte  proportional,  dem  Sinne  nach  aber  entgegengesetzt  sein.  Sämmtliehe  ac 
den  Punkten  des  Systems  Z  wirkenden  Kräfte,  welche  von  den  Punkten  dei 
Systems  2f  herführen,  reduciren  wir  für  irgend  einen  Punkt  0  (Fig.  244.^  de* 
Raumes  auf  ihre  Resultante  R  und  ihr  resultirendes  Paar  H.     An  allen  Punktes 

des   Systems    2!  wirken   dieselben  Kräfte,   nur  in   est* 
FiflT.  M4.  gegengesetztem   Sinne    genommen;   wir  wollen   aoch   ete 

-^^    %*  für  denselben  Punkt  0  reduciren  und  erhalten  hierdar^L 

ÄV  J^J^J? ^^>  ^ >.E   ebenfalls  eine  Resultante  /t  und  ein  resultirendes  Paar  ^ 

•  V^THL^*ä"         ^'  ""'^  ^  ^^^^  *"  Grösse  und  Richtung  gleich  R  and  S. 
y^        gf         — *'JL         dem  Sinne  nach  jedoch  entgegengesetzt.    Führt  Dsa  da^er 

die  in  Cap.  V,  8.  552  angegebene  Constmctioa  für  d:f 
Centralaxe  aus,  so  erkennt  man,  dass  die  Centralaxen  für  beide  Systeme  in  die- 
selbe Gerade  fallen  und  dass  die  Paare  J7o,  ^o',  welche  ihr  entspreche!,  ent- 
gegengesetzt gleich  sind.    Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Kräfte,  mit  welchen  die  Massen  zweier  unveränderlicher 
Systeme,  deren  Punkte  sich  proportional  dem  Produkte  ihrer  Mas- 
sen und  einer  Function  der  Entfernung  anziehen  oder  abitoisea, 
aufeinander  wirken,  sind  äquivalent  zwei  Resultanten  /),  A^aad  zwei 
Kräftepaaren  J7o,  Ho  und  zwar  sind  die  beiden  Resultantea  gleich 
an  Intensität,  entgegengesetzten  Sinnes  und  fallen  in  dieselbe  Ge- 
rade, nämlich  die  gemeinschaftliche  Centralaxe  beider  Systeae  and 
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haben  die   beiden  Paare   gleiche  Momente,    aber    entgegengesetzte, 
der  Centralaze  parallele  Axen. 

Die  Kraft  R  kann  man  in  jedem  Punkte  der  Oentralaxe  angreifend  denken, 
ebenso  die  ihr  gleiche  und  entgegengesetzte  A'.  Nun  kann  man  fragen,  in  wel- 
cher Entfernung  von  einander  die  Massen  M,  M'  der  beiden  Systeme  in  zwei 
Punkten  vereinigt  gedacht  werden  können,  wenn  sie  sich  mit  den  Kräften  /2,  /2' 
anziehen  odec  abstossen  sollen.  Ist  qp  (r)  die  Function  der  Entfernung,  welche 
dem  zu  Grunde  liegenden  Attractionsgesetze  entspricht,  so  hat  man  r  aus  der 
Gleichung  b  M  M' tp  [r)  =  /{   zu   suchen.     Für   die  Newton'sche  Attraction   ist 

qp  (r)  a=  —,  also  = —  =■  n,    mithin  r  ^^  1/  — = — .    Demnach  kann  man 

sieh  die  Wirkung  der  beiden  Systeme  aufeinander  vorstellen  als  die 
Wirkung  zweier  Punkte  aufeinander,  in  welchen  die  Massen  der 
Systeme  eoncentrirt  gedacht  werden,  beide  auf  der  gemeinschaft- 
lichen Centralaxe  liegend,  in  Verbindung  mit  zw-ei  entgegengesetzt 
drehenden'Kräftepaaren  von  gleichen  Momenten  und  Axen  parallel 
der  Centralaxe.  Die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Systeme  ist 
also  eine  translatorische  und  eine  drehende,  beides  bei  beiden  in 
entgegengesetztem  Sinne. 

In  besonderen  Fällen  können  die  beiden  Paare  verschwinden  und  blos  di^ 
beiden  Resultanten  übrig  bleiben.  Dies  tritt  ein  1.  wenn  eines  der  Systeme  sieh 
anf  einen  einzigen  Punkt  reducirt;  2.  wenn  eines  der  Systeme  eine  homogene 
oder  eoncentrisch  geschichtete  Kugel  ist  (denn  die  Resultante  F[  der  Kräfte,  mit 
welchen  ein  Punkt  der  nicht  kugelförmigen  Masse  auf  die  Elemente  der  Kugel 
wirkt,  geht  durch  den  Kugelmittelpunkt,  folglich  auch  R  als  die  Resultante  aller 
dieser  Resultanten).  —  Sind  die  Massen  zwei  Kugeln  von  der  eben  erwähnten 
Beschaffenheit,  so  findet  dasselbe  doppelt  statt.  Die  Kugeln  wirken  aufeinander 
blos  translatorisch,  wie  wenn  ihre  Massen  in  ihren  Mittelpunkten  vereinigt  wären. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  beiden  Systeme  wirken  aus  sehr  grosser 
Entfernung  aufeinander.  Je  weiter  sich  2^  von  Z  entfernt,  desto  mehr  nähern 
sich  die  Richtungen  der  an  £  angreifenden  Kräfte  dem  Parallelismus  und  reduci- 
ren-sich  dieselben  immer  mehr  auf  eine  Mose  Resultante  A,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  hindurchgeht;  um  so  mehr  nähert  sich  also  das 
Paar  H^  der  Null.    Aehnliches  gilt  vom  System  2^.     Daher  der  Satz: 

Je  weiter  sich  zwei  Systeme  von  einandenentfernen,  desto  ge- 
ringer ^st  die  drehende  Wirkung,  welche  sie  aufeinander  ausüben 
ond  am  so  genauer  fällt  die  Richtung  ihrer  anziehenden  oder  ab- 
stossenden  Wirkung  in  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  ihrer 
Massen.    (Anwendung  hiervon  auf  die  Körper  unseres  Sonnensystems.) 

§.  21.  Man  kann  die  Untersuchung  der  New  tonischen  Attraction  zweier 
Massensysteme  £,  2!  aufeinander  von  einer  Orösse  abhängig  machen,  welche  das 
Potential  v  beider  Massen  aufeinander  genannt  wird.  Ist  nämlich  r  der  Ab- 
stand zweier  Massenelemente  <2m,  dm^  deren  Coordinaten  o;,  y,  z;  x\  y\  z  sein 
mögen,  wodurch  r*  =■  (a:  —  «')•  +  (y  —  y'Y  +  (z  —  z')*  wird,  so  ist  diese  Grösse 

dm  dm 


-/- 


> 


wobei  von  den  Integrationen  die  eine  über  Z,  die  andere  über  2f  auszudehnen 
ist.  Um  den  Zusammenhang  von  v  mit  den  Componenten  X,  V,  Z  der  Resultan- 
ten R  und  X,  M,  N  des  resultirenden  Paares  H  aller  an  Z  angreifenden  Kräfte 

zu  erkennen,  drücken  wir  die  Aequivalenz  aller  Anziehungskräfte  e 1 —  mit 
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R  und  ff  oder  das  Gleichgewicht  zwischen  ihnen  und  —  X,  —  K,  —  Z\  -  L^ 
—  My  —  N  mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindig^keiten  au.  Nan 
ist  die  virtuelle  Arbeit  der  Attractionskraft,   welche  am  Elemente  dm  iDgreid, 

gleich -j —  •  ^r,  wenn  Sr  so  verstanden  wird,  dass-  in  r  blos  op,  y,  :  sich 

ändern,  oder  also  ^  (  ~~ )  '  sdmdm   und  die  Summe  alUr  dieser  virtuellen  Arbeiteo 

ist  mithin  a  j   j  8  l  — )  •  dmdtn  oder  aÖv.    Sind  ferner  <f£,  d-q,  di  unendlich  kleioe 

Verschiebungen  parallel  den  Axen,  d^,  d^\  d9'"  unendlich  kleine  Rotation»- 
amplituden  um  Axen  parallel  denselben,  so  wird 

die  virtuelle  Arbeit  von  R  and  H  darstellen  und  wird  man  haben 

sdv  =  XBi  +  YSti  +  Zdt  +  L9d^  +  Md'&'+  Nd^". 

Es  stellt  demnach  die  Aenderung  des  Potentials  beim  lieber- 
gange  des  Systems  aus  einer  Lage  in  di-e  unmittelbar  folgende  Lage, 
multiplicirt  mit  der  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Masseneinheitea 
in  der  Einheit  der  Entfernung  wirkt,  die  Elementararbeit  aller  ts 
System  angreifenden  Attractionskräfte  dar. 

Das  Potential  v  hängt  nun  von  den  Dimensionen,  der  Massenvertheilnng  uhI 
der  relativen  Lage  beider  Systeme  gegen  einander  ab.  Ist  0(ifiQ  irgend  ein 
Punkt  von  2?,  Ö'  (SVf)  ®**^  anderer  von  2^  und  sind  (Xf**),  (iVV)»  (l'VY)  ^'^ 
Richtungen  dreier  in  £  fester,  durch  0  gehender  Axen,  sowie  (Itßt^t)*  (^Vi^i^ 
(lif^x'vl*)  die  Richtungen  dreier  solcher  durch  (f  gehender,  £'  angehoriger  Axes, 
so  ist  V  eine  Function  von  4,  17,  £;  £',  17',  £;'  und  von  sechs  Winkelgroasen,  welclie 
aus  den  X  und  f&  gebildet  werden  können.  Ertheilt  man  nun  dem  System  £  fit- 
tnelle  Verschiebungen  parallel  den  absoluten  Coordinatenaxen ,  so  Enden  sicl^ 
£,  17 ,  £  und  ergibt  sich 

indem  in  der  Gleichang  der  virtuellen  Arbeit  jedesmal  alle  VerschiebnngVB  Vi» 
auf  eine  verschwinden.  Ebenso  wenn  dem  System  nach  und  nach  drei  Eotatioeci 
um  Axen  parallel  den  Coordinatenaxen  ertheilt  werden: 

'm"'''    ^g*""*'    ^w"^' 

wo  aber  die  hier  bezeichneten  Differentiationen  in  solche  nach  den  drei  Winkel- 
grossen,  welche  die  Lage  von  Z  bestimmen,  umzusetzen  sind. 

Uebrigens  erhält  man  unmittelbar: 

Die  Bedingung,  dass  die  rotatorische  Wirkung  wegfällt,  ist: 

LX  +  Mr  +  NZ  —  0. 
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Ein  hierher  gehöriges  Beispiel  bietet  die  Attraction  zweier  homogener  EUip- 
soide  dar  (vgl.  Hertens,  Crelle*8  Joum.  Bd.  63,  8.360).  Dirichlet  gibt  in  der 
§.  12.  citirten  Abhandlung  am  Schlüsse  Andeutungen  über  die  Behandlung  dieser 
Anfgabe,  hat  aber  darüber  nichts  weiter  mitgetheilt. 


Die    Entwickelung   der   Attractionstheorie   und    der  Theorie   des   Potentials 
lehnte  sich  vorzugsweise  an  die  Lösung  des  Attractionsproblems  des  Ellipsoids  an, 
welche  zunächst  ein  Bedürfniss  der  Astronomie  war.     Bereits  Newton  fand  den 
S&tz,  dass  eine   ellipsoidische  Schicht  keine  Wirkung  auf  einen  inneren  Punkt 
ausübt  (Principia  phil.  nal.  Hb.  I,  propos.  91).     Er  fand  ferner,  dass  zwei  concen- 
trische  Rotationsei l^>soide  ähnlicher  Gestalt  und  Lage  auf  zwei  homologe  Punkte 
ihrer  Oberfläche  Anziehungen  von  derselben  Richtung  und  proportional  dem  Ab- 
stände vom  Mittelpunkte  ausüben.     Hieran  knüpfte  Maclaurin  an  {Treatise  on 
fiuxions,  1.  I,  eh.  XIV,  J)e  causa  physica  ftuxus  et  refluxus  marü;  Acadim,  des  seien- 
cet,  T.  IV)  und  bestimmte  die  Attraction  eines  Rotationsellipsoids  für  einen  Punkt 
seiner  Oberfläche  und  einen  äusseren  in  der  Ebene  des  Aequators  liegenden  Punkt 
und  bewies,  dasa  zwei  confocale  Ellipsoide  auf  einen  Punkt  einer  Hauptaze  Wir- 
kungen   ausüben   in   der   Richtung   dieser   Axe   und    proportional    ihren  Massen. 
Lagrange  dehnte  diesen  Satz    für  ^lle   Punkte    eines  Hauptschnitts   aus  {Nou- 
ttaux  nUmoires  de  VAcadimie  de  Berlin,  1773).      Die  vollständige  Lösung  tlieses 
Problems  gelang  erst  Laplace  {M6m.  de  VAcademie  des  scienceSy  1782;  Micamque 
Celeste,  liv.  III,  chap.  1).     Seitdem  wurde  das  Problem  von  fast  allen  bedeutenden 
Mathematikern  behandelt.     Jvorj  gab  ein  Reductionstheorem  für  die  Attraction 
eines  inneren  Punktes  auf  die  für  einen  äusseren  (on  the  attraciions  of  homoge- 
neous  ellipsoids,  Philosoph.  Transactions ,  1809);   Gauss,  theoria  attractionis  corporum 
sphaeroidicorum  elHpticorum  homogeneorum  methodo  nova  tractata  {Commentatt.  Goetiing, 
recent.  T.  II  (1813)  oder  Werke,  Bd.  6,  p.  1  u.  279);  Legendre  (7Vm/^  des  fonc- 
tions  elHptiqueSj  T.  I,  p.  539);  Poisson,  Mimoire  sur  t attraction  d'un  ellipsoide  ho- 
mogene {Mim.  de  CAcadimie  des  sciences,  T.  XIII);  Chasles,  Mimoire  sur  taitrac- 
Hon  des  ellipsotdes  [Joum.  de  Vecole  polyiechn,.  Gab.  XXV,  p.  244  (1837)];   Comptes 
rendus  de  C Acad.  des  sciences ^  T.  VI,   p.  902  (1838);  Nouvelle  Solution  du  problhne 
de  Vattraction  d'un  ellipsoide  hitirogkne  sur  un  point  extirieur,  Joum.   de  math.  p. 
Liöwrille,  T.  V  (1840);   Dirichlet,   Uebör   eine    neue  Methode    zur  Bestimmung 
vielfacher  Integrale  (Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  1839,  oder  Comptes 
rendus  de  VAcad.  des  sdenceSy  T.  VIII,  p.  166);  Jacob  i,  Extrait  d'une  lettre  adressie 
ti  M.  Liownüe  {Joum.  de  math.^  T.  XI,  p.  341). 

Bezüglich  der  Ausbildung  der  Theorie  des  Potentials  sind  vorzugsweise  zu 
citiren:  Laplace,  {Mecan,  Celeste,  1.  IIj  §.  11.,  die  partielle  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  enthaltend).  —  Poisson^s  Gleichung  {Bulletin  de  la  sociiti  phüoma- 
tiqucy  T.  III,  p.  368).  —  Green,  An  essay  on  the  application  of  mathematical  ana» 
hjtis  to  the  theories  of  electricity  and  magnetism.  Nottingham  1828,  abgedruckt  mit 
kurzer  Biographie  und  anderen  einleitenden  Notizen  von  Thomson  in  Crelle^s 
Joomal  Bd.  39,  p.  73;  44,  p.  366;  47,  p.  161  u.  195.  Von  Green  rührt  der  Name 
Potential  her.  —  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze,  s.  oben  §.  20.  —  Chasles, 
Himoire  sur  Vattraction  d^une  couche  elHpsoidale  infiniment  mince,  et  les  rapports  qui 
ont  Heu  entre  eetfe  attraction  et  les  lois  de  la  chaleur  en  mouvement  dans  un  corps 
en  equäibre  de  temperature,  Joum.  de  Vicole  polytechn.,  Gab.  26,  p.  266  (1837); 
Enonc^  de  deux  th&oremes  giniraux  sur  Vattraction  des  corps  et  la  thiorie  de  la  cha- 
leur, Comptes  rendus  1839;  Theorhnes  giniraux  sur  Vattraction  des  corps,  Addit. 
a  la  cowuttss.  des  temps  p.  Van  1846  {publ,  en  1842).  —  Dirichlet,  sur  un  moyen 
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giniral  de  virifler  texpression  du  pbtenUal  relaüf  ä  une  masse  quelconque ,  komoghe 
ou  hiUrogene^  Crelle's  Joarn.  Bd.  32,  p.  80.  —  Despeyroas,  Reckerchet  str  ks 
ntrface*  isotherme»  et  sur  V attraction  des  eüipsotdes  (Crelle's  Jonm.  Bd.  31, 
p.  136).  —  Starm,  Note  sur  un  mimoire  de  M.  ChaeleM  {Joum,  de  maih.  T.  Vn, 
p.  345).  —  Thomson,  Note  sur  la  tkiorie  de  V attraction  (Joum.  de  auiM.  T.  IX. 
p.  239).  --  Lioaville  {Addit.  ä  la  connaissance  des  temps  p.  1845).  —  Brioi, 
sur  V attraction  {Joum.  de  math,  T.  XI,  p.  174).  —  Heine,  Beitrag  xur  Theorie 
der  Anziehung  und  der  Wärme  (Cr  eile 's  Journ.  Bd.  29,  p.  185;  Theorie  der 
Anziehung  des  Ellipsoids,  ebend.  Bd.  42,  p.  70).  —  Weingarten,  Zur  Theorie 
des  Potentials  (Cr eile's  Journ.  Bd.  49,  p.  367).  —  Amsler,  Zur  Theorie  der 
Anziehung  und  der  W^rme  (Crelle's  Jonm.  Bd.  42,  p.  316;  neue  geometriKlie 
Eigenschaft  der  Niveauflächen,  Bd.  42,  p.  314).  —  Scheibner,  Ueber  das  Fl&chen* 
Potential  (Crelle's  Journ.  Bd.  64,  p.  77).  —  ChristoffeU  Zur  Theorie  der  eis. 
werthigen  Potentiale  (Crelle's  Journ.  Bd.  64,  p.  321).  —  Roch,  Ueber  eine 
Transformation  des  Potentials  (Crelle's  Journ.  Bd.  63,  p.  9).  —  Kronecker. 
Zur  Potentialtheorie  (Crelle's  Journ.  Bd.  70,  S.  246). 

Speciellere    Arbeiten,    welche   vorzugsweise    das   Ellipsoid   oder   Terwaoit? 
Flächen  betreffen,  sind  noch  anzuführen: 

Boole,  on  the  attraction  of  a  solid  of  revolution  on  an  extemal  poini    Cim 
bridge  and  Dublin  mathem.  Journal  T.  II,  p.  1)  (1847).  —  Collins»  Tke  etf^v 
tion  of  elHpsoids  considered  geometrically  (Ibid.  T.  IX,   p.  255;  1854).   —  CayUv. 
Oft  a  multiple  integral  connected  udth  the   theory  of  attraction^  Ibid.   T.  U,  p.  i\r 
on  the  attraction  of  an  ellipsoid  (Legendre's  welhod)^  Ibid.  T.  IV,  p.  50;  09  i^' 
attraction  of  an  ellipsoid  {JacobVs  method)^  Ibid.  T.  V,  p.  217;    on   Rodriguei 
method  for   the   attraction  of  elHpsoids;    Quarterly  Journal  of  pure  and  appl.  ■«* 
T.  II,  p.  333  (1859);  Note  on  the  theory  of  attraction.  Ibid.  p.  338;  on  LapUte  t 
method  for  the  attraction  of  elHpsoids \  Ibid.  T.  I,  p.  285  (1857);   on  Gamss'  metf^*^ 
for  the  attraction  of  elHpsoids;  Ibid.  T.  I,  p.  162.  —  Joachim sthal,  on  tke  attrt^  • 
tion  of  a  straight  line  (Cambridge  and  Dublin,  math.  Journ.  T.  III,  p.  93;  Attrtc 
tion  der  Geraden  (Crelle's  Journ.  Bd.  58,  S.  135).  —  Hehler,   Ueber  die  An- 
«Ziehung  einer  mit  Masse    belegten  abwickelbaren  Fläche    auf  einen  naterieUea 
Punkt  (Crelle's  Joum.  Bd.  58,  S.  240);  über  die  Anziehung  einer  von  zwei  iha- 
liehen  Flächen  zweiten  Qrades  begrenzten  Schale  (Crelle's  Joum.  Bd.  60,  p.  S^l'. 
über  die  Anziehung  eines  homogenen  Polyeders  (Crelle's  Jonm.  Bd.  66,  p.  375. 
aus  den  Schriften   der  naturf.  Gesellsch.  zu  Danzig).  —  Grube,   Ueber  die  As 
ziehungscomponente  eines  geraden  elliptischen  Cylinders  in  der  Richtung  der  Ax»-. 
wenn  die  Elementaranziehung  irgend  einer  Potenz  der  Entfernung  amgekehrt  pro- 
portional ist  (CTelle's  Joum.  Bd.  65,  p.  62);  über  die  Anziehung  des  homogeiKa 
ElHpsoids  (Crelle's  Joum.  Bd.  69,  p.  359).  —  Bot  big,  das  Potential  eines  b^>0' 
genen   rechtwinkligen   Parallelepipedes  (Crelle's   Joum.  Bd.  58,  p.  849);   üb^r 
das  Potential  eines  homogenen  recbtwinkligen  Cylinders  (Crelle's  Jonn.  Bd.  ^1. 
p.  180);  Bemerkung  hierzu  von  Clebsoh  (Bd.  &1,  p.  187).  —  Hertens,  Bertis 
mung  des  Potentials  eines  homogenen  Polyeders  (Crelle's  Joum.  Bd.  69,  p.  2^  . 
Bestimmung  des  Potentials  eines  homogenen  ElHpsoids  (Crelle's  Joan.  Bd.  T" 
p.  1) :  de  functione  potentiali  duarum  elHpsoidum  homogeneanan  (Crelle's  Joom.  Bd  ^> 
p.   360).   —   Bourget,   Note  sur  V attraction  des  paraboloides  elHptiques  [Jomn    »• 
math.  2i^«  Serie,  T.  II,   p.  81  (1857)];  Note  d  toccasion  du  memoire  de  Jf.  Si^»- 
sur  V attraction  des  paraboloides  elHptiques   (Ibid.  T.  III,  p.  47).  —  Hirit,  mr  ' 
potentiel  d*une  conche  infinimem  mince   eomprise  entre   deux  paraboloides  sHiph^» 
[Journ.  de  math.  2l*ms  Sirie,  T.  II,  p.  385  (1857)). 
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X.  Capitel. 

Reduotion  der  Widerstände  vbn  Flächen  und  Cnrven. 

§.  1.  Wir  haben  bereits  mehrfach  des  Widerstapdes  gedacht,  wel- 
chen Flächen  und  Cnrven  von  Systemen  gegenseitig  leisten  müssen, 
wenn  sie  durch  Kräfte  in  Berührung  erhalten  werden,  sei  es,  dass  letz- 
tere sich  im  Oleichgewichte  befinden  oder  Beschleunigungen  hervor- 
rofen.  £s  wurde  dabei  aber  vorzugsweise  der  Normalwiderstand  berück- 
sichtigt und  war  von  der  tangentiellen  Componente  des  Gesanmitwider- 
standes,  der  Keibnng,  nur  vorübergehend  die  Rede.  Wenn  nun  auch 
eine  umfassende  theoretische  Behandlung  der  letzteren  und  insbesondere 
ihre  Reduction  auf  Resultante  und  resultirendes  Paar  bei  dem  dermaligen 
Zustande  der  Wissenschaft  noch  nicht  in  allen  Fällen  geleistet  werden 
kann,  so  dürfen  wir  dennoch  diesen  wichtigen  Gegenstand  nicht  bei 
Seite  schieben,  müssen  vielmehr  eine  Darstellung  der  betreffenden  Leh- 
len  geben,  welche  wenigstens  der  Hauptsache  nach  als  befriedigend  an- 
gesehen werden  darf. 

Sind  zwei  unveränderliche  Systeme  2;,  £'  genöthigt,  sich  mit  Flachen 
oder  Cnrven  zu  berühren,  so  kann  dieser  Zwang  durch  Kräfte  darge- 
stellt werden,  welche  zu  den  ohnehin  an  ihnen  wirkenden  Kräften  hinzu- 
treten. Diese  Kräfte  heissen  Widerstände  und  zwar  sagt  man,  dass  an 
£  Widerstände  angreifen,  welche  von  £'  und  an  £'  solche,  welche  von 
£  herrühren.  Wie  auqh  immer  dieselben  beschaffen  sein  mögen,  in  allen 
Fällen  werden  sie  an  jedem  Systeme  ehier  Resultanten  und  einem  resul- 
tirenden  Paare  äquivalent  sein. 

Wir  wollen  einen  besonders  einfachen  Fall  betrachten,  nämlich  den, 
dass  beide  Systeme  2^,  £'  sich  mit  zwei  Flächen  S,  S'  berühren,  dass 
die  Berührungsstelle  ein  einziger  Punkt  A  sei  und  die  Kräfte  sich  im 
Gleichgewicht  befinden,  wobei  übrigens  die  Systeme  in  Ruhe  oder  in 
Bewegung  begriffen  sein  können.  Sind  die  beiden  Flächen  glatt,  so 
erfährt  £  von  H'  in  A  einen  Widerstand  i2,  welcher  eine  längs  der 
gemeinsamen  Normale  wirkende  Einzelkraft  ist.  Ebenso  findet  dies  frir 
£'  statt.  Sind  dagegen  die 'sich  berührenden  Flächen  rauh,  so  braucht 
der  Widerstand  nicht  normal  zu  sein,  vielmehr  kann  er  je  nach  Be- 
ftchaffenheit  der  Kräfte  und  dem  Grade  der  Rauhheit  der  Fläche  mehr 
oder  weniger  gegen  die  Normale  geneigt  sein.  Legen  wir  durch  die 
Richtung  des  Widerstandes  und  die  Normale  eine  Ebene,  so  zerfällt  in 
ihr  R  in  zwei  Componenten,  eine  in  der  Richtung  der  Normalen  wir- 
kende, der  Normal  widerstand  Rn  und  eine  andere,  welche  in  die 
Schnittlinie  dieser  Ebene  mit  der  Tangentenebene  in  A  fällt,  die  Rei- 
bung Rr.  Bei  glatten  Flächen  bringt  die  geringste  Aenderung  in  den 
an  £  angreifenden  Kräften   eine  sofortige  Störung   des  Gleichgewichtes 
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• 

hervor,  sodass  der  Punkt  A  auf  der  Fläche  beschleanigt  wird.    In  die- 
sem Falle   ist   R=:Rt%^  Rr^O;  bei   rauhen  Flächen  kann  man  aber 
jene  Kräfte  sich  ändern  lassen  nnd  es  ändert  dann  R  seine  Intensität 
und  Nei^ng  gegen   die  Normale.     Lassen  wir  jene  Kräfte  sicli  so  än- 
dern,  dass  R  in  derselben  Normalebene  bleibt,   also  Rr  dieselbe  Rich- 
tung in  der  Tangentenebene  beibehält.     Je  mehr  sich  R  von   der  Ko^ 
malen  abbiegt,  desto  grösser  wird  das  Verhältniss  Rr  :  Rh,    Bei  gegebe- 
nem  Rauhigkeitszustande    in    der  Kichtung  von   Rr   wird    diese   daroii 
abhängige  Componente  des  Widerstandes   bis  zu  einer  gewissen  Grenxe 
trotz  der  Aendernng  der  Kräfte  das  Oleichgewicht  zu  erhalten  vermögen, 
über  jene   Grenze  hinaus  aber  wird   sofort  Beschleunigung  von  J  ein- 
treten.   Aenliches  gilt  für  Aenderungen  der  Kräfte,  denen  entsprechend 
R  auf  die  andere  Seite   der  Normalen   fällt  und   der  Sinn  von  Rr  lich 
umkehrt.    In  der  betrachteten  Normalebene  lassen  sich  demzufolge  dni^ 
A  zwei  Stralen  ziehen,  welche  die  äussersten  Grenzen  der  Richtung  de» 
Widerstandes  bezeichnen',   für  welche   derselbe   überhaupt  noch  Gleicb- 
gewicht  herbeizuführen  im  Stande  ist.     Diese  beiden  Stralen  bestimmeo 
zwei  Scheitelräume,    in   deren   einen    die  Normale    fällt.     Alle  Stnlen 
dieses  Scheitelraumes  sind  mögliche  Widerstandsrichtungen,   in  den  an- 
deren Scheitelraum  kann  der  Widerstand  nie  fallen. 

Man  kaun  sich  nun  die  an  £  angreifenden  Kräfte  auch  so  geändert 
denken ,  dass  R  in  andere  Normalebenen  fällt.  Da  für  jede  derselben  sich 
die  nämlichen  Betrachtungen  anstellen  lassen,  so  folgt,  dass  der  Be- 
rührungspunkt A  der  Flächen  S,  S'  der  Mittelpunkt  eines 
Kegels  ist,  dessen  Erzeugnngslinien  die  äussersten  Greni- 
lagen  des  noch  möglichen  Widerstandes  der  Flächen  be- 
zeichnen und  dessen  die  Normale  umschliessender  Scheitel* 
räum  die  Richtungen  aller  möglichen  Widerstände  erhält. 
Dieser  Kegel  heisst  der  Reibungskegel  der  beiden  Flächen  im  ^ 
meinsamen  Berühr angspunkte.  Seine  Beschaffenheit  hängt  ab  von  den 
Grade  der  Rauhigkeit  beider  Flächen.  Er  ist  ein  gerader  Kreiskegel 
mit  der  Normalen  als  Axe,  wenn  in  der  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
ebene  nach  allen  Richtungen  vom  Berührungspunkte  aus  gleicfie  Rauhig- 
keit stattfindet,  seine  Erzeugungslinien  biegen  sich  mehr  oder  weniger 
von  der  Normalen  ab,  wenn  längs  den  Schnittlinien  der  durch  sie  gt- 
legten  Normalebenen  mit  der  Tangenten  ebene  ein  grösserer  oder  g^ 
ringerer  Rauhigkeitsgrad  stattfindet,  also  auch  ein  grösserer  oder  gerin 
gerer  Reibungs widerstand  geleistet  werden  kann.  Für  glatte  FUchcn 
zieht  sich  der  Kegel  auf  die  Normale  zusammen. 

§.  2.  Das  Verhältniss  Rr  :  Rn  der  Componenten  des  Wideistasde« 
R  mag  der  Coefficient  des  Widerstandes  heissen;  er  ist  die  Tan- 
gente des  Winkels,  welchen  R  mit  der  Normalen  bildet  und  welcher 
der  Widerstandswinkel  genannt  wird.    Für  den  Fall,  dass  der  Wider 
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staad  eine  Erzengungslinie  des  Keibungskegels  ist,  heissen  dieser  Coeffi- 
cient    und    dieser    Winkel    Reibungscoefficient    und    Keibungs-, 
Winkel.     Bezeichnen  wir  sie  resp.  mit  (i  und  ^,  so  wird 
R  R 

Der  Reibnngswiderstand  Rrj  welcher  der  äusseren  Grenze 
für  irgend  eine  Richtung  in  der  Tangentenebene  entspricht, 
wird  daher  erhalten^  indem  man  den  Normalwiderstand  Rn 
mit  dem  Reibungscoefficienten  multiplicirt. 

Der  Reibungscoefficient  variirt  für  ein  und  denselben  Berührungs- 
punkt der  sich  reibenden  Flächen  mit  der  Richtung  in  der  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  ebene  mit  der  Rauheit  der  beiden  Punkte,  welche  im 
Berührungspunkte  zusammentreten  und  kann  bis  jet^t  nicht  theoretisch 
bestimmt  werden.  Man  bedient  sich  daher  in  den  Anwendungen  con- 
stanter,  durch  Versuche  festgestellter  Mittelwerthe,  wie  sie  die  zahlreichen 
Tafeln  der  Reibungscoefficienten  enthalten. 

§.  3.  Sobald  das  Gleichgewicht  zwischen  den  am  System  angrei- 
fenden Kräften  und  dem  Widerstände  aufhört,  sagt  man,  es  werde  die 
Reibung  überwunden.  Für  diesen  Zustand  hat  der  Widerstand  die 
Grenzlage  einer  Erzeugungslinie  des  Reibungskegels  und  während  der 
Bewegung  passirt  seine  Richtung  fortwährend  andere  und  andere  Er- 
zeogungslinien  der  verschiedenen  Kegel,  welche  den  verschiedenen  Be- 
räbrungspunkten-  der  Reibungsflächen  angehören.  Befindet  sich  das 
System  in  Ruhe,  so  kann  Bewegung  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Rei- 
bong  überwunden  wird  und  also  die  Widerstandsrichtung  in  die  Kegel- 
flache  eingetreten  ist.  Mit  diesem  Eintritt  besteht  noch  Gleichgewicht 
nnd  erat  dann,  wenn  die  angreifenden  Kräfte  die  Richtung  des  Wider- 
standes nöthigen,  in  den  Aussenraum  des  Kegels  zu  treten,  erfolgt  Be- 
schleunigung. Von  aussen  einwirkende  Momentankräfte  können  aller- 
dings auch  in  dem  eben  erwähnten,  dem  Beschleunigungszustande 
nächst  anliegenden  Gleichgewichtszustande  Bewegung  von 
endlichen  Geschwindigkeiten  hervorrufen  und  diese  können  fortdauern, 
während  der  Orenzgleichgewichtszustand  gleichfalls  fortbesteht. 

Für  alle  Lagen  der  Widerstandsrichtung  im  Innern  des  Reibungs- 
kegels besteht  Gleichgewicht  und  zwar  ist  dasselbe  sicher,  für  alle  La- 
gen in  der  Kegelfläche  selbst  ist  es  unsicher.  Ist  der  Reibungskegel 
ein  gerader  Kreiskegel  mit  der  Normalen  als  Axe,  so  findet  das  Maxi- 
mum der  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  statt,  wenn  der  Widerstand  in 
die  Axe  des  Kegels  fällt. 

§.  4.  Für  das  Gleichgewicht  von  Kräften  in  Verbindung  mit  dem 
Widerstände  72,  dessen  Richtung  {kfiv)  sei  und  welcher  von  der  Fläche 
^  («^t  y»  ')  "^^  ^  geleistet  wird,  hat  man  die  Gleichungen 

X  +  Ä  CO«  il  «=  0,       F  -|-  Ä  CO«  f4  =  0,       Z  +  Ä  C05  V  =  0, 
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^^'*^  '  cos  X    ^    COSfl  ^    C08V  ^  2. 

—  X         —T~—Z        R  ' 

R  =  yx'^+  Y^  +  Z"^ 

und  ftir  den  Widerstandswinkel  O: 

folgt. 

Für  den  Zustand  der  Bewegung  dagegen  hat  man 

dPx  ä^v  d^z 

—  ^X+RcosX,     ^=Y+Rco$fi,      -^-  —  Z+RcosY, 

und  weil  die  Reibung  stets  der  Bewegungsricbtung  entgegenwirkt,  ilso 
R  in  die  Nomialebenc.  fSllt^  welche  durch  die  Richtung  der  Bewegung 
des  Berührungspunktes  hindurchgeht,  also  ein  Perpendikel  auf  der  Nor- 
malen und  der  Tangente  der  Bahn  jenes  Punktes  zugleich  auf  R  senk- 
recht steht: 

/      dU        ^    dü\         ,    ,    /      dU       ^    dü\ 

,    (,    du        ^    dü\ 
^(da:--dy^)cosv  =  0. 

Diese  Gleichung  folgt  so.  Es  sei  ('ußy)  die  Richtung  jenes  Perpen- 
dikels, so  ist  zunächst,  weil  es  senkrecht  zur  Normalen  ist: 

du  ,    W        ^   ,    du 

_cosa+^cosß  +  —  cosy  =  0. 

sodann,   weil  es  senkrecht  zur  Richtung  —- ,    -     ,    —  ist: 

ds      ds      ds 

dx  cos  a  -\-  dy  cos  ß  -{-  dz  cos  y  ==s  0  ^ 

aus  welchen  beiden  Gleichungen 

cos  a  cos  ß  cos  y 


,   du           du        ,    du       ,    du        ^    du       ^    du 
dy dz^-         dz dx -r-         dx dy  ^- 

dz  dx  dx  dz  dy  dz 

folgt.     Endlich  muss 

cos  a  C05  X  -f-  cos  ß  cos  fi  -{-  cos  y  cos  v  ««>  0 
sein,  weil  die  Richtung  (a  ß  y)  auch  auf  R  senkrecht  steht  und  hien&it 
ergibt  sich  die  vorstehende  Gleichung.     Weil  aber  R  im  Falle  der  Be- 
wegung eine  Erzeugungslinie  des  Reibungskegels  ist,   so  tritt  lu  ditf«B 

ff/  -^—  t/  i  X    "     x\ 

Gleichungen  die  Gleichung  ^ — -  ■»  y  i  -7 j  oder  durch  (If^v)  *»»• 

z  —  z  \  z  —  z/ 

gedrückt : 
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\  cos  V  ) 


cos  V 

hinzu.  Endlich  ergibt  sich  der  Keibungswinkel  für  die  Bichtung  der 
Bewegung  durch  die  Gleichung: 

(dV        ,    ,    du         'du  \     ^ 

cos  Q  =i  \  ■--  cos  h  -\'  X-   C05  tt  +  ;:-    COS  V  ]  l    W. 

^        \dx  ^    dy         ^    ^    öz  / 

Hierdurch  ist  es  möglich,  or,  y,  z,  >l,  fi,  v,  R^  ^  als  Functionen  der  Zeit 
zu  bestimmen,  vorausgesetzt,  dass  der  Beibungskegel  für  alle  Punkte 
der  Fläche  ü  und  jede  Beschaffenheit  des  berührenden  Punktes  be- 
stimmbar ist. 

§.  5.     Berühren  sich  die  'reibenden  Flächen  mit  mehreren  Punkten 
oder  längs  einer  Linie  oder  im  Bereiche  eines  endlichen  Flächenraumes, 
so  kann  man  den  Widerstand,  welcher  in  je  einem  Punkte,  in  je  einem 
Linien-  oder  Flächen elemente  auftritt,   in  eine  Normal*  und  eine  Tan- 
gentialcomponente  zerlegen  und  alle  sammt  den  ohnehin  am  System  an- 
greifenden Kräften  für  irgend  einen  Punkt  des  Systems  reduciren.    Die 
Bedingungen   des   Gleichgewichts   werden   alsdann   auch   noch  innerhalb 
eines   gewissen  Spielraums   bis   zu  einem   Grenzreibungswiderstande  er- 
füllt  werden   können,    darüber  hinaus   aber   nicht  mehr.     Es   tritt  aber 
hierbei  nicht  blos  eine  Besultante,   sondern  auch  ein  resultirendes  Paar 
des  Widerstandes  auf  und  letzteres  kann  in  zwei  andere  gespalten  wer- 
den, von  denen  das  eine  der  Reibung  allein  seinen  Ursprung  verdankt. 
Eine  allgemeinere  Untersuchung  dieses  Gegenstandes  fehlt  bis  jetzt  aber 
in    der  Literatur,    einen   speciellen   Fall   werden   wir  weiter   unten   be- 
handeln. 

§.  6.  Wenn  ein  System  Z  genöthigt  ist,  mit  einer  Curve  einen 
Punkt  gemeinschaftlich  zu  haben,  so  kann  ein  Widerstand  R  die  Curve 
vertreten.  Derselbe  kann  in  eine  Componente  Rr  längs  der  Tangente 
und  eine  andere  Rny  welche  in  die  Normalebene  fällt,  zerlegt  werden. 
Die  erstere  heisst  wieder  die  Beibung,  letztere  der  Normal  widerstand, 
das  Verhältniss  beider  Rr  :  Rn  der  Widers  tan  dscoefücient  und  der  Win- 
kel, den  R  mit  der  Normalebene  der  Curve  bildet,  der  Widerstands- 
winkel. Der  von  der  Curve  zu  leistende  Widerstand  ist  seiner  Inten- 
sität und  Bichtnng  nach  von  den  am  System  angreifenden  Kräften  und 


*)  Damit  eine  durch  den  Ursprang  gehende  Gerade  eine  bestimmte  Kegel- 
düche  erzenge,  mnss  zwischen  den  ihre  Lage  bestimmenden  Elementen  eine  Be- 
dingtuigsgleichang  gegeben  sein.     Diese  Bestimmungsstücke   sind   aber  u.  a.  die 

V'erbältiiiBse  £  «= ,  e'=  — -  ihrer  Richtungscosinnsse  und  wenn  also  e  =■  <P(«') 

C08V  cos  V  ^ 

« 

ene    Bedingungsgleichnng  ist,  so  erhält  man  die  obige  Gleichung  der  Kegelfläche, 

v-elcfae  mit  Hülfe  von  ■-, =  -, — ^  =»  -» leicht  in  rechtwinklige  Coordinaten 

X  —  X       y  —  y       1    ~  z 

f'^  y  y    s'  umgesetzt  werden  kann. 

S  c  k  «  n,  ThMrk  d.  Bew.  a.  d.  Kräfte.  46 
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der  Beschaffenheit  der  Cnrve  und  des  Systems  in  dem  gemeiDscbaft- 
lichen  Punkte  abhängig,  jedoch  so,  dass  bei  Aendernng  der  Krifte  eine 
Grenze  von  Rr  nicht  überschritten  werden  darf,  ohne  dass  Oleichgewicht 
zwischen  jenen  Kräften,  und  dem  Widerstände  aufhört  möglich  zu  sein. 
Die  Grenzlagen  aller  Widerstandsrichtungen,  für  welche  Gleichgewick 
noch  möglich,  ist,  bilden  einen  Kegel,  welcher  in  den  extremsten  FUleo 
in  die  Normalebene  degenerirt.  Das  Verhältniss  Rr :  Rn  för  eine  Grenx- 
läge  des  Widerstandes  heisst  der  Keihungscoefficient  (jl  auf  der  Curre 
und  ^er  Winkel  (»,  den  sie  mit  der  Normalebene  der  Curve  bildet  und 
für  welchen  tang  Q  =  fi  ist,  der  Keibungswinkel. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  auf  der  Curve  x  =  q>{z)y  y  ==  ♦(: 
hat  man 

^  +  Ä  cos  A  =  0,     Y-{-  Rcos  fi  =  0,     Z+  R  cos  v=0, 
co^_cosji_co^_l^  ,-,^p--2-X--2 

—  x~--Y~  —  z~R'     ^  —  r^  +  ^  +^ 

und    für    den   Winkel  d,    den    der   Widerstand    mit    der    Normaleben« 
bildet: 

R  ds     ^    R  ds     ^  R  ds  ^  ^  r     y     t         i 

für  den  Fall  der  Bewegung  aber: 

d  X  d  V  df  z 

-2  =  A'  +  Ä  cos  A,     j^  =  y+  Rcosfi,     —  =  Z+R  cosy. 

cos^  X  -|-  cos^  (l  -|-  cos^  V  =  1 ,     X  =  q>{z)j     y  =  ^  (2) , 

^os  (i        ^  ^  cos  X\  dx        ,    ,    rfy  .    <fe 

—    -  =  0)1  -I       stn  Q  =  —-  cos  K  +  --  cos  ft  +  -     cos  y 

cos  V  \  cos  V  /  ^        ds  ds  ds 

zur  Bestimmung  von  o;,  y,  z,   A,  /ti,  v,   7^,  ^   als  Functionen    der  Zei^ 

§.  7.  Damit  Kräfte,  welche  an  einem  System  angreifen,  velcbt^ 
sich  mit  einem  Punkte  auf  eine  Fläche  oder  Curve  stützt,  und  sich  tc 
eine  blose  Kesultante  reduciren,  welche  durch  den  Stützpunkt  geht,  tL 
Gleichgewichte  seien,  ist  erforderlich,  dass  diese  gegen  die  Fläche  odfr 
Curve  andrückt  und  in  den  Innenraum  des  Keibungskegela  oder  au' 
dessen  Oberfläche  fHllt.  Im  ersteren  Falle  ist  das  Gleichgewicht  acher 
im  zweiten  unsicher.  Um  nun,  während  die  Kräfte  ihre  Richtung  iir. 
Intensität  beibehalten,  den  Stützpunkt  in  irgend  einer  Richtung  sove.t 
zu  verschieben,  dass  für  dieselbe  die  Grenze  des  Gleichgewichts  erreicht 
wird,  ist  eine  positive  Arbeit  einer  Kraft  erforderlich  und  zwar  von  eou 
lieber  Grösse.  Sobald  diese  geleistet  ist,  genügt  eine  fernere  Qoeniltk^ 
kleine  Arbeit,  um  den  Punkt  zu  beschleunigen.  Da  dieselbe  gleid- 
falls  positiv  sein  muss,  weil  sie  den.  Punkt,  der  die  Beschleani^s: 
Null  bosass,  beschleunigt,  so  folgt,  dass  die  Elementararbeit  der  Ki^ti 
tanten  der  gegebenen  Kräfte  und  des  Widerstandes  zasammea  negftt « 
ist,  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts   aber  Null  wird,  und  da  die  vir 
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ttielle  Arbeit  der  Kräfte  der  virtuellen  Arbeit  ihrer  Resultanten  gleich 
ist,  so  folgt  weiter,  dass  für  jede  virtuelle  Verschiebung  des  Stützpunk- 
tes ans  der  Lage  des  sicheren  Gleichgewichts  die  Summe  der  Elementar- 
arbeiten aller  ELrftfte  und  des  Widerstandes  negativ  ist  und  dass  das- 
selbe bis  an  die  Grenze  des  möglichen  Gleichgewichts  gilt.  Die  Arbeit 
des  Widerstandes  zerfällt  dabei  in  zwei  Theile,  die  des  Normalwider- 
standes und  die  der  Keibung.  Für  unveränderliche  Flächen  und  Curven 
ist  erstere  Null. 

Jedes  beliebige  veränderliche  System  kann  in  Theilsysteme  zerlegt 
werden  von  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  mit  äusseren  und  inneren 
Kräften,  welche  an  freien  Punkten  oder  an  Punkten  angreifen,  welche 
auf  Flächen  oder  Curven  zu  bleiben  gezwungen  sind,  welche  letzteren 
im  Allgemeinen  Reibungswiderstände  darbieten  werden.  Zum  Gleich- 
gewichte des  ganzen  Systems  ist  dann  erforderlich  und  hinreichend,  dasH 
m  jedem  Angriffspunkte  von  Kräften  die  Resultante  aller  verschwinde 
bei  einem  freien  Punkte,  oder  in  das  Innere  oder  auf  die  Fläche  des 
Reibungskegels  falle,  bei  Stützpunkten. 

Zum  Gleichgewichte  des  Systems  ist  aber  auch  erforderlich  und  hin- 
reichend, dass  die  Summe  aller  virtuellen  Arbeiten,  der  äusseren,  inneren 
nnd  der  Widerstandskräfte  für  jede  mit  der  Natur  des  Systems  verträg- 
liche Verscliiebung  Null  oder  negativ  sei.  Null  ist  sie  für  solche  Gleich- 
gewichtszustände, welche  an  der  Grenze  des  Eintritts  von  Beschleunigung 
stehen,  negativ  für  alle  übrigen. 

§.  8.     Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Ein  biegsamer  Faden  ist  über  eine  ebene  Cnrve  hingespannt; 
dieselbe  ist  rauh  nnd  bietet  in  Bezng  auf  den  Faden  in  allen  Punk- 
ten Constanten  Reibnngswiderstand  dar;  an  den  Enden  ziehen  zwei 
Kräfte  P,  Q  tangential.  Man  soll  die  Spannung  und  den  Widerstand 
für  den  Fall  des  Oleichgewichts  bestimmen. 

Projicirt  man  die  im  Punkte  M  der  CurvAi  sich  Gleichgewicht  haltenden 
Kräfte ,  die  Spannungen  T  -|-  dT^  —  T  und  den  Qesammtwiderstand  R  /auf  die 
Längeneinheit  bezogen)  auf  die  Tangente  nnd  Normale,  so  erhält  man,  wenn 
ät  der  Coniingenzwinkel ,  q  der  Krümmungshalbmesser»  f*  der  Widerstandscoeffi- 
cient,  R^  und  R^  die    Componenten  von  R  sind,   (7*4-  dT)  nn  de  —  R^ds  =  0, 

'  2*-f  dT)  COM  dt—  T-^  ptR^dB  =■  0,  oder  abgekürzt,  wegen  ds  =  pdc: 

T^R^Q,        dT+(iR^ds=.0 

dT  dB  —  i£« 

and  hiermit  weiter  -^  =  —  f*  —  =  —  f*</«»  folglieb   7'  =  Ce    '^  ,  wenn  «  den 

Winkel  bedeutet,  den  die  Tangente  in  M  mit  einer  festen  Richtung  bildet,  dessen 
Differential  also  der  ContiQgenzwinkel  ds  ist.  Auf  die  Endspannungen  P,  Q  an- 
gewandt gibt  diese  Gleichung 

p«  cr^'*,     0«  cr^% 

wenn  <j,  s^  die  Winkel  s  für  die  Endrichtungen  sind.    Hieraus  folgt 

46* 
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und  die  Bedin^ng  dea  Gleichgewichts: 

P^  ^    — /i(«i-t>) 
Q  ^-  ' 

wodurch  ^  näher   bestimmt  wird.     Das  Gleichheitszeichen   gilt   für   den  Grenz 
zustand  des  Gleichgewichts.     Sobald  fi  bekannt  ist,  erhält  man  weiter 


T 

> 
R 


R. 


R„vr+T*=-  ^yr+  ^^.e-""-"'. 


Sind  P  und  Q  parallel  und  von  demselben  Sinne,  so  ist  f^ —  C|  »s  «,  mithin  di- 
Gleichgewichtsbediugung 

-  ^.  Ein  biegsamer  Fa^on  wird  von  zwei  Endkräften  /*,  Q  über  eio- 
rauhe  krumtne  Fläche  gespannt,  für  welche  bezüglich  des  Fadeof  io 
jedem  Punkte  der  Reibungskegel  bekannt  ist:  man  soll  Spannan»' 
und  Flächenwiderstand  für  den  Fall  bestimmen;  dass  die  Fadencarrc 
in  der  Grenzlage  des  Gleichgewichts  ist,  dass  eine  geringe  Acl- 
derung  einer  der  Endkräfte  hinreicht,  sie  in  sich  selbst  gleiten  ' 
machen. 

Indem  man  die  in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  Fadencurre  sich  Glck . 
gewicht  haltenden  Kräfte  T  -j-  dT^  —  1\  72,  welche  in  der  Schmicgungsebene  i'  - 
Punktes  M  liegen,  auf  die  Tangente  und  Hauptnormale  projtcirt,  erhält  idao,  «. 
bei  der  vorigen  Aufgabe, 

T^R^Q,        dT  +  fiR^ds  r:^  0, 

unter  q  den  Krümmungshalbmesser  der  Fadencurve  verstanden.    Aus  dieses  Olr: 
chungen  folgt  ^^  ^ 

t '^  7  ^  -  ^"^'^ 

wenn  wieder  ds  den  Contingenzwinkel  bedeutet.    Die  Integration  liefert  mit  Back- 


Sicht  auf  P  und  Q: 


Pe    '' 


P 

Q 


•l 


Rff.  «45. 


fi,  Cy  sind  die  Winkel,  welche  auf  der- abgewickelten  Tangentenflftche  der  FsJ^o 
curve  die  Endtangenten,  oder  also  die  Richtungen  von  P  und  Q  mit  einer  fttf 
Richtung  bilden  und  c,  —  Cj  ist  die  Summe  der  Contingens winket 

Der  Widerstandsdoefficient  ^  Ist  die  Tangente  des  Winkels,  dea  R  mit«!«' 
Normalen  der  Fläche  bildet.    Die  Normalebene,  welche  durch  R  geht,  bildet  ■•' 

der  die  Curve  berührenden  Normalebene  einen  Winkei  \ 

welcher  im  vorliegenden  Falle  Null 'sein  muss.    Desi  i- 

Punkte  der  Fadencurve  beginnen  eben  in  den  Tsaffsv* 

derselben  zu  gleiten  und  die  Etichtung  der  Reibnag  ist  is«'* 

entgegengesetzt  der  beginnenden  Bdwegnng.  Die  Schnittiit  * 

der  Normalebene,  weUhe  durch  R  geht,  mit  der  Tasfrsti^ 

ebene  ist  aber  die  Richtung,  in  welcher  R^  wirkt,  v«^'* 

sie  mit  der  Tangente  der  Fadencurve  snsaaunenfaUea  mti« 

Der  Wiuke^V'  ergibt  sich  nun  im  Allgemeinen  so.  ZHetHia*- 

gungsebene  und  die  Normalebene  der  Fadeacorre  befum*^ ' 

mit  der  Normalebene,  welche  den  Widerstand  eatUM.  '•' 

sphärisches  Dreieck  RSq  (Fig.  246.),  dessen  zwei  Ecken  iV,  e  dorcb  die  Biektnr-' 
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der  Flächennormalen  und  der  Hauptnormalen  der  Carve  bezeichnet  werden.^  Die 
Seite  RN  ist  der  Reibun^swinkel,  also  tg  RN  ^a  ^k^  die  Seite  Nq  t=*  a  ist  die  Nei- 
{^ang  der  Schmiegongsebene  der  Fadencarve  gegen  die  sie  berührende  Normalebene 
der  Fläche,  die  dritte  Seite  wird  gebildet  von  dem  Winkel  zwischen  dem  Wider- 
stände R  nnd  der  Hauptnormalen  der  Gurve;  ihre  Tangente  sei  «.  Von  den  Win- 
kein  des  Dreiecks  ist  {Rq^  a)  =>  ^n  und  (RN,  a)  =  i7C  —  fp.    Demnach  hat  man 

sin  Rq 

cos  ip 
woraus 


oder  also 


cos  RN  —  cos  Rq  •  cos  a, 

sinRN 

cos  ip  '  tg  RN 

cos  a 

CO«  tfr   =a   — 

1 
cos  a 

folgt  Nach  dem  Meunie raschen  Satze  besteht  aber  zwischen  den  Krümmungs- 
halbmessern 00  und  9  des  berührenden  Normalschnitts  und  der  berührten  Curve 
die  Relation  p  &=  pQ  cos  ce,  daher  wird  schliesslich 

cos   lÄ    =a     -  -      •     • 

f*       Po 
Die  Bedingungen  der  Aufgabe  fordern,  .dass  diese  Qrösse  1,  also 

Po  ^ 
werde.  Diese  Gleichung  wird  nur  durch  die  kürzeste  Linie  als  Fadenpurve  befrie- 
digt, denn  wenn  '^  verschwindet,  so  fällt  R  in  die  Ebene  des  berührenden  Normal- 
acbnitts  und  wird  fL  =  %,  also  p  =  po  nnd  fällt  die  Schmiegungsebene  mit  jener 
Normalebene  zusammen.  Die  kürzeste  Linie  ist  demnach  die  Qleichgewichtsform 
^en  Fadens,  auch  bei  Reibung  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts. 

Für  den  Kreiscylinder  als  Fläche  und  die  Schraubenlinie   (kürzeste   Linie) 
all  Gleichgewichtsform  hat  man  die  Gleichgewichtsbedingung  für  die  Grenze  am 

Gleiten  bei  constantem  ft: 

t 

'la  Q  constant  ist.     Bezeichnet  a  den  Winkel  der  Schraubenlinie  gegen  die    Er- 
zengungslinie  des  Cylinders,  a  den  Radius  den  Kreisschnitts,  so  wird 

R  2  nna 

S  =    — : . 


v   —      •  •       » 

sirr  a  sin  a 

wenn  n  die  Anzahl  der  Umwiokelungen  des  Fadens  ist  und  hiermit 

Q-' 

Frir  grosse  Q  wird  bei  a  nahezu  gleich  \7C  nnd  vielen  Umwickeinngen  P  sehr 
klein.  Hieraus  ergibt  sich  leicht,  welchen  Vortheil  man  in  den  Anwendungen 
von  der  Reibung  in  diesem  Sinne  ziehen  kann. 

3.  Eine  homogene  Gerade  vom  Gewichte  G  und  der  Länge  2a 
lie^t  mit  ihrem  Schwerpunkte  S  auf  einer  vertioalen  ebenen  Curve 
in  C  auf;  sie  wird  an  den  Enden  A  und  P  mit  Gewichten  P  und  P  -{-  p 
belastet,  in  welcher  Grenzlage  (Fig.  246.)  wird  sie  sodann  sich  im 
Oleichgewichte  befinden,  wenn  der  Reibungscoef ficient -f»  ist? 

Ist  D  der  Berührungspunkt  für  die  Grenzlage  des  Gleichgewichtes,  an  welchem 
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der  Widerstand  R  wirkt ^und  reduciren  wir  die  Kräfte  für  den  Punkt  5.  so  fo!«t. 
wenn  SD  =  Bog  CD  =»  <  gesetzt  wird: 

Ä  =  2P  +  p  +  Ö,        Rs  ^  pa. 
Um  s  zu  finden,   sei  y  =»  f{x)  die  Gleichung  der  Curve,  besogen  anf  eise 

horizontale  x-Axe  und  verticale  y-Aze.  Daß 
vertical  ist  und  mit  der  Normalen  den  Reibunp- 
winkel  bildet,  so  ist  fi  gleich  der  Tangente  des 
Winkels,  den  die  Qerade  mit  der  x-Axe  bildet, 
d.  h.  fix)  =  fi.  Der  grösste  Werth  {  von  x. 
welcher  dieser  Gleichung  genügt,  liefert 
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Für  einen  Kreis  vom  Radius  r  z.  B.  ist  der  R«i- 
bungswinkel  gleich  dem  Winkel  #  der  Nomsleii 
in  C  und  D ,  also  igft^^fk  und  folglteh  we^a 
»  =  rd 

(2P  +  G)r9^  Pia  ^  r9) 
die  Bedingung  des  äussersten  Gleichgewichtes. 

4.  lieber  einen  homogenen  vertical  stehenden  Kreis  vom  Ba 
dius  a  (Fig.  247.)  ist  ein  Faden  gelegt,  welcher  von  zwei  Gewiehiea 
P,  P  4~  P  gespannt  wird.  Der  Kreis  berührt  mit  Reibung  eine  fettt 
Horizontale  und  besitzt  das  Gewicht  G,  Welchen  Widerstand  bii 
die  Horizontale  zu  leisten  für  den  Fall  der  äussersten  Orenie  de* 
Gleichgewichts? 

Die  Kräftereduction  für  den  Berührungspunkt  des  Kreises  liefert  eine  Keaei- 

tante  2  P  -\-  p  -{■  G  und  ein  resnltirendes  Paar  p», 
welchen  der  Widerstand  Gleichgewicht  zu  haltan  hat 
Hierzu  genügt  ein  Widerstand  A,  welcher  in  Abitaadr 
s  vom  Berührungspunkte  vertical  aufwärts  gericbt^t 
Ist,  so  beschaffen,  dass 

Ä  =■  2  P  +  p  +  ff,         Rt  ^  pa 

wird.     Sobald  p  um  ein  Wenige  zunimmt,  rollt  d«r 

Kreis  auf  der  Geraden.     —  heisst  der  Reibnnfscoen 

cient  des  Rollens;  es  ist 

i_  ^  P 

a   ^  2P  +  p  +  G' 

In  der  Theorie  der  Bewegung  der  Systeme  werden  wir  nooh  sweinal  Gt 
legenheit  haben,  über  Fragen  vorliegender  Art  zu  sprechen.  Vgl.  ibrifw 
Dorna,  Nozioni  teoretiche  sulC  atlrito  [Battaglini,  ^Giomaie  tu  mmUmäÜn,  V^. 
III,  p.  202  (1866)]. 
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XI,  Capitel. 

Theorie  des  Trägheiti&momeiiteB. 

§.  1.  Die  in  den  folgenden  Capiteln  zu  entwickelnde  Theorie  der 
Bewegung  eines  Systems  unter  Einfluss  von  gegebenen  Kräften  erfor< 
dert  die  Theorie  einer  Grösse^  welche  den  Namen  des  Trägheitsmomen- 
tes des  Systems  führt.  Sie  hängt  nicht  von  den  Kräften  und  dem  Be- 
wegnogszustande ,  sondern  von  der  Massenvertheilung  im  System  und 
der  Lage  der  Massen  gegen  die  verschiedenen  Axen  des  Kaumes  ab. 
Es  bildet  diese  Theorie  in  Verbindung  mit  der  Theorie  des  Mittelpunk- 
tes der  Massen  einen  Bestandtheil  der  Geometrie  der  Massen.  Der 
Name  „Trägheitsmoment^^  rührt  von  Euler  her;  er  braucht  ihn,  weil 
diese  Grösse  in  den  Untersuchungen  über  die  Botation  eines  unver- 
änderlichen Systems  dieselbe  Rolle  spielt,  wie  die  Masse  bei  der  Be- 
wegung des  Punktes,  welche  von  Vielen  als  das  Maass  d^r  „  Trägheit ^^ 
angesehen  wird,  ein  Begriff,  der  nach  unserer  Ansicht  nicht  in  die  theo- 
retische Mechanik  gehört. 

Ist  m  die  Masse  eines  Punktes,  r  sein  Abstand  von  einer  Axe,  so 
beisst  das  Produkt  mr^  aus  der  Masse  des  Punktes  und  dem 
Qnadrate  seines  Abstandes  von  der  Axe  das  Trägheits- 
moment desselben,  in  Bezug  auf  diese  Axe.  Das  Trägheits- 
moment eines  Systems  von  Punkten,  deren  Massen  m,  m\ 
fn\  ...  sind,  in  Bezug  auf  eine  Axe,  von  der  sie  die  Abstände 
^y^'t^'y.,.  besitzen,  ist  die  Summe 

mr^  -f"  *nr^  -f-  ni'r"'^  -|-  .  .  .  =  JSmr^ 

der  Trägheitsmomente  der  einzelnen  Punkte  bezüglich  die- 
ser Axe.  Sind  Massen  nicht  in  einzelne  Punkte  concentrirt,  sondern 
continuirlich  auf  einer  Linie,  Fläche  oder  in  einem  Körperraum  vertheilt, 
80  nimmt  das  Trägheitsmoment  die  Form  eines  Integrales  Jr^dm  an, 
aasgedehnt  über  die  ganze  Masse  und  zwar  ist  dasselbe  ein  einfaches, 
doppeltes  oder  dreifaches  Integral,  je  nachdem  dm  ein  lineares,  ein 
flächenartiges  oder  körperliches  Massenelement  ist. 

Ist  Q  der  kleinste,  q''  der  grösste  unter  den  Abständen  r  der  Massen- 
punkte von  der  Axe,  so  hat  man 

(m  -|-  m'-j-  m"-}"  ' ' ')  9^  ^  £mr^  <  (m  -j-  m'4-  »»''4"  '  *  0  (^ '^5 
CS  gibt  daher  einen  gewissen  Werth  x  des  Abstandes,  sodass 

(wi  +  m'+  m''-j-  •  •  •)  x^  ==  £mr^y 

oder,  indem  wir  die  Gesammtmasse  des  Systems  mit  M  bezeichnen, 
Mx^  =i  2  mr^  wird.  Die  Linie  x,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass 
ein  Punkt  von  der  Masse  M  des  ganzen  Systems  in  einem  Abstände 
gleich  ihr  von  der  Axe   ein  Trägheitsmoment  besitzt  gleich  dem  Trag- 
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i 
heitsmomente   des  ganzen  Systems,  heisst   der  Träglieitsradios  des 

Systems  in  Bezog  auf  jene  Axe;  ihre  Länge  ist  x  ^=z  1/  — -—  .  Be- 
schreibt man  mit  ihr  als  Abstand  eine  Cylinderflache  am  die  Axe  und 
breitet  auf  dieser  nach  irgend  einem  beliebigen  Gesetze  die  Mutse  .V 
aus,  so  ist  das  Trägheitsmoment  dieser  Cjlinderfläche  gleich  dem  Träg- 
heitsmomente des  Systems. 

§.  2.  Ein  und  dasselbe  System  besitzt  unendlich  viele  Trägheits- 
momente, weil  der  Raum  unendlich  viele  Gerade  enthält,  deren  jede 
zur  Axe  für  das  Trägheitsmoment  gewählt  werden  kann.  Diese  Trag- 
heitsmomentr^  sind  nicht  alle  von  einander  verschieden;  um  die  AhbäDgi^ 
keit  des  Trägheitsmomentes  .von  der  Lage  der  Axe  gegen  das  System 
zu  untersuchen,  wollen  wir  1.  die  Werthe  des  Trägheitsmomentes  für 
Axen  bestimmen,   welche  durch  denselben  Punkt  des  Raumes  bindarch- 

gelien,  sowie  2.  die  Werthe  des  TrägheitamonK'n- 
tes  für  Axen,  welche  mit  einer  gegebenen  Aie 
parallel  laufen. 

Ist  0  (Fig.  248.)  ein  beliebiger  Punkt  de» 
Raumes,  h  irgend  eine  durch  ihn  gehende  Axe, 
welche  gegen  drei  rechtwinklige  Coordinaten- 
axen,  deren  Ursprung  0  ist,  unter  den  Winkele 
^9  ßi  y  goi^oigt  16t,  r  der  Abstand  irgend  eine« 
Systempunktes  M  (xyi)  von  A,  d  sein  Ab 
stand  von  0  und  p  von  einer  zu  h  senkrechtfo. 
durch  0  gehenden  Ebene,  'so  erhält  man  für  das  Trägheitsmoment  E  ilr« 
Systems  bezüglich  der  Axe  h  den  Ausdruck 

oder  wogen  d^  =  a;'  +  y'^  +  *^    p  ^=^  x  cos  a  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  fi 
H  ^:  Zm  [(x^  +  y'  +  «')  —  {x  cos  €t  -^^  y  cos  ß  -^  z  cos  y)'J 
=  Zm  [{x^  +  y'  +  2^)  (^ö5^  «  +  cos"^  ß  +  cos'^  y) 
—  (x  cos  a  -\-  y  cos  ß  '■\-  z  cos  y)^] , 

wenn  man  der  Grösse  a:'+  y^  +  z'^  den  Factor  cos^a  +  cos^ß-}-  cos^}^  1 
zufügt.     Ordnet  man  nach  den- Cosinussen,  so  ergibt  sich 

H  =  cos'^  a  .  £tn  (y^  -f  z^)  +  cos^  ß  •  Zm  {z^  +  x'O  +  cos^  y  '  £m  (a-  +  y' 

—  2  cos  er  cos  ß  •  Zmxy  —  2  cos  ß  cosy  •  Zmyz  —  2cosy  cosa»  Imzj, 

wofür  man  auch  die  Form 

H  =  sin^a  •  Zmx^  +  sin^  ß  •  Zmy'^  +  sin^  y  -  Z  mz'^ 

—  2  cos  er  cos  ß  •  Zmxy  —  2  cos  ß  cosy  •  Zmyz' —  2  cosy  cos« -^""-^ 

gebrauchen  kann^ 

Die  Coefficienten  von  cos'^Uy  cos^  ß^   cos^  y^   nämlich  Xmiy*  +  *  * 
Zm  (^2  -f  a'^),  Zm  (x'  +  y^)  sind  selbst  Trägheitsmomente  des  Sjstew^ 
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nämlich  die  Träghoitsmomeiite  für  die  ^Axen  der  o;,  y^  z,  indem  die 
Grössen  y^  -f-  «',  z^  -["  ^^  *^  "t"  U^  ^*®  Quadrate  der  Abstände  des 
Punktes  M{xyz)  von  diesen  Axen  bedeuten.  Die  Coefficienten  Zmxy, 
Zmyzy  Umzx  der  mit  dem  Minuszeicben  versehenen  doppelten  Pro- 
docte  der  Cosinusse  wollen  wir  nach  dem  Vorgange  einiger  englischer 
Schriftsteller  (z.  B.  Bankine,  A  manual  of  applied  mechanics,  3.  edit., 
p.  522)  Deviationsmomente  nennen.  Mit  Hülfe  einer  in  der  ana- 
lytischen Geometrie  sehr  gebräuchlichen  Bezeichnungs weise  setzen  wir: 

a^^  =  Zmooy  y  a^.^  =  EmyZy  a^^=^Ilmzx^ 

indem  wir  die  o?-,  y -^  z-Axc  als  erste,  zweite  und  dritte  Axe  ansehen 
nnd  durch  die  doppelten  Indices  an  exi,,  a^^«  ^33  andeuten,  dass  diese 
Grössen  die  Coefficienten  von  den  auf  die  erste,  zweite  und  dritte  Axe 
sich  beziehenden  Cosinusverbindungen  coscc  •  cosa^  cosß  •  cosß^  cosy  '  cosy 
sind,  während  ajj,  »23,  a^y  die  Beziehung  zu  den  zu  ungleichnamigen 
Axen  gehörigen  Verbindungen  cos  o  •  cos  /?,  cos  ß  •  cos  y,  cos  y  •  cos  a 
an  sich  tragen,  wobei  a^^  mit  ^32,  031  mit  «1^3,  a^2  ™^^  ^21  ^^^  gleich- 
bedeutend angesehen  werden.  Durch  Einführung  dieser  Bezeichnungs- 
weise erhalten  wir  für  die  erste  der  obigen  Formen: 

iT  =  öj,  cos^  a  -f-  «22  ^^^'  ß  4"  ^Z3  ^ö*^  y 
—  2  a,2  cos  a  cos  ß  —  2  Ö23  cos  ß  cos  y  —  2  cigj  cos  y  cos  a . 

Hiernach  kann  also  das  Trägheitsmoment  des  Systems  für  die  Axe  h 
gefunden  werden,  sobald  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente  des- 
selben für  irgend  drei  zu  einander  senkrechte,  sich  in  einem  Punkte  0 
sof  h  schneidende  Axen  bekannt  sind. 

Das  Trägheitsmoment  ist  seiner  Bildung  nach  eine  positive  Grösse, 
denn  es  sind  seine  sämmtlichen  Elemente  mr^  positiv.  In  dem  Aus- 
drucke für  B  sind  also  au,  ^22,  ^33  positiv.  Die  Deviationsmomente 
von  Smxy  enthalten  aber  positive  und  negative  Elemente,  sie  können 
also  je  nach  der  Lage  der  Coordinatenaxen ,  auf  die  sie  sich  beziehen, 
bald  positiv,  bald  negativ  ausfallen.  Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob 
^8  nicht  möglich  sei,  diese  Axen  so  zu  wählen,  dass  diese  Momente 
alle  drei  verschwinden  und  dadurch  der  Ausdruck  für  H  eine  wesent- 
liche Vereinfachung  erleiden  würde. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  ziehen  wir  senkrecht  zu  einer  der 
drei  Coordinatenaxen,  z.  B.  zur  z-Axe,  auf  welche  sich  die  beiden  De- 
viationsmomente  Zmxz^  £myz  beziehen,  durch  0  eine  beliebige  Ge- 
rade, welche  mit  der  or-Axe  den  Winkel  &  bilden  mag  und  projiciren 
aof  sie  den  Linien zug  der  x^  y,-  z  und  des  nach  dem  Sjstempunkte  M 
hinführenden  Radiusvectors.  Ist  die  Projection  des  letzteren  gleich  5, 
positiv  oder  negativ  genommen,  je  nachdem  s  diesseits  oder  jenseits  0 
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fällt,  SO  wird  s  =  X  cos  ^  '\'  y  sin  d^  und  also,  da  O  för  alle  System- 
punkte constant  ist: 

Ztnzs  =  cos  d"  £tnxz  +  sin^ümyz. 

Sollen  also  £mxz  nnd  Zmyz  zugleich  verschwinden,  so  mnss  anch 
£mzs  verschwinden  und  umgekehrt  zerfällt  die  Bedingung  £mzs  =  i) 
wegen  der  Willkührlichkeit  der  Wahl  von  9  in  die  heiden  BedingDogto 

£mxz  ^=0    und     £myz  =  0. 

Es  seien  jetzt  X\  F',  Z'  drei  durch  0  gehende  rechtwinklige  Coor- 
dinatenaxen  der  x\  y\  z'  und  Z'  so  gewählt,  dass  für  sie  die  Bedingung 
Zmz'ä  =  0  erfüllt  ist.  Bildet  Z  mit  den  ursprünglichen  Axen  die  Winkel 
A,  ft,  V,  so  wird  «'=  x  cos  A  +  y  cos  f*  +  *  ^^^  *'i  ^^^  ferner  o,  b,  c 
die  Winkel,  welche  eine  beliehige,  durch  0  gehende,  zu  2'  senkrechtif 
Gerade  mit  jenen  Axen  bildet,  so  wird  s  =  x  cos  a  -{-  y  cos b  -\-  z  rose 
Daher  ist  jene  Bedingung: 

Zm  {x  cos  a  +  y  cos  b  -\'  z  cos  c)  {x  cos  ^  +  y  cos  |*  +  «  cos  v)  =  0, 

oder  geordnet: 

{cos  kJSmx^  -f*  ^^^  C^  £mxy  -f~  cos  v  £mxz)  cos  a 
+  {cos  X  Zmyx  -}-  cos  (i  £my^  -|-  cos  v  £myz)  cos  b 
-f-  {cos  k  £mzx  +  cos  fi£mzy  +,co5  v  £fnz^  cos  c  =  0, 

oder  kürzer:        ^^^^  ^^^  j^  ^  ^^^  ^^^  ^  ^  ^^^  ^^^  ^^  ^^^  ^ 

"t"  (^21  COS  k  +  «22   COS  fi  +  «23  ^^^  *')  COS  b 

indem  man     +  (^»»  ^^*  ^  +  ^32  ^os  (i  +  «33  cos  v)  cos  c  =  0, 

«jj  =  £mx?j     a,2  =  £mxy  =  «ji»     **13  =  £fnxz  =  «,,, 
or23  =  2:myz  =  a32,     «22  = -2?my',     «33  =  2:111«* 

setzt.  Hierzu  tritt  noch  die  Bedingung  des  Senkrechtstehens  der  KicL 
tungen  {k(iv)  und  {abc)  aufeinander,  nämlich f 

cos  k  cos  a  +  cos  (i  cos  b  +  cos  v  cos  c  =  0. 

Eliminirt   man  aus   diesen  beiden   Gleichungen    einen    der  Wink^i 
a,  6,  c,  z.  B.  c,  so  bleibt  eine  Gleichung,  welche  wegen  der  WillkfirlicL 
keit  von  a  und  b  sich  in  zwei  andere  spaltet,  welche  identisch  sind  d:' 
der  Proportion 

cos  k  cos  fft 

«j,   cos  k  -}-  «12  cos  fl  -f-  «13  cos  V  «21  COS  k  -{■'  «^^  CO*  f^  4"  ^23  *^^'  * 

cos  V 
«3j  cos  k  -j-  «32  cos  |ü  -}"  ^'aa  cos  v 
wo  a  den   gemeinschaftlichen  Werth  dieser  drei  Verhältnisse  abkünf::'- 
bezeichnen  soll.     Man  erhält  daraus 

(«,i  —  ö)  cos  k  +  aj2  cos'fi  -f-  ft|3  cos  V  =s  0 

«21  cos  A  -f-  (*'22  —  ^)  cos  (l  -|-        «23  COS  r  a«  0 
«31  cos  A  +        «32  cos  fl   -f-  («33  —  o)  COS  l'  s»  0 
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«11     ^ 

«12 

«13 

«21 

«22  —  «^ 

«23 

«31 

«32 

«33  —  ^ 

ond  hiermit  durch  Elimination  von   cosX^  cos  ^^  cos  v  zur  Bestimmung 
von  c  die  eubische  Gleichung: 


=  0. 


Die  drei  Wurzeln  derselben  sind  sämmtlich  reell.  Um  dies  l)equem  ein- 
zugehen, stellt  man  die  Gleichung  unter  einer  etwas  anderen  Form  dar, 
indem  man  auf  eine  etwas  andere  Weise  die  Winkel  eliminirtl  Die 
erste  der  drei  in  cos  X,  cos  fiy  cos  v  linearen  Gleichungen  gibt  nämlich, 

cos  X 
wenn  man  addirt  und  subtrahirt,   nachdem  man  mit  or^^)  «is  ^^^^' 

«23 

dirt  hat: 


cos  X    .    cos  fi    .    cos  V         cos  X   (  ,    <yi2«i3\ 

«23  «31  «12  «12«13  ^  «23     >' 


nnd  ähnlich  die  beiden  anderen: 
cos 


d.  h.: 


\osX    ,    cos  yi,   ,    cos  V         cos  (i  (                 ,    ofjsd^isX 
1 1 = I  tf  —  «22  H j 

«23               «31               «12  «23  «12  ^  «31     ^ 

cos  X  ^^  COS  (l  j^  COS  V  COS  V    f  j^    «23  «31  \ 

«23  «31  «12  «23  «31    ^  ^'  «12     ^^ 


COS  X       COS  fi,    .    cos  V 

~ r  -z r  — :: — 


'28 


'31 


12 


COS  X 

-«12  «13 

(cr-Z) 

= 

cos  X 

«23 

«12  «23  «31 

COS  fi, 

«23  «12 


(a  -  ^)  = 


COS  fi, 


^31 


COS  V 

«23  «31 
COS  V 


(a-N) 


^12 


«12  «23  «31 


«12  «23  «81 


a 


23 


{a  -  L)         «3,2  (tf  _  M)        a,^^  {6  -  A) 

cos  X     .     cos  fl     .     COS  V 

— r  -:: r  -z — 


a 


23 


'31 


12 


wenn 


^  =  «11  — 


«12  «23  «31 

«M^  (ff  -  L) 


+ 


«12  «23  «31 


+ 


"iS  «JS  «31 


V(«-^  '   VC«-^) 


a 


23 


^  =  «22  — 


«23  «12 
«31 


^  =  «33  — 


«23  «31 


a 


12 


gesetzt  wird.    Die  Vergleichung  des  ersten  und  letzten  dieser  Ausdrücke 
liefert  sofort  die  Gleichung  für  a  in  der  Form: 

1  1  1 

1 


'23 


+ 


tt 


31 


+ 


a 


12 


+ 


=  0. 


Ö  L  C —  Af'      C  —  JV'      «12  «23  «31 

Diese  Gleichung  lässt  erkennen,  dass  wenn  die  Aufeinanderfolge  Z,  M^  N 
auch  die  relative  Grösse  von  L,  My  N  bezeichnet,  sodass  L  <^  M  <i  N 
ist,  die  Wurzeln  zwischen  —  oo,  X,  My  N  oder  X,  ilf ,  JV,  +  <^  fallen 
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nnd  also  alle  drei  reell  sind,  je  nachdem  f^iz^ti^zt  positiv  od«r  negt* 
tiv  ist. 

Es  seien  nnn  ö',  ff\  <s'"  die  drei  Wurzeln  der  cnbiscfaen  Gleichno^. 
Jeder  derselben  gehört  ein  Werthsystem  {X'fiv)^  (X'V'v')?  (X'^'^^'O  »n. 
d.  h.  jeder  Wurzel  6  entspricht  eine  Linie  {lnv)y  für  welche  £m:i 
verschwindet.  Diese  drei  Linien  stehen,  paarweise  aufeinander  senk- 
recht. Denn  z.  B.  für  (^V*' )  ^^^  (^'V"*'')  ^^^  °^i^  ^i®  Gleicbungs- 
Systeme : 

cfjj  cos  X'  -\-  «12  cos  ft'-f-  ofj3  cos  v'=  0' cos  l' 

«21   cos  A'-f-  Cr22  cos  (l  -\-  «23  COS  v'=  O' COS  fl 
a-lj  COS  k'  -}-  «32  cos  \L  -(-  «33  CO*  V  =  ff'  C05  v', 

«,,  COS  k  -|-  «12  COS  (l  -|-  «j3  C05  V   ==  a   ro5  A 
«21   C05  i"-|-  «22  ^Ö5  f*"4-  «23  COS  v'=  c'ces  ^" 
«31  COS  >L"+  «32  <^0Ä  /*"+  «33  COS  v"=  0" COS  v"; 

mnltiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  des  ersten  derselben  der  Reih*- 
nach  mit  cos  l'\  cos  /*",  cos  v\  die  des  zweiten  mit  cos  1',  cos  \k\  cus  »*'. 
snmmirt  die  Gleichungen  jedes  Systems  und  subtrahirt  hierauf  lii^ 
beiderlei  Kesultate,  so  tilgt  sich  linker  Hand  alles  nnd  bleibt  nach  St^: 
Division  mit  tf' —  <y"  die  Gleichung 

cos  A'  cos  A"-(-  cos  (i  cos  /*"-{-  cos  V  cos  v"^  0 , 

welche  die  behauptete  Bechtwinkligkeit  beweist.  Ebenso  für  die  bei^i*^*' 
anderen  Paare  von  Bichtungen. 

Wählt  man  die  so  gewonnenen  drei  Richtungen  za  Coordinatfo- 
axen,  so  verschwinden  für  sie  die  drei  Deviationsmomente  und  erhi!' 
man  das  Trägheitsmoment  ff  einfach  durch  die  Gleichung 

ff  =  a  cos^  «  -j-  rt  cos^  ß  "h  ^  ^^*^  yi 
wo  «,  ßy  y  jetzt  die  Winkel  sind,  die  die  Aze  h  mit  dies^  drei  Bicl 
tungen   bildet  und  an,  0329  ^'js   die  Trägheitsmomente   des  Systemi  y- 
Bezug  auf  sie  bedeuten. 

Die  drei  Axen   eines  Punktes,  fQr  welche   die   DeviatioDsmometit« 
Zmxy^  Zmyz^  Zmzx  verschwinden,  heissen  die  Hauptträgheit^ 
axen  oder  kürzer  die  Hauptaxen  des  Systems  für  diesen  Punkt.    Di- 
Trägheitsmomente  0(1,  0221  ^33  ^^  dieselben  sind  die  Haupttrigheit» 
momente.    Die  Reellität  der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  beweist, 
dass  es  für  jeden  Punkt   des  Raumes   drei   solche  Axen   gibt.     Für  £"' 
Trägheitsradien    o,  6,  c    der    Hauptaxen    oder    die    Hanpttrigbeit» 
radien   bestehen   die  Gleichungen    ^/a'  =  o^,,   ilf6' =  a^,'  «Vf^  «=  •• 
und  wenn  x  der  Trägheitsradius   für  die  Axe  h  ist,   so   kann  die  tfl**. 
chung  für  ff  auch  umgeschrieben  werden,  wie  folgt: 

x^  •=  a}  cos*^  «  +  6^  cos"^  ß  +  c'  co#^  y 
oder : 

ff  =  M{a^  cos^  «  +  ^^  cos^  ß  -}-  c^  cos^  y) . 
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§.  3.  Trägt  man  auf  jeder  der  durch  0  gebenden  Axen  h  diesseits  an4 
jenseits  von  0  eine  Länge  q  anf,  welche  der  Wnrzel  aus  dem  Trägheits- 
momente H  der  Axe  h  umgekehrt  proportional  ist,  am  einfachsten  q  = 


indem  tnan  den  Proportionalitätsfactor  auf  die  Einheit  reducirt,  so  bilden, 
weil  das  Trägheitsmoment  sich  von  Axe  zu  Axe  continuirlich  ändert,  endlich 
nnd  positiv  ist,  die  Endpunkte  dieser  Längen  eine  geschlossene  Fläche, 
deren  Mittelpunkt  0  ist.  Bezeichnen  x^  y,  z  die  Coordinaten  des  End- 
punktes von  ^,  sodass  q  cos  a  =:  x,  ^  cos  ß  =  y^  q  cos  y  =  z  wird,  so 
erbäh  man  aus  der  letzten  Gleichung  für  H  des  vor.  §.,  welche  sich 
anf  die  Hauptaxen  des  Systems  bezieht,  indem  man  mit  q^  multiplicirt 
und  berücksichtigt,  dass  q^B  =1  ist,  als  Gleichung  dieser  Fläche; 

Diese  Gleichung  stellt  al)er)  da  die  drei  Coefficienten  af,,  a^2  9  ^ss  ^^. 
Trägheitsmomente  positive  Grössen  sind,  ein  Ellipsold  dar,  dessen  Haupt- 
axen mit  den  Hauptträgheitsaxen  des  Systems  zusammenfallen.  Dies 
Ellipsoid  wurde  von  Poinsot  gefunden;  es  heisst  das  erste  Träg- 
heitsellipsoid  des  Punktes  0  (zum  Unterschiede  von  einem  später 
zn  entwickelnden  zweiten).  Für  den  Fall,  dass  0  der  Massenmittelpunkt 
(Schwerpunkt)  des  Systems  ist,  nennt  man  es  das  Centralellipsoid 
des  Systems.  Sobald  das  Trägheitsellipsoid  eines  Punktes  bekannt  ist, 
sind  auch  die  Trägheitsmomente  für  alle  Axen  seines  Mittelpunktes  be- 
kannt durch  die  Formel  ^  »=  — ^  ,   sowie  die  entsprechenden  Trägheits- 

radien  x   durch   die  Formel   x^  =  — -^ .     Die   Halbaxen   des   Trägheits- 

ellipsoids    sind     ---^^  i     -y-^=  •,    "7^- •      Mit    Hülfe    der    Hauptträgheits- 

radien  a,  &,  c,  für  welche  Ma^  =  a,j,  Mb^  =  «22»  ^^^  ^^  ^33  ^^^>  kann 
die  Gleicbang  des  Ellipsoids  auch  geschrieben  werden: 

M  {a^x^  +  b'Y  +  c^z^)  =  1 . 

§.  4.  Um  die  Hauptträgheitsmbmente  und  die  Richtungen  der 
Hauptaxen  zusammen  zu  finden,  kann  man  berücksichtigen,  dass  ein 
Radiusvector  des  IVägheitsellipsoids ,  vom  Mittelpunkte  desselben  aus 
gezogen,  die  Bichtung  einer  Hauptaxe  besitzt,  wenn  er  auf  der  Tan- 
gentenebene  senkrecht  steht,  d.  h.  mit  der  Normalen  zusammenfällt. 
Gehen  wir  zu  diesem  Zwecke  zur  Formel 

ifsss  a^j  cos^  a  -(-  a22  cos^  ß  -{-  «33  cos"^  y 
—  2  a]2  cos  a  cos  ß  —  2  Ö23  ^^5  ß  cos  y  —  2  «31  cos  y  cos  cc 

des  §.  2.  zurück,  welche  sich   auf  das  ursprüngliche  Coordinatensystem 
bezieht,  multipliciren  sie  mit  q^  und  setzen 

Q^Hj=  1 ,     ^  cos  a  =  X,     Q  cos  ß  =  l/.     Q  cos  y  s=  z^ 
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wie  in  §.  3.,  8o  erbalten  wir  die  Gleichmig  des  TrilgheitsellipMids  in 
der  Form: 

ü  — ö„x*+  «?2y'  +  «33^*— 2  flis-ry  — 2 «jjyz  —  2fl3,2x  — 1=0 

Nun  sind  die  Kichtnngscosinnsse  der  Normalen  des  Punktes  (xy:^  di<^ 
ser  Fläche  proportional  den  Grössen 

i^  =  «II*  — ««y  —  «i3*  =  ^(  «II  cos €t  —  a^^  cos ß  —  a„«tf7 
i  —  =  —  fljja:  +  fljjy  —  «M«  =  ^(—  «21  <^<»«  +  «M  «>* /J  —  «21  <"<" } 

i  —  =  —  fl3lX  —  «3,^  4-  fljjZ  =  ^(—  «3,  C0#  O  —  fljj  f «>* /J  -f  tf 33  fOJj 

nnd  wenn  diese  Richtung  mit  der  des  Badiusvectors  (ßßy)  zusammen- 
fallen  soll,  so  müssen  folgende  Gleichungen  bestehen,  in  denen  l  einen 
noch  unbestimmten  Proportionalitiltsfactor  bexeichnet: 

a,|  cos  a  —  a|2  cos  ß  —  41,3  cos  y  =  l  cos  a 

—  021  cos  a  -(-  022  cos  ß  —  023  COS  y  «=  JL  cos  ß 

—  031  cos  a  —  032  cos  ^  +  «33  COS  y  =  1  cos  y. 

Die  Bedeutung  von  k  erhellt  sofort.     Maldplicirt   man    nämlich  die 
Gleichungen  mit  cosay  cos  ßj  cos  y  und  addirt  sie,  so  kommt: 

0, 1  cos'^  a  -(-  022  cos'^  ^  -(-  «33  cos^  y 
—  2  0,2  cos  a  cos  ß  —  2  023  cos  ß  cos  y  —  2  03,  cos  y  cos  a  =  i 

und  die  Vergleichung  mit  dem  Ausdrucke  filr  H  zeigt,  dass  l  ^  B. 
d.  h.  gleich  dem  der  Richtung  {cißy)  zugehSrigen  Trägheitsmomente  b' 
Schreiben  wir  daher  die  Gleibhungen  so: 

{H — 0,1)  CO*  a -f-  0,2        cos  ß -\r        0|s        co*y  =  0 

021         cos  a  -{-  (H  —  022)  cos  ß  +        «23        cos  y  =  0 
031         cos  a  -(-  032        cos  ß  +  {ff  —  033)  cos  y  =  0 

und  eliminiren  die  Cosinusse,  so  ergibt  sich  zur  Bestimmung  der  ^r^: 
den  Hauptaxen  -entsprechenden  Trägheitsmomente  die  cubische  GleicliBoi: 

ir  — 0,,       0,2  013      I 

021  H  022  «23  I    =   0 

«31  «32  ^  —  «33    I 

und  nachdem  die  Wurzeln  ff\  ff'',  H'"  derselben  gefunden  sind,  lie^ 
fern  die  vorstehenden  Gleichungen  die  drei  zugehörigen  RicbtSBgra 
(a'/5y),  («"/ryO.  («'TY")  der  HaupUxen. 

Der  grössten  Hauptaxe  des  Trägbeitsellipsoids  entspricht  das  kleio^"* 
der  kleinsten  ifis  grösste  Trägheitsmoment,  der  mittleren  eio  mittierf» 
Man  kann  daher  zu  denselben  Resultaten  auch  dadurch  geiaogen,  «U** 
man  den  Ausdruck 

^  n=  a|,  cos^  a  -4*  «22  cos^  ß  +  033  cos^  y 
—  2  0,.^  cos  a  cosß  —  2  023  cos  ß  cosy  —  2  031  rosy  ruso 
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mit  Rücksicht  anf  cos'^  a  -f-  cos^  ß  +  cos^  y  =  1  in  Bezug  auf  cos  or,  cos  ßy 
cns  y  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  werden  ISsst.  Für  die  Aus- 
führung der  Rechnung  wird  man  behufs  Elimination  einer  der  drei 
Winkel  den  unbestimmten  Factor  k  benutzen ,  die  Grösse 

H  —  k  (cos^  cc  -\-  cos^  ß  4"  cos*^  y)  =  («u  —  A)  cos^  a  -|-  •  •  •  • 

nach  cos  a.   cos  ß.   cos  y  dmerentiiren    und ,    -r ^,    — 

'  o  cos  a       d  cos  ß      0  cos  y 

der  Null  gleich  setzen.    Dies  führt  zu  denselben  Gleichungen  wie  vorher. 

Die  cubische  Gleichung  für  B  und  die  für  a  (§.  2.)  haben  dieselbe 

Form  und  zwischen  den  Elementen  der  beiden  Determinanten  bestehen 

die  Relationen: 


«11  =«22  +  **33» 

«22  —  «33  +  «11» 

«33  =  «11 

«12  «12» 

«23  =*  «23» 

«31          «31 • 

§.  ö.  Durch  das  Trägheitsellipsoid  erlangt  die  Theorie  des  Träg- 
heitsmomentes einen  bedeutenden  Grad  geometrischer  Durchsichtigkeit, 
indem  fast  jeder  Satz  über  die  Diameter  des  Ellipsoids  die  Interpreta- 
tion eines  Satzes  über  Trägheitsmomente  liefert  und  somit  eine  grosse 
Parthie  der  Theorie  der  Flächen  zweiter  Ordnung  in  eine  entsprechende 
Parthie  der  Theorie  des  Trägheitsmomentes  übersetzt  werden  kann. 

Nach  einem  bekannten  Satze  ist  die  Quadratsumme  der  reciproken 
Werthe  dreier  zu  einander  senkrechter  Semidiameter  der  Ellipsoids  con- 
stant.  Sind  daher  q\  q'\  q"'  drei  solche  Semidiameter  des  Trägheits- 
ellipsoids  und  JI\  H'\  H'"  die  ihnen  entsprechenden  Trägheitsmomente, 
sowie  %',  %\  %"  die  zugehörigen  Trägheitsradieo,  sodass  also 

p'2jy'=  if"^H"=  ^'"2JJ'"=  1  =  M%^q'^=  M%"^^'"^  =  3fx'"V'"^ 

so  wird  H'+  H"+H'"  oder  x'^  +  x"^  +  x'"^  constant,  d.  h.: 

Die  Summe  der  Trägheitsmomente  für  drei  zu  einander 
»enkrechte,  sieb  in  einem  Punkte  schneidende  Axen  eines 
^^ystems  ist  constant,  nämlich  gleich  der  Summe  der  Haupt- 
trägheitsmomente  dieses  Punktes. 

Ein  anderer  Satz  sagt  aus,  dass  die  Quadratsnmmo  dreier  conju- 
girter  Semidiameter  eines  Ellipsoids  constant  sei.  Hieraus  folgt  für  die 
Trägheitsmomente,  dass  für  drei  zu  einander  conjugirten  Axen  A,  h\  K* 

1/'  +  TPf  +  1^*,  oder  — 7ö  "h     /,o  "T  - *f*i  constant  sei,  d.  h. : 

Die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Trägheitsmomente, 
welche  dreien  conjugirten  Diametern  des  Trägheitsellip- 
soids  eines  Punktes  entsprechen,  ist  constant,  nämlich  gleich 
der  entsprechenden  Summe  für  die  Hauptträgheitsmomente. 

Der  geometrische  Ort  aller  Diameter  des.  Ellipsoids  von  constanter 
iJinge  r  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades,   welcher  mit  dem  Ellipsoid  den 
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'  Mittelpankt  und  die  Haaptaxen  gemein  bat  und  dasselbe  .in  einer  spha- 
riscben  Ellipse  dnrcbdringt.     Dies  liefert  uns  den  8atz: 

Der  Ort  aller  Axen  cons tanter  Trägbeitsmomente,  welcbe 
sieb  in  einem  Punkte  scbneiden,  ist  ein  Kegel  zweiten  Gra- 
des, welcher  mit  dem  Trägbeitsellipsoide  dieses  Pnnkt^d 
gemeinscbaftlicbe  Haaptaxen  besitzt. 

Sind  a^j,  ^22  9  ^33  ^^^  Hauptträgbeitsmomente ,  so  erbält  min  aü> 
ZT  =  fljj  cos'^  a  -{-  «22  ^^^^  ß  "f"  ^33  ^^^  7 
für  ein  constantes  H  die  Gleicbung  des  Kegels,  indem  man  die  Coor- 
dinaten  x^  y^  z  eines  beliebigen  Punktes  der  Bicbtung  {fxßy),  dessen 
Radiusvector  q  sei,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  q  cosa  :=  x^  q  cos^=\! 
Q  cos  y  ^=  z  einführt ,  nämlich : 

{H-a,,)a?^i,H-  a^^)  y^  +  (^  ~  «33)  ^'  =  0. 
Die  Schnittcurve  mit  dem  Trägbeitsellipsoid 

.     «11  «^  +  «22^*  +  «83«^  —  1  =  Ö 

1 

liegt  auf  der  Kugel  H  {x^  -j-  y^  -f-  **)  =  1  ▼o™  Radius  r  =  —  -  • 

}  H 

Ist  a]j  •<  »22  "^  ^33)  sodass  also  a^^  der  grössten,  a.^^  der  mittleres 

und   »33  der    kleinsten  Hauptaxe    des  Trägbeitsellipsoids    zugehört,  .^ 

zerfällt  der  Kegel  für  H  :=  »22  ^^  ^'^  beiden  reellen  Ebenen 

(«22  —  flu)  a;2  +  («22  —  «33)  2^  =  0    oder    z^  +  xj/  ^-  —^ . 

welche  durch  die  mittlere  Hauptaxe  hindurchgehen  und  die  centrtka 
KreisBchnitte  des  Trägbeitsellipsoids  enthalten.  Dies  Ebenenpaar  theil: 
den  Raum  in  zwei  Scheitelräume,  von  denen  der  eine  die  grösste«  er. 
andere  die  kleinste  Axe  des  EUipsoids  enthält.  Für  alle  Axen  A  d^.« 
ersten  Raumes  ist  a,,  <H<Ca^2i  ^'  *^^^  Axen  h  des  zweiten  a,^'*^^^*^- 
Soll  also  iT  >,«]],  aber  noch  nicht  gleich  «32  sein,  so  umgibt  derKe^-'. 
der  Axen  constanten  Trägheitsmomentes  die  Axe  des  kleinsten  Trij 
heitsmomentes ,  soll  H  <C  «33,  aber  >  0,2  sein,  so  umgibt  sie  die  d*^ 
grössten  Trägheitsmomentes. 

Die    Projectionen    der    sphärischen    Ellipse    auf    die    Coordinit" 

ebenen  sind 

ff  —  a- 


(«11  —  «33)  ^^  +  («22  —  «ss)  y^  =  —I  "'^ 


(«11  —  «22)  ^^  +  («33  —  «22)  «^  =  — ^-^» 
(«22  —  «11)  ^^  +  («33  —  «11)  *^  =  -  -ß-^ ' 

§.  6.     Durch  die  bisherigen  Untersuchungen  sind  wir  in  den  öt«^ 
gesetzt,   die  Trägheitsmomente  für  alle  Axen  zu  finden,   welche  sieb  :« 


II.  Cftp. 


Trägheitsmoment  für  parallele  Axen. 
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ein  und  demselben  Punkte  0  schneiden.  Um  die  Trägheitsmomente  fElr 
die  Axen  eines  anderen  Punktes  0'  (Fig.  249.)  zu  finden,  wollen  wir 
durch  beide  zwei  parallele  Axen  h^  K  legen,  ihre  Trägheitsmomente  mit 
E^  H\  ihren  Abstand  mit  d ,   die  Abstände  eines  Fig^.  249. 

Sjstempunktes  von  ihnen  mit  r,  r   und   die  Pro-  ' 
jection  von  r   auf  die   Bichtung  von  d  mit  x  be- 
zeichnen.    Dann  ist 

r'2  =  r*  +  d^  _  2  rfa: 
und  folglich 

Zmr'^  =  Zmr^  +  d^  .  Zm  —  2d2mx, 

ä.  h.:  B'=H+  Md^  —  2d£mx. 

Ist  nun  h  eine  Axe,   welche   durch   den  Massen- 
mittelpunkt S  des  Systems  geht,  so  stellt  Zmx  die 
Summe  der  Momente  aller  Massenpunkte  in  Bezug 
anf  eine  durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Ebene  dar  und  ist  folg- 
lich Null,  sodass  wir  erhalten 

d.  h.  unter  allen  Axen  des  Baumes,  welche  ein  Parallel- 
stralenbündel  bilden,  hat  die  Axe  des  Massenmittelpunktes 
das  kleinste  Trägheitsmoment  und  haben  alle  Axen  rings  um 
sie  herum,  welche  denselben  Abstand  besitzen,  gemeinsamen 
Werth  des  Trägheitsmomentes;  der  Unterschied  zwischen 
dem  Trägheitsmomente  einer  solchen  Axe  und  dem  Träg- 
heitsmomente der  Axe  des  Massenmittelpunktes  ist  gleich 
dem  Trägheitsmomente  der  Gesammtmasse  des  Systems,  im 
Massenmittelpunkte  vereinigt  gedacht,  in  Bezug  auf  jene  Axe. 

Führt  man  in  die  vorige  Gleichung  die  Trägheitsradien  ein,  näm- 
lich setst  man  H  =^  M%^^  H'=^  Mk"^^  so  nimmt  die  Gleichung  die  Form 
an:  %^  =  %^-^dP-^  demnach  bilden  x',  x,  d  immer  ein  rechtwinkliges 
Dreieck,  dessen  Hypotenuse  m!  ist. 

Aus  dem  Vorstehenden  erkennt  man,  dass  die  Kenntniss  der  Bich 
langen  and  Trägheitsmomente  für  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes 
genügen,  um  die  Trägheitsmomente  für  alle  Axen  des  Baumes  finden 
zu  können.  Sind  nämlich  A^  By  C  die  Hauptträgheitsmomeute  des 
Massenmittelpunktes  und  o,  ß^  y  die  Winkel,  welche  die  Bichtung  einer 
beliebigen  Axe  h'  des  Baumes  oder  die  ihr  parallele  Axe  des  Massen- 
mittelpunktes h  mit  den  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  bildet,  so 
ist  daa    Trägheitsmoment  für  sie 

H'^A  cos^  a  +  B  cos^  ß  +  C  cos^  y  +  Mä^,       v 
wenn  d  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  K  bedeutet. 

§.  7.  Um  über  die  Vertheilung  der  Axen  constanten  Trägheitsmomen- 
tes H'  am  den  Massenmittelpunkt  ins  Klare  zu  kommen,  bedenken  wir 

Schell,  ThMrie  d«  Bew.  a.  d.  Krftfte.  47 
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dasB  in  der  Gleichung  H"^  =  //'•  -(-  Mif  zwei  Grössen  H  und  </  vor- 
kommen, welche  variiren  können,  ohne  dass  H'  aufhört,  denselben  Wertb 
zu  behalten.  Ziehen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Axe  A,  welche 
dem  Kegel  für  das  Trägheitsmoment  H  angehört,  so  liegen  alle  Axen 
des  Raumes,  welche  dieser  parallel  sind  und  das  Trägheitsmomeat  H' 
besitzen,    auf    einem    Cylinder    um    h    mit    einem    bestimmten   Radio« 

jT— -    beschrieben.     Wechselt  h  seine  Lage   anf  dem  Kegf!. 

so  verschiebt  sich  dieser  Cylinder  im  Räume.    Wählt  man  einen  andere 

Kegel,  welchem  ein  anderer  Werth  von  H  zugehört,  so  ergibt  sich  eine 

andere  Schaar  Cylinder.     Indessen  ist  die  Wahl  dieser  Kegel  an  eiat^u 

gewissen  Spielraum  gebunden,  dessen  Grenzen  nicht  überscliritten  werder. 

dürfen,  wenn  H'  «ich  nicht  ändern  soll.    Denn  ist  A  der  kleinste,  C  der 

grösste  Werth  von  ZT,    so   ist  der  grösste  Werth,    den  d  erreichen  darf, 

^ 

-  und  der  kleinste,   unter  den  d  nicht  herabgehen  darf, 


-y- 


-/^ 


_  /:»: 


M 


Q 

---  ,    Beschreibt  man  daher  mit  diesen  beiden  Lingen  ab 

M  ^ 

Radien  um  den  Massenmittelpunkt  zwei  Kugeln,  so  geben  die  Tangentfo 
dieser  Flächen  die  Grenzabstände  der  Axen  an,  welche  dasselbe  Träg- 
heitsmoment H'  besitzen.  Zwischen  diesen  Grenzen  aber  kann  man  der 
Grösse  d  jeden  Werth  ö  beilegen  und  sofort  eine  Menge  Cylinder  finden, 
deren  Axen  im  Massenmittelpunkte  eine  Kegelfläche 

{H  —  A)x^+{H—  B)  y^  +  {H—C)z^  =  0 

bilden,   für ^  deren  Erzeugungslinien  der  Werth  des  Trägheitamomentef 

H=H'—  M6^  ist. 

'  §.  8.     Ehe  wir  in  der   allgemeinen  Theorie  der  TrSgfaeitsnooieste 

weiter  vorwärts  gehen,   wollen  wir  einige  Beispiele  für  die  BestimmoDi; 

von  Trägheitsmomenten  geben. 

Es  sei  ein  homogenes,  continulrlioh  den  Raum  erfüllendes  Sjsteoi  tos  ^-' 
specifischen  Masse  1  bezogen  auf  drei  rechtwinklige  Axen  der  x,  y,  :;  das  Trir 
heitsmoment  A  bezüglich  der  a;-Axe  ist: 

^  «  £  (y«  +  z»)  rfm  —  Zy^dm  +  Zz^dm. 

Um  Zy^dm  zu   bestimmen,   legen  wir  senkrecht  zur  y-Axe  swei  Ebeaea  ia  ^<* 
Abständen  y  und  y  -^r  dy  von  der  a;-Axe;  alle  Massenelemente  des  Systems  iwitel«^ 
diesen  baben  dasselbe  y  und  wenn  also  der  Qaerschnitt  im  Abstände  jf  di«  Giv«» 
öy  hat,   so  wird  Zy^dm^Jy^Q^dy;  in  ähnlicher  Weise  hat  man  fflr  die  nr«> 

Summe  Zz^dtfn^  Cz^Q^dt,  wenn  Q^  der  Querschnitt  senkrecht  zur  r-Axe  ist    1*"* 

endlich  Q^.  der  Querschnitt  senkrecht  zur  x-Axe,  so  gelangt  man  zu  dea  Torm^-^ 

A  ^  Cy^Q^dy  +  A'O.rfz,         B  ^  Cz^Q.dz  +  C^Q^dx. 


^''f^Q^dx  +  Ct/^Q^dy, 


XI.  Cap.  Specielle  Fälle  and  Beispiele.  739 

Wenden  wir  diese  Formeln  an 

1.  anf  die  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  der  drei  Axen  des  Massen- 
mittelpunktes eines  homogenen  rechtwinkligen  Parallelepipeds  von  den 
Kaotenlängen  a,  b^  e,  welche  Axen  den  Kanten  parallel  lanfen.     Man  hat 

I  a^Q^dx  =  bc  jx^dsc  =  -—  a', 
/  y*  Oy  dy  :^  ca  ly^dy  ^  —  b^, 

—  ic 
(Ja  .V  =B  a&c.     Hiermit  werden 

^  =  j^  (ft'  +  c«),      Ä  =  g(c»  +  a«),       C  =.  g(/.«  +  »»). 

Zag^leich    sieht  man ,  dass  die  drei  Axen  die  Haaptaxen  des  Massenmittelpunktes 
sind  und 


1  xydm  =»  I  yzdm  s=  i  zxdm  =*  0 


lind  vermöge  der  Symmetrie  der  Figar;  daher  ist  das  Trägheitsmoment  für  eine 
beliebige  Aze  h  des  Massenmittelpunktes  von  der  Richtung  (a^y): 

Ä  =,  ^  |(Ä«  +  c»)  CO*«  o  +  (c«  +  II«)  CO««  p  +  (fl«  +  Ä«)  co»«y} 
Qod  das  Quadrat  des  Trftgheitsradius 

»t «  ^  |(ftt  ^  e«)  CO*«  «  +  (c«  +  fl«)  CO»«  (J  +  (fl«  +  &«)  CO»«  y}  , 

sowie  die  Gleichung  des  Centralellipsoids 

~{{b*  +  c«)  ««  +  (c«  +  a«)  y«  +  (a«  +  6«)  i»}  -  1. 

2.  Es  seien  ebenso  zu  bestimmen  die  Trägheitsmomente  eines  homogenen 
Sllipsoids  von  der  specifischen  Masse  1  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptaxen  des 
Figur,  welche  auch  hier  Hauptträgheitsaxen  des  Mittelpunktes  (Schwerpunktes) 

■f  1/8  2« 

aind.    Die  Gleichung  des  Ellipsoids  sei  -^  4.  ^  +  ^  »  1.     Der  Schnitt   {?^, 
senkrecht  zur  x-Axe,  ist  die  Ellipse 


'      +  -.  --^  =  1 


und  ihr  Inhalt 


Ebenso  ist 


0,  -«ca(l-^), 
.0,  =  ««6(l-^*). 
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Hiermit  werden 


—  m 

+* 

+  e 

J  t*Q^dz  =  «aij  (l  -  ^)t*äz 


—  e 


die  Wertbe  annehmen:    -f^na^bc^  -^nab^c,  -f^nabe^,  oder,  da  die  M«He  Ji  den 

J^  JLM  JkM 

Werth  hat:   4«a&q,  lo  werden  -=-0*,    -r  ^>    e~  <^*  diese  drei  Integrale  danteHen. 
,  5  0  o 

Demnach  erhält  man  fiir  die  Hauptträgheitsmomente  des  Massenmittelpunktes 

nnd  für    das  Trägheitsmoment  einer  beliebigen    Massenmittelponktsaze  roo  der 
Richtung  (a^y): 

Zr  =  y  {(6«  +  c«)  CO»«  <r  +  (c«  +  fl«)  CM*  jJ  +  (a«  +  6«)  co»«  y}  , 
sowie  die  Gleichung  des  Centralellipsoids: 

^(6«  +  c«).x»+  :^  (et  +  „t)  .  yt  4.  ^  (at  4.  4t) . -t  _  ,. 

Man  kann  leicht  ein  homogenes  Ellipsoid  finden ,  welches  in  Besag  aof  tl!^ 
sich  im  Mittelpunkt  schneidenden  Axen  dieselben  Trägheitsmomente  betitst,  wi^ 
ein  gegebenes  System,  welches  mit  diesem  dieselbe  Masse  M  nnd  denselben  MaiwB 
mittelpankt  hat  Sind  Ay  B,  C  die  Hauptträgheitsmomente  des  Systems  für  jeoea 
Pankt,  so  findet  man,  weil  die  Centralellipsoide  für  das  System  and  das  Ellip«»i' 
dieselben  sein  miissen,  die  Halbazen  a,  b\  c  des  KUipsoids  aus  den  Oleichsaftt- 

6t  +  e«  =  5~,      c«  +  fl«  =  5.^-,      i,t  +  Äi=«5.^. 

Jfi  Jn  Si 

•  Hieraus  folgt 
und  folglich  durch  Subtraction  der  vorigen  Qleiohangen  einaeln: 


M  M  M 

m 

Hierdurch  erlangen  die  drei  Summen  £a^dm,  £y*dm^  Zz^äm,  welche  «imf* 
Schriftsteller  die  Trägheitsmomente  der  Massen  in  Besag  aaf  die  Ebenen  der  y:. 
zXf  xy  nennen,  eine  gewisse  geometrische  Bedeutung. 

Für  das  Rotationsellipsoid  — "T       +  -5  *=*  1  '^'^^ 

Für  die  Kugel  x*  +  y«  +  s«  =  a*  ist  A^B^C^^^H^  \M^. 

Um  das  Trägheitsmoment  H  der  homogenen  Kagel  für  irgend  eines D*^^ 
messer  h  unmittelbar  su  finden,  sei  dieser  die  x-Axe,  sodass 

H  ^  £  (y«  +  2«)  dm  =.  Zy^dm  +  Zz^dm 
wird.     Vermöge  der  Symmetrie  der  Massenvertheilung  der  Kugel  ist  aber 
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Sx^dm  =-  Zy^dm  =»  Sz^d/n  «  ^  27  (a:«  +  y»  +  z«)  dwi  =  J  2?r«rfOT, 

wenn  r  den  RadiUBvector  nach  dem  Punkte  (xyz)  bedeutet.    Nun  ist  aber 

dm  =«  Q  •  ^itf^dTf 
älao  wird  a 

Dies  liefert  ^  ^  A«9«*  =-=  *^«'»    wo    M  —  ^  w^fl^ 

Man  kann  die  Aufsuchung  der  Hauptträgbeitsmomento  des  Eliipsoids  be- 
züg^licb  des  Mittelpunktes  auf  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  für  einen  Durch- 

mcaacr  zurückführen.     Die  Gleichung  des  Eliipsoids   —•+•?•+  -r  =•  1  geht 

•  Or  ar  Cr 

nämlich  durch  die  Substitution  x  «=«  ax\  y  =•  hy\  z  =  cz'  über  in  j:'*  +  y'*  +  z'«  =  1 
and  wird  <2m  =  gdxdydz  ^i^  gäbe  dxdi/ dz* ^^  abcdm\  mithin 

Sx^dm  s=  abe  •  a*Jlx'*dm\ 
^y^dm  =  abc  •  b*  £y*dm\ 
Sz*  dm  =  flÄc  •  c'  2^x'•  dm'. 

Die  Gleichung  x'*  -}-  y*  -f"  z'*  =>  1  stellt  aber  eine  Kugelfläche  vom  Radius  1 
dar  und  die  Summen  Ex^dnC^  Ey^dm,  T^z'^dm  beziehen  sich  auf  diese,  deren 
Massenelement  dm   ist.    Für  sie  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

£x'*dm'=s  Zy^dniss  £z'*dm's=s  -f^ng 
und  daher  werden 

— |-  Zx^dm  =  -rj-  ^y^dm  ==  -^  £z*dm  =»  -f^nqabc  =*  ^  Jf, 
mithin        a  ö  f 

A^  Z[y^  +  z*)dm=^\M{b^+  f^),    Ä  =  J  Äf  (c«  +  «•),     C  =  *  ilf  (a«  +  6«). 

Diese  Bemerkung  wurde  von  Heurn  gemacht.  [Thomson  and  Ferrers,  Cam- 
bridge and  Dublin  mathem.  Journal,  Vol.  VIII,  p.  37  (1853).] 

§.  9.  £s  sei  ein  homogener  Rotationskörper  gegeben,  man  sucht  das 
Trägheitsmoment  für  die  Rotationsaze  und  eine  zu  dieser  senkrechten  Geraden, 
welche  die  Rotationsaze  in  einem  Punkte  0  schneidet.  Man  bemerkt  leicht,  dass 
die  Rotationsaze  und  alle  Azen  durch  0  senkrecht  zu  ihr  Hauptazen  des  Punktes 
0  sind  und  *  dass  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  um  die  Rotationsaze 
der  Figur  ist.  Für  die  Rotationsaze  als  or-Aze,  m  als  Winkel,  den  ein  beliebiger 
Meridian  des  Körpers  mit  der  xy- Ebene  bildet,  r  als  Abstand  eines  Punktes  in 
der  Ebene  des  Meridians  von  der  Aze  erhält  man  das  Element  der  Masse,  indem 
man  den  Körper  schneidet  1.  mit  zwei  Ebenen  im  Abstände  x  und  jc  -|-  dx  von  0, 

2.  mit  zwei  Meridianebenen,  entsprechend  den  Winkeln  m  und   o  -f-  tfo,  sowie 

3.  mit  zwei  Cylinderfläphen  um  die  x-Aze  mit  den  Radien  r  und  r  -{■  dr  durch 
die  Formel  dm  =»  grdrdadx.    Dies  ist  einzusetzen  in  die  Formeln 

^  «  2?(y«  -f  2»)  dm  =  Zt^dm, 
Ä  =  C?  =  S  (z«  +  a:*)  ^'«  =  -2?  (r«  «n«  m  +  a^)  dm 

oiid  hierauf  ist  zu  integriren  nach  oi  von  lo  =&  0  bis  oi  =»  2»,  wobei  die  Integrale 

2n  %n 


j da  ^B»  2n,         I sin*  a dm  &= 


n 


in  Anwendung  kommen ,  nach  r  von  r  =^  0  bis  r  ^^  y  =^  f{x)^  wenn  y  ^^  f{x) 
die  GleiehuDg  des  Meridians  für  den  Punkt  0  als  Ursprung  ist  und  nach  x  zwi- 
schen zwei  Constanten  Werthen  Xq,  x^.  Man  erhält  auf  dem  hier  angedeuteten 
Wege  znaäebst: 
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'"'11' 


r^drdx , 


B  ^  C  ^  ng  I   jr^drdx  +  2%0  1  j  rdr-x'dx -=^  \  A  +  2«p  ijrdrx^di 

■*o    0  •'o    0  ••o   0 

and  hierauf  durch  Ausführung  der  Integmtion  nach  r: 


nQ  li/dx,     B  =»  C  ^  \A  +  itQ  ix 


Hiermit  erhält  min  weiter  für  das  Trägheitsmoment  uro  eine  beliebige  Axe  k{afy 
ff  ^  A  cof^  a  +  Ä  [co9*  ß  +  cot*  y)  =  A  cos*  »  +  Ä  (1  —  «w«  «) 

=    i  «P  (1    +    CO»' 


f*  «)  1  y*rfar  +  «  «V  a  ia^j^dx. 


Wir  wenden  diese  Formel  ant 

1.  auf  den  Rotationskegel  für  die  Spitze  als  Punkt  0.     Es  sei  k  die 

Höhe,   r   der   Radius   der   Basis.      Man    erhält   wegen   y  «=   T^*    A^^Mr^. 

2.  auf  das  sphärische  8egme)it  für  den  Scheitel  desselben  tl« 
Punkt  0.    Ist  r  der  Radius  der  Kugel,  so  wird  y  =  ^2  r«  —  x*,  Xq^iO,  x,  »i". 

ly*</x  =*  x'dr» '+  i^x*  —  rx),  ij^x^dx  »=»  x*(4r  —  4^«), 

0  0 

Für  die  Vollkugel  wird  wegen  M  =  i«r».  ^  =-  J^''»'',  B  =  |  .l/r«.  —  Fü 
die  Halbkugel  erhält  man  wegen  M  »  l^rr*,   ^  =  }^'*'>   ^  »  U-^'''' 

3.  auf  den  Kreiscylinder  für  den  Schwerpunkt  als  Punkt  0.    Ut ' 

mg  u  U 

der  Radius,  a  die  Länge  des  Cylinders,  so  wird  i^=i-—  r*,  il««C«»^r»+^«'. 
M  =  nr*a,  —  Für  die  cylindrische  Rohre  vom  inneren  Radius  r  und  i^T 
Wanddicke  d   hat   man    ilf  =-  «a  {(r  +  «i)«  -  r«} ,    ^  —  ^  {(r  +  rf|»  +  ^j 

^=  f  {(^  +  rf)'  +  r«}  +  ^ä^. 

Für  den  homogenen  OvalkSrper,  welcher  durch  Rotation  der  Ovallisi« 
r  =  2  a  CO«*  ^  um  die  Polaraze  entsteht ,  die  Hanptträgheitsmomente  nad  Triif- 
heitsradien  des  Schwerpunktes  su  finden. 

.  Das  Trägheitsmoment  einer  Biconvexlinse  für  einen  Oorchmesaer  der  f»- 
meinschaftlichen  Kreisbasis  als  Axe  zu  finden,  an  welcher  die  beiden  PUneearti^ 
linsen  zusammenstossen ,  welche  die  Biconvexlinse  bilden. 

§.  10.  Für  Trägheitsmomente  von  homogenen  Rotationskörpern  kann  «u 
einen  den  Gnldin*schen  Sätzen  über  den  Massenmittelpunkt  niebt  naäkaUcban  SsU 
aufstellen.  Besitzt  nämlich  eine  ebene  Figur  (Fig.  260.)  eine  Sjrnnetrieai«  «. 
so  ist,  wenn  dx  'ein  Fläohenelement  derselben  und  «  seinen  Abstand  von  dieser 
Axe  bedeutet,  £xda  =  0   und    Zx^da  «—  0,  weil  vermöge  der  S/Mmelnr  ^ 
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Fi^r  die  Fläoheiraleinente,  welche  paarweise  in  entgegenc^esetzt  gleichem  Ab- 
stände X  diesieits  und  jenseits  der  Aze  liegen,  sich  tilgen.  Setzt  man  weiter 
Ea^da  BS  «*«    wo  a  den  Flächenraum  der  Figur  und  _    ^ 

%  deren  Trägheitsrad  ins  für  die  Axe  a  darstellt,  so  wird 
das  Trägheitsmoment  des  Rotationskörpers ,  den  die 
Fläche  tt  bei  der  Drehung  um  eine  mit  a  im  Abstände 
d  parallele  Axe  h  erzeugt: 

indem  ^n(x  '\'  d)  da' q  einen  Eleroontarring  der  Masse 

darstellt.     Dieser  Ausdruck  nimmt  aber  vermöge  der  vorstehenden  Bomerknugen 

die  Form  au: 

H=^2nQ  [d^£da  +  ^d*i:xda  +  SdSx^da  +  Sx^det)  =  2  nQad{d^  +  8x»). 

Da  nach  dem  Guldin'schen  Satae  das  Volumen  des  Rotationskörpers  2nad  und 
also  2nQad  seine  Masse  M  ist,  so  hat  man 

Ä  =-  V»f  (d«  +  3  «•) . 

El  darf  hierbei  aber  die  Rotationsaxe  h  die  Fläche  a  nicht  schneiden.    Der  frag- 
liche 8ata  lautet  demnach: 

Besitzt  ein  geschlossener  ebener  Flächenraum  eine  Symmetrie- 
axe  und  ist  x  sein  Trägheitsradius  in  Bezug  auf  sie,  so  ist  derTräg- 
heitsradius  des  homogenen  Rotationskörpers,  welchen  die  Figur 
durch  Rotation  um  eine  im  Abstände  d  mit  der  Symmetrieaxc  paral- 
lele Axe  erzeugt,  in  Bezug  auf  diese  Axe  gleich  ^  +  3  <('• 

Der  Satz  ist  von  Townsend  [On  the  momeni  of  ineriia  of  a  ring  with  respeci 
to  iu  aiig  of  revolution.  Cambridge  and  Dublin  Quarter ly  Journal  of  pure  and  appL 
Mathem.,  T.  X,  p.  203  (1869)]. 

§.  11.  Für  nicht  besonders  complicirte,  insbesondere  homogene  Systeme 
kann  man  sich  zur  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  des  Satzes  §.  6.  mit  Erfolg 
bedienen,  wenn  man  damit  noch  einen  anderen  Satz  über  die  Trägheitsmomente 
ähnlicher  Systeme  in  Bezug  auf  homolog  liegende  Axen  verbindet.  Denkt  man 
sich  nämlich  zwei  hoviogene  ähnliche  Systeme  in  gleichviel  ähnliche  Massen- 
elemente zerlegt,  so  stehen  die  Massen  je  zwei  homologer  solcher  Elemente  in 
dem  constanten  Verhältnisse  ihrer  Raumdimensionen,  welches  Verhältniss  für 
lineare  Systeme  c,  für  flächenartige  Systeme  s*  und  für  räumliche  Systeme  £'  sei; 
die  Abstände  dieser  Elemente  von  zwei  homolog  liegenden  Axen  stehen  im  Ver- 
hältniss c  der  Linien  und  ihre  Quadrate  also  im  Verhältniss  c'.  Demnach  stehen 
die  Trägheitsmomente  der  Elemente  im  Verhältniss  c',  £^,  8^  und  in  demselben 
Verhältnisse  auch  die  Trägheitsmomente  der  ähnlichen  Systeme  bezüglich  jener 
Axen.    Daher  der  Satz: 

Ist  ff  das  Aehnlichkeitsverhältniss  zweier    ähnlicher  homogener 

Systeme,    so   ist   das  Verhältniss   ihrer   Trägheitsmomente   H^   ff*  in 

Bezug  anf  zwei  ähnlich  liegende  Axen  A,  k'  gleich  £",  wo  n  ^  3,  4,  5, 

je  nachdem  die  Systeme  eine,  zwei  oder  drei  Dimensionen  besitzen, 

d.  h.: 

Ä'=  £«•  Ä,      n  =  3,  4,  6. 

Einige  Beispiele  sollen  die  Anwendung  dieses  Satzes  erläutern. 

1.  Trägheitsmoment  H  einer  homogenen  Strecke  AB  (Fig.  261.) 
für  eine  Schwerpunktsaxe  A,  mit  welcher  die  Strecke  den  Winkel  a  bildet.  Das 
Trägheitsmoment  ff  für  die  Axe  h  ist  die  Summe  der  Trägheitsmomente  der  beiden 
Hälften  AS  und  SB  der  Strecke  AB  für  dieselben  Axen  und  diese  haben  gleiches 
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Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  sie ,  gleich  }  H.     Ebenso  gross  ist  dms  Trii^iti- 

moment  der  halben  Strecke  ^^  in  Bezug  auf  eine  dureli  A 
gehende,  mit  A  parallele  Aze  K^  denn  AS  und  SB  sind  ahalichc 
Systeme  für  s  «=  l  und  beide  Axen  haben  gegen  sie  homolog« 
Lage.  Das  Trägheitsmoment  H*  der  ganzen  Länge  ^  i?  for  die 
Aze  K  steht  aber  zu  dem  Trägheitsmoment  yon  AS  for  i('  in 
dem  Yerhältniss  2%  da  i4  ^  =  2  ^^.  Daher  ist  //'»  8  •  |//  =»  4E 
Nun  ist  aber  auch  ZT'»  H'\-\IM  sin*  a,  wenn  ^4^  «/  Ut,  in- 
dem ^  /  sin  a  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  5  ron  der  Aie 
h'  darstellt.  Daher  hat  man  schliesslich  4 // =^  B  +  i  IM  tii^a 
oder  H  ^=^  ^IM  sin^  a. 

'2.  Trägheitsmoment  ß  derFläche  eines  homogenea 
Parallelogramms /liffC/)  (Fig.  252.)  für  eine  Aze  k  des  liass«ii- 
mittelpunktes  S,  Das  Trägheitsmoment  ff  ist  die  Summe  der  Tri^- 
heitsmomente  der  vier  Parallelogramme  SA^  SB,  SC,  SD,  welch« 
unter  sich  congruent  und  dem  Qanzen  im  Yerhältniss  s  =»  ^  ähnlich  sind.  I>i€ 
Parallelograipme  SA,  SC  einerseits  und  SB,  SD  andererseits  haben  gleichet 
Trägheitsmoment  für  die  Aze  h.  Sind  also  ffsjt^  ^Sß  ^^^  Werihe,  so  wird 
ff  =^  2  (ffsA  +  ^sb)-     ^^  Parallelogramm  SA  liefert  aber  für  die  Aze  h  bii<! 

eine  durch  A  gehende,  ihr  parallele  Aze  A'  denselben  Verii 
ffsA^^  ^'SA^  ^^  SC  und  AS  congruent  und  gleicher  Lk- 
gegen  A  und  A'  sind.  Ebenso  ist  ffgs  ^^  ^*SB*  ^^™  * 
eine  durch  B  gehend^,  zu  A  parallele  Aze  bedeutet.  Dabrr 
ist  auch  ff  =  2  {ff'sA  +  ^"sß)'  Nennen  wir  jetzt  Ä*  na' 
ff'  die  Trägheitsmomente  des  Qanzen  für  A'  and  A**,  so  Hc 
fert  die  Aehnlichkeit  der  Figuren  AS  und  AC,  sowie  BS, 
BC  die  Relationen  ä'=  2*  •  ff'gAy  ^"^  2«  •  Ä"^^  und  zugleich  ist  ä'—  ^+  Jf^, 
fft*=^  ff  -{-  ^f  9*,  wenn  p  und  q  .die  Abstände  des  Massenmittelpunktes  des  Gaai^:; 
Ton  den  Azen  A',  A"  ist,  welche  durch  zwei  nicht  gegenüber  liegende  Ecken  der 
Figur  gehen.     Hieraus  folgt 

ff  +  V7"=  2  yy  +  iv  (p»  +  9«) 

16(^^5^  +  ff'sß)  ^%ff  ^2ff  +  .W(p«>  ^«), 

Ä  =  |Af(p«+  ^«). 

Die  Grössen  p  und  q  sind  die  Abstände,  zweier  nicht  gegenüberliegender  Eckei 
des  Parallelogramms  von  der  Aze  A.  Sie  können  nicht  grösser  werden,  als  i\ 
halben  Diameter  AS  und  BS  des  Parallelogramms,  deren  Projectionen  auf  eine  »' 
Aze  A  senkrechte  Ebene  sie  sind.  Daher  wird  ff  ein  Mazimnm  für  die  Axe  *. 
welche  auf  der  Ebene  des  Parallelogramms  senkrecht  steht.  Die  beiden  anderrc 
Hauptazen  der  Trägheit  fallen  in  die  Ebene  der  Figur  und  sind  senkrecht  zu  dcnc 
Seiten.     Für  die  mit  der  Seite  BC  parallele  Aze  wird 

p  =s  q  =  ^  A  B  •  sin  a, 

wenn  a  den  Winkel  des  Parallelogramms  bezeichnet,  mithin 

ff  =  ^M'ÄB»sin*a, 

Man  erhält  dies  Resultat  auch  aus  Nr.  1,  wenn  man  das  Parallelogramoi  in  c« 
endlich  schmale  Streifen  parallel  AB  zerlegt.    Den  Mazimalwerth 

ff  ^  ^M  (a'C'  +  Td^) 
kann  man  mit  Hülfe  der  Seiten  darstellen,  indem 
AC*  «  AB*  +  BC*  +  2  Ab    BCcos  «,    BD*  —  AB*  +  BC*  —  2  ABBCcn^  c. 


und  weiter  also: 


d.  h.: 
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JC*  +  BD*  =  2  (AB^  +  BC^) 


also 

wird,  nümlicfa:  

ff  ^  ^At(AB*  +  BC^). 

3.  TrSgheitsmoment  der  homogenen  Dreiecksfläche  ABC  (Fig.  263.) 
für  eine  Massenmittelpunktsaxe  k.  Ergänzt  man  das  Dreieck  zu  einem  Parallelo- 
gramm, so  erhält  man  für  das  Trägheitsmoment  ff*  um  eine  durch  die  Mitte  P 
der  Seite  AB  gehende,  zu  h  parallele  Axe  h'  das  halhe  Trägheitsmoment  des  Paral- 
lelogramms (s.  Nr.  2),  nämlich,  wenn  J  die  Dreiecksfläche  und  also  2J  die  des 
Parallelogramms  ist: 

.Ä'=i^I(4y)«+(3p)»], 

WO  ^Y  und  3p  die  Perpendikel  bedeuten,  welche  von  B  oder  A  und  C  auf  die 
Axe  h'  gefallt  werden  können,     y  ist  die  Projection  der  Seite  AB  =»  c  und  3  p 

Fip.  853. 


die  Projection  der  Mediane  CP,  also  p  die  des  Massenmittelpunktsabstandes  SP  auf 
eine  zu  den  Axen  A,  H  senkrechte  Ebene.  Umlios  If  das  Trägheitsmoment  ff  für  die 
Maasenmittelpunktsaxe  h  zu  erhalten ,  hat  man  z^  •  p*  abzuziehen;  dadurch  kommt: 

Ä  =-  Jr  -^  •  y'  +  i  ^  •  P*- 
Bezeichnet  man  nun  mit  a,  ß,  3 9,  3r  die  Projeotionen  der  Seiten  a,  h  und  der 
Medianen  AQ^  BR  auf  jene  Ebene,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise 

und  indem  man  die  Summe  der  drei  Ausdrücke  für  ff  durch  3  dividirt: 

In  der  Projection  AoBqCq  des  Dreiecks  ABC  auf  die  zu  A  senkrechte  Ebene  sind 

•ip,  $q,  Br  die  drei  Medianen  zu  den  Seiten  y,  ß,  a  und  ist  6p  die  Diagonale 

de«  Parallelogramms  CoCo't  zu  welchem  AqBqCq  ergänzt  werden  kann.     Man  hat 

daher: 

(6  p)«  =«  a«  +  (J«  +  2  aß  co#  C^ 

oder  da 

y«  =.  a«  +  p«  —  2  aß  CO»  Cq 

""*'  (6p)«  =  2(a«+  ß*)~y'. 

In  ähnlicher  Weise  ist 

(6y)t  =  2  (ß«  +  y»)  -  a«,     (6r)«  -  2  (y«  +  a«)  -  ß». 

Daher  erhält  man  durch  Addition  dieser  Ausdrücke 

12(p«  +  ^«  +  r«)  =  a«  +  ß»  +  y«, 

und  iodena  man  hiermit  p'  H~  9*  ~{~  >^*  a°>  ^o'*  Gleichung  für  ^  eliminirt: 

^  =  A^(«»+  P*  +  y*). 

äteht  die  Axe  h  senkrecht  auf  der  Ebene  des  Dreiecks,  so  werden  a,  ß,  y  gleich 
den  Seiten  des  Dreiecks  selbst.  Daher  ist  ff  zugleich  das  Trägheitsmoment  des 
Dreiecks  A^B^C^^  d.h.: 
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Das  Trägheitsmoment  eines  homogenen  Dreiecks  für  irgend  eise 
Massenmittelpunktsaze  ist  gleich  dem  TrÜgheitsmomente  der  Pro- 
jection  des  Dreiecks  auf  eine  zu  dieser  Aze  senkrechte  Ebene  in  Be- 
zug auf  dieselbe  Azei  wenn  die  Projection  mit  derselben  Mass«  be- 
legt gedacht  wird,  wie  das  ursprüngliehe  Dreieck. 

Eliminirt  man  nicht  p*  +  9*  +  '^t  sondern  c^  -}-  ß*  -\-  y^,  so  ergibt  nc\ 

Ä-i^(p«  +  y«  +  r«); 

es  sind  aber  ^  J  •  pl^^  ^J  -  q^^  i  ^  -  r*  die  .Trägheitsmomente  der  drei  Seiteamittao 
P,  Qf  /{,  wenn  in  jeder  derselben  die  Masse  ^2/  concentrirt  gedacht  wird,  d.  k 
Das  Trägheitsmoment  einer  homogenen  Dreiecksfläehe  in  B«xQr 
auf  eine  Mittelpunktsaze  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  der  drei 
Seitenmitten,  wenn  jede  von  diesen  den  dritten  Theil  der  Dreiecks- 
masse enthält. 

Fällt  die  Aze  h  in  die  Ebene  des  Dreiecks,  so  fallen  die  Projectionen  a,  f  } 
der  Seiten  auf  eine  zu  h  senkrechte  Ebene  in  eine  Gerade  und  ist  er  -|~  9  "f  7  ^  *' 
also  das  Quadrat  jeder  von  ihnen  gleich  dem  Quadrat  der  Summe  der  beidtc 
anderen.    Daher  wird  hierfür  If  '^^  ^  d  (a*  +  ß*)  ^  -^  J  (a*  +  aß  +  ß*]. 

Die  Oleichung  ^  *=>  |  ^  (p'  4~  9*  H-  r*)  wollen  wir  noch  benatzen,  um  dis 
Trägheitsmoment  für  eine  in  der  Ebene  des  Dreiecks  liegende,  durch  die  Ecke  (' 

gehende  Aze  h'  zu  bestimmen,  indem  hierfür  f,  f.  r 
die  Perpendikel  von  den  Seitenmitten  P,  Q,  R  ui 
eine  mit  h'  durch  den  Massenmittelpunkt  parallel  gt- 
legte  Aze  h  bedeuten  (Fig.  254.).  Ist  «  der  Abfusi 
des  Massenmittelpunktes  von  h\  so  wird 

ä'=  1^  (p«  +  ^  +  r»)  +  J's\ 

Bezeichnen  wir  jetzt  mit  a,  b  die  Abstände  der  Eckes 
A^  B  von  k\  so  wird 

p«:l(a  +  6)  — #,    ^  —  ^6  —  *,    r=4Ä-i. 

oder  weil  «  «=»  ^(a  +  Ä): 

P  =  i(fl  +  ft).    9  =  i(6~2i.),    r  =  i(.-2' 
folglich:  P*  +  y*  +  r»  =  i(fl*  +  Ä*'~  ab), 

also:  ft  ^  \d(a^  +  ab  +  b^), 

4.  Das  Trägheitsmoment  der  homogenen  Fläche  eines  regalir^i 
Vielecks  in  Bezug  auf  die  zur  Figur  senkrechte  Sehwerpuaktssi« 
zu  finden. 

6.  Die  Trägheitsmomente  für  ein  rechtwinkliges  Paralleleptp*  ' 
und  ein  dreiseitiges  gerades  Prisma  zu  finden. 

§.  12.     Wir  wollen  jetzt  die  Richtnngen   der  Hauptaxen   und  d^ 
Grösse  der-  Hauptträgheitsmomente  für  einen  beliebigen  Pnnkt  O  yx^i 
des  Banmes  mit  Hülfe  der  bekannten  Elemente  des  Massenmittelpankt^^ 
S  bestimmen.     Das  Trägbeitsmoment  ftir  irgend  eine  Axe  h  {ußy\  dr- 
Punktes  0,  welcbe  von  S  den  Abstand  d  bat,  ist 

H  =  A  cos^  a  +  5  cos^  ß  +  C  cos^  y  +  Jf  rf», 

oder,  wenn  wir  lieber  mit  den  entsprecbenden  Trägbeitsradien  f ,  «,  ^  ' 
die  Untersuchung  fübren  wollen,  so  ist 

oder  weil 
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rf'  ==  a;'  +  y^  -(- jr^  —  {x  cos  «  +  y  cos  ß  -{'  z  cos  y)^ 
==  r-  —  {x  cos  a  -f-  y  cos  ß  -^  z  cos  y)^, 


wo  r 


2 


=  a:'  +  y*  4*  ^'  ^^^ » 


^2  =  (a«  +  r2)  C0S2  „  -f_  (62  ^  ^2)  c^,2  |5  ^  (^2  _|.  ^2)  ^^^2  y 

—  (a;  C05  a  -f"  y  ^^^  /5  +  z  co5  y)'. 
Um  die  Kichtnngen  der  Hauptaxen  des  Punktes  0  zu  finden,  hat  man 
p^  in  Bezug  auf  a,  ^,  y  mit  Bücksicht  auf  cos^  a  +  cos"^  ß  -f-  co*'  y  —  1  ===  0 
ztt  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen.  Indem  man  letztere  Glei- 
chnng  mit  dem  unbestimmten  Factor. —  k  multiplicirt  und  sie  zur  vorigen 
addirt,  ergibt  die  Differentiation  nach  cos  «,  cos  ßy  cos  y: 

(a^  4"  ^^  —  ^)  cos  a  =  X  {x  cos  er  -f-  y  cos  ß  -^  z  cos  y) 
(ft2  ^  y2  —  X)  cos  ß  =  y  (x  cosa  -{-  y  cos  ß  -^  z  cos  y) 
(c2  _^  ,.2  —  1^  ^^j  y  __  ^  (^  CO*  a  +  y  CO*  ^  +  «  CO*  y) . 

Aas  diesen  Gleichungen  findet  sich,  wenn  man  sie  der  Beihe  nach  mit 
cos  Oy  cos  ß,  cos  y  multiplicirt  und  addirt,  dass  X  =  q\  d.  h.  gleich  dem 
geflachten  Werthe  von  q^  ist;  wenn  man  sie  dagegen  mit  Xj  y^  z  mul- 
tiplicirt und  nach  der  Division  mit  resp.  a^  -^  r^  —  q\  6^  -|r  r^  —  ^^ 
c^  -j-  f^  —  Q^  addirt^  erhält  man  die  cubische  Gleichung  für  die  Maximal- 
und  Minimalwerthe  von  q^i 

« 

*  ar^  w'  «2 

1^    u2      1-2  ^2      1^    -2      1-2  ^2  -*  1 


a«  +  r2  ~  ^2  n^  62  4.  ^2  _  ^2  -r  ^2  ^  ^2  _  ^j 

endlich  ergibt  sich  noch  für  die  Bichtung  ccßy  der  Hauptaxen  des  Punk^ 
tes  0: 

cos  a  cos  ß  cos  y 

X  V  Z 


a«  4-  r2  —  Q^  6«  +  r«  —  q^         c2  ^  ^2  _  ^2 

Die  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  liegen  zwischen  a^  -f"  ^^  ^^d 
ft*  +  r',  zwischen  6^  -{-  r^  und  c^  -j-  r^  und  zwischen  c*  +  '"^  ^^^  "f"  ^^ 
und  die  drei  Werthe  von  r^  —  q^  sind  die  drei  Parameter  A,  fi,  v  dreier 
Flächen  zweiter  Ordnung 


^-  4-   y'   -I-    *'  =  1 

'^^   -u    y^    4.    ^^    _  1 

I     1.2    I    ..1-2    I    ."  —  ^  y 


a'  4"  f*         ^^  '-\-  C'        c^  -\-  fi 

X^  t/2  Z^ 


a*  4"  ^        6*  4-  V        c^  4"  V 
welche  mit  dem  EUipsoide 


a:^        y2         ^2 


a«  +  62-  +  ^2  —  ^ 

confocal  sind  und  durch  den  Punkt  0{xyz)  hindurchgehen.    Von  diesen 
Flächen  ist  eine  ein  Ellipsoid,   die  andere  ein  einfaches  und  die  dritte 
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ein  Doppelhyperboloid.  Die  Proportion  fär  cos  a,  cos  ß^  cos  y  leigt, 
dass  die  Kichtungen  der  Hauptazen  in  0  die  Normalen  der  drei  eon- 
focalen  Flächen  sind.  Das  Grandellipsoid  um  den  Massenmittelpunkt  alt 
Mittelpunkt  mit  den  Haupttr&gheitBradien  als  Halbaxea  in  den  Biefa- 
tungen  der  Hauptazen  des  Schwerpunktes  wird  von  Clebach  (Zur 
Theorie  der  *  Trägheitsmomente  und  der  Drehung  um  einen  Punkt, 
Crelle's  Journ.  B.  57,  S.  73)  das  zweite  Centralellipsoid  ge- 
nannt. Man  erhält  dasselbe,  indem  man  auf  jeder  Aze  des  Massenmittel- 
punktes die  Länge  ihres  Trägheitsradius  aufträgt  und  in  dessen  End- 
punkte eine  Ebene  normal  zu  ihm  ekrichtet;  die  Enveloppe  aller  dieser 
Ebenen  ist  das  zweite  Cehtralellipsoid.     Legt  man   nämlich  im  Punkte 

X  C  t/19  2  L 

xyz  an  dasselbe  die  Tangentenebene,  so  ist  -^  -|-  ^  -{ 2  "^^  ^  ^^^° 


a' 


b^    '    c^ 


Gleichung  und  erhält  man  f)ir  die  Richtung  des  Perpendikels  »  aof  die 
Tangentenebene : 

XX  ^  XV  %z 

cos  a  =  -  ö  I      cos  p  =  —K- .      cos  y  =  — =- , 
a^  6'  c* 

woraus  folgt: 

~T  ^"  Ti"  "i"  "V  )  *^  *' 

und    dies    ist    genau    der    Ausdruck    fUr   den    Trägheitsradius    der  Aie 
{€(ßy)f  wie  er  §.  3.  am  Ende  gefunden  ward. 

Die  Grössen  der  Hauptträgheitsradien  des  Punktes  0  ergeben  sich 
aus  den  Parametern  A,  ft,  v  der  drei  confocalen  Flächen,  nämlidi  di 
r*  —  Q^  =  l^  fij  V  ist,  so  wird  q  die  drei  Werthe  haben: 


Wir  können  daher  jetzt  den  Satz  aufstellen: 

Um  die  Hauptazen  für  irgend  einen  Punkt  0  des  Rsume> 
zu  finden,  wenn  die  Hauptazen  und  Hauptträgheitsradiea 
des  Massenmittelpunktes  gegeben  sind,  construire  man  da* 
zweite  Centralellipsoid  dieses  Punktes  und  die  drei  mit  ibo 
confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gehen;  die  Normalen  dieser  drei  Flächen  il 
diesem  Punkte  sind  die  gesuchten  Hauptazen  desselben  bd«^ 
die  Quadrate  der  Hauptträgheitsradien-sind  gleich  den  Sum- 
men, gebildet  aus  dem  Quadrate  des  Abstandes  des  Punkte»  " 
vom  Massenmittelpunkte  und  den  Parametern  jener  Flicken. 
Dieser  Satz  rfihrt  von  Bin  et  her  {Journ,  de  Pecole  Polytechn.  Gab.  XVI. 
p.  41,  1811). 

§.  13.  Es  sei  a>  h>  c  und  l  der  Parameter  des  EUipsoids,  « 
der  des  einfachen  und  v  der  des  doppelten  Hyperboloids ;  dai»  iirt 
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a»-|-v>0       6*4-v>0       c2-fv>0. 
Hiertns  folgt:   ' 

--X<c^  <~li<b^<  —  X<a\ 

d.  h.  wegen  q{^  =  r'  —  A,  ^2^  =  r*^  —  1»,    ^3^  =  r*  —  v: 

^1*  <c^  +  r^<9i'<^^  +  ^<  93"  <  «'  +  r^ 
Der  kleinste  von  den  drei  Hanpttr&gheitsradien  eines  Punk- 
tes gehört  also  der  Richtung,  welche  die  Normale  des  mit 
dem  Centralellipsoid  confocalen  Ellipsoids  ist,  der  mitt- 
lere der  Normalen  des  einfachen  und  der  grösste  der  Nor- 
malen des  doppelten  Hyperboloids  an. 
Ans  der  Gleichung 

I      1.2     I     -2  «2     I      ^2     I      -.2  ^2  -^  » 


^2  ^  ^2 ^2  1,2  ^  f,2  ^2    T    ^2  ^  ^2  ^2 

deren  Wurzeln  ^j^,  ^2^  ^3^   sind,   folgt,   indem  man  den   Coefficienten 
von  ^^  gleich  der  Summe  der  Wurzeln  setzt  mit  geändertem  Vorzeichen : 

*.*  +  ?2'  +  ft*  -=  2r»  +  «'  +  6'  +  c\ 
Die  Quadratsumme  der  Hauptträgheitsradien  eines  Punktes 
bleibt   daher  mit  r,  d.  h.   für  alle  Punkte  auf  einer  um   den 
Massenmittelpunkt  heschriebenen  Kugelfläche  constant. 

£s  entsteht  die  Frage,  ob  es  nicht  Punkte  o:,  y,  z  im  Räume  gebe, 
für  welche  zwei  Hauptträgheitsradien,  also  auch  zwei  Hauptträgheits- 
momente einander  gleich  werden  und  folglich  das  Centralellipsoid  ein 
Rotationsellipsoid  wird.  Da  jeder  Diameter  des  Centralellipsoids ,  wel- 
cher in  die  Ebene  der  gleichen  Hauptträgheitsradien  föllt,  in  diesem 
Falle  als  Hauptaxe  angesehen  werden  kann,  so  müssen  die  Gleichungen, 
welche  die  Richtungen  der  Hauptaxen  angeben,  ftir  solche  Punkte  un- 
abhängig von  er,  ßj  f  erfüllt  werden.  Dies  liefert  aber  die  drei  Fälle: 
X  =  0  und  a^  -{-  r^  —  ^'  =  0,  oder  y  =  0  und  6*  +  r^  —  ^*  a=  0, 
oder  2  =  0  und  c' .+  r'  —  q^  =  0.  Die  Curve,  auf  welcher  der  Punkt 
^,  y,  z  in  diesen  Fällen  liegt,  ist  demnach: 

{y*  z^  ) 

Oder: 

(  z^  x^  1 

oder: 

Von  diesen  Curven  ist  eine  imaginär;  für  a  >  6  >  c  ist  es  die 
erste,  in  der  yz- Ebene  Hegende;  von  den  beiden  anderen,  welche  in 
den  beiden  anderen  Coordinatenebenen  liegen,  ist  die  eine  eine  Ellipse, 
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die  andere  eine  Hyperbel.     Sie  sind  identiscb  mit  den  FocAlcorreo  des 
Centralellipsoids . 

Man  erkennt  hieraus  weiter,  dass,  wenn  fUr  einen  Punkt  x,  y,  : 
alle  drei  Hauptträgbeitsmomente  einander  gleich  werdetf  und  alle  Axra 
Hauptaxen  sind,  also  das  Tr&gbeitsellipsoid  eine  Kugel  werden  soll,  er 
auf  der  Focalellipse  und  Focalhyperbel  zugleich  liegen  mnss.  Die  Ebeof  b 
dieser  Curven  schneiden  sich  in  der  grössten  Axe  des  Centralellipsoid»; 
sollen  dieselben  einen  Punkt  gemein  haben,  so  muss  die  kleinste  Ax« 
gleich  der  mittleren  werden.  Für  a  =  b  <^  c  ist  die  Entfernung  solcher 
Punkte  vom  Schwerpunkte  «  =  +  V^^  —  ^^'  ^*°  gclÄ'^gt  hienn  sock 
durch  folgende  Schlüsse. 

Ist  0  ein  solcher  Kugelpunkt,  so  ziehe  man  SO  und  lege  durch  S 
und  0  Ebenen,  senkrecht  zu  SO,  Da  alle  Axen  h'  in  der  durch  o 
gehenden  Ebene  gleiche  Trägheitsmomente  besitzen,  so  können  iigead 
zwei  beliebige  zu  einander  senkrechte  derselben  als  Hauptaxen  des 
Punktes  0  angesehen  werden  und  da  die  drei  Hauptaxen  eines  Punktes 
alle  drei  unter  einander  senkrecht  sein  müssen,  so  folgt,  dass  SO  gleich 
falls  eine  Hauptaxe  für  0  sein  muss.     Vermöge  der  Gleichung 

JJ'  =  iJ  +  Jlf  •  S^ 
folgt  aber  weiter,  dass  auch  alle  Axen  h  in  der  durch  S  gehenden  Pt- 
rallelebene  gleiche  Trägheitsmomente  B  besitzen  müssen.  Der  Punkt  0 
muss  daher  nothwendig  auf  dem  Perpendikel  liegen,  welches  im  Sckwef  * 
punkte  auf  einer  der  Kreisschnittsebenen  des  Centralellipsoids  erriditet 
werden  kann.  Soll  aber  eine  Hauptaxe  eines  EUipsoids  auf  einer  Ebeae 
eines  Kreisschnitts  senkrecht  stehen,  so  muss  das  EUipsoid  ein  RoCatioB»- 
ellipsoid  sein.  Daher  ist  die  Ebene  senkrecht  zu  SO  durch  S  die  Ebese 
der  gleichen  Hauptaxen  des  Rotationscentralellipsoids  des  Scbwerpnnktes 
und  liegt  0  auf  der  dritten,  ungleichen  Axe.  Der  Abstand  SO  findet 
sich  durch  die  Bemerkung,  dass  der  gemeinschaftliehe  Wertk  B'  aBer 
Trägheitsmomente  für  0  gleich  dem  dritten  Hauptträgkeitsmomente  der 
Massenmittelpunktsaxe  S  0  sein  muss.  Heisst  dies  C  und  sind  A  =  Bdi^ 
beiden  anderen,  so  folgt  C«^  ^  -f-  ^  •  SO^  und  hirraus 

e  —  Ä 


0  =  ±j/ 


M 

Damit   dieser  Werth  für   SO  reell  sei,   muss  C  >  A  sein.     Man  erbil: 

daher  den  Satz: 

Damit  Punkte  existiren,  für  welche  das  üentralellip 
soid  eine  Kugel  wird,  ist  erforderlich,  dass  zwei  Haapt* 
trägheitsmomente  des  Massenmittelpunktes  einander  gleid 
werden  und  ihr  gemeinsamer  Werth  kleiner  als  das  dritte 
Hauptträgheitsmoment  sei  (das  Centralellipsoid  ist  ein  ah- 
geplattetes  Botationsellipsoid);  ist  diese  Bedingung  erfftHt« 
so  gibt  es  auf  der  Axe  des  dritten  Hanptmomentes  zwei  der- 
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artige  Punkte  diesseits  und  jenseits  vomMassenmittelp  unkte 
in  gleichem  Abstände. 

Beim  Uebergange  vom  Massenmittelpunkte  S  zu  einem  anderen  Punkte 
0  ändern  sich   im  Allgemeinen   die   Richtungen   der  Hauptazen;  jedoch 
bleiben  sie  sich  parallel ,   wenn   der  Funkt  0  auf  einer  Schwerpunkts- 
lianptaxe  selbst  liegt     Denn   eine  solche  Axe  ist  Hauptazo  aller  mit 
dem  Centralellipsoid   confocaler  Flächen.     Uebrigens   ergibt   sich   dieser 
Satz  auch  auf  folgende  Weise  sehr  einfach.  -  Vor  Allem  sieht  man  näm- 
lich ein,  dasSf  wenn  SO  eine  £[auptaze  für  den  Massenmittelpunkt  ist,  sie 
zugleich  für  alle  ihre  Punkte  0  Hauptaxe  ist.     Denn  zwei  von  den  In- 
tegralen y*yz<fi7i,  y*za:{^in,  yd:y«fmbehiilten  bei  dem  Fortschreiten  zum 
Punkte  0  constanten  Werth   und  sind  also   fortwährend  Null,   wenn  sie 
ea  HiT  S  waren.    Da  die  Axe  ^0  eine  Hauptaxe  fUr  0  ist,  so  liegen  die 
beiden  anderen  Hauptaxen   des  Punktes  0  in  einer  zu  50  senkrechten 
Ebene.    Nun  ziehe  man   die  Hauptaxen   in  S  und  lasse  zwei  Parallel- 
linien k  nnd  h'  sich   um  S  und  0  und   zwar  senkrecht  zu  50  drehen; 
die  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  sie  seien  iT,  ff'  und  besteht  zwischen 
ibnen  die  Relation  H'-^H-^  M-  S0\  d.  h.  die  Differenz  ff'-^ff  der- 
selben ist    fortwährend   constant.     Erreicht  daher  während  der  Drehung 
H  sein  Maximum  oder  Minimum,  so  findet  dies  zugleich   auch  bei  B! 
statt;  hieraus   folgt,   dass   die  Axen   der  kleinsten  und  grössten  Träg^ 
beitsmomente ,  d.  h.  die  Hauptaxen  parallel  sind. 

§.  14.    Die  Punkte,  für  welche  ein  Hauptträgheitaradius  ^  constant 
gleich  %  ist,  liegen  auf  der  Fläche  vierten  Grades: 

x^  ^  y^ 


fl«  —  x^  +  a;^  +  y«  +  z^    '    b'^  —  x«  +  x^  +  y^  +  z« 

. -1 ^1 

.^c*i—  x«+  0:^+  y2+  z^ 

Indem  man  x  variiren  lässt,  erhält  man  die  ganze  Schaar  derartiger 
Flächen,  welche  in  gewissem  Sinne  confocal  genannt  werden  können. 
«Sie  zerfällt  in  drei  Partialschaaren ;  für  die  eine  ist  x'  zwischen  c^  und 
'>*,  für  die  andere  zwischen  6^  und  a^,  für  die  dritte  zwischen  a^  und  cx> 
enthalten.  Zu  der  letzteren  Gattung  gehört  die  FresnePsche  Wellen- 
äilche  der  doppelbrechenden  Medien. 

§.  15.  Die  Theorie  der  Deviationsmomente  Smxy^  Zmyzy  £mzx 
i^t  in  nenerer  Zeit  Gegenstand  einer  interessanten  Schrift  geworden 
von  H4ton  de  la  Goupilli^re:  Memoire  sur  une  thSorie  nouvelie  de 
/a  geometrie  des  masses  {Journ.  de  Pecole  polyt.  37**™*  cah.  p.  35).  Auf 
einer  neuen  Grundlage  mit  Hülfe  des  „imaginären  Bildes  des  Sy- 
stems*' behandelt  die  Theorie  der  Hauptaxen  Hesse  in  seinen  ,) Vor- 
lesungen über  analytische  Geometrie  des  Raumes,  insbesondere  über 
Oberflächen  zweiter  Ordnung"  (25.  und  26.  Vorlesung). 
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Aequiyalena  und  Reduotion  der  Momentankräfte  am  niiTerinder- 

liehen  System. 

§.  1.  Die  Momentankraft,  welche  einem  Punkte  von  der  Misse  n 
die  Geschwindigkeit  v  angenhlicklich  zu  ertheilen  vermag,  hat  die  k- 
tensität  mv^  fällt  in  die  Richtung  der  Tangente  der  Bahn  des  Pankte» 
und  stimmt  dem  Sinne  nach  mit  v  ttberein.  Im  Folgenden  werden  wir 
die  sämmtlichen  Momentankräfte  eines  in  Bewegung  begriffenen  unver- 
änderlichen Systems,  welche  dessen  Punkten  zur  Zeit  t  ihre  Geschwindig- 
keiten zu  ertheilen  vermögen,  auf  ihre  Resultante  und  ihr  resultirendf« 
Paar  reduciren.  Auf  die  Benennung  der  Grössen  mv  als  Momentu- 
kräfte  ist  dabei  kein  Werth  zu  legen  und  kann  die  fragliche  Rednction 
auch  als  eine  Reduction  der  Geschwindigkeiten  angesehen  werden,  went 
man  einen  Punkt  von  der  Masse  m  als  mfach  im  Sinne  von  Csp.  I. 
§.  1.  auffasst  und  sich  denkt,  dass  jeder  in  dem  Gesammtpnnkte  voc 
der  Masse  m  enthaltene  Partialpunkt  d^e  Geschwindigkeit  v  besitzt,  in 
Folge  dessen  die  Geschwindigkeit  v  bei  der  Reduction  am  Redsctioni* 
punkte  mfach  in  gleichem  und  entgegengesetztem  Sinne  anzutragen  i>t 

§.  2.  Wir  beginnen  mit  dem  einfachsten  Falle  und  nehmen  an. 
das  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  Translationsgeschwindigkeit  r 
Die  Momentankräfte  mv,  welche  Richtung  und  Sinn  gemein  haben,  H^ 
fern  für  irgend  einen  Reductionspunkt  0  eine  Resultante 

R  =s  £mv  =  V  £m  =  Mv 

*  derselben  Richtung  und  desselben  Sinnes,  wobei  M  die  (resammtmasse  de^ 
Systems  bezeichnet  und  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  iV  senkrecht  n 
R  ist  und  mit  Hülfe  des  Polygons  der  Axenmomente  aus  den  AxenmomeB- 
ten  tnvpy  rnvp\  m'vp\  . .  .  hervorgeht,  wo  die  Grössen  p  die  Abstlndf 
der  Momentankräfte  mr,  niv^  m"v^  ...  vom  Punkte  0  darstellen.  Nae^ 
Cap.  V,  §.3.  ist  daher  das  Kräftesystem  der  Einzelresnltanten  R  ^^  Mt 
äquivalent,  welche  längs  der  Centralaxe  wirkt.  Dasselbe  besitzt  elnea 
Kräftemittelpunkt  und  dieser  ist,  da  die  Kräfte  mv  den  Massen  der 
Angriffspunkte  proportional  sind,  der  Mittelpunkt  der  Masses.  Dab<^ 
der  Satz: 

Die  Momentankräfte  eines  unveränderlichen  Systemv 
welches  zur  Zeit  /  eine  Translationsgeschwindigkeit  r  be- 
sitzt, sind  äquivalent  einer  Einzelresultanten  R  «>  Afr,  glci<^^ 
dem  Produkte  aus  der  Translationsgeschwindigkeit  r  iBii 
der  Gesammtmasse  M  des  Systems,  deren  Richtung  darct 
den  Massenmittelpunkt  geht  und  welche  mit  der  Trao» 
lationsgeschwindigkeit  parallel  und  gleichen  Sinnet  ist. 
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Diese  Momentankraft  R  vermag  einem  Punkte  von  der  Masse  M 
die  Geschwindigkeit  v  zu  ertheilen;  indem  man  zu  diesem  Pankte  den 
Massenmittelpunkt  -wählt,  folgt  weiter: 

Die  Resultante  E  besitzt  eine  Intensität,  vermöge  wel- 
cher sie  dem  Massenmittelpunkte,  wenn  in  ihm  die  Oesammt- 
masse  des  Systems  vereinigt  wäre,  die  Geschwindigkeit  v 
zn  ertheilen  vermöchte. 

§.  3.  Das  System  besitze  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um 
die  Momentanaxe  c  (Fig.  255.);  wir  ersetzen  dieselbe  durch  die  näm- 
liche Winkelgeschwindigkeit  um  die  zu  c  parallele  Axe  c^  des  Massen- 
mittelpunktes S  und  die  Translationsgeschwindigkeit  Sla^  wo  a  den  Ab- 
stand beider  Axen  bedeutet,  welche  beide  zusammen  jener  äquivalent 
Miud.     Die    Geschwindigkeit  Sla  ist   senkrecht   zu   der  Ebene  {cc^^)  und 

Fi;.  25.5. 


m 


gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  der  Massenmittelpunkt  in  Folge  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  c  besitzt.  Die  Momentankräfte,  welche  aus 
^  um  c  entspringen*,  sind  äquivalent  den  Momentankräften,  welche  Sl 
um  Cq  und  der  Translationsgeschwindigkeit  Sla  zusammen  entsprechen. 
Die  letzteren  sind  äquivalent  (§.  2.)  der  Resultanten  R  =  MSla^  welche 
durch  den  Massenmittelpunkt  S  hindurchgeht  und  mit  der  Translatious- 
gesch windigkeit  Sla  nach  Richtung  und  Sinn  übereinstimmt.  Vermöge 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  c^  besitzt  ein  Punkt  M  des  Systems 
im  Abstände  MP^=^r  von  der  Axe  Cq  die  Geschwindigkeit  Sir  senk- 
recht zur  Ebene  (c^r)  und  wenn  m  seine  Masse  bezeichnet,  so  ist  mSlr 
die  Momentankraft,  welche  ihm  dieselbe  zu  ertheilen  vermag.  Indem 
wir  alle  solche  Momentankräfte  parallel  mit  ihrer  Richtung"  in  beiderlei 
Sinn  durch  den  Punkt  S  hindurchlegen,  erhalten  wir  für  S  als  Reduc- 
tiouBpnnkt  ein  Aggregat  von  Kräften  mSlr^  deren  Richtungen  sämmt- 
lieh  in  eine  durch  S  gehende,  zw  c^^  senkrechte  Ebene  fallen  und  ein 
Aggregat  von  Kräftepaaren  mSlr  *  SM,  deren  Axenmomente  den  Ebenen 
(c^r)  parallel  sind.     Das  erstere  Aggregat  liefert  eine  Resultante 

R'sss  Res,  (mSlr,  TnSlr\  .  .  .)» 
welche,   da  sämmtliche  Kräfte  Sl  proportional  sind,   dieser  Grösse  selbst 
proportional  ist,  sodass  sie 

R'=  Sl '  Res.  {m  r ,  mV,  . , .) 

Schell,  Theorie  d.  Bew.  a.  d.  Kräfte,  48 


754    ^'^^  Momentankräfte,  welche  einer  Winkelgesefawiml.  entsprechen     XIL  Cap 

wird.  Ziehen  wir  durch  S  senkrecht  zu  r^  irgend  eine  Gerade  /  nnd 
projiciren  das  Polygon,  welches  R'  liefert,  auf  sie,  so  erhalten  wir,  veDo 
A,  A',  . . .  die  Winkel  (r/),  (//),  ...  bezeichnen,  för  die  Projecti«»L 
von  R'  auf  /  die  Summe  £mr  cos  X^  oder,  wenn  wir  r  cos  l  =^  x, 
r  cos  k'=  x\  , ,  .  setzen,  Zmx,  Diese  Grösse  ist  aber  die  Summe  dei 
Momente  des  Massensystems  für  eine  durch  S  gehende,  zu  /  senkrechte 
Ebene  und  als  solche  vermöge  der  Eigenschaften  des  Massenmittelpunk- 
tes für  jede  solche  Ebene,  also  für  jede  Gerade  /  Null.  Daher  ^fv 
schwindet  R'  und  ist  das  Aggregat  der  Kräfte  mSlr  an  S  im  Gleich- 
gewicht. Das  Aggregat  der  Rräftepaare  mSlr  •  SM  spalten  wir  aber 
zunächst  in  zwei  andere.  Indem  wir  durch  die  Projection  p  des  Pank* 
tes  M  auf  die  zu  c^  senkrechte,  durch  S  geführte  Ebene  gleichfalls  zmtl 
entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  mSlr  legen,  erhalten  wir  an  Stelle  de« 
Paares  tnSlr  •  SM  die  beiden  ihm  äquivalenten  Paare  mSlr\  dessen 
Axenmoment  parallel  c^  und  mSlr  •  Mp^  dessen  Axenmoment  senkrech: 
zu  Cg  ist.  Die  sämmtlichen  Paare  der  ersten  Art  summiren  sich  and 
liefern  ein  Paar,  dessen  Axenmoment  N  =  SlZmr^  parallel  c^  nnd  giei 
eben  Sinnes  mit  Sl  ist  und  die  Form  N  =i  SIM%^  annimmt,  wenn  nun 
das  Trägheitsmoment  Zmr^  des  Systems  für  die  Axe  Cq  als  das  Produkt 
der  Gesammtmasse  M  und  des  Trägheitsradius  Xg  für  diese  Axe  darstellt. 
Die  Paare  der  zweiten  Art,  deren  Axenmomente  den  Ebenen  (r^r)  pa- 
rallel sind,  liefern  mit  Hülfe  eines  ebenen  Axenpolygons  ein  Paar, 
dessen  Axenmoment  K  wir  in  zwei  andere  Axenmomente  Km  und  A. 
auflösen,  beide  senkrecht  zu  Cq,  von  denen  aber, das  erste  der  Eben* 
[cc^  parallel,  das  andere  senkrecht  zu  ihr  ist.  Indem  wir  c^  im  Sioo' 
von  Sl  als  positive  z-Axe,  die  Richtung  SC  des  Abstandes  a  des  Massei; 
niittelpunktes  von  c  als  positive  a:-Axo  und  das  Perpendikel  SFauf  Hi 
Ebene  {cc^^  als  y-Axe  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  dr: 
x^  y^  z  ansehen,  wobei  wir 'den  positiven  Drehungssinn  der  xy-El*«or 

mit  dem  Sinne  von  Sl  übereinstimmend  wählen,  erhalten  wir,  da  — 

—  -     die  Richtungscosinusse  der  Axe  pS  des  Paares  mSlr  *  Mp  =  mSlr: 

gogcn  die  Axen  der  x  und  y  sind  : 

Jfjr  =  —  SlZmxZy       Kjf  =^  —  SlEmyz 
und  mithin  . 

K  =-  Sl[{Emxzy  +  {Efnyzy\^, 

sowie    für   die    Neigung   f   von    K  gegen    die   ar-Axe:    /j^«  = 

Setzen  wir  grösserer  Uebercinstimmung  mit  der  Beteichnnng  der  Itkl 
heitsmomente  wegen : 

Z  m  ivz  2         Zmyz .^ 

M      ^     '         ~M  ^' 
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oder  also  £mxz  =  Mk'^^  £myz  s=^  Mfi^y  wobei  aber  A^  und  fi^  auch 
negativ,  also  A,  fi  imaginär  ausfallen  können,  je  nachdem  die  Deviations- 
momente Zmxz^  Emyz  positiv  oder  negativ  sind,  so  stellen  sich  iCn 
ify,  Kz  und  ig  B  unter  der  Form  dar: 

Wir  erhalten  daher  schliesslich  für  das  resultirende  Paar  G  der  Momentan- 
kr&fte  für  die  Reduction  des  Massenmittelpunktes  und  für  die  Richtung 
[oßy)  seines  Axenmomentes : 


cos  a         cos  ß        cos  v         1 

Die  Resultante  A  und   das  Paar  G  sind   demnach   dem  System  der  Mo- 
mentankräfte  äquivalent  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Die   Momentankräfte   eines    unveränderlichen   Systems, 
welches  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  eine  Momentan- 
axe  c  im  Abstände  a  vom  Massenmittelpunkte  S  besitzt,  sind 
äquivalent  einer  Resultanten  R^   welche   durch  den  Massen- 
mittelpankt  hindurchgeht,   in  Verbindung  mit  einem  resul- 
tirenden  Paare,  dessen  Axenmoment  G  im  Allgemeinen  gegen 
die  Momentanaxe  geneigt  ist.    Die  Resultante  i2t  senkrecht 
zu  der  Ebene,   welche   den  Massenmittelpunkt  und   die  Mo- 
mentanaxe   enthält,    sie    besitzt   eine    Intensität    R  =  MSla^ 
vermöge   welcher  sie    diesem  Punkte,    wenn   in  ihm   die  Ge- 
.sammtmasse   des   Systems   voreinigt   gedacht  wird,    die   Ge- 
Hchwindigkeit  Sla  zu  ertheilen  vermag,  welche  derselbe  der 
Winkelgeschwindigkeit   am  die  Momentanaxe  verdankt  und 
stimmt  in  Richtung  und  Sinn  mit  dieser  überein.    Das  Axen- 
moment G  des  resultircnden  Paares  ist  der  Winkelgeschwin - 
digkeit  Sl  proportional,   seine   Componente  iV  s=  SIMkq^   pa- 
rallel   der  Momentanaxe,   ist   das   Produkt  aus   der  Winkel- 
geschwindigkeit   und    dem   Trägheitsmomente    des    Systems 
für   die    zur  Momentanaxe   parallele   Axe   des   Massenmittel- 
punktes;   seine    zur  Momentanaxe    senkrechte  Componente 
K  zerfällt  in  zwei   andere,   gleichfalls   zu  dieser  Axe  senk- 
rechte   Componenten,    von    denen    die    eine    K^  =  —  SlZmxz 
der  Ebene   des  Massenmittelpunktes   und   der  Momentanaxe 
parallel   läuft,   während   die   andere   Ky  =s  —  SlZmyz   zu   ihr 
senkrecht  ist.     Die   Componenten  Kx^  Ky  sind    die  Produkte 
aus    der    negativ    genommenen   Winkelgeschwindigkeit    und 
den  Deviationsmomenten    ZmxZy   Smyz  des  Systems   für   die 
beiden     zu    einander    rechtwinkligen    Ebenen    des    Massen- 
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mittelpnnktes,  deren  Schnittlinie  der  Momentanaxe  parallel 
läuft  und  von  denen  die  erste  durch  die  Momentanaxe  hin- 
durchgeht, wenn  von  den  Axen  der  x,  y,  z,  auf  welche  sicL 
die  Deviationsmomente  beziehen,  die  x-Axe  das  Perpen- 
dikel, von  S  auf  die  Momentanaxe  gefällt,  die  y-Axe  senk- 
recht zu  der  die  Momentanaxe  enthaltenden  Ebene,  di«' 
Axe  der  z  aber  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  ist  an'- 
der  Drehungssinn  der  a:y-Ebene  und  der  Sinn  der  ;-A\' 
mit  dem  Sinne  von  Sl  übereinstimmend  genommen  werdeb 
Als  Specialfälle  sind  zu  erwähnen: 

1.  Die  Momentanaxe  ist  eine  Hauptaxe  irgend  eines  ihrer  Pookti- 
Die  Parallelverschiebung  der  z-Axe  in  die  Momentanaxe  gibt  dac: 
a:  =  a  4"  ^\  ^^^^  Zmxz  =  a  Emz  -|-  Smxz  =  0  und  Zmyz  =  »'. 
folglich  K^  =  Ky^K^=^  0,  d.  h. : 

Die  Momentankräfte  eines  Systems,  welches  eineWinkei- 
geschwindigkeit  um  irgend  eine  seiner  Uauptaxen  besitzt 
sind  äquivalent   einer  Resultanten  i?  «s  Af Aa,   welche  dnrc^ 
den  Massenmittelpunkt  geht  und  einem  Paare,  dessen  Axen 
moment  N  ==  SIMxq^  zur  Momentanaxe  parallel  ist. 

2.  Die  Momentanaxe  geht  durch  den  Massenmittelpunkt;  dano  i>- 
a  s=  0,  also  i?  =  0,  d.  h.: 

Die  Momentankräfte  eines  Systems,  welches  um  irgt-nl 
eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  eine  WinkelgesehviDdif- 
keit  besitzt,  sind  äquivalent  einem  Paare  G, 

3.  Ist    die    Momentanaxe    einer    Hauptaxe    des    Massei- 
raittelpnnktes  parallel,   so  wird  A'=0  und  sind  die  Home: 
tankräfte  äquivalent  einer  Resultanten  R^=»  MSla  and  eiof- 
Paare,  dessen  Axenmoment  N  s=  SIM%^  der  Moment  an  aie  pt 
rallel  läuft. 

4.  Ist    die    Momentanaxe    eine    Hauptaxe    des    Has»er 
mittelpunktes,  so  ist  i2  =  0  und  K^s=0  und  sind  die  JfoD-i 
tankräfte  einem  Paare  äquivalent,  dessen  Axenmoment  d^r 
Momentanaxe*  parallel  läuft. 

§.  4.     Wir  suchen  jetzt  die  Reduction  der  Momentankräfte,  vek»- 
aus  einer  Winkelgeschwindigkeit  entspringen,  für  die  Centralaxe  drr 
selben.     Das    resultirende   Axenmoment   Gq   dieser    Redocdon    lAt  a>^'- 
Cap.  Y,  §.  2.  die  Projection   des  Axenmomentes  G  irgend  einer  B^" 
tion  auf  die  Richtung  der  Resultanten  R.    Da  die  Resultante  B  ^s  V.'^ 
der  Momentankräfte  senkrecht  ist  zur  Ebene,  welche  dureh  5  nnd  «:•' 
Momentanaxe  c  geht,  so  wird  Cq  s»  A'^  «»  —  SlMii^  und  besliiuDes  ^ 
Componenten  N  =  SIMk^^  und  J^x  =  —  SlMl^  blos  die  Lage  der  C't 
tralaxe.    Zunächst  ergibt  sich  nämlich  auf  der  Axe  der  x  und  twar  *' 
derjenigen  Seite  von   S^  auf  welcher  der  Schnittpunkt  C  mit  der  U 
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iiicnUuaze  nicht  liegt,  der  Punkt  6\  so,  das«  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  R  eine  Verlegung  der  Resultanten  parallel  mit  sich  von  S  um 
die  Strecke  SC^  =»  a  und  ein  Paar  Ba  liefern,  welches  das  Paar  iV 
tilgt.    Aus  der  Bedingung  hierfür,  nämlich  Ra^^N,  folgt  der  Abstand 

f/=  —   und  ist   derselbe  blos  von   der  Lage   der  Momentanaxe,  nicht 
a 

aber  von  der  Winkelgeschwindigkeit  abhängig.  Sodann  ergibt  sich 
ebenso  auf  einer  durch  C^  gehenden,  zur  Momentanaze  parallelen  Ge- 
raden ein  weiterer  Punkt  C  im  Abstände  C^(!^=^h'  je  nach  der  posi- 
tiven oder  negativen  Beschaffenheit  von  Kx  diesseits  oder  jenseits  der 
Hichtung  5C,  sodass  zwei  dortselbst  eingeführte  entgegengesetzte  Kräfte 
R  eine  Verlegung  der  Resultanten  nach  C  und  ein  Paar  Rh'  liefern, 
welches  Kx  tilgt.    Der  Abstand  b'  genügt  der  Bedingung  Rh'^ssz  —  SIM)? 

nnd  wird    daher  6'= ,   also   gleichfalls  von   Sl  unabhängig.     Die 

Gerade  durch  C  senkrecht  zur  Ebene,  welche  den  Massenmittelpunkt 
und  die  Momentanaxe  enthält,  ist  demnach  die  Centralaxe  der  Momen- 
tankräfte nnd  bilden  R  =  MSla  und  Gq=^  —  SIMiil^  die  Elemente  der 
Kräfterednction  für  sie.     Daher  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Centralaxe  der  Momentankräfte  eines  unveränder- 
lichen Systems,  welches  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um 
eine  Momentanaxe  c  besitzt,  ist  rechtwinklig  zur  Ebene, 
welche  durch  diese  Axe  und  den  Massenmittelpunkt  S  ge- 
führt werden  kann  und  trifft  diese  Ebene  in  einem  Punkte, 
dessen  Lage  von  der  Lage  der  Momentanaxe,  nicht  aber  von 
der  Winkelgeschwindigkeit  abhängt.  Zieht  man  in  dieser 
Ebene  durch  S  zwei  Gerade,  die  eine  parallel,  die  andere 
senkrecht  zu  c,  so  fällt  jener  Punkt  mit  der  Momentanaxe 
»uf  entgegengesetzte  Seiten  der  ersteren  dieser  beiden  Ge- 
raden nnd  ist  sein  Abstand  a  von  ihr  so  beschaffen,  dass 
er  mit  dem  Abstände  a  der  Momentanaxe  von  ihr  ein  Rechteck 
na  gleich  dem  Quadrate  x^^  des  Trägheitsradius  für  die  zur 
Momentanaxe  parallele  Gerade  des  Massenmittelpunktes 
bildet,  in  Bezug  auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ge- 
rade liegt  er  diesseits  oder  jenseits,  je  nach  der  beson- 
deren Art  der  Massenvertheilung  des  Systems. 

Ist  die  Momentanaxe  c  eine  Hauptaxe,  so  wird  Ky  ^=^  Kx  ^=^  0, 
also  G^  =^  O9  &'«=0,  daher  sind  in  diesem  Falle  die  Momentankräfte 
einer  Einzelkraft  R  »=  MSla  äquivalent,  welche  in  die  zur  Momentan- 
axe senkrechte  Ebene  des  Massenmittelpunktes  fällt  und  von  diesem  um 
die  Strecke. a'  absteht,  wofür  ad ^=^  %^,  Dasselbe  findet  statt,  wenn  r 
«'iner  Hanptaxe  des  Massenmittelpunktes  parallel  ist. 

Die   Gleichung  ad  =  %^  zeigt,   dass   die  Punkte   C,  (7|  reciproke 
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Eigenschaften  besitzen,  sodass,  wenn  die  Momentanaxe  ohne  Aendernn^ 
ihrer  Richtung  durch  C^  hindurcbgelegt  wird,  die  Centralaxe  dorck  C 
gehen  muss.  Die  Punkte  C,  C,  bilden  auf  der  Geraden  SC  iwei  in- 
volutorische  Puuktreihen  gleichartiger  Lage  und  das  rechtwinklige  Dreieck 

C^C^  (Fig.  256.),   worin  die  Höhe  SK^t, 
liefert  zu  C  den  Punkt  C^  und  uragekehrt. 


FifC.  256. 
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Sobald  die  Punkte  C|  und  C  ihre  Rollen 
vertauschen,  wenn  also  die  Momentanaxe  c  darch 
(f  geht,  so  wechselt  das  Paar  Iib\  welches  A- 
tügt,  seinen  Sinn;  es  rückt  mithin  der  Schnitt- 
punkt C'  der  Centralaxe  auf  die  entgegengesetzte 

Seite  von  SC  und  hat  den  Abstand ;  von 


dieser  Geraden.     Eine  durch  C  and  S  gelegt«? 
Gerade  trifft  nun  d\€  erste  Lage  der  Momentan 
axo  in  C"  ßo,  dass  CC':  C^(f=  a  :  a\  also 

CC"=  ^f  =  -  A' 

a  a 

wird.     Daher  ist  C  der  Punkt,  durch  welchen  die  Centralaxe  hindurr! 
geht,  wenn  die  Momentanaxe  durch  C  gelegt  wird.    Wir  werden  spat»; 
von  dieser  Reciprocitat  ausführlicher  handeln. 

§.  5.     Das   System  besitze  jetzt  eine  Schraubengeschwindij 
keit  {Sl^u)  (Fig.  257.)  um  eine  Momentanaxe  c.    Die  von  der  Winkt!- 
gesch windigkeit  Sl  herrührenden   Momentankräfte   reduciren  wir  für  de: 
Massenmittelpunkt  S  wie    im   vorigen    §.    und  erhalten   eine   Momenua 

kraft  R'  =  MSla^  durch  5  gehend  oci 
senkrecht  zur  Ebene,  welche  5  as<i 
^  enthält  und  ein  Paar  G  mit  den  Co« 

j^  ponenten   JV,   if^r,  i^y.     Die  von  »J-r 

j2  Translationsgeschwindigkeit    m   vera: 

lassten    Momentankräfte    mu,   wekK 
/jy        A       O  ^     nsLch  Richtung  und  Sinn   mit  «  öUf 
vV  '      I  einstimmen,    liefern    nach   §.   1.  «nt 

-li  Momentankraft  Ä"=  Mv  von  de»»-' 

^jf(  ben  Richtung   und   demselben  Sitor 

welche   gleichfalls   durch  S  faiodnt^ 
geht.     R'  und  R''  liefern   daher  die   Resultante   R   der  MomentaakrL^ 

R  =  M  ysi'^a'^  +~t?.     Sie   fällt  in   die  zu  SC  Benkrechte  Ebene  if* 
Massenmittelpunktes  und   ist  gegen   die  Axe  c  unier  einem  Winkel  « 

Sla 
geneigt,  wofür  tgo=  — .     Daher: 


Kisr.  2r.7. 
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Die  Momentankräftc  eines  unveränderlichen  Systems, 
welches  eine  Schraubengeschwindigkeit  (Sl^  u)  um  eine  Mo- 
mentanaze  c  im  Abstände  a  vom  Massenmittelpunkte  besitzt, 
sind  äquivalent  einer  durch  den  Massenmittelpunkt  gehenden 
Resultanten  R  und  einetn  resultirenden  Paare  G,  Erstere 
bat  die  Richtung  und  den  Sinn  der  Geschwindigkeit,  welche 
dieser  Punkt  in  Folge  der  Schraubengeschwindigkeit  besitzt 
und  eine  Intensität,  vermöge  welcher  sie  diesem  Punkte 
dieselbe  Geschwindigkeit  ertheilen  könnte,  wenn  in  ihm 
die  Gesammtmasse  des  Systems  vereinigt  wäre.  Das  resul- 
tirende  Paar  befolgt  dieselben  Bildungsgesetze,  wie  wenn 
das  System  blos  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  ohne  die 
Translationsgeschwindigkeit  u  besässe. 

Behufs  der  Reductiou  für  die  Centralaxe  spalten  wir  die  Axen- 
inomente  iV  und  A^y  jedes  in  zwei  Componenten,  parallel  und  senkrecht 
zur  Richtung  der  Hesultanten  Ji\  die  beiden  erstoren  Componenten 
.V  cos  c  und  Ky  cos  (^  7«^  +  ^)  ^Hden  das  resultirende  Paar  Gq  der  Ceutral- 
axe,  die  beiden  anderen  N  sin  c  und  ATy  cos  a  bilden  ein  Paar  5,  wel* 
ches  mit  ifx  zusammen  die  Lage  der  Centralaxe  bestimmt.  Man  erhält 
biernach : 

Gf^  =  Ncosa  -  Ky  sin  a  =    — -—     _.  (x„2 „  +  f^tsia) 
uud  MSI  .    2  „ 

womit  K:c  =  —  MSIX'^  zu  vorbinden  ist.  Zunächst  findet  man  auf  der 
Richtung  SC  wieder  einen  Punkt  C^  in  solchem  Abstände  a  von  S^  dass 
2wei  entgegengesetzte  Kräfte  R  eine  Verlegung  von  R  dorthin  und  ein 
Paar  Ra    liefern,  welches  S  tilgt.     Die  Bedingung  hierfür  ist: 

«'  =  1  =  H'  a^  -I-  «-^  ("«■'  Ä  «  -  f*' «)  • 

Sudann  findet  man  in  der  zu  R  senkrechten  Ebene  des  Massenmittel- 
punktes leicht  einen  Punkt  (f  in  solchem  Abstände  C'C^  =  l!  von  SCy 
dass  zwei  entgegengesetzte  Kräfte  R  eine  Verlegung  von  R  dorthin  und 
oin  Paar  veranlassen,  welches  Kx  tilgt.     Hierzu  ist  erforderlich: 

^;^^ ^^ 

DnrcL  C  geht  alsdann  die  Centralaxe.     Daher  der  Satz: 

Die  Centralaxe  der  Momentankräfte  eines  unveränder- 
lichen Systems,  welches  eine  Schraubengeschwindigkeit 
\^y  u)  besitzt,  ist  parallel  der  Geschwindigkeit  des  Massen- 
mittelpunktes S  und  trifft  die  zu  deren  Richtung  senkrechte 
Ebene  dieses  Punktes  in  einem  Punkte  (/,  dessen  Abstände 
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a\  h'  von  der  durch  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  ton 
6'  zur  Momentanaxe  parallel  geführten  Ebene  und  dem  von 
S  auf  diese  Axe  gefällten  Perpendikel  durch  die  Formeln 
bestimmt  werden: 

während  die  Resultante /?  und  das  resultirende  Axenmoment 
6^u  die  Wert  he  haben: 

wo   a   den  Abstand   der  Momentanaxe  von   S,    —  ^^i  — ^^^ 
aber  die  Deviationsmomente  Kx^  K^  bedeuten. 
§.  6.     Als  Specialfälle  ergeben  sich  folgende: 

1.  Die  Momentankräfte  können  sich  nur  dann  auf  ein  Paar  re«iM 
ciren,  wenn  u  =  0  und  £r  s»  0  ist,  d.  h.  wenn  das  System  blos  Wiokel- 
geschwindigkeit  besitzt   und   die  Momentanaxe   durch  den  Massenmittel- 
punkt geht. 

2.  Sie   sind  einer  Einzelkraft  äquivalent  in  allen  Fällen,    in  «el 
chen  Si  (xq^w  +  ft^ßa)  =  0  ist.     Dies   tritt  ein  a)  wenn  Ä  =  0,  d.  \- 
wenn  das  System  blos  Translationsgeschwindigkeit  besitzt,  b)  wenn  ms=<> 
und  fi  =s  0,   d.  h.  wena  das  System  blos  Winkelgeschwindigkeit  be»itx( 

und    für   die  Momentanaxe   i(y  ==  —  Ä^myz^^O   ist;    c)   wenn  über 

JV 
haupt   Gq  =  N  cos  0  —  Ky  sin  a  =  0,   d.  h.  tgo  =^         ,   also   die  Re>nl 

tante  von  N  und  £y  senkrecht  zu  R  ist.  Da  nämlich  K^  in  allen  Fäll» 
senkrecht  zu  R  ist,  so  wird  alsdann  bei  der  Reduction  für  den  Massen 
mittelpunkt  G  senkrecht  zu  R  und  liefert  nur  eine  Verlegung  von  /» 
in  die  Centfalaxe  ohne  resultircndes  Paar. 

§.  7.    Die  Beziehungen  zwischen  den  Richtungen  der  Momentanai'- 
und  des  rcsultirendeq  Axenmomentes,   sowie   auch  zwischen  der  GK»>'^ 
des  letzteren  und  der  Winkelgeschwindigkeit  können  in  ausgeseichoeifr 
Weise   mit    Hülfe   des   Centralellipsoids   Poinsot's    dargestellt  werden 
Reduciren  wir  zu   diesem  Zwecke  die  Momentankräfte   Hir  deo  Missen 
mittelpunkt  S  und  seien  /?,  q,  r  die  Componenten  der  Winkclgascfavu 
digkeit  il,-^ sowie   Gx,    Oy^    G:  die   des   resultirenden   Axenmomentf>  '• 
parallel  den  Hauptaxen  dieses  Punktes.    Nach  §.  2.  sind  die  MomeotAi 
kräfte,    welche    durch    die   Winkelgeschwindigkeiten  p%  q^  r  eiogefnli'* 
werden,   äquivalent   R  =  MSla   und   den   Paaren    Gjg^  Gyy  Gg  and  ^ 
stehen,    wenn  A^  B^  C  die   Trägheitsmomente    ftlr  die  drei  Haoptaiec 
sind,  die  Gleichungen: 

Gx  =  Apy       Gy  =  Bq^       Gz  =  Cr . 
Vermöge   der  Bedeutung    des   Centralellipsoids   aber,    dessen  Halbax't 
f,  |3,  y  seien,  ist 
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j-^         B=^         r-  ^ 

wodurcb 

r   —  ^        r  —  ^         r  —  ^ 

wird.  Bezeichnen  ferner  x^  y,  z  die  Coordinaten  eines  der  beiden  Punkte  /, 
in  welchem  die  zur  Momentanaxe  c  parallele'  Axo  Cq  dos  Punktes  S  das 
Centralellipsoid  durchdringt,  sowie  /  den  Semidiameter  SJ,  so  ist  weiter : 

p  q  r   St 

X         y         z         l 

Entnimmt  man  hieraus  die  Werthe  von  p,  ^,  r,  so  ergeben  sich  mit  ihrer 
Hülfe  Gjcy  Gy^  Gz  nnter  der  Form: 

ßar  Sl       y  Sl      z 

Daher  sind  die  Richtungscosinusse  des  Axenmomentes  G  gleich 

Sl      X  Sl       y  Sl      z 

Gl'  a^'^     'Gl''^'      Gl^^^ 

Sl  \  x^        y^         t^  ^ 

und  wird  C  =  - v  >  wenn    m  =  — r  +  -T^r  A r  gesetzt  wird.    Die  Rich- 

lo  c^         a*     '     ^*     '    y*    '^ 

tungscosinusse  gehen   daher  mit  Hülfe   dieses  Ausdrucks  von  G  über  in 

hx      du      6z 
'i '    Vt^  '*   "  'i '    ^^S^  ™^^  ^^"  ^^  Punkte  /  die  Tangentenebene  an  das 

Centialellipsoid ,  so  schneidet  sie  auf  den  Hauptaxen  drei  Stücke 

SA^-,       SB=^,       SC='^ 
X  y  z 

ab  (wie  man  siehi,  wenn  man  durch  /und  die  Hauptaxen  ebene  Schnitte 

legt   und  ihre  Tangenten   zieht).     Die  Normale  A,   von  S  auf  die  Tan- 

gentenebene  gefällt,  ist  die  gemeinsame  Projection  dieser  Linien  und  sind 

A         Ä         Ä       ,       hx      hy      hz    ,  t>.  i  *  .  j- 

SA^    SB'    SC  ^        "ö^*    ß^'   ~^      ^^^^  Richtungs^josinusse  gegen  die 

Hauptaxen.  Setzt  man  ihre  Quadratsumme  gleich  1,  so  erhält  man  h 
gleich  obigem  S  und  für  ihre  Richtungscosinusse  die  obigen  Richtungs- 
cosinnsse  von  G.     Hieraus  fliesst  der  Satz: 

Das  resnltirendc  Axenmoment  G  der  Reduction  der  Mo- 
mentankräfte für  den  Massenmittelpunkt  des  Systems  ist 
der  Normalen  des  Centralellipsoids  in  dem  Punkte  /  pa- 
rallel, in  welchem  eine  zur  Momentanaxe  parallele  Axe  des 
Massenmittelpunktes  dasselbe  durchdringt.    Die  Grösse  des 

Sl 
Axenmomentes   selbst  G  =  jy    ^^^   ^^^  Winkelgeschwindig- 

lö 

keit  direct  und  dem  Produkte  des  Semidiameters  /  des  Cen- 
tralellipsoids,  welcher  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat 
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und   dorn  Abstände  d  der  Tangentenebene  in  /  vom  Mittel- 
punkte S  umgekehrt  proportional. 

Die  Ebene  des  resultir enden  Paares  der  Momentankräfle  ist  der 
Tangentenebene  in  /  parallel,  also  ihre  Richtung  conjngirt  zu  /  oder: 

Die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  MomentankrHfte 
hat  die  Richtung  der  Diametralebene  des  Centralellipsoids, 
welche  zur  Richtung  der  Momentanaxe  conjngirt  ist 

Auch  das  zweite  Centralellipsoid  von  G  leb  seh  steht  mit  den  vor- 
liegenden Untersuchungen  in  innigem  Zusammenhange,  so  zwar,  d«s» 
zwischen  beiden  Centralellipsoiden  in  dieser  Hinsicht  eine  gewisse  Ke 
ciprocität  stattfindet.     Man  hat  nämlich: 

Gjc  Gy  Gz 

und  wenn  ^i,  6,  c  die  Halbaxen  des  zweiten  Centralellipsoids  sind: 

wodurch  G^  ^y     ^       ^^ 

werden.  Bezeichnet  man  nun  mit  x^  y^  z  die  Coordinaten  eines  dtr 
beiden  Punkte  F^  in  welchem  der  zum  resultirenden  Axcnmomente  <» 
parallele  Semidiameter  Sr=f^\Q^  Centralellipsoid  schneidet,  so  wird 

Gx Gff Gz G 

X         y  z         t 

m 

und  hierdurch  nehmen  p^  q,  r  die  Form 

_    G      X  __  ^     y  _  _^      r 

an.     Daher  sind  die  Richtungscosinussc  der  Momentanaxe 

G         X  G         y  Gz 


und  wird  ß  ==    --vi^ »  wenn 


Ml'6' 

1  _  ^^    ,     y'        J_^ 
d'2  ~  a^^  b*  ^  c» 


gesetzt  wird.     Die  Richtungscosinusse  gehen  aber  nach  EinführoDg  v  u 

Ä'  A'  A' 

6'  über  in    -^,    -r^,    -^  und  sind  die  der  Normalen  dea  Ellipwids  in 
a^        b*        c* 

Punkte  r,  während  d'  den  Abstand  des  Punktes  5  von  der  Tangeatec 
ebene  in  F  bedeutet.     Man  erhält  daher  ähnlich  wie  oben  die  Satie: 
Die  Momentanaxe  ist  der  Normalen  des  zweiton  Centra. 
ollipsoids  in  dem  Punkte  F  parallel,    in  welchem  daiselVf* 
von  dem  zum    resultirenden   Axenmomente    parallelen  Di« 
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Q 

meter  getroffen  wird.    Die  Winkelgeschwindigkeit  Ä  =  tt^^» 

"  Ml  o 

ist  diesem  Azenmomente  direct  und  dem  Produkte  des  zu 
ihm  parallelen  Semidiameters  f  und  des  Abstandes  6'  der 
Tangentenebene  in  F  vom  Mittelpunkte  S  umgekehrt  pro- 
portional. Die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene  des 
Massenmittelpunktes  ist  conjugirte  Diametralebene  des 
zweiten  Centralellipsoids  zur  Richtung  des  resnltirenden- 
Axenmomentes. 

Die  beiden  Centralellipsoide  haben  die  Richtungen  der  Hauptaxen 
gemein;  die  halben  Längen  derselben,  er,  ß,  y  für  das  erste,  a,  fr,  c  für 
das  zweite  sind  so  beschaffen,  dass 

^  =  -\  =  Ma^,       B  =  —  =  ^^frS        ^  =   -2  =  ^^\ 

et*  ß^  y* 

also  i/l 

aa  =  ßb  =  yc  ==  y   — • 

Anf  jeder  Axe  des  Massenmittelpunktes  stellt  der  Semidiameter  des 
ersten  den  reciproken  Werth  der  Wurzel  aus  dem  Trägheitsmomente 
Hir  diese  Axe  dar,  während  die  Tangenteneben e  des  zweiten  Ellipsoids, 
welche  auf  ihr  senkrecht  steht,  auf  ihr  den  Trägheitsradius  für  sie  ab- 
bcboeidet. 

§.  8.  Es  ist  nun  leicht,  anzugeben,  welchen  Geschwindigkeits- 
zustand ein  gegebenes  System  von  Momentankräften  in  einem  unver- 
änderlichen  Punktsystem  hervorruft.  Derselbe  ist  eine  Translations- 
geschwindigkeit, eine  Winkelgeschwindigkeit  oder  eine  Schrauben- 
geschwindigkeit und  letzterer  Fall  enthält  als  der  allgemeinste  die  bei- 
flea  ersten  in  sich.  Man  redncire  die  Schraubengeschwindigkeit  auf 
eine  Translationsgeschwindigkeit  u  und  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
um  eine  durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Axe.  Dann  müssen  die 
Momentankraft  Mu  und  das  Paar,  welche  sie  zu  geben  vermögen,  der 
Momentankraft  J{  und  dem  Paare  G  ä(][aivalent  sein,  die  man  erhält, 
wenn  man  das  gegebene  System  der  Momentankräfte  für  den  Massen- 
mittelpunkt S  reducirt.  Besitzt  daher  das  System  nur  Translations- 
geschwindigkeit o,  ist  also  il  =  0,  so  ist  C^  =  0  und  muss  also  auch 
das  resaltirende  Paar  der  gegebenen  Momentankräfte  bei  der  Reduction 
für  S  verschwinden.  Da  das  Paar  für  die  Centralaxe  absolut  genom- 
men das  kleinste  ist  unter  allen  Reductionen,  so  muss  0^=^  0  sein  und 
<lie  Centralaxe  durch  S  gehen. 

Ein  System  von  Momentankräften,  welches  sich  auf  eine 
durch  den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft  redu- 
cirt, kann  also  allein  dem  Punktsystem  eine  Translations- 
geschwindigkeit  ertbeilen;  sie  wird  erhaltep,  wenn  mau  die 
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Intensität  dieser  Kraft  dnrcb  die  Masse  des  Systems  divi- 
dirt  und  stimmt  in  Richtung  und  Sinn  mit  ihr  ttberein. 

Ist  t/  =  0,  also  R  =  0y  hat  also  das  System  blos  Winkelgeicbwin- 
digkeit  um  eine  Momcntanaxe,  welche  durch  S  geht,  so  müssen  die  ge- 
gebenen Momentankräfte  sich  auf  ein  Paar  reduciren. 

Ein  Momentankräftepaar  ertheilt  daher  dem  System 
eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eineAxe  des  Massenmittel- 
punktes. Die  Neigung  dieser  Momentanaxc  ergibt  sich  nich 
§.  7.;  ist  d|is  Axenmoment  des  Paares  insbesondere  pariUel 
einer  Hauptaze  des  Punktes  5,  so  fällt  die  Momenttntxe 
mit  dieser  Hauptaxe  zusammen. 

Hiernach  erhält  man  zu  dem  Paare  G  der  Momentankräfte,  iDdem 
man  es  nach  den  Hauptaxen  von  S  in  (?«,  Gy,  Gt  zerlegt,  die  Winkel- 
geschwindigkeiten 

Gx  Gm  Gx 

um  diese  Hauptaxen  und  aus  ihnen 

und  für  die  Richtung  {<«ßy)  der  Momentanaxe 

cos  a       cos  ß       cos  y         1 
p  q  r  Ä ' 

^-  ^-  •  A  cosu  _B  cos  ß  _C  cosy  _  1_ 

~Gx  G~~'  ~      G~     ~  Sl' 

Ein  System  von  Momentankräften,  welches  sich  auf  eine  Einiel 
kraft  reducirt,  kann  je  nach  Umständen  eine  blose  Winkelgeschwiodig- 
keit  oder  eine  Schraubengeschwindigkeit  erzeugen.  Ebenso  ein  Krifte- 
System,  welches  bei  der  Reduction  auf  seine  Centralaxe  sowohl  eine 
Resultante  als  ein  resultirendes  Paar  liefert.  Um  diese  Frage  lu  en^r- 
tern,  bedienen  wir  uns  des  Satzes  §.  7.  Es  seien  wieder  B  and  '' 
Resultante  und  Axenmoment  der  gegebenen  MomentankräAe  bei  der 
Reduction  für  den  Punkt   S;    R  gibt    eine  Translationsgeschwindigkeit 

u  =  —  und  G  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  eine  durch  5  gebeode 

Axe  Cq.  Damit  beide  einer  blosen  Winkelgeschwindigkeit  äquinleot 
seien,  muss  u  und  folglich  auch  R  zu  Cq  senkrecht  sein.  Denn  dinn 
veranlasst  u  blos  eine  Verlegung  der  Axe  Cq  in  eine  gewisse  paraOeU 
Axe  c  und  tritt  zu  Sl  keine  Translationsgeschwindigkeit  parallel  dittfi 
Axe  hinzu.  Legen  wir  also  durch  S  senkrecht  zu  R  eine  Ebene  J»  ^' 
enthält  sie  alle  Richtungen,  welche  Cq  möglicherweise  haben  kann.  Nn» 
ist  G  normal  zur  Tangentenebene  des  Centralellipsoids  Poinsot'i  io 
dem  Punkte  /,   in   welchen   Cq  einschneidet.     Daher  kann  G  seDkivekt 
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sein  zu  irgend  einer  Tangenten  ebene  des  dem  Centralellipsoid  nmgcbrie- 
benen  Cylinders,  M'elcher  längs  des  Schnittes  der  £bene  E  mit  ihm  das- 
selbe berührt.  Die  Eichtnngen  von  G  erfüllen  mitbin  eine  zu  den  Er- 
zengungslinien  dieses  Cylinders  senkrechte  Ebene  £\  Alle  Kräfte- 
systeme, für  welche  G  in  diese  Ebene  fällt,  liefern  blos  eine  Winkel- 
geschwindigkeit, alle  anderen  eine  Schranbengeschwindigkeit.  Fällt  G 
in  eine  Hanptebene  des  Centralellipsoids,  so  fallt  die  Ebene  E  mit  ihr 
zusammen  und  liegt  c^  in  derselben  Uauptebene;  fällt  G  mit  einer 
Hauptaxe  von  S  zusammen,  so  ist  diese  zugleich  die  Axe  c^.  Ganz 
ähnlich  kann  auch  das  zweite  Centralellipsoid  zur  Entscheidung  der- 
artiger Fragen  verwandt  werden. 

§.  9.  Wir  wollen  jetzt  die  Reduction  der  Momentankräfte  für  den 
Massenmittelpunkt  S  analytisch  einkleiden.  In  Bezug  auf  ein  beliebiges 
rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  S  ist,  sei  0  (^o^o^o) 
irgend  ein  Punkt  der  Momentanaxe  (?;  die  ^Winkelgeschwindigkeit  Sl 
nra  sie  zerlegen  wir  in  drei  Componenten  Slja  Sly,  Slz  um  drei  zu  den 
Azen  der  x^  y^  z  parallele,  sich  in  0  schneidende  Axen;  ebenso  zer- 
fallen wir  die  Translationsgeschwindigkeit  u  des  Systems  in  die  drei 
Componenten  i/^r»  ^y»  t/j.  Die  Translationsgeschwindigkeit  veranlasst 
die  Momentankraft  ülfu,  welche  durch  S  hindurchgeht  und  die  drei  Com- 
ponenten Muxy  Muyi  MUf  hat.  Um  die  or-Axe  ertheilen  wir  dem  System 
femer  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Winkelgeschwindigkeiten  iQ^i  d.  h. 
wir  substituiren  fllr  Slx  um  die  durch  0  gehende  Axe  ein  fix  um  die 
a;-Axe  und  das  Rotation spaar  {flxy  —  ^x)^  welches  einer  Translations- 
geschwindigkeit senkrecht  zu  seiner  Ebene  äquivalent  ist.  Indem  wir 
Aehnliches  in  Bezug  auf  Slyy  Sl,  ausführen,  erhalten  wir  die  Compo- 
nenten Slxt  Styi  flz  um  die  Coordinatenaxen  und  drei  Rotationspaare 
(Äj,  —  Ä^),  (Äy,  — Äy),  (Ä,,  — Äs).  Diese  Paare  liefern  uns  nach  der 
Methode  von  Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  6.  die  drei  Translationsgeschwindigkeiten 

y^Slz  —  z^Sly,     ZqSIx  —  XqSIz^     x^fly  —  VqSIx 

parallel  den  Axen  der  o:,  y,  z,  welche  die  Momentankräfte 

M{tf^Si,—  z^Sly),     M(z^SI^  —  XqSI,),     M(x^Sly  —  y^Slx) 

herbeiführen.    Sie  bilden  mit  den  obigen  Componenten  Mu^^  ^^^y^  ^*': 
die  Resultante  B  der  Reduction  für  den  Punkt  S  und  wenn  wir  setzen: 

X  =  M[ux  +  (yo^c  —  Zf^fly)] , 

r  =  ilf[My-f  (Zo^^-OToÄ,)], 

Z^M[u,  +  {x^Sly  —  y^Slx)] , 
so  wird  sie  und  ihre  Richtung  (a,  6,  c)  bestimmt  durch  die  Gleichungen : 

Die  Resultante  R  bildet  sich   ersichtlich   ans  den  beiden  Bestandtheilen 
Mu  und  MSldf  wenn  d  den  Abstand  der  Momentanaxe  c  vom  Massen- 
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mittelpnnkte  bezeichnet.  Ersterer  besitzt  das  System  vermöge  der  Trans- 
lationscomponente  u  der  Schranbengesch windigkeit  (.A,  ü),  letzterer  wird 
durch  die  beabsichtigte  Uebertragnng  der  Winkelgeschwindigkeit  A  inf 
eine  zu  c  parallele  Axe  Cq  von  S  eingeführt. 

Die  Winkelgeschwindigkeit  ^  um  c^  oder  ihre  Componenten  Sl^ 
Sly ,  Slz  nm  die  Axen  der  x,  y^  z  ertheilen  nun  nach  Thl.  11,  Cap.  IV 
§.  8.  einem  Systempunkte  (pcyz)  die  Geschwindigkeitscomponenteo 

welchen  die  Componenten  der  Momentankraft  mv^«  ^v^j  mvz  entsprechen. 
Man  gelangt  zu  denselben  auch  sehr  einfach,  indem  man  durch  den 
Systempunkt  parallel  der  auf  der  Momentanaxe  S  aufzutragenden,  dif 
Winkelgeschwindigkeit  darstellenden  Strecke  Sl  die  entgegengesetzt  gleich** 
Strecke  — Sl  zieht;  sie  bildet  mit  jener  ein  Eotationspaar  (A,  — 51;, 
dessen  Axenmoment  51  r,  wenn  r  den  Abstand  des  Systempunktes  too 
Cq^  die  Geschwindigkeit  v  dieses  Punktes  nach  Richtung,  Sinn  and  Gross«* 
darstellt.  Die  Componenten  dieses  Axenmomentes ,  parallel  den  C<»or- 
dinatenaxen,  sind  aber  die  obigen  Ausdrücke  für  v^i  Vp^  o,.  Die  Redac- 
tion  der  Momentankräfte  mr«,  mvy^  tnvz  liefert  nun  zunächst  eine  Einzd 
kraft,  deren  Componenten 

£mvx  =  £m  {Sly z  —  Ä« y)  ^=^  StyEmz  —  SlgEmy^ 

Zmvy  =  Slz£mx  —  Slx^tnz^ 

Zmvz  ==  ^x^fny  —  SlySmx 
aber  vermöge  der  Eigenscliaften  Zmx  =^  £my  =  Zmz  =^0  des  Mtss^n 
mittelpunktcs  verschwinden,  sowie  die  Paare: 

G^  =  £m  {yv:  —  tt^y)  =  £m  [y  (Ä^y  —  Slyx)  —  2  (Ä,ar  —  Ä^:)) 

=       Sl^Zm  (y*  +  «2)  —  SlyZmxy  —  Slz£mx:. 
Gy  =  £m  {zva:  —  xvz)  =  £m  [z  {SlyZ  —  Sl.y)  —  x  (Ä,y  —  SlyX)] 

=  —  Slj^Smxy  -f  Sly£m{z^  +  *')  —  ^£myt, 
Gz  =  £m  {xvy  —  yvx)  =  £m  [x  (Sl,x  —  Ä^z)  —  y  (Ä,  r  —  Ä,y)] 

=  —  Sl,Emxz  —  ^yZmyz  -f  Ä, -Tw  (x*  +  y^ . 
Bezeichnet  man  mit  Rücksicht  auf  Cap.  XI,  §.  2.  die  Trägheitsmoiwnt.- 
und  Deviationsmomente  des   Systems   für  die  Coordinatenaxen  so»  da>« 

man  setzt' 

£fn  (y-  +  t^)  =  «ti         Zmxy  =  «i,. 


Zm  (2=^  -f  a:«)  =«  «j^         £iny 


a.i 


n 


Em  (x^  -f  y^)  =  «33         -^m  zar  —  <ij, , 
so  nehmen  diese  Paare  die  Gestalt  an: 

Gar  =       «iiÄ-p  —  «12-^^  —  0\z^z 

Gy  ^^  «21  ^'  +  ^22^y  —  «23-^» 

C,  «s  «31  Ä*  —  «32 ^y  +  «33^5« 

Ihr  resultirendes   Paar  G  und   seine  Richtung  {aßy)   sind  daher  3"«*^ 
die  Gleichungen  bestimmt: 
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ir   =  hx    -T  ^y    -T  ^z  j         -^—  ==  — —  =  —7r-.=  >-• 

Irjc  fj«  iTs  Ix 

Würde  die  Rcduction  der  Momeutankräfte  für  einen  anderen  Punkt 
als  S  verlangt,  so  änderte  sich  in  den  vorstehenden  Betrachtangen  nichts, 
als  dass  die  Grössen  Zrav^t  Zfnvy^  £mvz  nicht  verschwinden,  sondern  in 
den  Componenten  -T,  F,  Z  als- weitere  Glieder  zn  den  übrigen  hinzutreten. 

§.  10.  Die  Summe  2  T  =  Umv-  der  lebendigen  Kräfte  mv^  der 
Systempunkte  heisst  die  lebendige  Kraft  des  Systems.  Wir  wollen 
diese  Grösse  bilden  und  ihre  Beziehungen  zu  der  Reduction  der  Mo- 
mentankräfle  aufsuchen.  Ist  r  der  Abstand  des  Systempunktes  von  der 
Momentanaxe  c,  so  wird  das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit 

und  mithin  die  lebendige  Kraft 

2T=i:m  («2  +  äV«)  =  Mu^  +  Sl^i:fnr\ 
oder  wenn  wir  das  Trägheitsmoment  um  die  Axe  c  durch 

ausdrücken,  wo  x,  Xq  die  Trägheitsradien  für  die  Axen  c,  c^  und  d 
den  Abstand  der  Axen  bezeichnen: 

In  diesem  Ausdrucke  stellt  u^  -^  SV^<f  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
des  Massenmittelpunktes  S  dar  und  ist  daher  3f  {u^  -^  Sl'^dP)  die  leben- 
dige Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze 
Kasse  des  Systems  vereinigt  wäre.  Bezeichnen  wir  sie  mit  2  Tq,  Sl^Mn^^^ 
aber  mit  2  Jj ,  sodass  T  =  Tq  -{-  T^  wird,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  lebendige  Kraft  2T  eines  in  Bewegung  begriffenen 
unveränderlichen  Systems  zerfällt  in  zwei  Theile,  2  T^  und 
2r,,  von  denen  der  erste  2  Tq  =^  M {u^  ■\' St*^ öP)  die  lebendige 
Kraft  des  Massenmittelpunktes  darstellt,  wenn  in  ihm  die 
Gesammtmasse  vereinigt  gedacht  wird,  während  der  andere 
Tbeil  2  7\  =  Sl'^Mn^  die  lebendige  Kraft  ist,  welche  das  Sy- 
stem besitzen  würde,  wenn  es  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
nicht  um  die  Momentanaxe,  sondern  um  eine  zu  ihr  parallele 
Axe  des  Massenmittelpunktes  besässe. 

Mit  dem  Bestandtheile  2  7,  hängen  die  Componenten  Gxy  Gyt  Gz 
des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  sehr  einfach  zusammen. 
Nach  Cap.  XI,  §.  2.  ist  nämlich  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  c 
von  der  Richtung  (aj8y): 

MüQ^  =  flji  cos^  a  -[-  «22  ^^^^  ß  "I"  ^3:^  ^®*^  7 
—  2  rij2  cos  a  cos  ß  —  2  Oj.i  ^os ß  cos  y  —  2  dj^  cos  y  cos  er. 

Mit  Hülfe  von  Ä^  =*  Ä  costt^  ßy  =^  Sl  cos  ß,  Ä^  =«  ß  cosy  erhält  man 
hiermit : 
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Diflferentiiren  wir  diese  Gleicbnng  nach  il«,  Sl^^  Slg^  so  folgt: 

^^^  =  «1,  Äx  —  fl,2  -ßy  —  öijÄ,  =  G^ 

^-^*  =  —  «21  ^^  +  «22  «^y  —  «23«^=  =  ^y 

^^   =  —  Ö3,  Ä,  —  «32Äy  +  «33-^^  =  ^-t 

d.  h.  die  partiellen  Differentialquotienten  der  Hälfte  dfi 
zweiten  Bestandtheils  der  lebendigen  Kraft,  welcher  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  des  Massenmittelpank- 
tes  entspricht,  sind  die  Componenten  des  resultirend^i. 
Paares  der  Momentankräfte. 

Die  Grösse  T,  ist  eine  homogene  Function  von  A^t  ^«  ^: 
daher  ist 

+  (—  «21  ^^  +  «22 -^y  —  «23^*-)  ^Sf  +  i—  "31  -^^  —  «32  ^y  +  «15  Ä,^  i» 

and  wenn  man  einmal  für  i^^,  ily,  52,  die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 
Slcoscc^  Slcosß^  Slcosy^  das  anderemal  für  Gx^  Gy^  G^  die  Weitkf 
G  cos  kf  G  cos  (i^  G  cos  v  setzt,  so  wird 

Sl^3I%^^  =  2  r,  =  Ä  ((;,  cos  a  +  Gy  cot  ß  +  G,  cos  y) 

=   G  (Äjr  cos  l  -^^  Sl^  cos  lA  '{'  Sls  COS  P), 

d.  h.   die  Componente   Gje  cos  a -j-  G^  cos  ß  -{-  G:  cos  y  des  resnl* 
tirenden   Axenmomentes    der  Momentankräfte    parallel  der 
Momentanaxe   ist  das   Produkt   SlMx^^   der  Winkelgescbvic 
digkeit  und  des  Trägheitsmomentes   für  die  der  Momentan 
axe    parallele   Axe    des   Massenmittelpunktes.     Die  Comp<^ 
nente    der    Winkelgeschwindigkeit    um    die   Axe  des   re»al 

G 

Nach  Cap.  XI,  §.  3.  ist,  wenn  ^  den  Semidiameter  des  CeatrmlelÜf 
soids  darstellt,  welcher  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat,  9^-  .Vx«^  ==  ^ 
daher  wird 

2  7,=^      oder     Sl  =  ^j  yf^, 

d.  h.   die  Winkelgeschwindigkeit   ist  proportional  dem  Di» 
meter    des    Centralellipsoids    von    ihrer    Richtung  and   de' 
Quadratwurzel  aus  der  lehendigen  Kraft,  welche  der  Wink«'!- 
gcschwindigkelt  um  diesen  Diameter  entspricht« 


tirenden  Paares  ist    _    Mx^^, 
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Den  Satz  des  §.  7.,  dass  das  resaltirende  AxenmomeDt  die  Rieh- 
tnng  der  Normalen  des  Centralellipsoids  im  Punkte  /  hat,  in  welchem 
es  von  der  Axe  Cq  durchbohrt  wird,  beweist  man  leicht  analytisch  so. 
Die  Gleichung  des  Centralellipsoids  ist 

ü  ^  a^^X^  +  ^22 y^  "I"  ^33^^  2  «12  *y  2  023^2:  —  2  ögj  zx  =  0 

und  sind  die  Richtungscosinusse    der  Normalen  im   Punkte  (xyz)  pro- 
portional den  Grössen 

J  —  =  fljia:  —  djjy  —  0132;=  («ji  cos  a  —  Ojj  ^^^  P  —  ^13  ^^*  y)  Q 

^  dy  ~    Sl   '       ^  dz   ~    fl  ' 

woraus  die  Behauptung  folgt. 

Der  Cosinus  der  Neigung  '^  der  Momentanaxe  gegen  das  Axen- 
moment  G  ist 

cos  ip  = —röf^— » 

woraus 

d.  h.  das  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und  der 
Projection  des  resultirenden  Axenmomentes  auf  deren  Axe 
ist  gleich  der  lebendigen  Kraft,  welche  der  Winkelgeschwin- 
digkeit entspricht. 

§.11.  Wählt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  zu  Coor- 
dinatenaxen,  so  werden  a^2  =  «23  ^^^^  ^31  =  0  und  vereinfachen  sich  die 
Gleichungen  wesentlich.     Setzt  man,  wie  üblich,  hierfür 

Äjp  =  ^,     Slj,  =  q^     Slg=^r^     a^j  =  ^,     0^2  =  B,     a^^  =^  C\ 

80  wird 

G^  =  Jp,     Gy  =  Bq,     Gg  =  Cr,       G'^  =  jfip^  +  B^q^  +  C^r'^ 
2T^  =  ^p2  +  Bq^  +  Cr\ 

Die  in  den  vorstehenden  §§.  entwickelten  Theorien  sind  so  wichtig, 
dass  wir  sie  in  einigen  Einzelfällen  weiter  verfolgen  und  Beispiele  und 
An  wen  dangen  dazu  geben  müssen. 

§.  12.  Reduction  der  Momentankräfte  eines  ebenen  Systems. 
1.  Die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  das  Momemtancentrum  C  (oder  die  zur 
Kbcne  senkrechte  Momentanaxe  c)  (Fig.  258.)  ist  äquivalent  derselben  Winkel- 
{Tesch windigkeit  Sl  um  den  Massenmittelpunkt  <S' in  Verbindung  mit  der  Translations- 
^eschwindigkeit  11  »>  ila,  wenn  SC  =»  a  gesetzt  wird,  welche  die  Geschwindig- 
keit de«  Punktes  S  ist,  die  derselbe  vermöge  der  Winkelgeschwindigkeit  um  C 
besitzt.  Die  parallelen  Momentankräfte  mu  der  Systempunkte  liefern  eine  durch 
'S  gehende  Resultante  R  =  Mu  ^s»  M  Sla  gleichen  Sinnes  mit  u;  die  Momentan- 
kräfte mStr,  wo  die  Entfernung  SM  des  Punktes  S  Yom  beliebigen  Systempunkte 
yf  mit  r  bezeichnet  ist,  geben  bei  der  Rednction  für  den  Punkt  S  eine  Resultante, 
Schetl,   Theori«  d.  Bew.  o.  d.  Krfifte.  49 
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welche  aber  vermöge  der  Eigenschaften  des  Massenmittelpunktes  Terschwisdet 
und  ein  resnltirendes  Paar,  dessen  Axenmoment  iVss  ^m  Ar*«»  SlZmr^^^Mt^* 
zur  Ebene  senkrecht  ist,  wobei  %  den  Trägheitsradius  des  Systems  für  die  va 
Ebene  senkrechte  Axe  des  Punktes  S  bedeutet.  —  Fällt  das  Momentasceotnim  C 

in  den  Massenmittelpunkt  S,  so  wird  a  «■  0,  verscbwis- 
det  R  und  sind  mithin  die  Momentankräfle  dem  Purt 
N  s  SIM%^  äquivalent.  In  allen  anderen  Fallen  cad 
dieselben  wegen  der  Rechtwinkligkeit  von  R  und  V  eiaer 
Einzelkraft  R  äquivalent,  welche  längs  der  CenlnUie 
wirkt.  Diese  Axe  ergibt  sieb,  indem  man  aof  der  G«n- 
den  SCy  welche  den  Massenmittelpunkt  mit  den  MomcB- 
tancentrum  verbindet,  einen  Punkt  (f  so  bestimmt,  dan 
zwei  durch  ihn  hindurchgeftihrte  entgegengesetst  gleicltf 
Kräfte  R  eine  Verlegung  von  R  dorthin  and  ein  Krlfte- 
paar  R  •  SU^=^  Ra  herbeiführen,  welches  das  Paar  .V  tilft 
Der  Sinn  von  N  stimmt  mit  dem  Sinne  von  Sl  obereio, 
daher  muss  (f  auf  die  Seite  von  5  fallen,  auf  welcher  C 
nicht  liegt.  Die  Gleichungen  Rd^  N,  R  •=  MSla,  N  =  SIM%*  fuhren  so  der 
Relation  ad  ^^  %q*^  welche  die  Lage  von  €^  bestimmt,  durch  welchen  Pankt  die 
Centralaxe  senkrecht  zu  CfC  hindurchgeht.  Errichtet  man  daher  SK  '^  t^  seak- 
recht  zu  SC  und  zieht  K(f  senkrecht  zu  CK,  so  bestimmt  K(f  den  Punkt  C. 
Ist  umgekehrt  (f  bekannt,  so  liefert  KC,  senkrecht  zu  C^K  gezogen,  das  MobciiUb- 
centrum  C. 

2.  Vermöge  der  Construction  mit  Hülfe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  CKC 
sind  die  Punkte  C,  C^  reciprok,  sodass,  wenn  C  Momentanoentrum  wird,  die  Ceatra]- 
axe  durch  C  geht.  Lässt  man  daher  das  Momentancentrum  auf  einer  dorcb  > 
gehenden  Geraden  alle  möglichen  Lagen  annehmen,  so  erhält  man  zu  der  io  ge 
bildeten  Reihe  -der  Punkte  C  eine  Reihe  homologer  Punkte  C"  und  in  beiden  Pnakt 
reihen  entsprechen  sich  je  zwei  homologe  Punkte  doppelt,  sodass,  wenn  ein  Punkt 
der  einen  Reihe  nach  C  rückt,  der  der  anderen  in  den  Punkt  C^  eintritt  aad 
umgekehrt,  wenn  er  nach  C  kommt,  jener  nach  C  rückt.  Die  Punktreihen  rer- 
laufen  in  gleichem  Sinne,  dem  unendlich  fernen  Punkte  entspricht  S  und  nir- 
gends können  homologe  Punkte  zusammentreffen.  Der  Abstand  C(f  honolo^r 
Punkte  kann  jede  beliebige  Grösse  erreichen,  aber  unter  ein  gewisses  MtnisnB 
nicht  heruntergehen.     Der  Werth  desselben  ist  C(f=m2%Q,    Die  Aufgabe  nimUek 

die  Punkte  C,  C  so  zu  finden,  dass  €fS  +  SC  ein  MiAiBtr 
werde  und  C'S,  SC  die  Bedingung  C^S-SC  '^  V  erfüllen«  U: 
identisch  mit  der  Aufgabe,  unter  allen  Rechtecken  von  constaateB 
Inhalte  Xq'  dasjenige  zu  bestimmen,  dessen  Umfang  2  (CS  4"  ^"^^ 
ein  Minimum  werde  (Fig.  259.).  Dieser  Aufgabe  genügt  bl<i* 
das  Quadrat  SKS^K\  dessen  Seite  SK  »  ««:  denn  toll  du 
Rechteck  SCVCf  ihm  an  Fläche  gleich  sein,  so  »fiatea  dr 
Rechtecke  CK^JV  und  K'WFCf  gleich  sein  and  da  die  Seit« 
KS^  des  einen  gleich  x,  während  die  eine  A'^H'^des  anderen  kl^. 
ner  als  x  ist,  so  rauss  CK  <^  K'C^  sein.    Daher  ist 

CS  +  5C  =  xo  +  A:'C+  Xo  —  Ca  =-  2xo  +  (AC'C'—  CK)  >  ii., 
während  der  halbe  Umfang  des  Quadrates  gleich  2x  ist.     Die  Punkte,  deren  AI- 
stand  ein  Minimum  ist,  seien  </,  /  (Fig.  260.)  und  #,  C'  irgend  ein  anderes  Paar  homo 
loger  Punkte.    Indem  man  in  die  Gleichung  C'S'SC^%q\  für  CS.  SC  die  gickfc 
bedeutenden  Grössen  Xo  —  «/'C^  und  Xq  -f"  «^C  einführt,  gelangt  man  zu  der  B«lai^*  c 

JC     J  (j 

C  f '  T^  "^  —  ^ »  ^^  welcher  die  Stellung  der  Buchstaben  den  Sinn  der  Linie» 


Fig:.  259, 
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rigr.  260. 


angeben.     Dieselbe  drückt  so  gut,  wie  die  nrsprüngllcbe  die  beiden  Pnnktreihen 
ans.   Constmirt  man  zu  C  den  in  Bezug  auf  S  symmetrisch  gelegenen  Punkt  (j\ 

JC     jC 

so  gilt  die  Relation ' ÄC  •  5C"=a  Xq«,    welche  in  j^-p  :  -z^tjf  =■  —  1    übergeführt 

werden  kann.  Die  Punkte  /,  /;  (7,  C  sind  harmonische  Punkte;  analog  hiermit 
hat  man  Punktgrnppen,  wie  </,  f\  C,  C',  harmonicale  genannt.  Beide  Arten  von 
Panktreihen  heissen  involutorische  Punkt- 
reihen; die  Reihen  (C,  C)  bilden  eine  gleich- 
liegende InYolution,  weil,  wenn  C  sich  bewegt, 
C  ihm  in  demselben  Sinne  folgt;  die  Reihen 
[Cy  (f)  bilden  eine  entgegengesetzte  Involution, 
weil  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  verlaufen. 
Die  letzteren  Reihen  haben  •/,  «/  zu  Doppel- 
punkten, d.  h.  Punkte,  in  welchen  homologe 
Punkte  zusammentreffen.  In  Bezug  auf  den 
Kreis  um  S  mit  dem  Radius  Xg  sind  C,  Cf'  con- 
JQgirte  Pole  und  ist  die  zur  Centralaze  symme- 
trisch gegen  S  gelegene,  durch  C"  gehende  Axe  die  Polare  von  C,  Die  sämmt- 
liehen  Pole  und  Polaren  der  Ebene  bilden  zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  recl- 
proke  Systeme,  d.  h.  zwei  Systeme  der  Art,  dass  jedem  Punkte  des  einen  eine 
Gerade  des  anderen  entspricht  und  allen  Punkten  einer  Geraden  homolog  sind, 
welche  durch  einen  Punkt  gehen,  nämlich  durch  den  Punkt,  welcher  jener  Geraden 
homolog  ist.  Für  Pole  und  Polaren  eines  Kreises  oder  überhaupt  eines  Kegel- 
schnittes ist  diese  Curve 'der  Ort  aller  Pole,  welche  in  ihren  Polaren  liegen.  Die 
sammtlichen  Momentancentra  und  die  zugehörigen  Centralaxen  bilden  ebenfalls 
zwei  in  einer  Ebene  vereinigte  reciproke  Systeme.  Man  sieht  leicht,  dass  allen 
Momentancentris  C,  welche  in  einer  Geraden  g  liegen,,  Centralaxen  entsprechen, 
welche  durch  einen  Punkt  gehen,  nämlich  durch  den  zum  Pole  Gf'  von  g  in  Bezug 
auf  S  symmetrischen  Punkt  (?'.  Der  Kreis  hat  aber  für  diese  reciproken  Systeme 
nur  eine  ideelle  Bedeutung.    Daher: 

Die  dem  Momentancentrum  entsprechende  Centralaxe  fällt  in 
die  Ebene  des  Systems,  ist  der  Polaren  desselben  in  Bezug  auf  den 
mit  dem  Trägheitsradius  Nq  um  den  Massenmittelpunkt  S  beschrie- 
benen Kreis  parallel  und  liegt  mit  ihr  symmetrisch  gegen  S.  Sämmt- 
liehe  Momentancentra  und  Centralaxen  der  Ebene  bilden  zwei  in  der 
Ebene  vereinigte  reciproke  Systeme,  der  Art  jedoch,  dass  nie  eine 
Centralaxe  durch  ihr  Momentancentrum  hindurchgeht.  Das  System 
der  Centralaxen  ist  dem  System  der  Polaren  der  Momentancentra 
symmetrisch  gleich  und  symmetrisch  liegend  in  Bezug  auf  5. 

3.  Die  Trägheitsradien  x  und  %  für  das  Momentancentrum  C  (die  Momentan- 
axe)  und  den  Punkt  C",  durch  welchen  die  Centralaxe  geht,  sind  durch  die  Glei- 
chungen »*  =»  Xo*  4"  ^'i  *'  =  *o'  +  ö'  bestimmt.  Setzt  man  CfC  ==  a  -{-  «'«» /,  so 
geht  mit  Hülfe  hiervon  die  Gleichung  aa  ^^  Xq'  nach  Elimination  von  a  oder  a 
über  in  al^^%\  alsx%^.  Ein  Kreis  um  C,  mit  x  beschrieben,  liefert  daher  auf 
C(f  zwei  Schnittpunkte,  welche  durch  S  und  C  harmonisch  getrennt  sind.  Aehn- 
lichea  gilt  von  einem  Kreise  um  Cf  mit  x'  als  Radius. 

4.  Nach  dem  Vorstehenden  ist  es  leicht,  den  Geschwindigkeitszustand  zu 
bestimmen,  in  welchen  ein  ebenes  Punktsystem  durch  ein  in  seiner  Ebene  wir- 
kendes System  von  Momentankräften  versetzt  wird.  Sind  nämlich  R  und  G  die 
Betnltante  und  das  resnltirende  Paar  des  gegebenen  Kräftesystems,  für  den  Massen- 
mittelpankt  S  reducirt,  so  müssen  diese  einzeln  der  Kraft  Mu  und  dena  Paare 
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SIMhq*  äquivalent  sein  (da  eine  Kraft  nur  einer  Kraft,  ein  Paar  nar  einem  Pure 
äquivalent  sein  kann),  wenn  diese  Grössen  die  aus  dem  unbekannten  Gescbwindig- 
keitszustande  entspringenden  Kraftreductionselemente  für  S  sind.  Aus  diesen 
Aequivalenzen  R  =  Mu,  G-^SlMn^  ergibt  sich  die  Translationsgeschwindigkeit 

u  s=  —  und  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  »s  — — ^ ,   erstere  parallel  und  gleicbeo 

Sinnes  mit  R^  letztere  gleichen  Sinnes  mit  G.  Die  Grössen  «  and  Sl  bestisunen 
die  Lage  des  Momentancentrums.  Fällt  man  nämlich  von  S  ein  Perpendikel  aaf 
die  Richtung  von  R,  so  erlangen  die  Punkte  derselben,  welche  auf  die  eine  Seite 
von  S  fallen,  durch  u  und  Sl  Geschwindigkeiten  gleichen  Sinnes,  die  der  anderes 
Seite  aber  entgegengesetzte.  Auf  die  letztere  Seite  fällt  das  MomentaneeotraDf 
weil  dessen  Geschwindigkeit  Null  ist.  Sein  Abstand  SCs=*a  geht  aus  der  Glei- 
chung aSl  sss  u  hervor.  So  lange  R  nicht  Null,  ist  auch  u  nicht  Null  und  folf lieh 
C  von  S  verschieden.  Für  72  =■  0  wird  a  «s  0;  ein  Paar  erzeugt  mithin  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  den  Massenmittelpunkt  S, 

§.  13.    Beispiele  zu  §.  11. 

1.  Eine  homogene  materielle  Linie  AB  (Fig.  261.)  wird  im  Punkte 
c'von  einer  Momentankraft  Punter  demWinkel  tt  getroffen,  wo  lie<;t 
das  Momentancentrum  und  mit  welcher  Winkelgeschwindigkeit  be- 
ginnt die  Linie  sich  in  der  durch  ihre  und  die  Richtung  der  Kraft 
bestimmten  Ebene  zu  drehen?    Es  sei  2/  die  Länge,  q  die  specifische  Ma»< 

und  Mxo'  >a  }p/*  das  Trägheitsmoment  der  Linie  AB 
für  den  Massenmittelpunkt  S.     Mit  Hülfe  der  Masse 

M  ^  2qI  wird  x«  =  iVl;  fällt  man  also  von  5  dt^ 
Perpendikel  S(f  auf  P,  so  gilt  die  Gleichung  am^  )^. 
wo  5C^=  a\  SC  ^  a«  Setzt  man  noch  5c' =—  e^  s»» 
wird  a*=e  sin  a.  Nimmt  man  SD  =^  l  cur  Hohe  eine« 
gleichseitigen   Dreiecks  KDK\   dessen   Basis   mitkii 

senkrecht  zu  (fS^  so  wird  SK  ^  /Ki  »»  «•  und  vird 
das  Momentancentrum  C  durch  das  Perpendikel  KC^  auf  (fK  errichtet,  eriuJtei. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  ist 

Ä,  Pe  sin  a        3  Pe  tin  u 

*         Ql^  Ml* 

Für  a  as  j  »  fällt  C  in  AB  selbst  und  wird  Sl  ein  Maximum  bei  constantcoi  t. 

2.  In  welchem  Punkte  muss  die  Momentankraft- /*  die  Gerade  J^ 
rechtwinklig  treffen,  wenn  diese  um  den  Endpunkt  B  sich  drebec 
soll?    Aus  der  Gleichung  aa^^  %q*  folgt  wegen  a  &■  /  der  Abstand  SCf^^M»  j 

p 
Hiermit  wird  Sl  =  -rr,  • 

Ml 

3.  Eine  homogene  Kreisscheibe  wird  von  der  Kraft  P  getroffen 
das  Momentancentrum  C  und  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  za  finden 

4.  Ein  ebenes  System  erleidet  drei  Momentanstosse  in  seisc 
Ebene  zugleich,  C  und  Sl  zu  finden. 

6.  Wo  und  mit  welcher  Intensität  muss  ein  ebenes  System  dorcL 
eine  Momentankraft  in  seiner  Ebene  gestossen  werden,  damit  da« 
Momentancentrum  eine  vorausbezeichnete  Lage  und  die  Winkel- 
geschwindigkeit eine  gegebene  Grösse  und  einen  gegebenen  Sinn 
besitze? 

6.  Man  soll  das  Momentancentrum  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit eines  ebenen   Systems  bestimmen,   wenn  dasselbe  dareh  <**> 
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MomentankrHfte  in  seiner  Ebene  g^estossen  wird  nnd  zwar  1.  indem 
man  beide  Kräfte  zusammensetzt,  2.  indem  man  für  jede  einzeln  die 
Aufgabe  löst  and  die  erhaltenen  Resultate  combinirt. 

§.  14.  Wirkung  eines  Momentankräftesjrstems,  welches  einer 
Einzelkraft  P  äquivalent  ist,  deren  Richtung  eine  Hauptebene  XV 
des  Massenmittelpunktes  S  eines  räumlichen  Punktsystems  in  einem 
Punkte  C  der  Hauptaze  SX  im  Abstände  SC  ^^  a  normal  trifft  (Fig.  262.). 

1.  Die  Kräftereduction,  für  den  Punkt  S  ausgeführt,  gibt  die  Kraft  P  an  S 
und  das  Paar  Pa,  dessen  Axe  parallel   SJK.     Von 

ersterer  erlangt  das  System  die  Translationsgeschwin- 

p 

digkeit    u  sa  — ,    letzteres   gibt   ihm    die   Winkel- 

Pa 
Geschwindigkeit   St  s:    ^  ^   um  die  Hauptaxe  SV, 


M%* 


Fig.  26S. 

T 


r' 


T  € 


l 


wo  %  den   Trägheitsradiiw    für  diese  Axe  bedeutet.    T^ 

ü  und  Sl  sind  zusammen  der  Winkelgeschwindigkeit 

Sl  um  die  Momentanaxe  e  äquivalent,  welche  in  der 

Haaptebene  Xl^der  Axe  ^JTim  Abstände  SCf^a 

parallel  läuft  und  zwar  auf  die  Seite  von  SV  fällt,   auf  welcher  C  nicht  liegt. 

Wie  §.  11.   ergibt  sich  aa  =s  »*  und  liefert  die  dortige  Construction  mit  Hülfe 

eines  rechtwinkligen  Dreiecks  die  reciproken  Punkte  C,  C.    Die  Geschwindigkeit 

0  eines  Bystempunktes  in  der  Entfernung  x  von  SV  ist 


O  3SS  u  ^   Slx 


M 


Myf}  mir 


2.  Es  treffe  das  System  mit  einem  Punkte  7"  der  Hauptaxe  SX^  im  Abstände 
ST=  X  von  5  gelegen,  auf  einen  festen  Punkt  des  Raumes.  Der  momentene 
Widerstand,  den  dieser  Punkt  leistet,  vernichtet  plötzlich  die  Geschwindigkeit 
von  T  nnd  nöthigt  die  System  punkte ,  die  Geschwindigkeiten  zu  ändern.  Um  die 
Intensität  —  Q  dieses  Widerstandes  zu  bestimmen,  fügen  wir  denselben  der  Kraft 
P  hinzu  und  stellen  die  Bedingung  auf,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T 
gleich  Null  werde.  Da  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  T  Im  Momente,  wo  sie 
vernichtet  wird,  senkrecht  zur  Ebene  XV  ist,  so  ist  auch  —  Q  senkrecht  zu  dieser 
Ebene.  Die  Reduction  für  S  ergibt  daher  die  Kraft  —  Q,  welche  mit  P  an  5  zu 
P — Q  sich  verbindet,  nnd  das  Paar  — Qxy  welches  mit  Pa  zusammen  ein  neues 
Paar  Pa  —  Qx  bildet.    Die  Kraft  P  —  Q  ertheilt  nun  die  Translationsgeschwindig- 


keil 


P-Q 


und  das  Paar  Pa  -—  Qx  die  Winkelgeschwindigkeit 


Pa  —  Qx 


um 


^  ^^  ^ ^         -o— -         ^ 

die  Hauptaxe  SV  und  beide  zusammen  sind  äquivalent  der  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  um  eine  neue  Momentanaxe  c\  deren  Abstand  —  x'  von  S  der  Bedingung 


—    XX 


n'  genügen   muss. 


Ein  Systempunkt  im  Abstände   £  von  SY  erlangt 
dadarch  die  Geschwindigkeit  o  =  — — 1 j^ ^     •  {.     Für  5  ="  ^  erhält  man 


die  Geschwindigkeit  des  Punktes  7,  welche  verschwinden  muss.    Aus  der  Gleichung 
P  — 


0    ,    Pa  —  Qx 
r 


x  SB  0  ergibt  sich  demnach  die  Stärke  Q  des  Momentanstosses, 

_x«  +  ax 


welchen   das  System  in  T  erleidet |   nämlich  Q 

a  -\-  x 


X*  +  X 


«  » 


oder  mit  Rücksicht 


auf  aa's^  %*  in  der  Form  Q  =  Pa 


+  x' 


3.    Die  Intensität  des  Momentanstosses  |2  in  7"  variirt  mit  dem  Abstände  x\ 


sie  verschwindet  für  x 


—  a 


d.  h.  wenn  der  feste  Punkt  in  C*,  d.  h.  in  der 
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Momentanaxe  c  liegt,  wie  selbstverständlich.  Für  alle  x  "^  —  a'  ist  Q  positir. 
für  0?  <[  —  a  negativ.  Der  Stoss  erfolgt  daher  in  verschiedenem  Sinne,  je  ntcli- 
dem  der  feste  Punkt  diesseits  oder  jenseits  (f  liegt.  Im  einen  Falle  fUlt  der 
feste  Punkt  auf  die  vordere  Seite  der  Ebene  XV,  im  anderen  auf  die  Hinterseite. 
Um  die  Punkte  T  des  Mazimalstosses  zu  finden,  ist  ihr  Abstand  x  ans  der  Glei* 

chung  -'^  =B  0,  d.  h.  aus  x^  -\-2ax  —  x*  =>  0  zu  suchen.    Man  erhält  hieraus 

Cx  _ 

welche  Gleichung  die  Formen 

X  +  a^  ±  V^^~+~ai  =»  Va  {a  +  a] 

annehmen  kann.     Es  ist  aber  Vi*  -\-  a*  der  Trägheitsradius   fnr  die  Momeatuh 

axe  durch  (f:  

y7Ja'+~ä)  =  V(fS  •  C'C 

und  X  -{-  a  6er  Abstand  CfT  der  Punkte  T  von  der  Momentanaxe.  Daher  gibt 
es  zwei  Punkte  7*,  T*  des  Maximalstosses  auf  der  Aze  SX,  welche 
diesseits  und  jenseits  in  gleichem  Abstände  von  der  Momentanaxe  r 
abliegen.  Sie  sind  die  Schnittpunkte  von  SX  mit  einem  um  C  be- 
schriebenen Kreise,  dessen  Radius  (fK  (Fig.  263.)  das  geometrische 
Mittel  ist  aus  den  Abständen  (fS  und  CfC  der  Momentanaxe  vom  Massen* 
mittelpunkte  S  und  der  Momentankraft  P,  oder  was  dasselbe  i»t, 
dessen    Radius    den    Trägheitsradius    der    Momentanaxe    darstellt 

Beide  Punkte  antencheiden  fich 
von  einander  dorch  den  Sinn,  mit 
welchem  sie  stossen,  indem  sie 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der 
Momentanaxe  liegen.  Da  die 
beiden  Werthe  von  «,  welche 
ihre  Abstände  TS,  T'S  tob 
Massenmittelpunkte  angeben, dft5 

Produkt  —  X*  liefern,  so  sind  T,  T'  homologe  Punkte  der  involatorischen  Reibeo 
Cy  d .    Der  eine  von  ihnen  liegt  immer  zwischen  S  und  C 

Die  Intensität  des  Maximalstosses  ist 


(Ö) 


^K^±/'+"^) 


FUr   a;  ae  0   und   x  =»  a   wird  die  Stossintensität  Q  beidemal  dieselbe,  otalich 
Q  ^=>  P,    Es  stossen   demnach  der  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  and  der  Maoes 
mittelpunkt  gleich  stark,  aber  nicht  mit  dem  Maximum  der  Intensität;  der  Punkt 
des  Maximalstosses 

fällt  zwischen  beide  Punkte,  ein  anderer  Maximalstoss 


(0)  - 1  />  (i  -  /i  +  }) 

entspricht  einem  jenseits  (f  gelegenen  Stosspunkte. 

4.    Fällt  der  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  in  den  Massenmittelpimkt  A\  » 
iut  a  =  0  und  stösst  das  System   in  dem  Abstände  x  von  S  mit  der  loleantai 


^  %*  +  x^ 


Von  den  Punkten  des  Maximalstosses  fällt  der  eine  ia  Sy  d^ 
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andere  ins  unendliche.     Ein  in  Translation  begriffenes  System  stösst 
also  mit  dem  Massenmittelpunkte  am  heftigsten. 

5.  Geht   die  Momentanaze  durch  5,    ist  also  a'»»  0   und  folglich   a  a»  oo, 
welcher  Fall  einer  verschwindend   kleinen,  unendlich   fernen   Kraft  P,   oder  also 

eioem  Paare  Hm,  Pa  =»  N  entspricht,  so  wird  Q  s=  iV    t  _i_  ^  ^^^  ^*^  Maximum 

des  Stosses  findet  im  Abstände  x  =3  +  x  statt.  Da  aber  das  Paar  beliebig  in 
seiner  Ebene  gedreht  werden  kann,  so  kann  jeder  Punkt  in  der  Ebene  senkrecht 
ZOT  Momeutanaxe  SY  auf  dem  Umfange  eines  Kreises  vom  Radius  »  als  Punkt 
des  Maximalstosses  angesehen  werden.  Ein  System,  welches  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  eine  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  bejsitst, 
stösst  also  in  allen  Punkten,  deren  Abstand  von  der  Rotationsaxe 
gleich  dem  Trägheitsradins  derselben  ist  mit  dem  Maximum  der  Hef- 
tigkeit. Bei  einer  homogenen  parallelepipedischen  Stange,  welche  sich  um  die 
zar  Länge  /  senkrechte  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes  dreht,  wird  der  Ab- 
stand des  Maximalstosses  o:  »»  x  =»  /  K^;  bei  einer  homogenen  Kugel  vom  Radius 
r,  welche  um  einen  Durchmesser  rotirt,  ist  x  a»  x  ==  ^V\> 

Man  kann  den  vorliegenden  Fall  direct  behandeln.  Es  sei  iV  das  Paar  der 
MomentankrSfte  des  Systems,  T  der  Stosspunkt  in  der  Entfernung  x  von  der 
Hauptaxe  SY  und  Q  der  Momentanwiderstand  dos  festen  Punktes  oder  die  Inten- 
sität, mit  welcher  das  System  anstösst.  Die  Reduution  der  Kräfte  für  S  gibt  —  Q 
nnd  das  Paar  N  —  Qx^  welche  in  T  die  Geschwindigkeit 

M  ^fx• 

X  *" 

hervorrufen,  woraus  Q  ss»  N  -f— folgt. 

x'  -f-  x* 

6.  Der  Widerstand  —  Q^  welchen  der  feste  Punkt  zu  leisten  hat,  auf  wel- 
chen das  System  mit  dem  Punkte  T  der  Hauptaxe  Flir.sei. 

SX  in  der  Entfernung  ST  ssi  x  trifft,  hat  die  In-  fy  S  c        T 

X     "T-   ux  I 

tensität  0  =»  P .  ^,  _r  J;  .    Wir  zerlegen  nun  die  V 

Kraft  P,  welche  in  C  angreift  (Fig.  262  und  264.) 


tP 


ifO 


nach  der  Theorie  der  Parallelkräfte  in  zwei  parallele  Componenten,  von  denen  die 
eine  die  Intensität  Q  besitzt,  gleichen  Sinnes  mit  P  ist  und  in  T  angreift,  während 
die  andere  (/  und  ihr  Angriffspunkt  7''  gesucht  werden  soll. 

Man  hat  dann  nach  der  genannten  Theorie  (/  -\-  Q  es  p  und  wenn  x  der 
Abstand  des  Punktes  T'  von  Ä  ist,  (?  («  —  a)  s«  Q'  {a  —  «'),  woraus 

ö  —  ^  •  ^«    1    ^      und    —  XX  =  X* 

folgt.  Demnach  ist  T'  der  zu  T  reciproke  Punkt  der  Kräftereduction.  Die  Com- 
ponente  0  an  7  wird  nun  durch  den  Widerstand  —  Q  des  festen  Punktes  ver- 
nichtet und  bleibt  daher  von  P  nur  Q*  übrig,  welche  den  Geschwindigkeitsznstand 
des  Systems  bestimmt,  welchen  dasselbe  nach  dem  Anprallen  an  den  festen  Punkt 
besitzt.  Bei  dei^  Reduction  von  Q*  für  S  ergibt  sich  nun  die  Translations- 
geschwindigkeit 

u  = 

und  die  Winkelgeschwindigkeit 


0' 

P  «« 

—  ax 

M 

M    X« 

+  ar« 

Q'x 

P    a  —  X 

"  M  %^  +  x^ 
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um  die  Hauptaxe  SV  und  beide  zusammen  sind  derselben  Wink elgeseh wind igkeit 
Sl'  um   eine   EU  SV  parallele  Momentanaxe  äquivalent,  deren  Abstand  voo  5  ist 

—  5  «=  — y  =3  — r  ,    sodass    also   —  Ja?  =  x*    und    folglich    {  =  a:    wird.     Die 

Sc  X 

Momentanaxe  des  Geschwindigkeitszustandes  nach  dem  Stosse  gebt 
daher  durch  den  Stosspunkt  1\  wie  selbstverständlich,  da  dessen  Geschfrio- 
digkeit  durch  den  Stoss  auf  Null  reducirt  wird  und  ist  parallel  zur  arsprün;:- 
liehen  Momentanaxe.  Die  Grösse  und  der  Sinn  der  WinkelgeschwiDdiglw'it 
St!  nach  dem  Stosse  hängt  von  der  Lage  des  Stosspunktes  ab.  Für  or  =  a  k 
A'=»0,  d.  h.  wenn  der  Stosspunkt  mit  dem  Angriffspunkte  C  der  Kra:. 
P  zusammenfällt,  so  kommt  das  System  zum  Stillstand.  Für  x  <[  tf  iit 
Si!  gleichen  Sinnes  mit  der  ursprünglichen  Winkelgeschwindigkeit  A,  für  x  >  i 
hat  sie  entgegengesetzten  Sinn.  Das  Maximum  von  A'  tritt  ein  für  die  Wertkf 
von  a?,  welche  der  Gleichung  x^  —  2flj:  —  x*  =  0  genügen.    Yüx  sie  wird 

a-  —  fl  =  -j-  Kfl«  4-  X«. 

Da  die  Grösse  ^a'  +  x*  den  Trägheitsradins  CK  der  mit  SY  parallelen,  dorth 
C  gehenden  Axe  darstellt  (Fig.  263.),  so  folgt,  dass  ein  um  C  mit  dem  Tri^:- 
heitsradius  CK  beschriebener  Kreis  auf  SX  die  Punkte  G^  6^beseicb- 
net,  mit  welchen  das  System  auf  einen  festen  Punkt  aaf treffen  mos.«, 
wenn  seine  Winkelgeschwindigkeit  S^  nach  dem  Stosse  so  gross  ai> 
möglich  sein  soll.     Beide  Punkte  unterscheiden  sich  durch  den  verschieden •^a 

Sinn  von  Sl\  ik>ll  Ä  =  9l  werden,  so  muss  rr-«  =■  «^  ~T-i — \t  ^'  h.a:(«x  — »*)«='•, 

iWX*        iW  x'-f-x* 

X* 

also  x^O  oiicr  x=  —  =  a'  sein.     Die  Differenz  der  Winkelgeschwindigkeit« n 

a 

St  und  Si!  vor  und  nach  dem  Stosse  ist 

Pia  a  —  x\  P     X  (flx  —  X*) 

7.    Die  Geschwindigkeiten  v,  v   der  Punkte  T,  T\  an  welchen  Qy  (jf  aogrei 
fen  vor  dem  Stosse,  sind: 

ü'  =  Ä  Cr  =  Ä  (ß  +  X),      «"=  si   c'r^  Ä  («'  +  X )  «  ß  (a  -  *  )• 

Setzt  man  nun  in  die  Ausdrücke 

^  ~  ^   x«"+  X«   '  ^  "         X«  +  X« 

X* 

die  Werthe  a  ^^  -  r  und  P  =  M  Sia   ein,  so  nehmen  sie  die  Form 

a 

Q  ^  M  T^i  Sl(a+x)^M-  -,-  ^-,  •  ü, 
X*  +  ^  x'  +  x" 

X*   +   X*         V  X  /  X«  +   X* 

an,   sodass,  wenn  man  die  Masse   M  des  Systems  in  zwei  Theile  m,  m   ihtX 

X*  ,  Vi' 

welche  sich  wie  x*  :  x',  d*  h.  wie  —  :  x  =  ( —  x ) :  x  verhalten,  nämlich  «i «»  -.  ,    ,■ 

Jf  x'  »  #  r  « 

ffi'=     ,   /'       setzt,  0  =a«  wiD    O' =  wV  wird.     Denkt  man   also  an  die  Stelle  rf«» 
x'  -|-  X* 

stossenden  Systems  blos  die  beiden  Punkte   7*,  T',  resp.  mit  den  Massen  ■.  » 

behaftet,   die  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Abstände  T'S:  TS  dieser  PuH- 

von  S  stehen  und  beide  durch  eine  unveränderliche  Linie  verbunden,  so  kaio  <U« 

gegebene  System  durch  dies  einfachere  ersetzt  werden,  wenn  es  sich  daran  baa 

delt,  in  T  denselben  Stoss  Q  auszuüben.     Diese  Gerade  mit  den  beiden  Mssiri- 
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punkten  hat  mit  dem  System  die  Masse,  den  Massenmittelpunkt  und  das  Ti-ilg- 
heitsmoment  fär  die  Axe  SV  gemein.    Denn  die  letztere  Grösse  ist: 

mx^  +  m^  =  m'^!  •  ar«  +  m V  ~  =  m'x«  +  »»x«  =-  (m  +  w V  =  ^A 
SET  oc*  sr 

da  M :  m' ^  «*  :  X*.  Dieselbe  Momentankraft  P  auf  diese  Linie,  wie  auf  das 
System  wirkend,  besitzt  demnach  dieselbe  Momentanaxe,  dieselbe  Winkelgeschwin- 
digkeit und  vermag  in  allen  ihren  Punkten  zu  stossen,  wie  die  entsprechenden 
Pankte  des  Systems.  Die  Punkte  des  Maximalstosses  für  den  Fall,  dass  P  ins 
Unendliche  verschwindet,  aber  das  Paar  lim,  Pa  bleibt,  z.  B.  stossen,  da  für  sie 
jr  =»  ±  X  ist,  als  ob  in  ihnen  die  Massen  \  M  vereinigt  wären. 

§.  15.  Wirkung  eines  Momentankräftesystems,  welches  einer 
Einzelkraft  P  äquivalent  ist,  deren  Bi&htung  eine  Hauptebene  XY 
des  Massenmittelpunktes  S  in  irgend  einem  Punkte  C  normal  trifft 
(Fig.  265.). 

1.    Die  Kräftejeduction   für  den  Punkt  S  liefert  dortselbst  die   Kraft  P  und 
das  Paar  G  *=  P  -  SC,  dessen  Ebene  senkrecht  zur  Hanptebene  Xy  und  dessen 
Axe  mithin  dieser  Ebene  parallel  ist.     Nach  §.  6.  hat  diese  Axe  die  Richtung  der 
Normalen  des  Poin  so  tischen  Centralellip- 
soids  in  dem  Punkte  %/,  in  welchem  die  der 
Momentanaxe  c  parallele  Axe  SJ  des  Massen- 
mittelpunktes diese  Fläche  durchdringt.  Da 
die  Richtang  Sff  der  Axe  des  Paares  in  den 
Uauptschnrtt  fällt,  so  steht  die  Tangenten- 
ebene in  J  senkrecht  auf  dem  Hauptschnitt 
und  fällt  daher  die  Momentanaxe  selbst  in 
ihn   hinein  und   ist  conjugirt  zu  SC,     Die 

Kraft  P  RU  S  gibt  die  Translationsgeschwin- 

p 

digkeit  u  s=s  -— ,  das  Paar  0  aber  die  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  um  die  Axe  CJ,  deren  Sinn  mit  Q  harmonirt  und  deren  Grösse 
(§.  6.)  Sl^Gld=^  Pdld,  wenn  5J  =  /,  SH=^d^  SC  =  d  gesetzt  wird,  u  und 
Si  zusammen  liefern,  da  sie  senkrecht  zu  einander  sind,  eine  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  um  die  mit  SJ  parallele  Momentanaxe  c,  welche  auf  die  Seite  von  SJ 
fällt,  auf  welcher  C  nicht  liegt.  Wir  ziehen  durch  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft 
P  ebenfalls  eine  Parallele  zu  CJ  und  bezeichnen  den  Durchschnitt  von  SC  und 
der  Momentanaxe  c  mit  Cf,  sowie  den  Abstand  CS  mit  tt.  Die  Schnittpunkte 
dieser  Parallelen  und  der-  Axe  c  mit  einer  durch  S  gelegten  Senkrechten  seien 
Cq  and  /7|  und  SCq  =  a,  C^S^^  a.  Der  Abstand  a  der  Momentanaxe  vom  Massen- 
mittelpunkte ist  nun  a'=:  ~  ="->y~7jk9   oder  weil   der  Definition  des  Centralellip- 

soids  zufolge  das  Trägheitsmoment  der  Axe  CJ  den  Werth  M%^  =■  -^  hat,  a  s=  x*  •  —^» 

oder  vermöge  der  Proportion  —  =  — ,  welche  in  Folge  der  Rechtwinkligkeit  von 

#  X*  / 

CC  and  9j  sowie  von  CiCq  und  /  besteht,   r/=  — ,  sodass  also  ad ^=bl  x*  wird. 

a 
Dies  gibt  uns  den  Satz: 

Die  Momentanaxe  und  eine  ihr  parallele,  durch  den  Angriffs- 
punkt der  Kraft  P  gelegte  Gerade  stehen  vom  Massenmittelpunkte 
uro  Strecken  ab,  deren  Produkt  gleich  dem  Quadrate  des  Trägheits- 
radins  für  die  ihnen  gleichfalls  parallele  Axe  des  Massenmittel- 
panktes  ist. 
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Die  Pankte  Cq,  C|  sind  reciprok.  Es  sei  t  der  sa  /  conjngirte  8eimdiiaicter 
Sfy  welcher  in  die  Richtung  SC  fällt,  femer  seien  «,  ß  die  Halbazen  des  ▼o^ 
liegenden  Hanptschnitts  des  Central ellipsoids  and  ^  der  Winkel  zwischen  /  und  /. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Ellipse  ittin^  ^  aß.    Zugleich 

ist  -—  SB  sin  ^.  Bedenkt  man  nan,  dass  diin^^^  a,  tt  Hn  9^^**  a  ist,  so  geht  die 
GHeichnng  aaa=sx*  über  in  det  sin*  ^  ^^  %\  oder  di^»  (^    ^)  «■  **\iÄ/»  ^^' 

weil  3f  X«  =  ^  ist,  in  rfd*—  ( — :rj=^  .    Setzt  man  daher  — \r=  —  1,  so  erhib 
^  yaßVMj  aßVM 

man   dtt *=»  X'  «*  f   .      J  ,    d.  h.  die  Pankte  C,  C",  nämlich  die  Angrifft- 

pankte  C  der  Kraft  P  aaf  einer  durch  den  Massenmittelpunkt  gehen- 
den Geraden  SC  und  die  Schnittpankte  C^  derselben  mit  der  zape- 
hörigen  Momentanaxe  bilden  eine  Insolation  gleichartiger  Lage  ,' 
und  C  liegen  aaf  verschiedenen  Seiten  yon  S)  für  den  Massenmittel- 
punkt als  Mittelpunkt  derselben.    Das  Produkt  der  Abstände  CS  und 

SC  ist  das  Quadrat  (tt^)  des  Trägheitsradias  »  für  die  der  Moaea- 

tanaze  parallele  Axe  von  S^  dividirt  durch  den  Sinus  des  Winkelt, 
welchen  die  Momentanaxe  mit  der  ihr  conjagirten  Richtung  bildet 

Denkt  man  sich  den  Angriffsponkt  C  der  Kraft  P  nach  and  nach  alle  Lagen 
des  Hauptschnitts  einnehmend,  so  erhält  man  für  jede  Lage  der  Geraden  SC  eine 

Strecke  X  »>  — rT=i  welche  den  Abstand  zweier  Pankte  auf  SC  dieaseits  and 
aßVM 

jenseits  yon  S  bezeichnet,  welche  homologer  Pankte  C,  C  der  InToIatioa  mal  Sf 

(ideelle  Doppelpunkte)  sind.     Da  jedes  X  dem  Semidiameter  /  der  Ceatraleltifa« 

{aß)  proportional  ist,  welche  mit  ihm  in  dieselbe  Richtung  fällt,  so  bilden  die 

ideellen  Doppelpunkte  der  Involutionen  eine  der  Centralellipse  ähnliche  und  ähalick 

liegende  concentrische  Ellipse.    Das  Aehnlichkeitsverhältniss  ist  1:  t'^ltmf}  M 

und  die  Axen  der  neuen  Ellipse  sind  —^7=1  und  —=7=,  resp.  in  den  Riehtnaget 

ßVM  uVm         ^ 

der  Axen  d  und  ß  der  Centralellipse.    Construirt  man  für  jeden  Punkt  C  zur  Mo 

mentanaxe  c  die  symmetrisch  gegen  S  gelegene  Gerade  c",    so  Ist  letztere  c.« 

Polare  von  C  in  Bezug  auf  diese  neue  Ellipse  und  ergibt  sich  der  Satz: 

Auf  jedem  Diameter  der  Centralellipse  bilden  die  Angriffspvakt« 
C  der  Kraft  P  und  die  Schnittpunkte  C*  mit  der  zugehörigen  Moaea- 
tanaxe  e  eine  Involution  gleichartiger  Lage.  Der  Ort  der  ideeTiCt 
Doppelpunkte  aller  dieser  Involutionen  ist  eine  der  CentralelUp»* 
concentrische,  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipse.  Die  mit  i*^ 
Momentanaxen  c  symmetrisch  gegen  den  Massenmittelpunkt  5  fc 
legenen  Geraden  e"  sind  die  Polaren  der  Angriffspunkte  e  in  fieic; 
auf  diese  Ellipse.  Die  Punkte  C  und  die  Momentanaxen  sind  daher 
reciproke  Systeme,  sodass  allen  Punkten  deiner  Geradan  Momcataa* 
axen  entsprechen,  welche  sich  in  einem  Punkte  sehneiden  und  zb 
gekehrt. 

Beschreibt  C  einen  Kegelschnitt,  so  umhüllt  e  ebenfalla  einen  Eegelsekesn. 

Die  Gleichung  X  »  -A^  oder  %»^X$in9  lässt  eine  einfache  IntefpnOÜ.« 

zu.    X  iin  9'  ist  der  Abstand  des  Endpunktes  von  X  von  der  Ricktoag  des  &■  «*- 
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jagirten  Diameters.     Dieser  Abstand  ist  demnach  der  Träg^heitsradias  für  diesen 
coDJog'irten  Diameter. 

2.  Es  treffe  das  System  mit  einem  Punkte  T  der  Hauptebene  Xl^auf  einen 
festen  Punkt,  welcher  durch  seinen  Widerstand  r-  Q  den  Geschwindigkeitszustand 
modificirt.  Um  die  Intensität  desselben  zu  bestimmen,  führen  wir  —  Q  ein  und 
setzen  die  aus  P  und  -—  Q  entspringende  Geschwindigkeit  des  Punktes  T  gleich 
Nall,  welche  Bedingung  zur  Bestimmung 


von  Q  für  die  verschiedenen  Lagen  von  T 
in  der  Ebene  X  Y  fuhrt.  Zu  dem  Ende 
ziehen  wir  (Fig.  266.)  TE  parallel  SJ  und 
bringen  an  E  zwei  entgegengesetzt  gleiche 
Kräfte  —  0  und  0  an.  Die  Kraft  —  Q 
an  Ey  welche  mit  P  entgegengesetzten 
Sinnes  ist,  behandeln  wir  mit  P  zusam- 
men, das  Paar  —  Q  •  TE  appart.  Die 
Rednction  von  P  und  Q  für  den  Punkt  S 
liefert  nun  zunächst  dortselbst  eine  Kraft 
P—  Q  und  ein  Paar  Pd  —  Qe,  wenn 
SE  a>  e  gesetzt  wird.     Erstere   gibt  die 

P^O 


Fig.  866. 


Tranalationsgeschwindigkeit    u 


M 


und  leteterer  die  Winkelgeschwindigkeit  A  »  {J'd  —  Qe)  li  um  SJ.    Von  beiden  zu- 

p Q 

sammen  erlangt  der  Punkt  7*  die  Geschwindigkeit  — zj-^ +-(Pd  — Otf)/^6,  wenn 


b 


Tf^S  der  Abstand  des  Punktes  T  yon  SJ  ist.  Vermöge  der  Relationen  M%*  » 


=  _  «SB  -_  geht  dieser  Ausdruck  über  in 
de         l 


P-Q   ,    Pa-Qb 


,  wobei  also  Sl  unter 


der  Form   Sl 


M        •  3fM« 

Pa  ^  Qh  ,  — 

— -,  ^        erscheint.     Das  Paar  —  Q  •  TE^   dessen   Ebene  der 

darcb  SJ  gehenden,  zur  Ebene  X  Y  senkrechten  Diametralebene  des  Centralellip- 
fioids  parallel  ist,  erzeugt  eine  Winkelgeschwindigkeit  i2'  um  den  zu  SJ  con- 
JQgirten  Diameter  SC  und  wenn  wir  TE  =■  /*,  den  Abstand  des  Punktes  T  von 
SC  mit  A,  iS^  aber  mit  ^'  bezeichnen,  so  wird   P/s»  —  Qf'tif^  oder  wegen 

.Vx'*««-,|,    --saa-y-,  auch  Sl' =        ,^  .     Durch  Ä'  erlangt  T  die  Geschwindig- 

Q'h 

keit  —         9^-  h\  dieselbe  ist  wie  die  von  u  und  Sl  herrührende,  senkrecht  zur 

Ebene  XY^  aber  jener  entgegengesetzt.  Setzen  wir  demnach  die  Gesammt- 
cesehwindigkeit  von  T  der  Null  gleich,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  Q 
die  Gleichung 

'0, 


/>  -  0  _j^  Pa  -  06 


M 


M%* 


h  — 


Mufi 


«oraas 


Q^  P 


^  +  4t 


6« 


1  +  V.+ 


folgt  Q  erscheint  hier  als  eine  Function  von  h  und  b^  den  Abständen  des  Punk- 
tes T  von  dem  durch  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  gehenden  und  dem  diesem 
coojogirten  Diameter  Sf  und  SJ,  Für  dasselbe  P,  denselben  Punkt  C  und  das- 
selbe b  wird  daher  Q  ein  Maximum,  wenn  A  as  0,  d.  h.  wenn  T  in  den  durok  C 
gehenden  Diameter  fällt.    Ist  diese  erste  Bedingung  des  Maximums  von  Q  erfüllt. 


} 
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x'  "^^  nb 
80  bleibt  nnr  nocb  der  Ausdruck  Q  ^^  P   ,   !    .,    in  Bezue  auf  den  Abitand  h  n 

«■  +  ^ 
einem  Maximum  eu  maoben.    Dies  fubrt  xn  der  weiteren  Bedingung 

6«  +  -^^  &  —  X«  =  0, 
a 
welche  mit  Hülfe  Ton 

in  e*  -\-  2d^e  —  d<t  =s  Q  umgesetzt  werden  kann.    Diese  Gleichung  liefert 

wodurch  man  den  8atz  erhält: 

Die  Maximalpunkte  des  Stosses   liegen  auf  dem  durch  den  Ad 
griffspunkt  C  der  Kraft  P  gebenden  Diameter  des  Centralelliptoids 
und  sind  die  Schnittpunkte  desselben  mit  einem  um  C  beschriebenes 
Kreise,    dessen  Radius  das  geometrische  Mittel  aus  den  Abstinde« 
der  Punkte  S  und  C  von  C  ist. 

Die  Grösse  

zeigt,  dass  der  Abstand  der  Punkte  des  Maximalstosses  von  der  Momeotan&xe. 
nämlich  die  Grösse  {e  -\-  d)  sin  9^  gleich  dem  Trägheitsradins  f&r  die  Momente* 
axe  ist.     Man  kann  daher  den  Satz  auch  so  ausdrücken:. 

Wenn  ein  System  eine  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  in  eise*- 
Hauptebene  des  Massenmittelpunktes  gelegene  Momentanaze  be- 
sitzt, so  liegen  die  beiden  Punkte  dieser  Ebene,  mit  welchen  das 
selbe  gegen  einen  festen  Punkt  am  heftigsten  anstösst,  auf  dem  z«r 
Richtung  der  Momentanaxe  conjugirten  Diameter  in  gleichem  Ab 
Stande  von  dieser  Axe  und  zwar  ist  dieser  Abstand  der  Traghait»- 
radius  des  Systems  um  diese  Axe. 

Beide  Maximalpunkte  sind  homologe  Punkte  der  Involution  des  Strales  v'^''. 
da  das  Produkt  ihrer  Abstände  0,  e   von  S  gleich 

-  rfcT«  -  -^^  -  X«. 

d* 

Für  die  Intensität  des  Maximalstosses  ergibt  sich: 

der  positive  dieser  beiden  Werthe  entspricht  dem  zwischen  C  und  <S  gelef«fi*t 
Punkte  r,  der  negative  dem  jenseits  Cf  gelegenen;  für  ersteren  hat  Q  gleichet 
Sinn  mit  P,  für  letzteren  entgegengesetzten. 

Geht  P  durch  S,  so  wird  d  ^  0,  also  Q  ^  ^P{1  ±  1),  die  Pimku  ^r> 
Maximalstosses  sind  der  Massenmittelpunkt  S^  welcher  mit  der  Kraft  Q^m  p  bX  •»^« 
und  ein  unendlich  ferner  Punkt,  in  welchem  die  Kraft  Q  verschwindet 

Verschwindet  P  im  Unendlichen,  sodass  aber  Um.  Pd  sieb  einer  bestimmt'; 
Grenze  nähert,  so  geht  die  Momentanaxe  durch  5  und  liegen  die  Puakis  Aa 
Maximalstosses  um  x  von  ihr  und  mithin  um*  %sin9  ^  l  von  5  ab.    Daher; 

Die    Punkte   des  Maximalstosses    eines   um   einen    Darelimtt»'^ 
des  Centralellipsoids  rotirenden  Systems,   welches  in   eine  Haipt 
ebene  fällt,  sind  die  Endpunkte  des  ihm  in  dieser  Ebene  eoaj«girtei 
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Darchmessers  der  Ellipse,  welche  der  Ort  der  ideellen  Doppelpunkte 
der  reciproken  Systeme  (C,  c)  ist. 

3.  Für  den  Ort  aller  Punkte  des  Hauptschnittes  X  V,  in  welchen  das  System 
mit  gleicher  Intensität  Q  =b  nP  stösst,  erhält  man  zwischen  h  und  6  als  Coor- 
din&ten  die  Gleichung: 

oder  wenn  man  statt  h  und  h  die  Längen  SE  =»  e  und  ET  ^=  f  einführt  und  sie 
übersichtlicher  mit  £,  17  hezeichnet,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  Relationen 
a  ^=  dsin^,  h  ^^  ^sin^  und  h  =^  ri  sin^  die  folgende: 


•■('+*+Ä-'+^. 


vo  für  « :  m  ^  und  %'i  »in  ^  nach  Nr.  1.  (Schlnss)  X  und  V  gesetzt  ist,  sodass  l' 
den  x'  entsprechenden  Semidiameter  der  Ellipse  der  Doppelpunkte  bedeutet.  Ver- 
schiebt man  nun  den  Ursprung  der  £,  rj  aus  5  in  den  Punkt  {  =  4  — »  ^  ^^^  0, 

n 

•0  kommt  yermöge  dtf  =  X: 

*"*(-£  +rf)=l  -4„(„-l). 

Der  Ort  der  Punkte  heftigsten  Stosses  ist  also  eine  Ellipse,  ähnlich 

der  Centralellipse,  deren  Mittelpunkt  auf  CS  im  Abstände  4 —  von  S 

*  n 

liegt.     Für  ^  -  4«  («  -  1)  =  0,    d.  h.    für   «  =  -|  =  J  ^1  ±  j/ ^  -  ij  , 

d.  h.  für  das  Maximum  (Q)  der  Stossintensität  reducirt  sich  dieselbe   auf  einen 

oder  den  anderen  der  Mittelpunkte  des  stärksten  Stosses  und  für  4  n  (n  —  1)  ]>  -^  , 

d 

d.  h.  für  n  grosser  als  der  eben  angegebene  Werth,  wird  sie  imaginär,   weil  Q 

nicht  grösser  als  das  Maximum  der  Stossintensität  werden  kann. 

§.  16.  Stoss  eines  unveränderlichen,  in  Bewegung  begriffenen 
Systems  auf  irgend  einen  festen  Punkt.  In  Bezug  auf  die  Hauptaxen  des 
Systems  als  Coordinatenaxen  seien  x^  y,  x  die  Coordinaten  des  Systempunktes  7, 
welcher  auf  den  festen  Punkt  trifft  und  —  Q  der  Momentanwiderstand,  den  dieser 
Punkt  leistet.  Wir  reduciren  denselben  für  den  Massenmittelpunkt  S  und  erhal- 
ten als  Componenten  —  X,  —  Vy  —  Z  und  als  Componenten  des  durch  seine  Ver- 
legung an  S  eingeführten  Paares  —  Q  '  ST  die  Axenmomente  —  {yZ  —  2 -^), 
—  (rX  —  xZ),  —  (xy  —  yX).  Sind  also  Xq,  -Fq»  ^oi  -^o»  ^0»  ^0  die  ent- 
sprechenden Reductionselemente  der  gegebenen  Momentankräfte  des  Systems,  so 
bestimmen  die  Kräfte  Xo  +  X,  yo+  Vj  Zo+  Z  und  die  Paare  Lo  —  {yZ  —  zV), 
J/j,  —  («X — xZ)y  Nq  —  {xV — yX)  die  Geschwindigkeiten  der  Systempunktc. 
Die  ersteren  ertheilen  nun  dem  Punkte  x,  y,  z  die  Translationsgeschwindigkeiten 

-rr ,       ^  TT — ,      ^  rr — ,  wenn  M  die  Masse  des  Systems  ist,  die  drei  letz- 

Jfl  M.  Jn 

ten  aber  liefern  zunächst  die  Winkelgeschwindigkeitscomponenten 


Lq^  yZ  +  zr  _  Mq  ^  zX-j-  xZ  __   N^  —  xY  -\'  yX 


> 


irenn  a,  fr,  c  die  Trägheitsradien  für  die  Hauptaxen  Xy  y^  t  sind.  Durch  sie  er- 
äugt ddther  der  Punkt  {xyz)  die  Geschwindigkeiten  qz  —  ry,  tx  —  pt,  py  —  qx 
md  sind  demnach  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  überhaupt 
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Xo+  X 


M 

ro 

+  y 

M 

Zo 

+  Z 

+  qz  —  ry, 
+  rx  —  pz, 

+  py  —  gxf 


*  M 

oder  also  mit  Hälfe  der  Werthe  für  p,  q^  r: 

V.  -  — -^—  -  J^  (iVo  -  «r  +  yX)  + 


Xo  -l-  X 


(^fo  - 


— "^  ^  -  3^  (^«  -  ^-^  +  y^)  + 1^  (^0 


+ 


„,  =  -^-"-±^  -  -v^  (^fo  -  «Z  +  xX)  +  ^  (i^p 


Mb* 


Ma^ 


zX  +  xZ) 
yX  +  xF) 


Diese  Componenten  müssen  nun  in  Folge  der  Wirkung  des  Widerstandes  —  V 
verschwinden;  daher  folgen  dessen  Componentett  —  X,  —  V^  —  Z  ans  den  Glei- 
chungen : 

(*'y*+  c*z«+ftV)  X  —  b^xy  -T—  c^xz  Z  =  6«y  N^  -  c»2  .Vp— *»c«Xo 

—  a«xyX+(cM-f-fl»a?«H-c«a»)r-- c«yzZ=- c«x/^  — a»xiVo~c*4i«l', 

wosu  noch  hinzukommen  für  Q  und  seine  Richtung  (a^y): 

CM  a  cos  ß         cos  y  1 


0«  =-  X«  +  1"«  +  z«, 


Für  den  speciellen  Fall,   welcher  sich  an  die  Betrachtungen  des  $.  1&  m 
mittelbar  hätte  anschliessen  lassen,  dass  nämlich  der  Punkt  T  in  der  Haaptebe!:. 


der  xy  liege  und  Z  o*  o,   Xq 


0,  also  auch  iVp  »■  0  sei,  gestaltet  sic^ 


die  Rechnung  einfach.    Man  erhält  X<bO,  JT  ssm  0,  Z  =^  Q  and 

(II«««  +  6«y«  +  fl«*«)  0  =-=  a^xMo  —  6«yZo  -  ««6«Z,. 
Hierin  ist  weiter,  um   die  Bezeichnungsweise  mit  §.  15.  in  Einklang  su  bringec 

Zo  «=»  i*,      Z^o  =™  yo^o  —  Xpl^o  ^  yo^i      ^0  ""  ^^  —  Jc^Zj  s»  —  j^P, 
wenn  Xq,  y^  die  Coordinaten  von  C  sind. 


17.     Stoss    eines   Punktes   von   der   Masse  m   normal  sa  eiaer 
Haupteoene  Xl^des  Massenmittelpunktes  S  in  einem  PnnkteCeiDer 

Hanptaxe  SX  (Fig.  267.).    Wir  aabmes  U 
^  ^8^-  **^-  den  |§.  18—16.  an,  dass  die  MomentankrliV 

des  Systems  einer  einzelnen  Krall  P  ««j^" 
valent  seien,   ohne  daas  wir  über  dea  Cr 
Sprung  dieser  Kraft  eine  Voraossetsiuig  osieL 
ten.   Jetzt  wollen  wir  annehmen,  dass  F  d%' 
durch  gegeben  sei,  dass  ein  Punkt  voo  de 

CT  X   Masse  m  mit  der  Oeaohwindigkeit  r  »esk 

recht  zu  SX  in  C  das  BTstem  trifft.  Es  U*. 
dann  aber  nicht  etwa  die  Momentaakrtt^ 
mo,  welche  der  Masse  si  ihre  Oeschwiadi^ 
keit  0  zu  geben  vermag,  die  Kraft  P  selbst,  sondern  nur  ein  Tkeil  derselben 
Im  Momente  des  Anprallens  bildet  nämlich  s»  mit  dem  System  ein  neues  8ffiBa>. 
auf  dessen  Punkt  C  die  Momentankraft  mv  wirkt;  man  hat  in  bestiamea,  vekkt 
Geschwindigkeit  u  dieser  Punkt  C  annimmt;  dieselbe  Geschwindigkeit  aiMit  dir 
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mit  ibm  zusammentreffende  Punkt  m  an  und  da  dieser  vorher  die  Geschwindig* 
keit  9  besass,  so  bat  er  o  —  u  verloren.  Demnach  ist  mu  die  Momentan  kraft,  welche 
der  neuen  Geschwindigkeit  von  m  entspricht  und  m  {v  —  u)  ist  folglich  die  Mo- 
meotankraft  P,  welche  im  Stosse  auf  das  System  wirkt. 

1.  Es  sei  nun  s  der  Massenmittelpunkt  des  Gesammtsystems  der  Massen  M 
und  m.     Man    hat   dann  —  je»  --— -  =  . ,   also,   wenn   SC  ^  x  gesetzt 

wird:   Sn  «»  Xr~~i »   *C  =  Ti~i •     Von  den  Hanptaxen  des  Massenmittel- 

m  -f-  1»  M.  -f-  f» 

ponktes  «  für  das  Gesammtsystem  der  Massen  M  und  m  fällt  die  eine  mit  ^X 
ZQsammen,  die  anderen  sind  parallel  Sy  und  SZ,  Denn  betrachtet  man  s  als 
den  Ursprung  von  Coordinaten  1,1],^  von  denselben  Richtungen,  wie  die  frähe- 
ren  x,  y,  z,  so  ist 

Em^Ti  «=»  2m  (x  —  St)  y  =  Xmxy  —  StEmy  =•  Hmxy  =  0 

and  liefert  der  einzelne  Massenpunkt  m  in  C  keinen  Beitrag  zu  dieser  Summe, 
da  sein  17  Null  ist;  femer  ist  Srnj^i  =»  Zmyz  ss  0,  da  alle  t  ^^  z  und  17  «"  y 
nnd  für  C  sowohl  i  als  rj  Null  sind;  endlich  ist 

Zmti  =»  £mz  (x  —  Ss)  ^  Zmzx  —  SiZmz  =  0 

aas  ähnlichem  Grunde.     Die   Kraft  mv  erthöilt   nun    de'm    Gesammtsystem   eine 

Translationsgeschwindigkeit  , —   senkrecht   zur  Hauptebene  XV  und   eine 

Winkelgeschwindigkeit  Sl  =  ' — r— 7|  um  die  Hauptaxe  sV,  wo  %'  den  Träg- 

heitsradius des  Gesammtsystems  für  diese  Aze  darstellt.    Daher  erlangt  der  Punkt 

C  die  Geschwindigkeit 

mv         ,         M^mva^ 

und  wird,  weil  "  ~   ^  +  «         (Af  +  »)»«'' 

[M  +  m)%'*  —  U%*  +  M  ■  S?  +  m  ■  P^  ^  Mu*  +  JU  (-5^,— Y  +  m  •  ( J'f    Y, 

't  Äf     (^  +  >W)  X*  4~  "»^ 

ist,  diese  Grösse  *    "  (^  +  '">* 

»»  +  a?«  ^  Afoic» 

sowie  endlich 

p  ^«' 

"^ '  (üf  +  m)  X«  +  «a:«  ' 

2.  Die  Kraft  P  oder  der  Theil  von  fnv,  welche  die  Bewegung  des  Systems 
bestimmt,  ist  mit  der  Lage  des  Punktes  veränderlich,  sie  ist  ein  Maximum  für 
X  sa  0,  wenn  also  C  in  den  Punkt  8  fällt,  sie  nimmt  mit  wachsendem  x  ab  und 

Tersehwiudet  für  x  =■  oo.    Der  Werth  des  Maximums  ist  P=>  mv  -zj—. .    Man 

in  +  m 

kann  nun  m  und  v  aber  so  als  Functionen  von  x  bestimmen,  dass  mv  constant 
bleibt  und  P  für  alle  Punkte  C  der  Geraden  SX  denselben  Werth  hat,  wie  in  5. 
Hierzu  ist  vermöge  des  Ausdrucks  für  diese  Grösse  erforderlich,  dass 

m  (x*  +  ««)  H=  Const.  —  MB*^ 

wodurch  _  ^    .      . 

MB*  ,  mv  X«  +  «« 

fn  sa  — — j und    V  =»  —  «»  mv  — ijoi — 

wird.     Die  Constanten  B  und  mo  bequemer  auszudrücken,  seien  m^  und  Oo  ^^^ 

MB*  X* 

Werthe  von  ai  und  v  für  o;  sa  Q,  nämlich  nin  «=  — r-»    ''o  ^  wp  -^n«,  woraus 

x'  Ma^ 


^-  =»         -     n-1    »-  :^  «u  -,    -r.j.^      Hau  -»rttält   hiepiarck    für  ■,  v  und  P  die 


Zieäfe  imit   — -"^icilt   ieai  i'-^trs«  -äiie  r-rui»iaCLu 


N 

Jf 

+  -S 

■ 

i^l 

keit 

■mm...  -Ir-»^  *»   T.fS    r    TZlil     "llXe    *^IXj£crI.r!^sCUVVilll&skdiC    3K   '-^t    Welcbc   FODCUOD  TOB 


a  = 


S.  Der  Tieil  i*  -^^rm.  v*.  ▼iLcntsr  üts  B^wegim^  des  Systems  bestimmt,  «ir! 
In  ii^m  •^t:;'^m«*n  s  «Je.  iad»  «  TS9cii«findi*c  ami  9  meBdlicli  gross  wird,  jedoch 
jn.  lad«  «-*  nnj^oac  iit^ibc.  ^.tsti-a  «7  <94;ihdt  mui  ««  =  0.  Den  frfibereD  Be- 
a-itihning^a  ier  '^.rxrxns^  ^in»*r  Xumentaakrrift,.  velcii«  nambliäiigig  von  der  Stelle 
an^^noramtui  ▼^irie.  wo  tie  S>ii^  jngr*;irt.  liiset  iaJi«*r  dieser  extreme  Fall  eigcol- 
licn.  zu  'xnmie. 

4.    ^'r  aHameo.  '»±tzs   «a.    i.kf   Sj^Cdoi.   welches  tob  der  Masse  ■  mit  «irr 

<!r«i2»«:äwji>tl;^*<ti£  T  z^trjtf^a   w:rt.   stotfäe   ztiefeich   sof  einen  festen  Paukt  7  ia 

iisr  Linie   !<  X  in«i  woilen    t»^n  ^coää  'j  saf  T  bestiinflKn.     Wir  fanden  Don  §.  \'i . 

iaas   lie  £nf^  P.  w-^'u-hn  in   i^r  EnCfmiuur  SC  as  «  angreift,  auf  T  in  dem  A'- 

«*  -i-   /r 
fConat«    S  T  ien  ^cotfs    'j  ^  P  — ^  7    herrorratt      In   dem   Torliegeoden  F*"- 

tr  -^  X" 

cnts   ff   an    ii«    :?«4;.:e   vin    S:  a%    *''  ^  |  und  sT  =■  ST  —  5s  =■  A  —  S«.  iv 
S  T  ^  k.  und  vir  m.  i  Txid  x  im.  iidiztm.  sotiass  wir  innichst  erhalten: 

#,  =  p    -  _   •    *-         -      -  , 

worin  aber  P  dun  b^tm^iad^a  Tbeil  roa  mb  beilentet.     Nnn  bat  man  aber: 

M»^  .,  _  Jf  +  «   «»  +  «x» 

'^"■''  jf +  -  i^  +  «ii-    "      ■" '~  ;jr -Ti,»  ~  •   ***  +  -• 

mit  Hi.Ii'tf  welcher  Werthtj  eriLalten  wird: 

F ^  +  *-« 

»*  +  *'  +  ;^  v4  -  *;' 

Für  I  =■  A.  •!.  h.  wena  C  oiit  T  znMBBcnnüU,  wird  P  =  ■»;  (Sr  {  » ••  '<■ 

■  r^ 

+  0+  ")*» 


und  wächst  i*  Ton  {«»Obis|=sÄ;   far^s«  —  -j~  %»t  P  xsm  0  nnd  ßr  {  «■  *• 

P  sa  0.     Es  gibt  daher  ein  Max  im  am  von  /^     Dasselbe  entspricht  einen  Wert)'' 
(,  welcher  der  Gleichnng 

{t  ^.  2V{  _  (A/(l  +  -^  +  kf)  -  0 

genügt,   wo    ~    '^  h'  und  k  +  k'  =  l  g«aeUt  Ut.     Diese  Gleiekuiif  giht  s««i 
Punkte  des  Maximalstosses  in  gleichem  Abstände  TOn  dem  Punkte  x  =  *—  "* 
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Beispiel.     Es  sei  -=^  «»  1,  A  =»  x,  also  T  ein  Punkt  des  Maximalstosses 

des  gegebenen  Systems  (abgesehen  von  m)  bei  der  Drehung  um  SV.     Ans.  der 
Gleichung  ('4~  ^^i  —  6x'=aO   folgen  die  Abscissen   der  Maximalstosspunkte 

J  =  —   X   ±   X  Kö,     wofür    Q  =>  mV — rTm  • 

12  q:  4  >^ 

§.  18.  Wenn  das  System  nicht  frei,  sondern  an  Bedingungen  ge- 
bunden ist,  z.  B.  einen  festen  Fnnkt  za  besitzen,  nm  eine  feste  Axe 
sich  zu  drehen,  mit  gewissen  Theilen  feste  Flächen  zn  berühren  n.  s.^  w., 
80  leistet  dasselbe  vermöge  dieser  Bedingungen  im  Momente  der  Ein- 
wirkung momentaner  Kräfte  gewisse  momentane  Widerstände.  Führt 
man  dieselben  als  Momentankräfte  ein  und  fügt  sie  den  gegebenen  Mo- 
mentankräften hinzu,  so  kann  alsdann  das  System  als  ein  freies  behan- 
delt werden.  In  manchen  Fällen  kann  man  jedoch  die  Bedingungen 
durch  Einführung  unendlich  grosser  Massen  in  das  System  ersetzen. 
Diese  Idee  wurde  zuerst  von  Poinsot  ausgesprochen  [Sur  la  jnaniere 
de  ramener  ä  la  dynamique  des  Corps  libres,  celle  des  corps  qu'on  suppose 
fjenes  par  des  ohstacles  fixjes,  Liouville,  Journ.  de  Mathem.  2**™«  Sdrie, 
T.  IV,  p.  171  (1859)];  ihrer  Wichtigkeit  wegen  wollen  wir  auf  dieselbe 
hier  in  einem  Falle  etwas  näher  eingehen. 

Das  System  besitze  einen  festen  Punkt  A^  d.  h.  einen  solchen, 
welcher  durch  kein  System  von  Momentankräften  eine  Geschwindigkeit 
erlangt.  Reduciren  wir  ein  beliebiges  gegebenes  System  von  Momentan- 
kräften  für  den  Massenmittelpunkt  S  und  untersuchen  wir,  welche  Masse 
der  Punkt  A  besitzen  muss,  wenn  er  die  Rolle  eines  festen  Punktes 
spielen  soll,  während  das  System  als  ein  freies  angesehen  wird.  Die 
Kräfterednction  liefert  eine  Resultante  R  und  ein  resnltirendes  Paar  G\ 

erstere   ertheilt  dem   System   eine   Translationsgeschwindigkeit  u=i  -r^  y 

G' 
letzteres  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  =  rrr — ^  nm  eine  durch  S  gehende 

Axe  c  und  wenn  d  den  Abstand  des  Punktes  A  von  der  Axe  c  bezeich- 
net, so  sind  u  und  ^d  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  desselben. 
Bildet  nun  R  mit  der  Richtung  von  52  <5  den  Winkel  er,  so  ist  das  Quadrat 
der  Geschwindigkeit  von  A  gleich  u^  -|-  Ä^d'  —  2  uSlö  cos^;  damit  das- 
selbe unabhängig  von  er,  welcher  Winkel  mit  der  Wahl  des  Kräftesystems 
variirt,  verschwinde,  muss  u  =  0  und  d  =  0  sein.  Die  erstere  Bedin- 
gung liefert  JXf  =»  oo ,  die  zweite  d  =»  0.  Der  Punkt  A  muss  mithin  auf 
der  Momentanaxe  liegen  und  die  Masse  des  Systems  muss  unendlich 
gross  sein.  Da  die  Axe  c  durch  S  geht  und  je  nach  Beschaffenheit  des 
Kräftesystems  verschiedene  Richtungen  haben  kann,  A  aber  stets  auf 
ihr  liegt,  so  fällt  A  mit  S  zusammen.  Der  feste  Punkt  muss  also  der 
Massenmittelpunkt  sein.  Legt  man  daher  dem  Punkte  A  eine  unendlich 
grosse  Masse  bei,  90  sind  alle  Bedingungen  erfüllt  und  kann  das  System 
als  ein  freies  bebandelt  werden. 

Schell,  Theorie  d.  ßem.  u.  d.  Kralle.  50 
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Es  sei  nun  (i  die  dem  Punkte  A  znertheilte  unendlich  grosse  Misse. 
während  M  die  Masse  des  Systems  an  sich  bedeute;  es  ist  A  der  Massen- 
mittelpunkt von  (i  -}-  Jd  und  S  der  Massenmittelpunkt  von  M\  die  Ent- 
fernung AS  wird  unendlich  klein  sein.  Das  System  kann  nur  rotiren 
um  AxeU)  welche  durch  A  gehen.  Auf  das  Trägheitsmoment  und  di'- 
Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  solche  Axen  hat  die  Einrühran^' 
von  (i  keinen  Einfluss,  da  A  auf  der  Axe  liegt.  Indessen  ist  es  rtth- 
lieh,  den  jetzt  vorliegenden  Fall  als  einen  Grenzfall  anzusehen  von  den. 
Falle  eines  Systems  fi  -|-  iSf ,  in  welchem  ein  Punkt  A  eine  sehr  grosA«' 
Masse  (i  besitzt.  Der  Massenmittelpunkt  s  dieses  Systems  föllt  dann 
zwischen  A  und  S  und  theilt  ^  iS  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Massen 
JH  und  fi,  sodass,  wenn  As=^  iy  AS  =  cf,  also  sS  >=  d  —  i  gesetzt  vird: 

Md  ^       \  fid 
d —  I  = 


ist.  Das  Trägheitsmoment  von  (i  um  eine  Axe  des  Punktes  s  senkrecht 
zu  ^5  ist  iii\  das  von  M  ist  ifcf«o^  -|-  Jlf(d —  i)*,  wenn  Xq  der  Trkg- 
heitsradius  für  die  Parallelaxe  des  Punktes  S  ist.  Daher  wird  das  Träg- 
heitsmoment von  II  -{-  M  für  die  Axe  .des  Punktes  s : 


{fi  +  Jlf)  x^  =  iiP  +  Mko"  +  M  {d-—  iy  =  Mfx^^  +  - 


-.7-) 


Wird  nun  ^  =  cx),  so  ergibt  sich  lim  (^  -(-  ilf)  x^  -—  jjf  (^^2  _|_  ^j^  ^j.]. 
ches  genau  das  Trägheitsmoment  dos  Systems  M  um  die  Axe  des  Punk- 
tes A  ist.  Der  Trägheitsradius  x  nähert  sich  der  Null;  indessen  ist  i 
unendlich  klein  gegen  x,  wie  man  aus  der  Gleichung 


Md* 


ersieht,  welche  lim  -^j  ==  oo  liefert.     Dagegen  ist 


X» 


O+f). 


d+^  =  i 


d 

eine   endliche   Länge  und   bedeutet  den  Abstand   des   zu  A  reciprokeu 
Punktes.  

An  massgebender  Literatur  für  den  Inhalt  des  vorstehenden  Capitels  fahnm 
wir  noch  an: 

Po  in  Bot,  Thiorie  nouoelle  de  la  rotaiion  da  C(>i7i«  (Lioiiville,  Jonrn.  de  UstfaifB 
T.  XVI,  p.  9  u.  289  (1851);  ist  auch  separat  in  zwei  Ausgaben  1852  erscbieaeo 
Bereits  1834  hatte  Poinsot  der  Pariser  Akademie  die  Lösung  des  RoUüoa«- 
Problems  eines  unveränderlichen  Systems  ohne  Einwirkung  coutiBoiritelK-r 
Kräfte  in  einer  weni{:^er  ausführlichen  Bearbeitung  vorgelegt.  Dieselbr  ««rt« 
auch  als  Anhang  seinen  Elemens  de  statitpie  beigefügt. 
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PoiDBot,   QuesHons  dynamiques,    Sttr  la  percussion  des  corps.     (Lionville,  Journ. 

2i«in«  Serie,  T.  II  (1857),  p.  281  und  T.  IV  (1859),  p.  421). 
Poinsot,  Sur  la  quantüi  de  mouoemeni  qui  est  transmise  a  un  eorps  par  le  choc  d*un 

poira  massif  qui  vient  le  frapper  dans  une  direction  donnie,    (Lionville  Journ. 

2i6me  S^rie,  T.  IV,  p.  161). 
Folie,  Thiorie  nouvelle  du  moitvement  d^un  eorps  libre  {Bulletins  de  CAcad,  des  seien- 

ces,  des  letlres  et  des  heaux  arts  de  Belgique^  ^Sbrae  S^rie«  T.  XX  (1865),  p.  435). 
Diese  Schriften  sind  zugleich  für  die  nächstfolgenden  Capitel  von  Bedeutung. 


Xin.  Capitel. 

Aequivalenz  und  Reductlon  der  oontinuirlichen  Kräfte  (erster  Ordnungr) 

am  unveränderlichen  Syetenu 

§.  1.  Der  Geschwindigkeitszustand  eines  unveränderlichen  Systems 
zur  Zeit  i  wird  durch  den  dieser  Zeit  entsprechenden  Beschleunigungs- 
znstand desselben  unendlich  wenig  geändert,  indem  zu  den  Geschwindig- 
keiten V  der  Systempunkte  die  Elementarbeschleunigungen  du  =  tpdl 
hinzutreten,  um  die  der  Zeit  i  -j-  dt  entsprechenden  Geschwindigkeiten  v 
zu  bilden.  Die  Momentankräfte  mv^  welche  die  Geschwindigkeiten  v  zu 
geben  vermögen,  gehen  ebenso  in  die  Momentankräfte  mv\  welche  den 
Gescb windigkeiten  v  entsprechen,  über,  indem  sich  mit  ihnen  die  un- 
endlich kleinen  Kräfte  mdu  ==»  mq>di  nach  dem  Parallelogramm  der 
Kräfte  verbinden..  Diese  Elementarkräfte,  durch  das  Zeitelement  divi- 
dirt,  stellen  die  continuirlichen  Kräfte  mq>  dar,  durch  welche  der  Be- 
schleunigungszustand  des  Systems  bestimmt  wird.  Wir  werden  dieselben 
im  Folgenden  rednciren,  den  Beschleunigungszustand  bestimmen,  welchen 
ein  gegebenes  Kräftesystem  hervorruft  und  zusehen,  wie  die  Bewegung 
des  Systems  unter  Einfluss  gegebener  Kräfte  sich  von  Zeitelement  zu 
Zeitelement  ändert.  Aehnlich,  wie  bei  der  Reduction  der  Momentan- 
kräfte in  Cap.  XII.  verdient  auch  hier  bemerkt  zu  werden,  dass  die 
Bezeichnung  der  Grössen  m  97  als  Kräfte  (erster  Ordnung)  unwesentlich 
und  mit  BUcksicht  auf  die  Bedeutung  von  m  als  eines  blossen  Coeffi* 
cienten  der  Werthigkeit  die  Kräftereduction  im  Grunde  eine  Keduction 
der  Beschleunigungen  ist. 

§.  2.  Wir  beginnen  mit  einem  einfachen  Falle,  nämlich  mit  der 
Reduction  der  Kräfte  eines  ebenen,  in  seiner  Ebene  beweglichen  Systems. 
Es  seien  C  und  G  (Fig.  268.)  das  Momentancentrum  und  das  Beschleu- 
nigungscentrum desselben  (Tbl.  III,  Cap.  VI,  §.  4.)  zur  Zeit  i  und  Sl 
die  Winkelgeschwindigkeit  um  C  Die  Beschleunigung  tp  eines  System- 
punktes M  im  Abstände  MG^^p  von  G  hat  zwei  Componenten,  eine 
ceutripetale ,  nach  G  gerichtete  Si^p  und  eine  zu  dieser  senkrechte  tan- 
gentiale — -p,    deren  Sinn  je  nach  der  positiven  oder  negativen  Be- 
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schaffenheit  von  -r-   mit  Sl  harmonirt  oder   disharmonirt;   9  sellMt  htt 

dt 

den  Werth  q>  =  p  j/ Sl*  +  (^)*=  ^9>»   ^enn  ^  =  j/ Sl*  +  (^^)* 

die  Beschleunigang  eines  SystempnnkteB  in  der  Einheit  der  Entfeinoog 

vom  Bescbleanignngscentmm  bezeichnet.     Die  Kraft  mfp^  welche  d«ni 

Fig.  268.  Systempnnkte   die  Beschleunigang  9  zn   ertheilen  ver- 

Ä?r:-^:^ , «lÄg,   Zerfällt  demnach  gleichfalls  in  eine  centripeUl«* 

nnd  eine  tangentiale  Componente,  deren  Grössen  mSl*p 

x^^  nnd  m  -j- p  sind  nnd  welche  nach  Richtung  nnd  Sinn 

^'^  mit    den    entsprechenden    Beschleunig^ngseomponeutfo 

übereinstimmen . 

Behufs  der  Rednction  der  Kräfte  für  das  BeschlennigangacentraiD  C 
legen  wir  durch  diesen  Funkt  ein  beliebiges  rechtwinkliges  CoonHoateo* 
System  der  o:,  y,   dessen  Drehungssinn   mit  dem  Sinne  von  Sl  fibereio 

stimmt.    Die  Componenten  mSt^p  und  m  —  p  haben  in  Bezug  auf  daf 

selbe  die  Richtungscosinusse , =^  und =^  ,    — ;  sie  lelHst 

p  p  P        P 

dSi 
zerfallen  daher  in  die  Componenten  —  mSl'^Xj  —  mSi^y  nnd  —  ■  J  ^ 

m  -—  X.    Demnach  hat  die  Resultante  T^^^)  der  Kräfteredaction  die  G«* 
dl 

ponenten 

^(i)  =  —  9?Zmx  —  ^  Zmy,        FW  =  ~  Sl'^Smy  +  ^  X«x, 

welche  aber  mit  Hülfe  der  Coordinaten  otq,  ^q  des  Masseumittelpmiktes  >'. 
welche  den  Gleichungen  Mxq  ==  Zmx^  My^  =  ^my  genügen,  die  Faru 

annehmen.    Nun  sind  aber,  wenn  man  die  Entfernung  des  Massenmittil 
punktes  S  vom  Beschleunigungscentrum  6,  nämlich  SG  as/*  setzt: 

-  Ä»«„  =  äv(-  ^),      -  Ä'y„  -=  äV  (-  ^•) 

die  Componenten  der  centripetalen  Beschleunigung  Si?f  des  Matsennuti«'!- 
punktes  und 


dSt 


~'dt  ^\     fj'       dt''''-  dt  f  Vf) 


die    der    tangentialen     Beschleunigung     desselben    und     stellen    d^Kfr 

—  MSI^Xq^   —  MSl^yQ  die  Componenten  der  centripetalen  Kraft  S^'i 

dSl  dSl  . 

sowie  —  ^  j-  Vü  1    M  -—  x^  die   Componenten  der  tangentiakn  Kr»* 

dt  dt 
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dSl 
^  '^  f  ^*r.     Da  beide  Componenten  zu  einander  rechtwinklig  sind ,  so 

erhalten  wir  für  die  Resultante  der  Kräftereduction : 

Diese  Kraft  würde  dem  Massenmittelpunkte,  wenn  in  ihm  die  Gesammt- 
masse  des  Systems  vereinigt  würde,'  die  Beschleunigung  fO'  zu  ertheilen 
vermögen.  Die  centripetalen  Kräfte  mSl'^p  liefern  bei  der  Reduction 
keine  Paare,   da  sie  durch   den  Reductionspunkt  G  hindurchgehen;   die 

dSl  dSl 

tangentialen  Kräfte  m  —  p  dagegen  liefern  Paare  m  —  p^  von  gemein- 
schaftlicher Axenrichtung  senkrecht  zur  Ebene   des  Systems   und    ent- 

springt  aas  ihnen  als  resultirendes  Paar  G^^^  der  Reduction  C<^^=  —  £mp^. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Die  continuirlichen  Kräfte,  welche  ein  ebenes  System 
in  seiner  Ebene  beschleunigen,  sind  äquivalent  einer  Re- 
sultanten R^^^j  welche  durch  das  Beschleunigungscentrum 
hindurchgeht,  und  einem  resultirenden  Paare  G^^^^  dessen 
Axe  senkrecht  zur  Ebene  ist.  Die  Resultante  hat  die  Rieh* 
tung  und  den  Sinn  der  Beschleunigung  des  Massenmittel- 
punktes und  ist  gleich  dem  Produkte  aus  ihr  und  der  Ge- 
sammtmasse  des  Systems.    Das  Paar  ist  gleich  dem  Produkte 

dSl 

aus    der    Winkelbeschleunigung    -—    des    Systems    und    dem 

Trägheitsmomente  desselben  in  Bezug  auf  die  zur  Ebene 
des  Systems  senkreckte  Axe  des  Beschleunigungscentrums. 
Wir  können  leicht  diese  Reduction  der  Kräfte  auf  den  Massen- 
mittelpunkt S  übertragen,  indem  wir  R^^^  an  diesen  Punkt  verlegen  und 
das  aas  dieser  Verlegung  entspringende  Paar  (Ä^*^  —  Ä^*0  ^i*  d®™ 
Paare  G<'>  verbinden  (Fig.  269.).  Ist  a  der  Winkel,  welchen  R^^^  mit  der 
Richtung  der  tangentialen  Componente  der  Beschleunigung  des  Massen- 
mittelpunktes bildet,  so  ist  h  =  f  cos  a  der  Arm  des  zuzufügenden  Paares 
R^^^h  and  da  dasselbe,  wie  leicht  zu  sehen,  Fip.  269. 

in  allen  Fällen  entgegengesetzten  Sinn  von  - ''V 

G<i)  hat,   so  wird   G^<^^  =  <?<^)  —  R^^^fcos  a       ^J<C^  \    /       -r(^ 

das  neue  Paar   der  Reduction  sein.     Diese  ^^O) 
Gleichung  gibt  aber  mit  Hülfe  der  Werthe  ^--""'^^'^ 


dSl  ÄX'>      /  ' 

Cd)  =  rp  Smp\  Ä<i)  =  Mf^  und  mit  Rück-  ^) 

dt 

sieht    darauf,    dass    die    tangentiale    Componente    der    Beschleunigung 
^  co$  u  =  —  ist,  t?!^^  =  —  {£mp^  —  ^f^)'    Nun  ist  aber  nach  einem 


p 
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bekaonten   Satze   das  Trägheitsmomeut  Smp-  fär  das   BeschleuniguD^^ 
centmm  Q  gleich  dem  Trägheitsmomente  Mxq^  für  S  in  Verbind  an  g  m\ 

At/^.  sodass  C/*)  =  -—  MXf.^  wird.     Daher: 

di 

Die  Kräfte  des  Systems  sind  äquivalent  der  Resaltanten 
i;(0  =  Mf^^  welche  nach  Richtung  und  Sinn  mit  der  Beschleu- 
nigung f^  des  Massenmittelpunktes  übereinstimmt,  darcli 
ihn  hindurchgeht  und  ihm,  wenn  in  ihm  die  6e8ammtmai>e 
des  Systems  vereinigt  wäre,  die  Beschleunigung  su  ertbei- 
len   vermöchte,    die  er   in   der  That   besitzt,   in    VerbinduDz 

dSl       ' 
mit  dem  Paare  Cj^'^  =  — -  ^fx„*,  gleich  dem  Produkte  der  Win- 
kelbeschleunigung und  dem  Trägheitsmomente  des  SysteQ> 
in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt. 

Die  Kräfte  eines  ebenen  Systems  sind,  wenn  ihre  Kcsnltante  nicht 
Null  ist,  einer  Einzelkraft,  gleich  dieser  Resultanten  äquivalent,  wekk 
längs  der  Centralaxe  des  Systems  wirkt.  Um  dieselbe  in  dem  vorli^- 
gcuden  Falle  zu  finden,  haben  wir  R^^"^  in  einen  solchen  Abstand  h'  Ti>a 
von  S  zu  verlegen,  dass  das  aus  dieser  Verlegung  entspringende^ Paar 
R^^'^h'  das  Paar  6^/^)  tilgt.  Damit  dies  Paar  mit  (?|<^)  entgegengesetzten 
Sinn  erlangt,  muss  diese  Verlegung  nach  der  Seite  der  an  S  angreifeo- 
den  Kraft  R^^"^  hin  erfolgen,  auf  welcher  das  Beschleunigungscentmm  *t 
nicht  liegt.  Den  Abstand  h'  erhalten  wir  aus  der  Bedingung  /{^*)A'«=  ^f^ ' , 
welche  nach  Einsetzung  der  Werthe  von 

GM)  =  i^  M%^\     Ä(»)  =  Mf^  =  -Mr-    fcosa^9cosa=     ^-  A •  ''*!' 
*  dt         ^  ^  '  cos^  a    '  co$^  a        /? 

in  hh'=%^^  cos'^cc  übergeht.  Mit  Rücksicht  auf  h  =  f  co$  a  und,  wenu 
die  Entfernung  SG'  des  Punktes  S  von  dem  Schnittpunkte  von  <VS  mi* 
der  Richtung  der  zu  suchenden  Centralaxe  gleich  f  gesetzt  wird,  »  ' 
f*=h'cosa^  kann  diese  Gleichung  in  der  Form  ff*s=^%^  da^ge^te!> 
werden. 

Ist  R^^^  =!  0,  so  ist  das  System  dem  Paare  Cj^^^  äquivalent,  welchf^ 
eine  beliebige  Verlegung  in  der  Ebene  erleiden  kann.  IStS  wird  R^^^  nor 
Null,  wenn  f  =  0,  d.  h.  wenn  das  Beschleunigungscentmm  mit  dti. 
Massenmittelpunkte  zusammenfällt;  in  diesem  Falle  wird  ^s=  oc  noti 
rückt  die  Centralaxe  ins  Unendliche.    Diese  Betrachtung  liefert  den  Sau: 

Wenn  das  Boschleunigungscentrum  G  nicht  mit  de:'' 
Massenmittelpunkte  S  zusammenfällt,  so  sind  die  Krift* 
des  ebenen  Systems  einer  Einzelkraft  Ä^*^  =  MfO^  äquivalent, 
welche  der  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  paralifl 
und  mit  ihr  gleichen  Sinnes  ist  und  die  Linie  GS  anf  dfT 
Seite  von  S,   auf  welcher  G  nicht  liegt,   in    einem  Punkte  '» 
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so  schneidet,  class  das  Produkt  GS '  SG'  gleich  dem  Quadrate 
desTrägheitsradins  für  den  Massenmittelpunkt  wird.  Fällt 
aber    G    mit   S   zusammen,    so    sind    die    Kräfte    dem-  Paare 

r;/»)  =  T^^V  äquivalent 

§.  3.  Das  Momentancentrum  C^  der  Schnittpunkt  C  der 
Einzelresnltanten  R  der  Momentankräfte  mit  der  Linie  CS 
und  die  beiden  Punkte  G^  G\  nämlich  das  Beschleunigungs- 
ccntrum  und  der  Schnittpunkt  der  Einzelresultanten  R^^^  der 
continuirlichen  Kräfte  mit  GS  liegen  auf  ein  und  demselben 
Kreise  (Fig.  270.).  Nach  Cap.  XII,  §.  12.  besteht  nämlich  zwischen 
den  Abständen  C5  =  a,  S(T=  a  die  Relation  aa'=  x^^,  aus  welcher 
in  Verbindung  mit  der  obigen  Gleichung  ff^=  %^  folgt:  aa^=^  ff. 
Drei  der  vier  Punkte  C,  C\  C,  G'  bestimmen  daher 
den  vierten.  Fällt  das  Momentancentrum  C  in  S, 
also  C  ins  Unendliche,  d.  h.  sind  die  Momentan - 
kräfte  einem  Paare  äquivalent,  so  wird  der  Kreis 
unendlich  gross  und  geht  in  die  Gerade  G  G'  über ; 
ebenso  wenn  C  in  S  fällt,  d.  h.  wenn  das  System  A^ 
eine  Translationsgeschwindigkeit  besitzt.  Dasselbe 
tritt  ein,  wenn  einer  der  Punkte  G^  G'  \vl  den 
Massenmittelpunkt  S  fällt;  der  Kreis  geht  dann  in 
die  Gerade  CC  über.  Tritt  C  in  S  ein,  so  rückt  G'  ins  Unendliche; 
die  continuirlichen  Kräfte  sind  einem  Paare  äquivalent.  Ist  es  mit  G' 
der  Fall,  so  entfernt  sich  das  Beschleunigungscentrum  ins  Unendliche 
und  werden  die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  parallel,  gleichen 

Sinnes  und  gleich  —=7-.     Fallen  C  und  G'  in  S,  so  besitzt  das  System 

eine  Translationsgeschwindigkeit  und  haben  alle  Punkte  parallele  und 
gleiche  Beschleunigungen  desselben  Sinnes.  Fallen  C  und  (r  in  S,  so 
wird  das  System  von  einem  Momentankräftepaare  ergriffen  und  von  einem 
Paare  continuirlicher  Kräfte  beschleunigt. 

Man  kann  leicht  übersehen ,  wie  die  Bewegung  des  Systems  sich 
von  Moment  zu  Moment  ändert.  Zu  der  Momentankraft  R  zur  Zeit  /, 
welche  durch  Cf  geht  und  zu  SC  senkrecht  ist,  tritt  die  Elementarkraft 
BS^^dt  und  bildet  mit  Hülfe  des  Parallelogramms  der  Kräfte  die  Momentan- 
kraft Ä'  für  die  Zeit  l  -|-  dL  Indem  man  von  S  auf  sie  ein  Perpendikel 
fallt,  erhält  man  den  Punkt  C  für  diese  Zeit,  zu  welchem  die  Gleichung 
aa'=  %^  jenseits  S  das  neue  Momentancentrum  liefert.  Die  Kraft  R' 
bestimmt  die  Winkelgeschwindigkeit  um  dasselbe  u.  s.  w.  Um  deutlich 
zn  sehen,  welche  unendlich  kleine  Componente  dSl  die  Kraft  R^'^^dt  der 
Winkelgeschwindigkeit  und  um  welches  Centrum  sie  ihr  dieselbe  ertheilt, 
ziehen  wir  CC  und  suchen  auf  dieser  Geraden  den  Punkt  F,  um  welchen 
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dSl  erfolgen  muss,  damit  A  -f"  ^^  ^°^  ^  ^^  Stande  komme  (Fig.  271.). 
Zufolge  Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  4.  ist  hierzu  die  Bedingung 

cc     er  _     er 

cc     st  ü 

zu  erfüllen,  aus  welcber  der  Abstand  Cr=  Sl  •  — -—  =  -— -  (s.  S.  35^1; 

dm        dSl 

sich   ergibt.     Der  Punkt  F  fallt  also   in   den   Punkt  H  (Fig.  133.),  in 
Fip.  271.  welchem  die  Tangente  der  Curve  der  Momen- 

tancentra  den  B  r  es  s  e  sehen  Kreis  der  Punkte 
ohne  Tangentialbeschleunigung  zum  zweites 
Male  schneidet. 

Errichtet  man  daher  im  Beschleo- 
^  ^  nigungscentrum  G  auf  dessen  Verbin- 

dungslinie mit  dem  Momentancentrum  C  eine  Senkrecfatr. 
so  trifft  diese  die  Tangente  der  Curve  ((7)  der  Momentan- 
ccntra  oder  die  Richtung  der  Wechselgeschwindtgkeit  de» 
Momentancentrums  in  dem  Punkte  iT,  um  welchen  die  Kraft 
i?^^)  dem  System  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit 
d^  ertheilt,  welch  edie  Winkelgeschwindigkeit  .Q  nach  Gros.^^ 
und  Centrum  abändert. 

§.4.  Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Erörterungen  ist  es  jetzt  leicU. 
den  Beschleunigungszustand  zu  ermitteln,  in  welchen  ein  gegebeno? 
Kräftesystem  das  ebene  Punktsystem  versetzt.  Wir  rcduciren  dusellf 
für  den  Massenmittelpunkt  auf  die  Resultante  BS^^  und  das  resnltirend«: 
Paar  G^^K  Da  das  Kräftesystem  dem  im  Vorigen  reducirten  System  der 
Kräfte  mtp  äquivalent  sein  muss  und  eine  Einzelkraft  nur  einer  EinxrI- 
kraft,  ein  Paar  nur  einem  Paare  äquivalent  sein  kann,  so  folgt,  da» 
mit  Rücksicht  auf  Grösse,  Richtung  und  Sinn  die  Gleichungen  bestehen: 

RO)^Mf»,       G(')  =  ^*x„»,       0^  =  Ä'+(^y. 

Diese  Gleichungen  liefern  ^  und  /*,  sobald  Sl  bekannt  ist;   zugleich  l^ 

stimmt  sich  der  Winkel  a,  welchen  die  Richtung  der  BeschleaniguDg  nüt 

^,  rf.Q 
ihrer  tangentialen  Componente  bildet,   durch  die  Formel  '<7«  =  **'- j, 

und  unter  demselben  Winkel  ist  auch  ein  Perpendikel  auf  GS  gegen  R 
geneigt.  Die  Lage  des  Beschleunigungscentrums  ist  vollständig  bestiomt, 
sobald  man  noch,  um  über  die  Seite  von  S  zu  entscheiden,  anf  welche 
dasselbe  fällt,  vorher  die  Centralaxe  der  gegebenen  Kräfte  oder  tl»*^ 
den  Punkt  G'  aufsucht.  Der  Kreis,  auf  welchem  C,  C,  €,  (?  H*?^» 
und  die  Gleichungen  /•/"=  x^^^,  hh'^^  Xq^  cos^  a  sind  zweckmiwg  wr 
Construction  zu  verwerthen. 
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Ist  nun  die  Resultante  R^^^  nicht  Null,  so  ergibt  sich  ein  bestimmtes 
Beschleanigungscentrum  in  endlichem  Abstände  von  5;  ist  aber  /?(')  gleich 
Null,  so  wird  /*  =»  0  und  fällt  das  Beschleunigungscentrum  mit  S  zusam- 
men. Der  Massenmittelpunkt  besitzt  in  diesem  Falle  keine  Beschleu- 
nigung und  ändert  sich  mithin  seine  Geschwindigkeit  im  folgenden  Mo- 
mente weder  nach  Grösse,  noch  nach  Richtung  und  Sinn.  Die  Beschleu- 
nigung aller  übrigen  Funkte  ist  durch  das  Paar  G^^^  bestimmt  und  auf 
concentrischen  Kreisen  um  S  constant.  Ist  G^^^  =  0,  nicht  aber  R^^\ 
so  geht  die  Centralaxe  der  Kräfte  durch  iS^  und  fallt  das  Beschleunigungs- 
centrum ins  Unendliche.    Die  Beschleunigungen  aller  Systempunkte  sind 

parallel  der  Richtung  von  R  und  gleich  — .    Ist  /?<*>  =  0  und  G^^^  ==  0, 

so  findet  im  System  gar  keine  Beschleunigung  statt ;   es  wird  —  =  0, 

also  Sl  constant.     Diese  Resultate  liefern  uns  den  Satz: 

Ein  Kräftesystem,  welches  an  einem  ebenen  unveränder- 
lichen Punktsystem  in  dessen  Ebene  wirkt,  ertheilt  dem- 
selben einen  Beschleunigungszustand  um  ein  bestimmtes 
Beschleunigungscentrum.  Ist  das  Kräftesystem  einer  Einzel- 
kraft äquivalent,  so  liegt  dies  Ceutrum  in  endlichem  Ab- 
stände vom  Massenmittelpunkte,  so  lange  dieselbe  nicht 
durch  diesen  Punkt  selbst  hindurchgeht;  es  fällt  aber  ins 
Unendliche  und  werden  alle  Beschleunigungen  parallel  und 
gleich,  sobald  dieser  Fall  eintritt.  Ist  das  Kräftesystem 
einem  Paare  äquivalent,  so  erzeugt  dies  Beschleunigung 
um  den  Massenmittelpunkt  als  Centrum. 

Die  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  S  wird  in  allen  Fällen 
durch  die  Resultante  R^^^  der  Reduction  für  S  allein  bestimmt.  Denn 
das  Paar  G^^^  erzeugt  Beschleunigung  um  S  als  Beschleunigungscentrum 
und  erlangt  in  Folge  dessen  dieser  Punkt  von  G^^^  keine  Beschleunigung. 
Die  Resultante  ertheilt  aber  dem  System  Beschleunigung  um  ein  unend- 
lich fernes  Centrum  und  sind  die  Beschleunigungen  aller  Puukte,  welche 

von   ihr  herrühren,   gleich  — rp  und  parallel  R^^K     Die  Beschleunigung 

eines  beliebigen  Systempunktes  setzt  sich  aus  beiden  Beschleunigungen 
zusammen.     Man  folgert  hieraus  insbesondere: 

Reduciren  sich  während  der  Bewegung  des  Systems  die 
Kräfte  fortwährend  auf  ein  Paar,  welches  sich  nach  irgend- 
welchem Gesetze  verändern  mag,  so  bleibt  die  Geschwindig- 
keit des  Massenmittelpunktes  nach  Grösse  und  Richtung 
constant  und  beschreibt  dieser  Punkt  eine  gerade  Linie 
gleichförmig. 
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Reduciren  sich  die  Kräfte  fortwährend  auf  eine  darch 
den  Massenmittelpunkt  gehende  Einzelkraft,  so  haben  alle 
Systempunkte  zugleich  parallele  und  gleiche  Beschleuni- 
gungen von  der  Richtung  der  Kraft;  die  Richtung  und  In- 
tensität dieser  Beschleunigungen  ist  im  Laufe  der  Bewegung 
mit  der  Einzelkraft  zugleich  constant  oder  veränderlich. 

§.  5.  Denkt  man  sich  zur  Zeit  /  die  Reduction  der  Momentan- 
kräfte und  die  der  continuirlichen  Kräfte  beide  für  den  Massenmittel- 
punkt ausgeführt,  sodass  /{,  G;  R^^\  G^^'>  die  hedüctionselemente  nnd, 
so  bildet  sich  aus  R  und  der  Elementarkraft  R^^^di  die  Momentankraft 
R'  für  die  Zeit  t  -f-  dtj  indem  beide  an  dem  Schnittpunkte  der  Richtun- 
gen von  R  und  R^^^  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfle  zusammen- 
treten; ebenso  liefern  G  und  G^^^dl  das  resultirende  Paar  G'  der  Mo- 
mentankräfte für  die  Zeit  i  -f-  dt.  Da  das  Axenmoment  von  G  stet^ 
senkrecht  zur  Ebene  des  Systems  ist,  so  ist  G^^^dt  das  Differential  von 
G  im  gewönlichen  Sinne,  während  R^^^di  das  geometrische  Differential 
von  R  ist,  da  letztere  Grösse  auch  der  Richtung  nach  sich  ändert. 
Denkt  man  sich  die  beiderlei  Kräftereductionen  für  die  Centralaxen 
ausgeführt,  so  gestaltet  sich  diese  Betrachtung  noch  etwas  einfacher. 

Sind  z.  B.  R^^^  und  G^^^  fortwährend  Null,  so  ändert  die  Momentan- 
resultante  weder  Grösse  noch  Richtung  und  bleibt  G^  mithin  auch  ^ 
constant.  Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  Gerade  mit  constanter 
Geschwindigkeit.  Nach  Cap.  XII,  §.  12.  ist  R  =  MSla  und  behilt 
mithin  das  Momentancentrum  C  von  S  constanten  Abstand  a.  Der  Ort 
der  Momentan centra  im  System  »ist  daher  ein  Kreis,  um  den  Massen- 
mittelpunkt beschrieben.  Aus  der  Gleichung  aa=i  Xq^  folgt,  dass  auch 
R  von  S  Constanten  Abstand  a  behält  und  dh  R  weder  Richtung  noch 
Grösse  ändert  und  seine  Richtung  die  der  Geschwindigkeit  von  5  ist. 
so  folgt,  dass  der  Ort  des  Momentancentrums  im  absoluten  Räume  eine  Ge* 
rade  ist,  welche  im  Abstände  a  mit  der  geradlinigen  Bahn  von  S  parallel 
läuft.  Demnach  besteht  die  Bewegung  des  Systems  in  dem  gleich- 
förmigen Rollen  des  Kreises  der  Momentancentra  auf  einer  Geraden 
und  ist  also  die  Cycloidenbewegung.  In  diese  Bewegung  wird  da> 
System  durch  einen  momentanen  Stoss  versetzt. 

§.  6.  Wir  reduciren  jetzt  die  Kräfte  für  den  allgemeinsten  Fall  der 
Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems.  Nach  Tbl.  III,  Cap.VIll,  §.  3. 
hat  die  Beschleunigung  eines  Systempunktes  M  zu  Componenten:  1-  die 
centripetale  Beschleunigung  ^'pt  senkrecht  zu  der  durch  das  Bcftbleu' 
nigungscentrum  zur  Momentanaxe  c  parallelen  Axe  C|,  von  welcher  V 
den  Abstand  p  besitzt  und  dem  Sinne  nach  dieser  Axe  zugewandt; 
2.  die  von  der  Winkelbeschleunigung  o  herrührende  Beschleunigung  «A 
wenn  6  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der  durch  G  parallel  mit  der 
Axe    der  Winkelbeschleunigung    gelegten    Axe    «|    bedeutet,   senkrecht 
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zQT  Ebene  darcb  diese  Axe  und  den  Punkt  iSf  und  dem  Sinne  nach 
mit  dem  Drebungssinne  von  a  barmonirend.  Die  Componente  ad  kann 
in  zwei    andere    zerlegt    werden:    a)    eine    tangentiale    Bescbleunigung 

?,  .......  „,  EU..  ,„  »,.  „.^«  a»  «... ...  u»«..„.a 

oder  ibm  entgegengesetzt,  je  nacbdem  —  positiv  oder  negativ  ist,  welcbe 

Componente  von  der  Tangentialcomponente  — -  der  Winkelbescbleunigung 

dt 

herrübrt,  sowie  b)  eine  Componente  Sl  ^r^,  berrübrend  von  der  Normal- 

winkelbescbleunigung  ^^  und   senkrecbt  zur  Ebene   durcb  M  und   die 

mit  der  Axe  der  Normalwinkelbescbleunigung  durcb  G  parallel  gezogene 

Gerade,  welcbe  Gerade  die  Projection  von  a^  auf  eine  zu  Cj  senkrecbte 

Ebene   des   Punktes  G  ist,   wobei   r^  -den  Abstand   des  Punktes  Af  von 

d<s 
dieser  Geraden  bedeutet  und  'F  =  -—  ist,  wenn  de  den  unendlicli  klei- 

dt    - 

nen  Winkel  zweier  Momentanaxen  bezeicbnet,  die  den  Zeiten  t  und  t  -]-  dt 
entsprecben.  Die  Kräfte,  welcbe  diesen  Bescbleunigungscom'ponenten 
zukommen  und  mit  diesen  nacb  Ricbtung  und  Sinn  übereinstimmen,  sind: 
1.  die  Centripetalkraft  mSl'^p  und  2.  die  Kraft  mttS^  welcbe  letztere  in 

die  beiden   anderen  a)  die  tangentiale  Kiraft  m  —  p  und   b)  die  Kraft 

mSlWr^  zerfällt  werden  kann. 

§.  7.  Wir  reduciren  diese  Kräfte  zunäcbst  für  das  Bescbleunigungs- 
ccntmm  G  als  Reductionspunkt  und  legen  zu  diesem  Bebufe  durcb  das- 
selbe ein  recbtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  positive  z-Axe  nacb 
Sinn  und  Ricbtung  mit  der  Momentanaxe  Cj  übereinstimmt,  wäbrend  die 
X-  und  ^-Axe  beliebig  in  der  zu  c^  senkrecbten  Ebene  wäblbar  sein 
sollen.     Die  Centripetalkraft  mSl'^p  bat   alsdann   die  Ricbtungscosinusse 

, ,  0  und  folglicb  die  Componenten  — mSl'^Xy  — mSl'^t/y  0. 

p        p  dsi      : 

Die     Ricbtungscosinusse    der    tangentialen    Componente    m  — -  p    sind 

y       ^      ^        1     .  ^.11     1  1        .  d^  dSl         _      _. 

,    — ,   0  und   sie   zerfällt   daber  in  —  m  -—  y,    m  —-  ic,   0.     Die 

p       p  dt  dt 

Kraft  mSlWr^  zerfallen  wir  aber  auf  folgende  Weise.  Es  sei  l  der 
Winkel,  welcben  die  Axe  der  Normalwinkelbescbleunigung,  welcbe  in 
der  Ebene  der  xy  liegt,  mit  der  a:-Axe  bildet.  Dann  bat  i^^die  Com- 
ponenten SlWcosX^  SlWsinl^  0  und  ertbeilt  dem  Systempunkte  parallel 
den  Coordinatenaxen  die  Bescbleunigungen  (s.  Tbl.  III,  Cap.  VII, 
%.  A.)  SlWsinl'Z,  —Sl^cos.k^z,  ^W  cos  Xy  —  ^W  sin  X  -  x.  Sie 
sind  äquivalent  der  Bescbleunigung  ^^^r^  desselben;  daber  liefert 
die  Kraft  mSm^r^  die  Componenten  mSl^F sin  X*  z^  — mSl^  cos  X-  z^ 
mSl  ^  cos  X  '  y  —  mSlW  sin  X'  x,  Demnacb  bat  die  Kraft  überbaupt, 
welche  dem  Punkte  M  seine  Bescbleunigung  ertbeilt,   zu  Componenten: 
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dSl 

—  mSl^x  —  "*  "^  y  H"  »»•^^«  ^'«  ^ 

—  mSl'^y  4-  m  — -  x  —  mSl  Wz  cos  l 

dt 

tnStWy  cos  l  —  mSlWx  sin  A. 
Indem  wir  diese  Ausdrücke  durch  das  ganze  System  hindurch  summirea, 
erhalten  wir  die  Componenten  X^^\   Y^^\  Z^^^  der  RednctionsresulUnten 
B^^\  welche  für  alle  Rednctionspunkte  dieselbe  ist  nach  Grosse,  Ucb- 
tung  und  Sinn: 

X(»)  =  —  Sl^£mx  —  ^  £my  +  Ä«P  sinlZmz 

r(»)  =  _  9?Smy  +  ^  £mx  —  SlWcoslZmz 

dt 

2(^>=  -  SlWcoslZmy^SlWsmXZmx. 

Bezeichnen  nun  ar^,  ^q,  z^  die  Coordinaten  des  Hassenmittelpnnktes  5. 
sodass  also  Zmx  *=  Mxq,  £my  =  My^^  Zmz  =  Mzq  werden,  so  neh- 
men X^^\   F^  Z(i)  die  Form  an: 

^(0  =  _  MSI^Xq  ^  M^yQ  +  MSIWzq  sin  k 

yd)  =  _  iJf  Ä^yo  +  ^  ^  ^0  —  ^Ä  «Fzo  cos  l 

Z^)  =  MSI  Wy^  cos  A  —  Jlf  Ä  ^x«  »•  1. 

Die  Vergleichnng  dieser  Ausdrücke  mit  den  vorhin  gebildeten  Krtft* 
componenten  des  Sjstempunktes  zeigt,  dass  sie  die  Produkte  der  6e* 
aammtmasse  des  Systems  mit  den  Beschleunigungscomponenten  de» 
Massehmittelpunktes  sind.     Hieraus  folgt: 

Die  Resultante  72^)  der  Kräfteredu&tion  ist  das  Prodokt 
aus  der  Gesammtmasse  des  Systems  und  der  BeschleunigoBg 
des  Massenmittelpunktes;  sie  stimmt  nach  Richtung  undSiDO 
mit  dieser  Beschleunigung  überein  und  würde  dem  Rednc- 
tionspunkte die  Beschleunigung  des  Massenmit^elpQoktec 
zu  ertheilen  vermögen,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  de« 
Systems  vereinigt  würde. 

Bilden  wir  jetzt  die  Componenten  des  Paares,  welches  sich  bei  der 
Reduction  der  Kraft  des  Punktes  M  für  den  Punkt  G  ergibt  und  sun- 
miren  gleichfalls  durch  das  System  hindurch,   so  erhalten  wir  als  Com- 
ponenten G^\  G^^\  G^^^  des  resultirenden  Axenmomentes  G^^  der  Bedw 
tion  für  das  Beschleunigungscentrum: 

G]^»=  Sl^Zmyz-^^Zmxz+SlWcoslSmiy^+z^—SlWsinllmxt/ 
G<J1=—Si^i:mxz—^i:myz-\-SlWsml£m{r'-^x^  —  SlVcosl£mx<i 
C(>)=  ^2m{x'^-^y^)—aVcosl£mxz—SlV$ml£mft. 
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Man  erkennt  in  diesen  Ausdrücken  drei  Kräftepaare,  nämlich  1.  das 
resnltirende  Paar  der  Centripetalkräfte,  dessen  üomponenten  Sl^Zmyz 
und  —  Sl'^£mxz  sind,  dessen  Axenmoment  mithin  den  Werth 


Sl^y{£mxzy  +  {Umyzy 

bat;  2.  das  resnltirende  Paar  der  tangentialen  Kräfte,  dessen  Compo- 
nenten  , 

di  J  dt         ^    '        di  V       T^  y  / 

sind,  von  denen   die   letztere   auch   in   der  Form   —  Mn^'^  geschrieben 

werden  kann,  wenn  x^  den  Trägheitsradius  des  Systems  fUr  die  Axe  Cj 
bedeutet;  das  Paar  selbst  ist 

3.  das  resnltirende  Paar,  welches  von  den  Kräften  herbeigeführt  wird, 
welche  durch  die  Normalwinkelbeschleunignng  veranlasst  werden;  alle 
noch  übrigen  Glieder  bilden  seine  Bestandtheile. 

Das  resnltirende  Paar  der  Centripetalkräfte  bildet  sich  aus  den  Paa- 
ren Si^pz^   deren   Axen  senkrecht  sind   zu   den  Ebenen   (Cj,  M)\    das 

dSi      — 
resnltirende  Paar  der  tangentialen  Kräfte  geht  aus  den  Paaren  m  —  p»  GM 

hervor,  deren  Axen  in  die  Ebenen  (C] ,  M)  fallen.  Je  zwei  solche  Ele- 
mente beider  resultirender  Paare,  welche  demselben  Punkte  M  ent- 
sprechen, haben  daher  zu  einander  senkrechte  Axenmomente.  Hieraus 
folgt,  dass  auch  beide  resnltirende  Paare  zu  einander  senkrechte  Axen- 
momente besitzen.  Man  liest  dies  auch  in  obigen  Formeln,  denn  die 
Richtungscosinusse  dieser  Paare  sind  proportional  £myz^  —  £mxz,  0 
nnd  —  Zmxz^  —  Smyz^  2m  {x^  +  v')  ^^^  ^®'  Cosinus  ihres  Winkels 
ist  mithin  proportional 

—  UmyZ'  Zmxz  +  2mxz  •  ümyz  -f-  0«  2m  (a:^+  y*), 

also  NuIL     Das  resnltirende  Paar  der  tangentialen  Kräfte  spaltet  sich 

dSl        — 
in  zwei  andere.     Denn   die  Paare  m  -—  p*  GM^  aus  denen  es  hervor- 

di 

dSl  dSl 

geht,  sind  äquivalent  den  Paaren  m —— pz  und  m —- p^.     Die  Axen- 

dt  dt 

momente  der  ersteren    schneiden   die  A^e   c^   rechtwinklig  und  liefern 

das  Paar 

^  y{£mxzf  +  (^myz)»; 

die  Axenmomente  der  anderen  sind  c,  parallel  und  liefern  —  Mn^^. 
Ebenso  zerfkllt  das  resnltirende  Paar  der  Normalwinkelbeschleunigungs- 
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kräfte  in  zwei  Paare.  Denn  die  Paare  m^^r^  •  GM^  ans  denen  es  sich 
bildet,  lassen  sich  spalten  in  tnSlWr^p  und  mil^r,^.  Die  Axen  der 
ersteren  sind  zur  Axe  der  Winkelbeschleunigung  rechtwinklig,  die  der 
anderen  sind  ihr  parallel  und  geben  Sl^£mr^^  =  H^Mk^,  wenn  i 
den  Trägheitsradius  für  die  Axe  der  Normal winkelbeschleunigang  dar- 
stellt.    Wir  heben  aus  diesen  Betrachtungen  den  Satz  hervor: 

Das  resultirende  Paar  der  Kräftereduction  für  das  Be- 
schleunigungscentrnm  entspringt  aus  drei  anderen,  dem 
resultirenden  Paare  der  Centripetalkräfte,  dem  der  tangen- 
tialen und  dem  der  Kräfte,  welche  durch  die  Normalwinkel- 
beschleunigung eingeführt  werden.  Die  Axenmomente  der 
beiden  ersteren  sind  zu  einander  senkrecht 

Denkt  man  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentan- 
axe  zerlegt  in  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  c^  und  die  TransUtions- 
geschwindigkeit  gleich  der  von  der  Winkelgeschwindigkeit  herrührenden 
Geschwindigkeit  des  Centrums  G  und  reducirt  die  Moroentankrfifte  mP^p 
der  Winkelgeschwindigkeit  um  c, ,  so  entstehen  Paare  mSlp*GM^  deren 
resultirendes  Paar  ein  Axenmoment  parallel  dem  Axenmomente  der  tan- 
gentialen Kräfte  und  senkrecht  zu  dem  Axenmomente  der  Centripetal- 
kräfte ist.  Auch  ist  die  Resultante  der  Momentankräfte  senkrecht  loi 
Resultanten  der  Centripetalkräfte  und  geht  letztere  aus  ersterer  doicb 
Multiplication  mit  Sl  hervor.  Die  Paare  von  MomentankräfLen  mSlp-C}! 
zerfallen  endlich  auch  in  mSlpz  und  mSlp'^^  von  denen  die  letiteren 
Axenmomente  senkrecht  zu  c^  haben.  Sie  liefern  daher  das  Paar  Sl£mp\ 
aus  welchem  das  resultirende  Paar  der  Centripetalkräfte  durch  Mnltipli* 
cation  mit  Sl  abgeleitet  werden  kann. 

§.  8.  Fallen  Beschleunigungscentrum  und  Massenmittelpunkt  xd- 
sammen,  so  sind  Xq,  y^,  Zq  Null  und  also  i?(^)  =  0,  d.  h.  die  Kräftt 
eines  unveränderlichen  Systems,  dessen  Beschleunignng«- 
centrum  in  den  Massenmittelpunkt  fällt,  sind  einem  Paarf 
äquivalent  und  umgekehrt. 

Geht  die  Axe  C|  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurch,  so  werden 
iCo  =  0,  y,,  =  0»  also  X^^^  =  MSI  ^Zq  sin  A,  T^^)  =  —  MSlWz^  cv*  l 
Z<^)  =  0,  Ä^i)  =  MSI^Zq  und  sind  sinl,  —  cos  A  die  Richtnugscoeinossr 
von  R^^\  d.  h.  es  bildet  R^^^  mit  der  y-Axe  den  Winkel  l  oder  rteb: 
R^^^  senkrecht  auf  der  Ate  der  Normalwinkelbeschleunigung  und  Mb 
demnach  in  die  Richtung  der  Orthogonalgeschwindigkeit. 

Ist  ^=0,  so  wechselt  die  Momentanaxe  nicht;  das  resoltireodf 
Paar  G^^^  bildet  sich  blos  aus  den  beiden  zu  einander  senkrechten  Asfs* 
momenten  der  Centripetal-  und  der  tangentialen  Kräfte.  Ist  logleic^ 
die  der  Momentanaxe  parallele  Axe  eine  Hauptaxe,  so  sind  £mxz^^* 

„a  .„V.  -  0  ..a  „a..«  ^  a«  «r  «,.  -  f  ,.,. 
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§.  9.  Die  für  das  Beschleanigungscentrum  gefundene  Kräfterednc- 
tion  können  wir  nun  leicht  auf  den  Massenmittelpunkt  S  übertragen, 
dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  bisherige  Coordinatensystem  Xq, 
^0,  2q  sind.  Die  Resultante  R^^^  der  Beduction  erleidet  dabei  keine 
Aenderung,  zu  dem  resultirenden  Paare  tritt  aber  das  Paar,  welches 
darch  die  Verlegung  von  R^^^  an  den  Punkt  S  entsteht,  hinzu.  Dies 
Paar  erhalten  wir  also  durch  Beduction  der  Kraft  (~  X^%  —  F^^j,  —  Z^*)) 
an  S  in  Bezug  auf  (?;  dasselbe  hat  demnach  zu  Componcnten: 

-  (yoZ"'  -  «oi"«)  =  -  -MäVo^o  +  « tr  ''»*''' 

'+  MSI  Wxoyo  «■«  ^  —  ^^ ^  cos  k  (y«"  +  z,») 
-  (t„ ZC)  —  x^ZW)  =       MSl^z„Xa  +  M^  Zo*o 

+  M^WsCqZq  cos  k  +  AlSl^yf^ZQ  sin  k. 

Um  diese  Componcnten  mit  den  Componenten  G^\  C^^\  Cj*^  der  Beduc- 
tion für  G  besser  vereinigen  zu  können,  nehmen  wir  S  zum  Ursprung 
eines  dem  vorigen  parallelen  Coordinatensystems  der  o:,  y,  z.  Dann 
sind  X,  y,  z  zu  ersetzen  durch  x  -{-  Xq^  ^  +  ^o»  *  H"  V  Demnach 
werden  die  Componenten  des  resultirenden  Paares  der  Beduction  für 
den  Massenmittelpunkt: 

-\-SlVcoski:ml{j!,  +  y„y  +  {z  +  Zoy]-SlVsmH£m{x  +  x,){^  +  y^) 

—  SV'Jlly^Zo+^  Mx^y^-  aw  cosk-!U  {y^^  +  z«")  +  SlWMxo  y^  sin  k 

GW  ^-Sl^2m{x  +  xo)  (z  +  ^o)  -  ^  ^'»  (v  +  Vo)  (*  +  *o) 

+  Sl*Ftink£tn[{z  +  z,)»  +  (ar  +  Xj)'']  —  il  Vcosii;m (a:+  ar,)  (V  +  Vo) 

dSl 

+  il'JI/aroZo+  —  Mi/„2o—Sl^smk-M{zö'-\-x„'^  +  SlWcosk-Mxoy^ 

—  Ä  »F  cos  i  Zm  (ar  +  «,)  (z  +  z„)  -  ÄV«-«  A  ^m  (y  +  y«)  (j  +  z„) 

—  ~  iir  (V  +  yo')  —  Ä«f  C05  k  .  ;»fxo2o  -  Ä^  W«  1 .  My^z^, 

ud^T     kürzer     vermöge     der     Eigenschaften     des     Massenmittelpunktes 
£mx  a=  £my  =  Zm 2  =  0: 
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wo 
C(J)  =       Sl^£myz  —  —  i:mxz  +  Sm^co8lZm(y^+  z^^  Sl^mlZmxy 

G^^^  =  —Sl^i:mxz  —  ^i:myz+SmfsinXi:tn{z^+x^)  —  SlWcosl£mis 

G^i)  =  ^  i:m{x^-{'y^^Smfcosl£mxz—Sl^sml£mr- 

Die  Form  dieser  Ausdrücke  ist  ganz  dieselbe,  wie  die  der  Grossen 
G^J^\  G^^\  G^^^  ftir  das   Beschleaoigangscentnim.     Auch   gelten  die  oWc 

bemerkten  Beziehungen  zu  der  Reduction  der  Momentankrafte  ffir  den 
Massenmittelpunkt  in  gleicher  Weise,  wie  fiir  das  Beschleanigoogs* 
centrum. 

Bei  der  Redtfction  der  Kräfte  für  den  Hassenmittelponkt 
erhält  man  eine  Resultante  R^^\  gleich  dem  Produkte  ans  der 
Qesammtmasse  des  Systems  und  der  BeschlennigUDg  de* 
Massenmittelpunktes  und  nach  Richtung  und  Sinn  mitdiosi'r 
Beschleunigung  übereinstimmend.  Sie  würde  dem  Massen- 
mittelpunkte die  Beschleunigung,  die  er  besitzt,  zu  ertbel- 
len  vermögen,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systrm^ 
vereinigt  wäre.  Man  erhält  ferner  ein  resultirendes  Pi&r. 
welches  sich  aus  den  Paaren  der  Centripetalkrafte,  dertiD- 
gentialen  und  der  Winkelbeschleunigungskräfte  bildet,  aU 
ob  das  Beschleunigungscentrum  im  Massenmittelpunkte  sieb 
befände. 

§.  10.  Um  den  Beschleunigungszustand  zu  bestimmen,  io  welch« a 
das  Punktsystem  durch  ein  gegebenes  Kräftesystem  versetzt  wird,  Ucn 
man  das  Kräftesystem  für  den  Massenmittelpunkt  S  reduciren.  Mas 
erhält  eine  Resultante  R^^^  und  ein  resultirendes  Paar  ^o^'S  deren  r«*D- 
ponenten  mit  den  im  vorigen  §.  gefundenen  äquivalent  sind.*  Zerk:*. 
man  also  R^^^  und  Gq^^^  nach  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Kichtuop-n 
der  Xj  y^  z,  von  denen  die  z-Axe  die  Richtung  der  Momentanaxe  b»i. 
während  die  beiden  anderen  sich  in  S  schneidenden  Axeu  eine  beD^Mpr 
Lage  haben  können,  so  dienen  die  drei  Gleichungen  des  §.7.  (^  X ' . 
r^),  Z(»)  und   die   drei   letzten   des   §.  10.  für  C^»),  C<»>,  C<»>  dazu,  di' 

Coordinaten  der  Xq,  ^q,  Zq  des  Massenmittelpunktes  in  B^zug  anf  ^ 
Beschleunigungscentrum  und  mithin  auch  die  Coordinaten  —  x«,  —  « • 
—  Zq  des  Beschleunigungscentrnms  in  Bezug  auf  S  zu  finden.  Die  dni 
letzten    Gleichungen    aber   liefern    die  Tangential-    und  Nomftalwioktl 

beschleunigung  —  und  i2^,   sowie  den  Winkel  A  und  mithin  auch  «li' 

Richtung  der  Orthogonalgeschwindigkeit. 

Ist  Ä(i)  —  0,  also  -r<»)  =  7(1)  —  2^*)  —  0,  so  verschwinden  x,,  k 
z^y    d.  h.  verschwindet  die  Resultante  der  Kräftereducti«'n 
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so  fällt  das  Beschlennigungscentrum  mit  dem  Massenmittel- 
ponkte  zusammen  oder  ein  Paar  G^^^  ertheilt  dem  System 
Beschleunigung  um  den  Massenmittelpunkt. 

Ist  C^^^)  ==0,   so  erlangen  alle  Systempunkte  gleiche  und  parallele 

Beschleunigungen  — — -  von  der  Richtung  i;nd  dem  Sinne  der  Resultan- 
ten Ä<i). 

Der  Massenmittelpunkt  erhält  seine  Beschleunigung  hlos  durch  die 
Rednctionsresultante,  indem  das  resultirende  Paar  nur  um  den  Massen- 
mittelpunkt selbst  Beschleunigung  ertheilt.  Die  Kraft  R^^^  fügt  nämlich 
zar  Resultanten  R  der  Momentankräfte  die  Elementarkraft  R^^dt  hinzu 
und  bildet  dadurch  die  Momentankraft  R'  für  die  Zeit  (  -j-  dt.  Das 
Axenmoment  Gq^^^  fügt  ebenso  zu  dem  Axenmomente  Gq  der  Momentan- 
kräftereduction  für  den  Punkt  S  das  unendlich  kleine  Axenmoment  GJ^^dt 
hinzu,  Um  das  Axenmoment  G^  der  Momentankräfte  für  i  -{'  dt  zu  er- 
zengen. £s  sind  demnacli  R^^^dt  und  G^^^^dt  die  geometrischen  Differen- 
tiale und  Ä^*^  und  C^^^^  die  geometrischen  Derivirten  von  R  und  Gq. 
Ist  also  Co^*^  =  Ö,  so  ändert  sich  Gq  nicht,  wohl  aber  Ä<^)  um  R^^^dt  und 
^iese  Elementarkraft,  welche  durch  den  Massenmittelpunkt  geht,  ertheilt 

RH) 

dem  System  die   unendlich  kleine  Translationsgeschwindigkeit  -jr-  dt^ 
welcher  als  Elementarbeschleunigung  die  allen  Punkten  gemeinsame  Be- 

R{1) 

schleunigung  entspricht. 

in 

Ist  R^^^  s=  0  und  ^Q^^)  =  0,  so  bleiben  R  und  Gq  ungeändert  nach 
Grosse  und  Richtung.     Also: 

Reducirt  sich  das  Kräftesystem  auf  eine  durch  den  Mas- 
senmittelpunkt gehende  Kraft  R^^^^  so  erlangen  alle  Punkte 
gleiche  Beschleunigung  von  demselben  Sinne  und  derselben 
Richtung,  wie  R^^K  Sind  die  Kräfte  des  Systems  im  Gleich- 
gewichte, so  bleiben  die  Resultante  und  das  resultirende 
Axenmoment  der  Momentankräfte  ungeändert  nach  Grösse 
und  Richtung. 

Indem  man  sich  den  Geschwindigkeitszustand  jeden  Augenblick 
während  der  Bewegung  in  die  Translationsgeschwindigkeit  gleich  der 
Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Momentanaxe  dieses  Punktes  aufgelöst  denkt,  die  Momentan- 
kräfte R  und  Gq  bestimmt,  welche  diesen  Geschwindigkeitszustand  zu 
orzeugen  vermögen,  erkennt  man  deutlich,  wie  durch  Hinzutreten  von 
R^^^dt  und  GQ^^^dt  diese  Grössen  R  und  Gq  sich  von  Moment  zu  Moment 
ändern  und  dadurch  zugleich  der  Geschwindigkeitszustand  des  Systems 
variirt.  Indem  man  das  Axenmoment  GQ^^^dt  mit  dem  Axenmomente  Gq 
iler  Momentankräfte  in  S  nach  dem  Parallelogramm  verbindet,  ergibt  sich 

Scheli,  Theorie  d.  Bew.  a.  d.  Kräfte.  5L 
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das  Axenmoment  G^'  der  Momentankräfte  für  den  folgenden  Zeitmoment: 
indem  man  senkrecht  za  ihm  eine  Ehene  ftihrt  und  im  CentnüelUpsoid 
den  zu  ihr  conjugirten  Diameter  sucht,  erhält  man  die  neue  MomenUu' 
axe  nehst  der  neuen  Winkelgeschwindigkeit.  Die  Ebene  beider  Mo- 
mentanaxen  enthält  die  Axe  der  Winkelbeschlennigung.  Man  kann  di*' 
Axe  der  Winkelbeschleunigung  aber  auch  dadurch  finden,  dass  mAn  zn 
der  Eichtung  des  Axenmomentes  G^^^^  eine  Ebene  senkrecht  fuhrt  qd«! 
im  Centralellipsoid  zu  ihr  den  conjugirten  Diameter  bestimmt;  decr. 
um  ihn  erzeugt  G^^^^^dt  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  dil 
welche  mit  Sl  zusammen   die  Winkelgeschwindigkeit  des   nächsten  M«>- 

mentes  bildet.     Auf  diesem  Wege  erhält  man  die  Winkelbesehleanignn; 

dSl 
a  und  ihre  Componenten     -  ,    SIW  und   die  Richtung  der  OrthogoDAl- 

gedchwindigkeit  u.  s.  w. 

§.11.  Die  vorhergehenden  Rednctionen  der  Kräfte  geben  uns  eiutr 
deutliche  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  des  Systems,  ah^r 
vermöge  der  speciellen  Wahl  der  Coordinatenaxen  unsymmetrische  F«  r- 
mein.  Um  die  Darstellungsweise  symmetrisch  zu  gestalten  und  insbeson- 
dere die  Componenten  des  resultirenden  Paares  in  einer  für  die  Retb- 
nung  zweckmässigeren  Gestalt  zu  erhalten,  wählen  wir  drei  beliebig* 
rechtwinklige  Coordinatenaxen  des  Massenmittelpunktes  5,  welche  im 
System  fest  und  mit  ihm  beweglich  sind  und  bestimmen  in  Bezog  au: 
die  Momentanaxe  dieses  Punktes,  wie  in  Tbl.  III,  Cap.  VII,  §.  4.  di** 
Componenten  der  centripetalen  Beschleunigung  des  Systempunktes  isy: 
nämlich:  ^^  ^^^-^  ^  ^^^  _^  ^^^^  _  ^,^^ 

nebst  den  Componenten  der  Winkelbeschleunigung: 

dSly  dSl^  dSl^  dSl^  rfÄ,  c/Ä^ 

'dr'-'-dr^^    -di''-  di'^    'dr^^  di  ^' 

Die  Componenten  der  Kraft,  welche  dem  Punkte  diese  BeschlennignOi:« 
componenten  ertheilt;  sind 

J-  =  m  [ä,  (xä.  +  ySly  +  zSlr)  -  Ä^o:  +  (^  s  -  '^i  y )] 
}'  =  m  [si,  {xSl.  +  ySl,  +  zSl.)  -  9?y  +  (-^  ^  -  '^'  ••)] 

und  sie  liefern  die  Paare  yZ  —  zY^  zX  —  arZ,  xY  —  yX^  welche  dwti» 
das  ganze  System  hindurch  zu  summiren  sind.    Bilden  wir  die  BestAs«: 
tlieile,  welche  von  der  Winkelbeschleunigung  herrühren.     Sie  lief<r*ni  i- 
die  Summe  ^{}fZ — rF)  die  Glieder 
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dt  ^^    ^     '         dt  ^         dt  ' 

welche  mit  Rücksicht  auf  die  ^ezeichnungsweise 

-Sm  {y^  +  z^  =  a,i,      Em  {z^  +  x^)  =  ii„,      Um  {x'  +  y^)  =  a^,, 

Zmxy  =  a,2  =  fljn      ^myz  =  023  =  «32,      Smzx  =  «31  =  0,3 

in  der  Form 

dSta:  dSly  dSlz 

geschrieben  werden  kann.  Ebenso  enthalten  die  Summen  Z{zX  —  xZ) 
and  2{xY —  yX)  von  Seiten  der  Winkelbeschleunigung  die  Bestandtheile 

dSl^    ,  dSty  dSlz        .  dSlx  dSty  dStz 

-  «21   -^  +  ««  -^  -  «23  -5r     «°d    -  "31  "dT  -  "32  "äi «33-^- 

Die  Vergleichung  dieser  Ausdrücke  mit  Cap.  XII,  §.  9.  (S.  766)  zeigt 
aber,  dass  die  drei  so  gewonnenen  Grössen  die  partiellen  Differential- 
quotienten der  Componenten  des  resultirenden  Paares  G  der  Momentan- 

Kräfte    nach  /,   nämlich    ^-^ ,    —~i    -^  sind.     Für  die  Bestandtheile, 

dt         dt        dt 

welche  die  Centripetalkräfte  in  die  obigen  Summen  liefern,  erhalten  wir, 

wenn  wir  resp.  mSty*  x^^  »IÄ^•y^   mSlx'^  unter  den  Summenzeichen 

addiren  und  subtrahiren,  z.  B.  für  die  erste  Summe: 

Äy  [—  Stx  •  ^mxz  —  SlyZmyz  +  SlzUm  {x^  -f  y^)] 
—  Ä^  [—  Slx  •  £mxy  +  Slyllm  {z^  +  ar^)  —  Sl^Umyz] 
=  Sly  [ —  «3,  Ux  —  an^y  4"  «33 »^J 

Ebenso  für  die  beiden  anderen  Summen  StzG^  —  «ßx^^,  Sl^Gy  —  Sly-G^, 
Fügen  wir  alle  Theile  zusammen,  so  ergeben  sich  die  Componenten 
(;m^  Qi\)^  Q{i)  des  resultirenden  Paares  G^^^  für  den  Massenmittelpunkt 
und  in  derselben  Form  für  das  Beschleunigungscentrum,  nämlich: 

GW  =   -|^  +  ßy  G.  -  Ä.  Gj, . 

Wählt  man  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  (oder  auch  des 
Beschleunigungscentrums)  zu  den  beweglichen  Coordinatenazen  der  o:,  y,  z, 
so  werden  die  Componenten  des  Paares  G  der  Momentankräfte  Gx^=^  cty^Slx^ 
/;y  =a22^y»  ^«=«33'^«  (Cap.  XII,  §.  11.),  oder,  indem  wir  nacb  der 
üblichen  Bezeichnungsweise  Slx  =  p,  «^y  =  y?  Ä«=  r;  Ou  =  A^  «22  ^^  ^> 
«33  =  C  setzen,  Gx  =  Äp^  Gy  =  Bq^  Gz  =  Cr  und  nehmen  die  Com- 
ponenten des  resultirenden  Paares  der  continnirlichen  Kräfte  die  Form  an: 

51* 
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welche  Form  zuerst  von  Euler  gegeben  wurde.  Wir  werden  im  f«»!- 
genden  Capitel  von  diesen  Gleichungen  Gebrauch  machen. 

Es  ist  von  Wichtigkeit,  den  Inhalt  und  die  Bildungs weise  der  Aui- 
drücke  für   G^^\  G^^\  G^j^  genau  zu  kennen.     Die  Bedeutung  der  dm 

ersten  Glieder  -~  ^    ~\^  i    — r^i   welche  von  der  Winkelbeschleanignng 

dt         dt        dl 

herrühren,   ist  sehr  einfach.     Construirt  man   im  Reductionspunkte  das 

resultirende  Axenmoment  der  Momentankräfte,  so  sind  G^^  G^  Gz  die  Coor 

dinaten  vom  Endpunkte  R  der  Strecke  SRy  welche  dies  Moment  danteilt 

in  Bezug  auf  die  beweglichen  Azen.    SR  ändert  aber  mit  I  seine  Grosse 

und  Lage  im  System  und  es  stellen   diß  drei  Differentialqaotienten  die 

relativen  Geschwindigkeitscomponenten  des  Endpunktes  R  dieser  Streeke 

dar.     Nicht    viel    compUcirter    ist    die     Bedeutung    der     drei    Glieder 

SlyGz  —  StzGy,  SlzGa:  —  Sl^Gz,  Sl^Gy  —  SlyG,.     Trägt  man  nimlicb  Ä 

als  Länge  auf  der  Momentanaxe   des  Reductionspunktes  auf  nnd  leg: 

durch  den   Endpunkt    des  Axenmomentes    der  Momentankräfte  hiennit 

parallel   eine   Strecke  Sl  von  entgegengesetztem  Sinne,   so  erhilt  mao 

ein   Paar  ( —  Sl^   Sl)^    dessen   Axenmoment    das-  Produkt  il  AT  aus  dtt 

Winkelgeschwindigkeit  Sl  nnd   der  Projection  I^  des  Axenmomentes  '• 

auf  die  zur  Momentanaxe  senkrechte  Ebene  bt.     Nach   §.  7.  stellt  Hk 

das  Axenmoment  der   Centripetalkräfte  dar    und   zwar   nicht  nur  Dtcb 

Grösse,   sondern   auch  nach  Richtung  und  Sinn,   da  dasselbe  senkrecht 

zu  E  und   um  ^tt  im  Sinne  von  Sl  von   ihm  abweicht     Nun  hat  a^*«-: 

—  Ä  an  dem  Endpunkte  R  die  Componenten  —  Ä,»  —  ßy,  —  Ä,  bo) 
dieser  Punkt  selbst  die  Coordinaten  Gxt  Gy^  Gg,  daher  sind  die  Com 
ponenten    von    SIE    gleich    —  {SlgGy  —  SlyG,)^   —  (SljtGt  —  ^r**/ - 

—  {SlyGx  —  ÄorCy),  welche  mit  den  in  Frage  stehenden  6röss<>n  in 
der  That  identisch  sind.  Das  Kotationspaar  von  Winkelgeschwindig- 
keiten ( —  A,  Sl)  stellt  eine  Translationsgeschwindigkeit  SIE  dar,  wekbf 
gleich  der  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  R  ist,  welche  dieser  d<*f 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  verdankt,  indem  i'  seio 
Abstand  von  dieser  Axe  ist,  wenn . dieselbe  in  S  coustmirt  wird.  Dem- 
nach drücken  die  obigen  Gleichungen  Folgendes  aus: 

Das  resultirende  Paar  der  continuirlichen  Kräfte,  est 
sprechend   der  Kräftereduction   für   den  Massenmittelpooki 
oder  das  Beschleunigungscentrum,   stellt   die  OeschwiodiJ 
koit  des  Endpunktes  vom  resultirenden  Paare  der  Momeotan 
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kräfte  dar,  wenn  dasselbe  im  Redactionspankte  con'strairt 
wird  uud  zwar  stellt  die  Componente,  welche  von  der  Winkel- 
geschwindigkeit veranlasst  wird,  die  relative  Geschwindig- 
keit dieses  Punktes  im  System,  die  Componente,  welche  von 
den  Centripetalkräften  herrührt,  aber  die  Geschwindigkeit 
des  mit  diesem  Punkte  zusammenfallenden  Systempunk- 
tes dar. 

Auch  kann  man,  wenn  man  will,  bei  der  Bildung  der  drei  obigen 
Gleichungen  von  dem  eben  verfolgten  Gesichtspunkte  ausgehen,  gleich 
einfach  für  die  allgemeine,  wie  für  die  Eule  rasche  Form.  Da  nämlich 
G^^^dt  das  geometrische  Differential  von  G  ist,  so  ist  G^^^  die  absolute 
Geschwindigkeit  des  Endpunktes  des  Axenmomentes  G,  Die  relativen 
Coordinaten  desselben  sind   nun  z.  B.  für   die  Hauptaxen  Ap^  Bq^  Cr^ 

mithin  A -- ^    B-f^    C -r-  die  Componenten  seiner  relativen  Geschwin- 
dt  dt  dt  '^ 

digkeit.  Das  System  besitzt  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die 
Momentanaxe  und  p,  q^  r  sind  deren  Componenten.  Sie  ertheilen  mithin 
Dach  Tbl.  II,  Cap.  IV,  §.  8.  dem  Systempunkte,  der  mit  jenem  End- 
punkte zusammenfallt,  die  Greschwindigkeitscomponenten 

q-Cr  —  r-  Bq  =  qr{C  —  B), 

r  •  Ap  —  p'  Cr  =  pr  {A  —  C) , 

Demnach  sind  P-Bg- g- Jp  =  pq{B- J). 

Af-\-qr{C-B),       B^-{.rpiA-C),       c|:  +  /,y{B-^ 

die  Componenten  G^^\  G^^\  G^^^  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  End- 
punktes von  G. 

Saint-Gailhem,  dessen  Abhandlungen  [Nottvelie  itude  sur  la  tkeorie  des  forces 
in  Lioaville,  Joum.  de  Math^m.  T.  XVI,  p.  347  (1851)  und  Nouvelie  ditermina- 
tion  synthetique  du  mouvement  d'un  corps  solide  aitiour  (tun  point  fixe^  Liouville, 
Journ.  T.  XIX,  p.  356  (1854)]  diese  Betrachtungen  zu  Grunde  liegen,  gibt  noch 
folgende  Methode  an,  um  zu  demselben  Resultate  zu  gelangen.  Man  denkt  sich 
durch  den  Reduetionspunkt  drei  Coordinatenaxen  der  x  ^  y\  z  von  fester  Richtung. 
Durch  die  Rotation  des  Systems  um  die  Momentanaxe  erlangt  nun  dasselbe  gegen 
diese  Axen  zur  Zeit  t  '\^  dt  dieselbe  Lage,  die  es  gegen  sie  einnehmen  würde, 
wenn  es  nicht  rotirte,  dagegen  jene  Axen  sich  um  die  Momentanaxe  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  um  denselben  unendlich  kleinen  Winkel  gedreht  hätten.  Nimmt 
man  nun  auf  einer  der  drei  angenommenen  Axen,  z.  H.  auf  der  Axe  der  x\  einen 
I'onkt  fli  an  und  bezeichnet  mit  £,  77,  ^  seine  Coordinaten  bezüglich  der  Axen  der 
X,  y,  z,  so  Sind  -(flyS-a,ij),  _(Äj-a^J),  -(Ä^,,  — a^J)  seine   Ge- 

schwindigkeitscomponenten  und  da  dieselben  auch  durch  -^,  -pt  37  dargestellt 
werden,  so  bestehen  die  Gleichungen: 

—  «.An  —  Ät.      -^«Ät—  AI.       --=ä£—  An 

Nun  seien  a,  a',  a"  die  Richtnngscosinusse  der  Axe  der  x'  gegen  die  Axen  der 
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x^y^  %  und  G^>,  G  »y  G^>  die  Componenten  von  G  bezüglich  der  Azen  der  x\  y,  :\ 

sodass  E.  B. 

G^,  =  fl  ö^  +  fl'ö    +  aG^ 
und  folglich  *  or  -r        y  T 


=  a 


+    '  — y    I      "  — *    I    ^  -"«*    I    r»    ***■     I    ^ 


rf/  dt      '         dt      '  dt      '      'dt    *      y  dt     '    ^  dt 

wird.     Nimmt  man   nun  m  in  der  Entfernung  gleich  der  Einheit  vom  Redoctions- 
punkte  an,  so  werden   £  =  a,   rj  ss  a\  ^  »=  a",  also  nach  den  obigen  Formeln: 

da         ^     ,         -^     „         da          *»      "        r»               ^  r»  o      • 

—  =  Sl  a  —  i2   a  .       =  a2    a  —  Sl  a.        =  Ha  —  Sc    a  . 

Da  man  ab^r  über  die  Wahl  der  Axen  x'^  y\  z   beliebig  verfügen  kann,  so  lassen 
wir  die  Axe  der  x  mit  der  Axe  der  x  zusammenfallen,  wodurch  a  =  1,  a  =  a"=  o 

und  folglich  -—  =s  0,    — -  =  —  Ä. ,    —z—  =  Ä„  wird.    Hiermit  erh&lt  man 
^  dt  dt  "'    dt  y 


dG^.        dG 


s=  — =  •\-  SL   G    -^  St  G   ^ 


dt  dt 


dG^ 


£»  ist  aber  -- —  die  Geschwindigkeitscomponente  des  Punktes  G^^»^  G  »^  G^'  pa- 
rallel den  festen  Axen,  d.  h.  die  absolute  Geschwindigkeitscomponente  des  Punktes, 
welcher  im  System  die  Coordinaten  &^,  G^  G^  besitzt,  d.  h.  des  Endpunktes  von 

G  und  diese  ist  zugleich  cf^^K  Daher  folgt  öJJ^  =  — ~  +  Ä^ö.  —  Sl,G^.  Aehn- 
lieh  für  die  anderen  Componenten. 

§.  12.  An  dio  ReductioD  der  continuirlichen  Kräfte  scliliesscn  wir 
einige  Satze  an  über  den  Zusammenhang  dieser  Kräfte  mit  den  Mo- 
mentankräften. 

1.  Das  System  der  Kräfte  mgp,  welche  den  Systempunkten  M  ilirr 
Beschleunigungen  (p  zu  verleihen  vermögen,  ist  äquivalent  dem  System 
der  Kräfte  P,  welche  am  Punktsystem  angreifen.  Reduciren  wir  daher 
beide  Kräftesysteme  für  denselben  Punkt  0,  so  stimmen  die  Reductton»- 
resultanten  und  die  resultirenden  Axenmomente  nach  Grösse,  Ricbtno^ 
und  Sinn  überein  und  haben  mithin  auch  gleiche  Componenten  odrr 
Projectionen  in  Bezug  auf  irgend  welche  Axen.  Projiciren  wir  suDäcWl 
die  Reductionsresultanten  auf  irgend  eine  Axe  x^  so  erhalten  wir,  da 
ihre  Projectionen  die  Projectionssummen  ihrer  Componenten  sind,  dit^ 
Gleichung   Stntpjc  =  ^Pxy   wo   der   Index  x   dio   Projection   bexeichnct 

Es  ist  aber  tpx  =  -r*'^ ,  mithin  erhält  man  weiter ; 

und  indem  man  diese  Gleichung  über  ein  beliebiges  Zeitintcrvall  /  —  ^ 
integrirt :  ^ 

Es  stellt  hierin  aber  £mv.v  dio  Projection  der  Reductionsresultanten  der 
Momentankräfto  auf  die  Axe  x  zur  Zeit  t  und  2{mvx)  dieselbe  Grosse 
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zur  Zeit  i^  dar  und  ist  Pa^dt  der  Elementarantrieb   der  Projection   der 
Kraft  P.     Daher: 

Die  Aendorung,  welche  die  Projection  der  Resultanten 
der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  im  Laufe  der  Be- 
wegung während  irgend  eines  Zeitintervalles  etleidet,  ist 
gleich  dem  Totalantrieb  aller  auf  diese  Axe  projicirten 
Kräfte  während  derselben  Zeit. 

Man  kann  das  System  selbst  auf  die  Axe  projicirt  denken,  jedem 
Projectionsp unkte  die  Masse  des  Hauptpunktes  beilegen  und  den  Satz 
als  einen  Satz  für  das  lineare  veränderliche  System,  welches  die  Pro- 
jection des  gegebenen  ist,  auffassen.  —  Die  Gleichung  d'  Zmvx  =  ^Pxdt 

dR 
safft  im  Grunde   nichts  weiter   aus,    als  dass  -—^  ==  i?lf>,   wenn  i?,  Ä<^^ 

die  Resultanten  der  Momentankräfte  und  der  continuirl ichen  Kräfte  sind. 

Ist  ZPj.=iO^  so  ist  Emvx  constant. 

2.  Projiciren  wir  das  resultirende  Axenmoment  der  Kräfte  mq>  und 
(las  der  Kräfte  P  auf  die  Axe  x.  Wir  erhalten  die  Projectionen  dieser 
Grössen,  indem  wir  mtp  und  P  auf  die  Ebene  senkrecht  zu  x  projiciren 
und  die  Momente  ihrer  Projectionen  für  den  Schnittpunkt  dieser  Ebene 
mit  der  Axe  x  nehmen.  Sind  q>^^  Q\  'ST,  q  die  Projectionen  von  tp  und 
P  und  ihre  Abstände  von  der  Axe  x^  so  besteht  demnach  die  Gleichung 
Smtp^7!f  ^==^  ZQq.     Nun   ist  aber   nach  Thl.  III,    Cap.  I,   §.  21.,   wenn 

^',/)i  das   Moment   der  Geschwindigkeit  ist,    — —^  =  (p^is.     Daher  er- 

bält  man: 

d'  Zmv^p^  =  ZQqdt 

und  folglich  durch  Integration: 

Zmv^p^  —  ^{j^^\P\)  =  ^  iQqdt, 

Hierin  stellt  mv^Pi  das  Moment  der  Momentankraft  mv,  und  folglich 
Zmv^p^  die  Projection  des  resultirenden  Axenmomentcs  der  Momentan- 
kräfto auf  die  Axe  x  dar.     Daher: 

Die  Aenderung,  welche  die  Projection  des  resultirenden 
Axenmomentes  der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe 
im  Laufe  der  Bewegung  des  Systems  während  irgend  eines 
Zeitintervalles  erleidet,  ist  gleich  der  Summe  der  Momente 
aller  Kraftantriebe  in  Bezug  auf  dieselbe  Axe  während  der- 
selben  Zeit. 

Man  kann  diesen  Satz  als  einen  Satz  über  die  Projection  des  Systems 
auf  die  zur  Axe  x  senkrechte  Ebene  auffassen,  wenn  man  den  Projec- 
tionspnnkten  die  Masse  der  Hauptpunkte  beilegt.  Das  Projectionssystem 
ibt  während   der   Bewegung  veränderlich.   —    Die   zu   Grunde  liegende 
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JA« 

Gleichung  sagt  nichts  weiter  aus,  als  dass  -^  =  C2\  wenn  G  und  G  *' 

die  resultirenden  Axenmomente  der  Momentankräfte  und  der  continidr- 
liehen  Kräfte  für  den  Punkt  0  bedeuten.  Ist  £Qq  =  6?^*^  =  0,  so  bleibt 
ümv^Pi  ^^  ^x  constant. 

3.  Man  kann  den  vorigen  Satz  etwas  anders  formuliren.  Zu  dem 
Ende  ziehen  wir  vom  Heductionspunkte  0  aus  nach  allen  Systemponk- 
ten  M  die  Radien vectoren  OM  und  betrachten  die  Elementarsectoren 
OM]\f^=  dSy  welche  sie  im  Zeitelemente  dt  durchstreifen.  Da  die  Pro- 
jection  des  Bogenelementes  MM'  gleich  v^dt  ist,  so  stellt  ^Vldt^p^  den 
Inhalt   der  Projection  dSx  von  dS  auf  die  zu  x  senkrechte  Ebene  dar 

und  ist  mithin  v*  p,  =  — r-^ .    Hiermit  erhält  man  die  Ausdrücke  in  2. 

dt 
unter  der  Form: 

€ 


0  / 

•o 


dk  h.:  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  0  nach  allen 
Punkten  des  in  Bewegung  begriffenen  Systems  Radien- 
vectoren  und  projicirt  das  System  sammt  ihnen  auf  einr 
Ebene,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Sectoren- 
beschleunigungen  der  projicirten  Radienvectoren  und  den 
Massen  der  Systempunkte,  auf  welche  sich  letztere  beziehen, 
gleich  dem  halben  resultirenden  Axenmomente  aller  Kräfte 
für  den  Punkt  0  als  Reductionspunkt,  projicirt  auf  die  lor 
Ebene  senkrechte  Axe.  Die  Aenderung,  welche  die  Snmise 
der  Produkte  aus  den  Massen  und  den  Sectorongeschwindig* 
keiten  der  projicirten  Radienvectoren  im  Laufe  irgend  einer 
Zeit  erleidet,  ist  die  halbe  Aenderung  der  Projection  de> 
resultirenden  Axenmomentes  der  Momentankräfte  auf  die- 
selbe Axe,  über  denselben  Zeitraum  erstreckt. 

Ist   insbesondere   C^J)  =  0,   so   bleibt  die   Grösse   £m  ~   constant 

*  dt 

und  wird  ZmSx  der  Zeit  proportional.     Also: 

Ist  die  Projection  des  resultirenden  Axenmomentes  ftir 
einen  Reductionspunkt  0  auf  eine  Axe  während  der  Bewe- 
gung Null,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  gebildet  ans  den 
Massen  der  Systempunkte  und  den  Sectoren,  welche  die 
Projectionen  der  von  0  nach  ihnen  gezogenen  Radienvec- 
toreu  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  während  irgenfi 
einer  Zeit  beschreiben,  dieser  Zeit  proportional.  (Princip 
der  Flächen  für  die  zur  Axe  senkrechte  Ebene.) 
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4.  Ist  CU)  =  o,  also  G<J>  für  jede  Axe  Null,  d.  h.  reduciren  fiich 
die  Kräfte  des  Systems  auf  eine  blose  Besultante  B^^^,  so  gilt  der  vor- 
stellende Satz  für  alle  Eben.en.  Ist  tiher  G^^^  =^0,  so  bleibt  das  resul- 
tirende  Paar  G  der  Moment ankiäfte  nach  Grösse,  Bicbtung  und  Sinn 
nnverftnderlicb  und  gilt  dasselbe  für  seine  Projection  G^  auf  irgend  eine 

Axe.     Da    nun    Um  -r^  =  ^  Zmv*p*  =  i€?*,    also    in    diesem    Falle 

dt 

ZmSj,  —  £{mSjc)  =  2m  {S^  —  S,J  =.^G^{t  —  /q),  so  wird  die  Summe 

0 

der  mit  den  Massen  mnltiplicirten  Sectoren  mit  Gje  gleichzeitig  ein  Maxi- 
mum. Der  grösste  Werth,  den  G^  annehmen  kann,  ist  aber  G  selbst. 
Daher: 

Wenn  die  Kräfte  des  Systems  sich  auf  eine  blose  Re- 
sultante R^^^  reda.ciren,  so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für 
alle  Ebenen  des  Raumes.  Für  die  zur  Axe  des  resultirenden 
Paares  der  Momentankräfte  senkrechte  Ebene  ist  die  Summe 
der  mit  den  Massen  mnltiplicirten  Sectoren  ein  Maximum. 
Diese  Ebene,  welche  sich  während  der  Bewegung  des  Systems  fort- 
während parallel  bleibt,  heisst  die  invariabele  Ebene  des  Systems. 

5.  Die  Gleichung  2mq>je  =  ZPje  in  Nr.  1.  wollen  wir  durch  tp^g  =  — ^ 

dx 
und  ^x'=^~r^  wenn  dx  die  Projection  des  Bogenelemenles  auf  die  Axe 

X  ist,  welches  der  Systempunkt  M  im  Zeitelemente  beschreibt,  umge- 
stalten.   Es  wird  q>x  =  ~^ — -%   mithin  2m  tp^  = ^ ~  und  weiter 

dx  dx 

*^®'  d'2^mvJ  =  2P:,^dx. 

Wenden  wir  das  Projiciren  noch  auf  zwei  andere  Axen  y,  z  in  gleicher 
Webe  an,  so  kommt: 

rf.  2^mvy^  =  2Ps,dy,       d-  Z^mVz^=  EPzdz 

und  durch  Addition  aller  drei  Gleichungen  mit  Rücksicht  auf 
Z\mvJ  +  Z^mvy^-^  Z^mvz^  =  i^ Zmv^: 

d  .  l^  2mv^  =  2{P^dx  -f  Pyrfy  -f-  Pzdz), 

Die  rechte  Seite  stellt  nun  die  Summe  der  Elementararbeiten  der  Kraft- 
componenten  Pjcj  Py^  Pz  von  P  dar.  Diese  Grösse  ist  die  Elementar- 
arbeit von  P,  welche  mit  Pdp  bezeichnet  werden  möge  längs  des  Weges 
ds^  den  der  Angriffspunkt  von  P  im  Zeitelemente  beschreibt.  Integriren 
wir  die  vorstehende  Gleichung  und  bezeichnen  die  den  Werthen  v^  ent- 
sprechenden Werthe  oder  Bogenabstände  s  mit  ^q,  so  erhalten  wir 


s 


»0 
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d.  h.  die  Aenderang,  welche  die  halbe  lebendige  Kraft  beim 
Uebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  in  eine  zweite 
Lage  erleidet,  ist  gleich  der  Totalarbeit  aller  Kräfte  längt 
der  Wege  ihrer  Angriffspunkte.  (Princip  der  lebendigen 
Kraft.) 

6.    In   ähnlicher  Weise  kann   man  die  Gleichung  2m  —^  =  \  C'j' 

umgestalten.     Setzt  man  nämlich,   wie  S.  214.  die  Sectorengeschwindig- 

keit  -—^'  ==  ij^tr,   die  Sectorenbeschleunigung  —ty~  =  ~J^  =  ^x»  w  ^^ 

-— s-  =  — r-  =     ^-      =     --t, und  indem  man  noch   zwei   andere 

dr  dt  dSx  dSa: 

Axen  y,  z  hinzunimmt,  sodass  Qq  durch  yP^  —  zPy  dargestellt  werden 

kann,  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

d  .  ümriJ  «=  £(yP,  —  zPy)  dS^ 

und  ebenso  erhält  man 

d'  Smriy^  =  £{zPa;  —  xPz)dSy,     d  -  Smri^^  =  £ {xPy  —  y Ps)  dS,. 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  folgt  dann,  wegen 

%r^  +  Vy^  +  Vz^  =  n^ 
wo  97  die  Sectorengesch windigkeit  des  Radiusvcctors  OM  darstellt: 

d .  Zmri^^  2[iyPz—  zPy)  dS:,  +  {zP^  —  xP,)  rfSy  +  {xPy  —  yPs)dSA. 
Es  sei  nun  dS  der  Elementarsector ,  den  der  Radiusvector  von  0  nnch 
dem  Angriffspunkte  M  von  P  im  Zeitelemeute  beschreibt,  dann  ist,  wenn 
die  Normale  seiner  Ebene  die  Richtungswinkel  a,  /3,  7  besitzt: 

dSx  =  dS  •  cos  a,      dSy  =  dS  •  cos  ß,      dSt  =  dS  -  cos  y; 

ferner  wenn  das  Axenmoment  F  des  Paares  (/*,  —  P)  die  Richtnnp» 
winkel  a,  6,  c  hat: 

yPs  —  zPtj  =  F'  cosa^    zPx  — xPz=^  F-  cosb^    xPy  —  yPjr=  F'Cosc 

Hiermit  wird,  wenn  X  den  Winkel  zwischen  jener  Normale  und  T  be- 
zeichnet, der  Inhalt  der  Klammer  unter  dem  Summenzeichen  recht» 
gleich  FdS  •  cos  k  und  folglich 

rf.  £mr[^  =  ZF  cos  X  •  r/S, 
sowie  5 

Zmif  —  £mfiQ^  =  £  I  Fcosk  '  dS. 


t 


Die  Grösse  F  cos  k*  dS  kann  der  Analogie  mit  der  Arbeit  von  P  vfgen 
die  Elementararbeit  des  Paares  F  längs  des  Sectors  dS  genannt  werden 
Denkt  man  dS  auf  der  Normalen  wie  ein  Axenmoment  aafgctrngen,  ^* 
kann  die  Elementararbeit  F  cos  X  *  dS  definirt  werden  als  das  Prodnit 
aus  dem  Elementarsector  dS  und  der  Projection  des  Axenmomentes  T*«^ 
seine  Ebene   oder  als   das   Produkt  von  F  und  der  Projection  von  </> 
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» 
auf  die  Ebene   dieses  Paares.     Die  Grösse  mif  spielt  die  Rolle   einer 

„lebendigen  Sectorenkraft  ^S  doch  dürfte  der  Gebrauch  dieses  Ausdrucks 
nicht  zu  empfehlen  sein. 

§.  13.  Ist  das  System  nicht  frei,  sondern  gewissen  Bedingungen 
unlerworfen,  so  wird  man  dieselben  durch  Kräfte  ausdrücken  und  dem 
gegebenen  Kräftesystem  hinzufügen.  Die  Darstellung  x  der  Aequivalenz 
der  Kräfte  mfp  und  der  gegebenen  Kräfte  einschliesslich  der  zuzufügen- 
den Bedingungskräfte  führt  zur  Ermittelung  der  Bewegung  des  Systems 
und  der  Intensität  und  Richtung  der  Bedingungskräfte.  Besitzt  das 
System  einen  festen  Punkt  oder  eine  feste  Axe,  so  können  diese  Be- 
dingungen auch  durch  unendlich  grosse  Massen  eingeführt  werden,  wie 
Cap.  XII,  §.  18. 


XIV.  Capitel. 

Probleme  der  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems. 

§.  1.  Wenn  der  Geschwindigkeitszustand  eines  unveränderlichen 
Systems  zu  irgend  einer  Zeit  t^  bekannt  ist,  sei  es  dadurch,  dass  die 
Geschwindigkeiten  dreier  Systempunkte  oder  dadurch,  dass  ein  System 
von  Momentankräften  gegeben  sind,  welche  denselben  hervorzurufen 
vermögen,  wenn  ferner  der  Beschleunigungszustand  für  alle  Zeiten  be- 
kannt ist,  sei  )Cs  durch  die  Beschleunigungen  dreier  Punkte  oder  durch 
ein  Kräftesystem,  welches  ihn  erzeugt,  so  ist  der  Vorgang  der  Bewegung 
des  Systems  bestimmt,  und  kann  im  Allgemeinen*  ermittelt  werden.  Es 
treten  nämlich  zu  den  Grössen  /?o,  G^^  nämlicl^  der  Resultanten  und 
dem  resultirenden  Paare  der  Momentankräfte  zur  Zeit  /q  die  Elomentar- 
kräfte  R^Q^di^  ^o^dt  hinzu,  um  die  Resultante  Ri  und  das  resultirende 
Paar  G^  für  den  nächstfolgenden  Zeitmoment  'i  =  'o  "l"  ^'o  ^^  bilden ; 
durch  Zutritt  der  Elementarkräfte  R[^^dty  G^^^dt,  welche  der  Zeit  /j  ent- 
sprechen, bilden  sich  ebenso  i^j»  ^2  ^^^  ^^^  folgenden  Moment  /j  Q*  s.  w. 
Sind  also  Ä<^)  und  G^^^  und  mithin  R^^Ui,  G^^)  dt  zu  allen  Zeiten  be- 
kannt, so  kennt  man  auch  R  und  G  zu  allen  Zeiten.  Durch  die  Mo- 
mentankräfte ist  aber  nach  Cap.  XII.  der  Geschwindigkeitszustand  des 
Systems  für  alle  Zeiten  bestimmt.  Ist  aber  der  Geschwindigkeitsznstand 
Hir  alle  Zeiten  bekannt,  so  sieht  man  leicht,  wie  die  Lage  des  Systems 
zu  jeder  Zeit  bc}ßtimmt  ist,  falls  sie  für  irgend  eine  Zeit  als  gegeben 
angenommen  wird. 

Je  nachdem  die  continuirlichen  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist,  R^^^ 
uud  (7<^)  als  Functionen  des  Ortes,  der  Zeit,  des  Geschwindigkeits- 
zustandes u.  s.  w.  bestimmt  sind,  modificirt  sich  das  Problem  der  Be- 
wegung. 
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§.  2.    Um  eiD  Problem  der  Bewegung  eines  anveränderlicbeD  Systems 

behandeln    zu  können,    drücken   wir   die   Aequivalenz   der   Kräfte   m^. 

welche   den  Systempnnktcn    zur   Zeit  i  ihre  BeschleuniguDgen  ^  zo  er- 

theilen  vermögen,   mit  dem  gegebenen  Kräftesjstem  aus.     Dies  vst  auf 

verschiedene  Art  möglich  und  führt  zu  sechs  Gleichungen,  welche  man 

die   Gleichungen   der  Bewegung    des   Systems  nennt.     Da  die   Compo- 

nenten  der  Beschleunigung  g>i  des  Punktes  m,  (x,-,  yt,  zi)  parallel  dreien 

rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  die  wir  im  Räume  fest  annehmen  wollen, 

cr^*C'      örV'      d-Z'  dkX'  o^ti'  «  * 

die   Werthe   -~ ,    -^ ,    -^  sind,    so    stellen   m -^ ,    m -^ ,    m  ^ 

die  Componenten  der  Kraft  mq>i  dar  und  liefern,  indem  wir  sie  für  den 

Coordinatenursprung  reduciren,   eine  Resultante  von   den   Componenteo 

(*oc '  cf  1/  ■  (i  Zi 

Zmi  -r«-\    ^^i    .o  »    -^»»i -7^  und  ein  resultirendes  Paar  von  den  Com- 
dr  dl*  dr 

ponenten 

wobei  die  Summationen  über  alle  Punkte  des  Systems  zu  erstr«<^eD 
sind.  Sind  andererseits  Xi,  F»,  Zi  die  Componenten  der  gegebeneL. 
am  Punkte  {xiyiZi)  angreifenden  Kraft  P,-,  so  liefert  die  Reduction  dieaer 
Kräfte,  die  sich  an  irgend  welchen  Punkten  auch  auf  Null  redncires 
können,  ebenso  die  Resultante  von  den  Componenten  ZXiy  £Ti,  XZ, 
und  das  resultirende  Paar,  dessen  Componenten 

£{yiZi—ZiYi),     2{ziXi--XiZ,),     2"  (ar.F..  —  y.X,) 

sind.  Die  Aequivalenz  beiderlei  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist,  da-» 
Gleichgewicht,  welches  zwischen  den  erstcren  und  den  im  entgrtgeD* 
gesetzten  Sinne  genommenen  Kräften  der  zweiten  Art  bestehen  nraüs. 
ergibt  daher  die  folgenden  sechs  Bewegungsgleicbungen : 

d^oc '  f     vtz  '  d^u  "1 

^fni  -^  =  ZYi,         Zmi  (  z,  -^'  —  x»  —  j  =  £{ziXi  —  jr.Z.) 

2m,  ^  =  -SZ,,  £m^  (x,^  -  y,  ^)  =  2: (a:, F,  -  y. J.) • 

In    dieser  Form   sind    diu  Bewegungsgleicbungen    zur  Lösung  eioe^ 
Problems  nicht  unmittelbar  zu  verwenden,  denn  sie  enthalten  die  Coor 
dinaten  aller  Systempunkto,  während  die  Kenntniss  der  Bewegung  dreifr 
Systempunkte  hinreicht,  um  die  aller  übrigen  zu  bestimmen.    Sie  mosMo 
demnach  so  transformirt  werden,    dass  blos  Bestimmungsstttcke  der  B<* 
wegung    dreier    Punkte    darin    vorkommen.     Als    solche    Bestimmung^' 
elemente  können  die  Coordinaten  dreier  Punkte  gelten.    Deren  siod  nwü. 
Da  aber  die   drei    Punkte   unveränderliche  Abstände   behalten,  welche» 
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darch  drei  Bedingongsgleichungen  ausgedrückt  wird,  so  bleiben  blos 
sechs  jener  Coordinaten  als  erforderlich  übrig  and  zu  ihrer  Bestimmung 
reichen  die  sechs  Bewegungsgleichungen  hin.  Die  drei  Punkte  sind 
beliebig  wählbar.  Vermöge  seiner  ausgezeichneten  ISigenschaften  em- 
pfiehlt sich  für  den  einen  vor  allen  der  Massenmittelpunkt  S.  In  der 
That  lassen  sich  mit  Hülfe  derselben  die  drei  ersten  Gleichungen  sofort 
60  umschreiben,  dass  in  ihnen  seine  Coordinaten  0:09  ^09  ^0  ^^I^in  ^^^' 
kommen.  Setzen  wir  nämlich  Xi  «=  ar^,  -["  Im  Vi  =  ^0  4"  Vh  ^«  =*=  ^0  "f"  f«» 
sodass  It,  ijn  Si  Aie  Coordinaten  des  Systempunktes  Xi'yiZi  in  Bezug  auf 
ein  dem  festen  Coordinatensystem  paralleles  bewegliches  Coordinaten- 
System  sind,  dessen  Ursprung  im  Massenmittelpunkte  (arg,  ^0,  z^  h'egt,  so 

da  Zmi  £,  s=  0  und  ebenso 


da  2^m,-f}.-=0  und  2'm,- S*.- ss  0  ist.  Man  erhält  demnach  an  die  Stelle 
der  drei  ersten  Bewegungsgleichungen  die  folgenden:  ' 

*^»==£jr,,       M^^ZY,,      M^^EZ,. 

welche  die  Beschlennigungscomponenten  des  Massenmittelpunktes  gleich 

'   EXi^    -^  ZYiy    -^  £Zi  geben  und   durch  ihre  Integration  die  Be- 

wegung  dieses  Punktes  bestimmen.  Diese  Gleichungen  sind  die  eines 
Punktes,  an  welchem  die  Kräfte  ZXiy  ^Yit  £Zi  angreifen.  Daher  kann 
man  sagen: 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  als 
ob  alle  Kräfte  des  gegebenen  Kräftesystems  mit  denselben 
Intensitäten  und  nach  denselben  Richtungen  an  ihm  an- 
griffen. 

Legen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  S  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Axen,  welche  dem  beweglichen  Systeme  angehören  und  wählen 
wir  auf  diesen  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  S  jene  beidefi  noch 
übrigen  Punkte.  Sind  a,  fr,  c;  a\  b\  c  die  Kichtungscosinnsse  dieser 
beiden  Axen  gegen  die  Azon  der  £,  97,  J;  oder  der  x^  y,  x,  so  stellen 
diese  Grössen  zugleich  die  Coordinaten  §,  17,  £  der  beiden  Punkte  dar. 
Grösserer  Symmetrie  der  Formeln  wegen  nimmt  man  noch  die  dritte, 
zu  jenen  senkrechte  Axe  hinzu  und  bezeichnet  ihre  Kichtungscosinnsse 
mit  a\  b'\  c'\  Zur  Wahl  dieser  diei,  dem  System  angehörigen  Axen 
empfehlen  sich  ihrer  ausgezeichneten  Eigenschaften  hinsichtlich  der  Kräfte- 
reduction  wegen  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes,  deren  wir 
uns  daher  im  Folgenden  fortwährend  bedienen  werden. 
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Führen  wir  zunächst  die  Sahstitntion  ar,- =  x^,  +  |.-,  yi  =  y,i  +  »:i 
U  =  ^0  H"  &  *^  ^®^  ^^^^  letzten  Gleichungen  aus,  so  wird  «.  B,  di^ 
linke  Seite  der  ersten  von  ihnen: 

und  die  rechte  Seite: 

^{yiZi-  ZiY^)  =  Z  {fiiZi  —  SiYi)  +  y^ZZi  —  z^EYi. 

Wenn  man  daher  die  bereits  transformirten  drei  ersten  GleichoDi^ec 
benutzt  und  die  Rechnung  vollständig  durchfuhrt,  so  nehmen  die  dr«-. 
letzten  Bewegungsgleichungen  die  Form  an: 

Um  nun  die  Grössen  a,  6,  cj  a',  6',  c\  a\  h'\  c'  in  diese  i\V\ 
chungen  einzuführen,  nehmen  wir  die  Hauptaxen  des  Massenmittel- 
punktes als  Coordinatenaxen  der  x\  y\  Zy  sodass  die  CoordiDsten  i^ 
Tliy  f,  durch  «/,  y,',  z!  mit  Hülfe  der  Formeln  (S.  145)  ausgedrückt  wer- 
den, nämlich: 

I,.  =s  a  xl  +  o'y/  +  «"«/ 
1?«  =  6 a:/  +  b'yl -|-  b"z'i 

U  /|  r       t      \  ff      f 

f.-  =  <?Är, -|-  c  y,  +  c  2, , 
worin   x/,  y/,  2:/  die  Lage   des  Punktes  im   System  gegen  die  Hiupt- 
axen  festsetzen   und  von  der  Zeit   unabhängig  sind.     Die  linken  Seiten 
der  zu  transformirenden  Gleichungen  sind  nun  die  Derivirten  der  C'M 
ponenten  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte,  nämlich  von 

sodass   zunächst   diese  Ausdrücke  umzugestalten   sind.     Nun   liefert  d^' 
Differentiation  der  vorstehenden  Formeln: 

dt   ~  '''  dt  "•"  ^*   dt~  ■**  *'  ~di 


dfii  _     ,dh  /  ^*'    ,      .  db" 

dt  ~  "^^  dt  "^  ^'  dt    ■*■  ^*    dt 
dSi  f  de    .      ,  dc^  ,      ,  de' 

worin  aber  die  Differentialquotienten  der  KichtungBCOBinnsse  dorch  Ji*' 
Componenten  />,  9,  r  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Flaoptaxi"- 
auszudrücken  sind  mit  Hülfe  der  Formeln  (S.  152): 
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da         .        .  ,/ 

f 

dl            ^             ' 

da" 

dt         '•^- 

-  ap 

dl         *'•        **' 

d^         ,„          . 

db"        , 
dl          **- 

-b'p 

äc 

dt         '"'       '  *' 

de 

de" 
-dl    -'1- 

-c'p, 

aus  den  Gleichnngssystemen ,  wie 

a 

da 
di 

^'d!-^'  dl 

0 

1 
a 

da 
dt 

~      dt  ~      dl 

r 

„da    ,     „db    ,     „de 
a  — — \-  b  ~ — (-c--  =  —  g 
dl  ^      dt  ^      dt  '■ 

u.  s.  w.  entspringen.     Substitoirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Derivirten 

von  g,-,  iy,-,  fi,  bildet  hierauf  die  Grössen,  wie  Zmi  ( i^,-  ---  —  f,-  --  j  u,  s.  w. 

und  berücksichtigt  die  Eigenschaften 

Zmi  Xi  y/  =  0 ,       £mi  yl  zl  =  0 ,       Emi  zl  xl  =  0 
der  Hanptaxen,  so  kommt  z.  B. 

+  [(6'c"—  fc"c')  p  —  (6'c  —  6 c')  r]  2;m.y.'» 
+  [(6"c  —  bc")  q  —  (6"c'-  b'e")  p]  £mix{\ 
welcher  Ansdrnck  aber  mit  Hülfe  der  Relationen  (S.  146) 

be  —  b  e  =  a       ea  —  c  a  =  b       ab  —  a  b  =  e 

* 

b  e  —  be  =  a       e  a  —  ea  =^  b       ab  —  ab  =  e 

%  y       tf^  ff         f         f  iff        i'  'i  " 

bc  —  b  c  =  a       ea  —  cö=o       ab   —  ab  =  e 

übergeht  in 

£mi  \Vi    --  —  ?,  ~)  =  {ag  +  a'V)  Zrmx/'^  +  (a'V  +  «p)  Emtyl'^ 

+  («P  +  «V)  ^mzi^ 

and    mit   Hülfe   der   üblichen   Bezeichnung   der  Hauptträgheitsmomente, 

nämlith 

-£«.-  (y.'»  +  */^)  =  ^,       -£«.  (*.'*  +  xP)  =  fi,       2'm,(x,''  +  yP)  =  C, 

woraus 

22:iii,ar/2=5+C  — ^,    2Zm.y/2=  C  +  ^  —  J?.    2EmizP=A+B^C 

folgen,  nebst  den  beiden  analogen  Ausdrücken  die  Form  annimmt: 

EriH  yii-ir^  —  ?.  Yt)  =  ^P  «  +  ^V  «'+  ^^«' 
•  -^'"'  (f*  ^  -  5.-  ^f")  =Apb  +  Bg  b'+  Crb' 
£m,  (S.  ^'  +  ^.  ^f)  =  Ape+Bg  c'+  C7i 


// 


^/ 


rc". 


816  Probleme  der  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems.         XtV.  Cap. 

Man  erkennt  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleicbnngen  die  ProjectioneD 
der  Componenten  ^p,  Bq^Cr  der  Componenten  des  resnltirenden  Ptarfs 
G  der  Momentankräfte  auf  die  Alen  der  x^  y,  z\  Demnach  nehmen 
jetzt  die  drei  letzten  Bewegungsgleichnngen  die  Form  an: 

^^{Apa  +  Bq  a' +  Cra")  =  2:(i?.Z,  -  g,  Yi) 
-^^{Apb  +  Bq  6'  +  Cr  6")  =  E  (&X,  —  I.Z^ 

^  (^p  c  +  Bq  c'+  Cr  O  =  E  (5.F,  —  ni^i)' 

Hierin  sind  nun  noch  die  Differentiationen  aaszaftihren.  Vollzieht  mio 
diese  Operation  und  combinirt  die  sich  so  ergehenden  Gleichungen,  iodem 
man  sie  der  Reihe  nach  mit  a,  6,  c;  €t\  h\  c'\  d\  b'\  c"  multiplicirt  nnd 
addirt,  dabei  aber  die  Relationen  a^+  ft^-f"  ^^'^  1>  aÄ'+6fr'+cc'=0,... 
da     ,     ^  db'  de  da'    ,     ,    db"    .         de" 

dt    ^       dt    ^       dt  '         dt     ^        dt     ^        dt  * 

(S.  148)  berücksichtigt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass  di^" 
entstehenden  rechten  Seiten  der  neuen  Gleichuugsformen  die  Comp«^ 
nenten  des  resultirenden  Paares  der  continuirlichen  Kräfte  beiüglidi 
der  Hauptaxen  sind,  die  wir  früher  G^J^\  G^^\  G^^^  nannten: 

^  f  +  (C  -  5)  ?r  =  C») 

Dies  sind  die  Euler'schen  Gleichungen,  welche  sich  bereits  Cap.  XIII. 
§.  11.,  S.  804  ergaben. 

§.  3.  Der  Sinn  der  im  vorigen  §.  ausgeführten  Transformation  dfr 
Bewegungsgleichungen  ist  nun  der,  dass  die  jetzigen  drei  ersten  Glei- 
chungen die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes,  die  drei  letzten  (Ei- 
le raschen)  Gleichungen  die  Bewegung  der  Hauptaxen  dieses  Paoktfe 
charakterisiren.  Nun  kann  die  Bewegung  eines  unveränderlichen  System*' 
immer  in  eine  Translationsbewogung  gleich  der  Bewegung  irgeod  eiso 
Systempunktes  und  eine  Rotationsbewegung  um  eine  durch  diesen  Pnokt 
gehende,  gleichfalls  in  Translationsbewegung  begriffene  Momentan&ie 
aufgelöst  werden.  Der  liier  ausgeführten  Transformation  liegt  die  Spal- 
tung in  eine  Translationsbewegung  gleich  der  Bewegung  des  Hassen 
mittelpunktes  und  eine  Rotationsbewegung  um  eine  Momentanaxe  diese» 
Punktes  zu  Grunde  (vgl.  Tbl.  I,  Cap.  V,  §.  7.,  S.  74).  Mit  bcsoodertm 
Vortheil  wird  man  sich  nun  behufs  der  Behandlung  der  Bewegung«* 
gleichungen  der  Euler'schen  Transformationsformeln  (S.  153)  bedienen. 
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• 

welche  mit  Hülfe  dreier  Winkel  9),  1//,  <&  die  Lage  der  beweglichen 
Hauptaxen  gegen  ein  festes  oder  in  Translation  begriffenes  Coordinaten- 
System  (der  x^  y^  z  oder  der  x\  y\  z^  charakterisiren.  Zugleich  sind 
dann  die  Componenten  p,  q^  r  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  durch  die 
S.  154  angegebenen  Formeln,  worin  •^x'«  ^y'^i  ^z'  mit  Pi  g^  f  überein- 
stimmen, auszudrücken,  nämlich  durch 

d^  ,    d^    , 

p  =       -^  cos  (p  -f-  -—  sin  q)  stn  d^ 
ai  dt 

d^    .  ,    d^ 

a  = sjn  g>  -{-  --  cosw  sin& 

*  dt        ^    *    dt        ^ 

r  =       — -  H — —  cos  v . 
dt    '    dt 

Endlich  sind  C^^),  G^^\  C^^)  gleichfalls  durch  ?>,  t/;,  -»  darzustellen.  So- 
bald  dies  geschehen,  liefern  die  Euler'schen  Oleichungen  in  Verbin- 
dung mit  den  Ausdrücken  für  p,  ^,  r  durch  eine  zweimalige  Integration 
9,  1/;,  <&  und  p,  g,  r  als  Functionen  der  Zeit  und  ebenso  geben  die  drei 
ersten  Gleichungen  Xq^  ^q,  z^  und  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  Massenmittelpunktes.  Die  zwölf  Constanten,  welche  die  Inte- 
gration der  sechs  Bewegungsgleichungen  einführt,  sind  durch  die  Werthe 

dcp     diu     d^     dXf.     dva     dzn   ^     ,         ,     . 
von  9,  ^,  O;   Xq,  yo»  hi    -^^    ^»   ^5    ^»    -^>   -^  ^r  n^mii  eine 

Zeit  /(j,  d.  h.  durch  die  Stellung  des  Systems  und  die  Componenten 
seiner  Translations-  und  seiner  Winkelgeschwindigkeit  zu  dieser  Zeit 
zu  bestimmen. 

'§.  4.  Ist  das  System  Bedingungen  unterworfen ,  so  wird  man  nach 
Umständen  Modificationen  in  der  obigen  Transformation  der  Bewegungs- 
gleichungen  eintreten  lassen.  So  z.  B.  wird  man,  wenn  das  System  einen 
festen  Punkt  besitzt,  diesen  an  die  Stelle  des  Massenmittelpunktes  treten 

lassen. 

$.5.  Ein  nnveränderliches  ebenes  System  bewegt  sich  in  seiner 
Ebene  unter  Einflnss  von  Kräften,  welche  in  dieselbe  Ebene  fallen; 
man  soll  die  Bewegung  desselben  bestimmen. 

Kimmt  man  die  Ebene  des  Systems  znr  a;y  Ebene,  so  sind  die  Gleichnngen 
der  Bewegung: 

M^^SX,       M^-^Sr.       ^xo«.^-6<»'. 

indem  Zq  »»  0,  alle  Componenten  Z»sO,  p=s^siO,  r»>i2  werden.  M%^  be- 
deotet  das  Trägheitsmoment  C  für  die  zur  Ebene  senkrechte  Hanptaze  des  Massen- 
mittelpunktes und  G^^^  das  auf  diesen  Punkt  bezogene  resultirende  Kräftepaar. 
Die  beiden  ersten  Gleichungen  bestimmen  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
und  führen  vier  Integrationsconstanten  ein,  welche  durch  die  Lage  dieses  Punktes 
zu  irgend  einer  Zeit  t^  und  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  zn  derselben 
Zeit  specielle  Werthe  erhalten;  die  dritte  Gleichung  liefert  die  Winkelgeschwin- 
digkeit und  den  Winkel  ^,  welchen  eine  ITauptnxe  oder  auch  eine  beliebige  Ge- 
rade des  Massenmittelpunktes  mit  der  or-Axe  bildet.  Die  beiden  durch  die  Tnte- 
Schell,  Theorie  d.  Bew.  11.  d.  Krifle.  52 
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gration  dieser  Qleichong  eingeführten  Constanten  werden  durch  die  Lage  und  Winktl- 
geschwindigkeit  des  Systems  zur  Zeit  t^  bestimmt.     Mit  Hülfe  der  6leichnii|ren 

^,-  =  ^0  +  S,»         I,-  =  oc^cos  d  —  yl  sin&,        ''?'  =  ä 
erhält  man  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  der  System  punkte ,  nämlich: 


V 


+  -—  =     -^  —  (xl  sin  «•  +  ylcos  O)  Ä 


«  di  di      '      di  dl 

%  =   ^/  ==  -ST  +  rfT  -=  rf.  +  (^'  ""'^  -  y»  ""*^^- 

Um  die  Lage  des  Momentancentrams  im  System  cn  ermitteln,  sind  r^  ood  r^ 
gleich  Null  zu  setzen.  Dies  gibt  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  or/,  y/  <i»- 
selben  die  Gleichungen 

***   ,      wo  "* 

woraus  Äa;/«  «j^^  «n  «^  —  üjj^^  ro*  -0-,  fly,'  =  t»$^^  co*  ^  +  rJJ^^  nn  d.  Die  Elia. 
nation  der  Zeit  aus  diesen  Gleichungen  führt  zur  Kcnntniss  des  Ortes  der  M*» 
mentancentra  im  System.  Setzt  man  die  Werthe  für  x/,  y{  in  die  Aosdrüt»' 
für  £,-,  7}^  an  die  Stelle  von  x/,  y^  ein,  so  ergeben  sich  die  Coordinaten  jp  r 
des  Momentancentrums  und  hiermit  dessen  absolute  Coordinaten  x,  =»  j:«  4*  »*^ 
yj  ==  ^0  H~  ^1  u^^  liefert  die  Fllimination  von  t  den  Ort  der  Momentaocentra  a 
der  absoluten  Ebene. 

Die  Componenten  9^,  9  der 'Bescrlilennigung  9  eines  Systempunkte«  lar 
Zeit  <  sind: 

'i*^;        ^-r.         <^l.-        /^«r^  //Ä 

''*2^t     d^yot^Vi     rf*.yo  ,  /  '     «^  ,     '  .  A^'/Ä     /'.AI    '    Ä  o- 

d»«o      rf*Vo      da  ^^i      ^^i       ß<*^ 

^^  ^"^^  -dif'   dt^'  W  ^^"  ^^''^"  Tw-'    /»/  '  Afv  "  '^'"^  "^^  *^'*" 

Beschleunigungscentrum  sind  9^  und  tp^  gleich  Kuli.  Man  erhält  daher  die  Cv  •: 
dinaten  dieses  Punktes  und  die  Orte  aller  Beschleunigungscentra  im  Systein  0.'»  i 
in  der  absoluten  Ebene  ähnlich,  wie  vorher  die  des  Momentancentmms  gefanJf-i 
wurden. 

a.    Eh    sei    insbesondere   die  Bewegung   des   ebenen  System  >^ 
untersuchen   für  den   Fall,   dass  auf  dasselbe  keine    contioairlicbi  ^ 
Kräfte    oder    nur   solche    wirken,    welche    sich    fortwährend  Oleicl 
gewicht  halten. 

Hierfür  ist  SX^  =  ^V^  =  0,    6^^^  =  0   und   mithin   '^^^  =  0.    ^*  "* 

-     =  0,  woraus  Xq  =^  ai  +  a,   y^  =^  bt  -{-  ß,    Ä  =»  Äq,    -8-  «  Sl^t  +  9»  i  L'* 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  gerade  Linie  mit  constanter  GesehwiB«::- 
keit  und  das  System  dreht  sich  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  na  ^*^ 
Massenmittelpunkt  zugleich  um.  Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  die  Aafaai*^ 
läge  des  Massenmittelpunktes  und  einer  durch  ihn  hindurchgehenden  Gerades  na 
Coordinaten  Ursprung  und  der  x-Axe,  sodass  a  s»  /3  =»  ^^  «a  0,  also  .r«  -  *>'* 
y^f  ^=B  fßi^    ^  aa  Slgi  wlnl.     Man  hat  alsdann: 
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X,-  =  fl/  +  xl cos  Slot  —  y/ üin  Slot,      v^  =  a  —  {xl sin  Äo'  +  vl  cos  ÄqO  ^o 
y.  =  Ä/  -}-  a?/  sin  Äft/  4-  y^^cos  Sloi^      »^  =  6  +  {x/cos  ShJ  —  y/  sin  Slot)  SIq 
und  für  die  Coordinaten  des  MomeMancentrums: 

äj:/=  a  sin  SIqI  —  b  cos  Sl^fy    a?,  =  a/  +  -pr-  (xi  cos  SIqI  —  yi' sin  Sl^t)  =»  ai  —  -^- 

Si y,'=  a  cos  üoi  +  ^  ««  «Öq/ ,     yi  —  Ä/  +  TT  (^i'  **'*  ^o/  +  yt'cos  ÄqO  =  &'  +  ?r  • 

fl*  4-  6* 
Hieraus   folgt   a?/*  +  y/«  =  — ^  —  ,    d.  h.  der  Ort   der   Momentancentra 

Wo 

im  System  ist  ein  Kreis,  um  den  Massenmittelpunkt  beschrieben  mit 

einem  Radins  ~,  wenn  Vq  die  Geschwindigkeit  Vä^-^-b*  dieses  Punk- 

a'i  J-.  ^t 
tes  bedeutet  und  weiter  bx^  —  ay^  H -^ —  =  0,  d,  h.  der  Ort  der  Mo- 
mentancentra  in   der   absoluten  Ebene    ist   eine  Gerade,   welche    im 

at  j_  ^t        (^ 
Abstände    -^ — ^^  ~o  ^^^  der  Bahn  des  Massenmittelpunktes  parallel 

läoft.     Demnach  ist  die  Bewegung  des  Systems  die  Cycloidenbewe- 
gung  (s.  8.  50,  §.  13.). 

Für  das  Beschlounigungscentrum  erhält  man,   wenn  x^^  yt   seine  Coordina- 
ten sind: 

Xf  cos  SIqI  —  yt  sin  Sl^i  =  0,      Xf  sin  Sl^^t  —  yt  cos  Slot  ==  0, 

woraus  x^  =^  yo'=  ^  folgt.  Das  Beschleunigungscentrura  fallt  fortwäh- 
rend mit  dem  Massenmitlelpunkto  zusammen. 

b.    Es    sei   ferner  das  System  der  Einwirkung   eines    constanten 
Paares  (^^^  =»  N  unterworfen.    Die  Gleichungen 

liefern,  wenn  wir  die  Anfangslage  des  Massenmittelpunktes  zum  Coordinaten- 
Ursprung  und  die  Richtung  seiner  constanten  Geschwindigkeit  zur  Axe  der  x  an- 
nehmen: 

^o^v^t,  yo=0,  -^  =  i^^t'+Äo,  ^=-  4^^^'*+  ßu'  =  4(*''+ßu'- 
Hiermit  werden  die  Coordinaten  eines  Systempunktes  {x^\  y/): 

o^i  =  voi  +  4,.,       {,.  =»  Xi'cos  Hiifi  +  floO  -  yi^in  (\iii^  +  ÄßO 
yi  «  Vi'      Vi^'  ^i  «'«  (i  f*'*  +  ÄoO  +  /// cos  i\(it^  +  floO 

und  die  Coroponenten  seiner  Geschwindigkeit 

„^  =.  „^  ~  [x/sin  (ifi/2  +  ÄaO  +  yfcos  {{fii*  +  ÄoO]  ifii  +  ^o) 
Py  =»  [x^cos  (4  (ifi  +  ÄoO  -  y/sin  (\iit»  +  Sl^i)]  (jit  +  Sl^). 

Die  Lage  des  Momentancentrums  im  System  und  der  absoluten  Ebene  bestimmen 
die  Coordinaten  (r/,  y/;  a^i,  y,,  wofür 

{jii  +  Sl)xi=^  ÜQ  sin(\itl*  +  ÄoO»      ^i  =  ^o^ 


».,« 


(f»£  +  fl)  y,'=  »0  rö«  (i(»/«  +  floO,       yi  =«  ^^  ^  Q^  • 

nieraos   ergibt  sich  a?/«  +  y/«  *»  G  ;  jl"  o  ) »   ®^  nähert  sich  daher  mit  wach- 
sendem  i  das  Momentancentrum  dem  Massenmittelpunkte  bis  zum  Abstände  -^ 

asymptotisch  an.     per  Ort  der  Momentancentra  in  der  absoluten  Ebene  ist  die 
gleichseitige    Hyperbel    fixiyt  +  Äo»oyi  *=  V»   deren    Mittelpunkt   im   Abstände 

52* 


820  Bewegung  eines  ränml.  Systems  ohne  contln.  Kräfte.  XIV.  Ctp. 

X|  =»  —  — -—  vom   Ursprang  auf  der  geradlinigen  Bahn  des  MassenmittelpaAk- 

tes  liegt. 

§.  6.  Ein  körperliches,  unveränderliches  System  bewegt  sieb 
ohne  Einwirkung  von  continuirlichen  Kräften,  man  soll  die  Art  der 
Bewegung  desselben  ermitteln.    - 

1.  Da  keine  Reductionsresultante  R^^^  vorhanden  ist,  so  beschreibt  der  Muses 
mittelpunkt  S  eine  Gerade  mit  constanter  Geschwindigkeit  und   bleibt  die  Reiii- 
tante  der  Momentankräfte  nach  Grösse  und  Richtung  constant.     Weil  das  resd- 
tirende  Paar  G^^^  der  continuirlichen  Kräfte  Null  ist,  so  ist  auch  das  Azenmomect 
G  des  resultirenden  Paares   der  Momentankräfte  nach  Grosse  ond  Richtuoir  cod- 
stant  und  besitzt  das  System   eine  invariabele  Ebene,   die  Ebene  des  Paares  6, 
die  wir  uns   durch  den  Massenmittelpunkt  gelegt  denken  wollen.     Der  Diameter 
des  Centralellipsoids,  welcher  zu  der  mit  der  invariabelen  Ebene  xnsammenfallei- 
den  Diametralebene  desselben  conjugirt  ist,  ist  die  Momentanaxe.    Da  die$eU>r 
im  Allgemeinen  schief  geneigt   ist    gegen  die  Diametralebene»    so  tritt  die$e  ic 
Folge  der  Elementarrotation  um   die  Momentanaxe   aus  der  invariabelen  Ebtc. 
heraus  und  gelangt  eine  andere,   ihr  unendlich  nahe  Diametralebene  in  dieseUt. 
deren    conjugirter  Diameter   dadurch    zur  Momentanaxe  für   den  folgenden  Zeit 
moment  wird  u.  s.  f.    Obgleich  also  0  nach  Grösse  und  Richtung  nnverindeHi<". 
bleibt,  so  wechselt  die  Momentanaxe  doch  von  Moment  zu  Moment.    Bios  im  FaI 
dass  sie   eine  Hauptaxe  und  mithin  zu  der  ihr  conjagirten  Diametralebene  ser.k- 
recht  ist,  bleibt  sie  fortwährend  dieselbe.     Sollte  also  einmal  im  Laufe  der  1*- 
wegung  eine  Hauptaxe  senkrecht  zur  invariabelen  Ebene  werden,  so  müsst«  dt^ 
System    sich  alsdann  fortwährend  um  diese  umdrehen  und  würde   die  Rotatiou- 
axe  im  Systeme,   wie  im  absoluten  Räume  constante  Richtung  behalten,  wüfar-'si 
im  Allgemeinen  die  Momentanaxe  sowohl  im'  System  als  im  absoluton  Raone  fort 
während  wechselt. 

Nach  Cap.  XIII,  §.  12.,  S.  810  ist  die  lebendige  Kraft  2  T  eonstant  no<]  ivv 
mit  Rücksicht  auf  Cap.  XII,  §.  10.  sowohl  der  Bestandtheil  2  T^,  welcher  der  r> 
wegnng  des  Massenmittelpunktes  entspricht,  als  auch  der  2  T,  =■  A^^Mr*,  wel^r«* 
von  der  Rotation  um  die  Momentanaxe  des  Massenmittelpunktes  herrührt,  ji  v* 
für  sich.    Ist  /  der  Semidiameter  SJ  des  Centralellipsoids,   welcher  in  di«  M« 

mentanaxe   fällt,  so  wird  nach  Cap.  XII,   §.  10.  (S.  768)  2  Tj  »    ^  ond  bltik: 

folglich  während  der  Bewegung  die  Grösse         constant  nnd  Sl  proportional  J^'t 

Semidiameter  /,  nämlich   Ä  =  iV^f^. 

2  T 
Ans  Cap.  XII,  §.  10.  (S.  769)  folgt  weiter,  dass  Sl  com  ^  =^  -^ ,  d.  k.  i^ 

Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  des  resultirenden  Paaret  u«r 
Momentankräfte  constant  bleibt.    Endlich  ergab  sich  bereits  Cap.  XII,  §>  7.  ,^.  *(I 

die  Gleichung  G  ^^  -  £^  wo  S  den  Abstand  der  Tangentenobene  des  Ceotralei-, 

•  o 

soids  im  Schnittpunkte  J  desselben  mit  der  Momentanaxe  vom  MassenmitteipvüL:« 

bedeutet.     Da  nun    --   und  G  constant  sind,  so   folgt,   dass  auch  6  coostast  i*t 

Daher  behält  die  Tangentenebene  des  Centralellipsoids  im  Punkte  /,  velcbe  In- 
der zu  l  cunjugirten  Diametralebene,  also  auch  mit  der  invariabelen  Eben«  partile* 
und  senkrecht  zu  G  ist,  während  der  Bewegung  constanten  Abstand  vom  Mft»<S' 

ii      V^Y»        ,  .    VL 

mittülpunkte.     Loj^t  man   also  im  Abstände  ^  =  *s  '   von  5  ein«  ^^'*' 
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senkrecht  cur  Aze  des  resaltirenden  Paares  der  Momentankräfte,  so  wird  dieselbe 
während  der  Bewegung  vom  Centralellipsoid  in  immer  anderen  nnd  anderen  Pank- 
ten  berührt. 

Hierdarch  ist  die  Bewegung  des  Centralellipaoids  und  damit  die  Bewegung 
des  Systems  selbst  vollständig  klar  und  hat  man  den  Satz: 

Ein  unveränderliches  System,  welches  nicht  von  continuirlichen 
Kräften  afficirt  wird,  bewegt  sich  so,  dass  sein  Massenmittelpunkt 
eine  Gerade  gleichförmig  beschreibt  und  das  Centralellipsoid  auf 
einer  Ebene,  welche  in  constantem  Abstände  9  vom  Massenmittel- 
pankte  parallel  mit  sich  fortrückt,  hidrollt.  Die  Grösse  und  Rich- 
tang  der  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  wird  durch  die 
unveränderliche  Resultante  R  der  Momentankräf  te  bestimmt  und  jene 
invariabele  Ebene  ist  senkrecht  zur  Aze  des  nach  Grösse  und  Azen- 
richtung  constanten  resultirenden  Paares  G  der  Momentankräfte. 
Das  Centralellipsoid  dreht  sich  jeden  Augenblick  um  einen  anderen 
Diameter  2t,  nämli<*h  um  denjenigen,  welcher  durch  seinen  Beruh- 
rangspunt  J  mit  de       invariabelen  Ebene   geht,   auf  welcher  es   rollt, 

seine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  ist  /  proportional,  sodass  -p  =  ~r^ 

constant  bleibt.  Diese  Constante,  durch  die  Grösse  des  resultirenden 
Azenmomentes  dividirt,  gibt  den  Abstand  if  des  Massenmittelpunk- 
tes von  der  invariabelen  Ebene;  das  Quadrat  derselben  Constanten 
bedeutet  den  unveränderlichen  Bestandtheil  der  lebendigen  Kraft 
deaSysiems,  welcher  von  der  Rotation  um  die  Momentanaze  herrührt. 
Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die   Aze  des  resul- 

tirenden  Paares  0  bleibt  constant  gleich   r^ , 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  zu  irgend  einer  Zeit  das  System  um  eine 
Hsuptaze  des  Centralellipsöids  rotirt,  bleibt  diese  Aze  fortwährend  Kotationsaze 
und  die  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Hauptazen  des  Centralellipsöids 
beissen  daher  auch  permanente  ßotationsazen  des  Systems. 

Nach  Cap.  XII  bestimmt  man  leicht  den  anfänglichen  Geachwindigkeitszustand 
des  Systems  aus  den  Momentankräften,  welche  dasselbe  in  Bewegung  setzen. 

2.  Aus  Tbl.  I,  Cap.  V,  §.  9.  ist  bekannt,  dass  die  Bewegung  eines  unver- 
änderlichen Systems  äquivalent  ist  dem  Kolleu  eines  gewissen,  dem  beweglichen 
System  angehörigen  Kegels,  zu  dessen  Mittelpunkt  ein  beliebiger  Systempunkt  ge- 
wählt werden  kann,  auf  einen  anderen  Kegel  mit  demselben  Mittelpunkte,  welcher 
eine  Tranalationsbewegung  besitzt,  wie  sie  durch  die  Bewegung  des  Systempunktes, 
welcher  gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  beider  Kegel  ist,  bestimmt  wird.  Der  erste 
Kegel  ist  der  Ort  {P)  aller  Momentanazen  des  Mittelpunktes  im  System,  der  zweite 
der  Ort  (C)  aller  mit  den  Momentanazen  paralleler,  sich  in  jenem  Mittelpunkte 
schneidender  Geraden.  In  unserem  Falle  ist  der  Mittelpunkt  beider  Kegel  der  Mas- 
senmittelpunkt. Der  Kegel  (F)  schneidet  das  Centralellipsoid  in  einer  Curve,  welche 
die  Berührungspunkte  /  desselben  mit  der  invariabelen  Tangentenebene  enthält, 
der  zweite  schneidet  diese  Ebene  in  der  Curve  aller  Punkte  /,  in  welchen  die- 
selbe im  Laufe  der  Bewegung  von  dem  Centralellipsoid  berührt  wird.  Die  erste 
Carve  auf  dem  Ellipsoid  nennt  Poinsot  die  Polodie  (von  noXos  und  odos^  Weg 
des  Poles  J  der  Momentanaze,  nicht  „ Poloide ^',  wie  man  zuweilen  findet),  die 
zweite  ebene  Curve,  auf  welcher  während  der  Bewegung  die  erste  berührend  hin- 
roKt,  ihrer  schlaugenartigen  Windungen  wegen  die  Herpolodie  (von  SifneiVj 
kriechen,  schleichen).  Durch  beide  Curven  wird  die  Bewegung  des  Systems  in 
ausgezeichneter  Weise  charakterisirt.    Sie  hängen  von  den  Hauptazen  des  Central- 
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ellipsoids  und  von  dem  Abstände  des  Massenmittelpunktes  von  der  invariabelea 
Tangentenebene  ab. 

Um  die  Polodie  zu  bestimmen,  hat  man  auf  dem  Centrale  11  ipsoid  den  Ort 
aller  Punkte  zu  suchen,  deren  Tangentenebene  vom  Mittelpunkte  denselben  Ab- 
stand d  besitzt.  Sind  a,  ß^  y  die  Halbaxen  dieses  Ellipsoids,  so  bestehen  nUkia 
für  diese  Curve  die  Gleichungen: 

Sie  ist  daher  die  Schnittcnrve  des  Centrale! lipsoids  mit  einem  anderen  coneen- 

^       fit«  Ät  yt 

trischen  und  coaxialen  Ellipsoide,  dessen  Halbaxen  -irt    jfi    -7~  sind.    MaltipU- 

cirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  S*  und  snbtrahirt  sie  hierauf  von  der  ersten, 
so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

5('-5)  +  ?0-F)  +  ?('-f')-». 

welche  die  Kegelfläche  (F)  darstellt,  welche  die  Momentanaxen  enthält.  Die 
Polodie  ist  demnach  der  Schnitt  eines  Ellipsoids  mit  einer  coneentrischen  Kegel- 
fläche zweiter  Ordnung.  Diese  Raumcnrve  vierter  Ordnong  zerfällt  in  swei  ge- 
trennte Theile,  von  denen  jeder  für  sieh  auf  einer  invariabelen  Ebene  rollend 
angenommen  werden  kann,  um  die  Bewegung  vollkommen  xu  charrnkterisirvo. 
Jeder  dieser  Theile  hat  zwei  Paar  Scheitel^  welche  durch  die  Hanptebenen  des 
Ellipsoids  bestimmt  werden.  Der  Abstand  9  der  Tangentenebene  ist  non  nickt 
kleiner  als  die  kleinste  und  nicht  grösser  als  die  grösste  Halbaxe  des  EUipeoidi. 
Es  sei  a  •<  ß  <^  y.  Für  S  sss  a  redncirt  sich  der  Kegel  auf  die  Gerade,  welcfa« 
die  Axe  a  enthält  und  die  Polodie  auf  zwei  Punkte.  Dasselbe  findet  fär  ^  *  7 
statt.  In  diesen  Fällen  rotirt  das  System  fortwährend  am  die  kürzeste  oder  liagtte 
Axe  des  Centralellipsoids.  Ist  cc  <^d  <C,ß,  so  enthält  die  yz -Ebene  keine  reellen 
Geraden  des  Kegels  (F)  und  umgibt  derselbe  also  die  «-Axe,  d.  h.  die  kleinttf 
Axe  a  des  Ellipsoids.  Für  ß  <C.  ^  K.  7  schneidet  die  xy- Ebene  der  Kegel  nicit 
in  reellen  Geraden,  also  umgibt  derselbe  die  längste  Axe  7.    Für  d  ^  ß  scrfAÜ: 

der  Kegel  in  sswei  Ebenen  — §  (l  —  -^)  +  -f  ( ^ ^)  "*  0,  welche  dvck  di« 

mittlere  Axe  ß  hindurchgehen  und  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  (af)  sind. 
Sie  schneiden  das  Centralellipsoid  in  zwei  Ellipsen,  von  denen  jede  als  Polodie 
gelten  kann  und  welche  beide  sich  selbst  in  den  Scheiteln  der  mittleren  Axe  treffce. 

In  allen  Fällen  ist  die  Polodie  eine  geschlossene  Curve,  welcher  Cmstifri 
sich  in  einer  gewissen  Periodicität  der  Bewegung  des  Systems  ausspricht. 

Die  Polodie  kann  nach  Obigem  als  der  Ort  der  Berühmngsponkte  einer  Cbesc 
mit  dem  Centralellipsoid  definirt  werden,  welche  zugleich  die  Kugel  «* *|- y* -f' :* ^ '* 
berührt.    Der  Ort  der  Berührungspunkte  mit  der  Kugel  ist  der  Schnitt  dieser  mt 

dem  Kegel  x«  (l  —  ^^  +  y*  (l  —   ?^)  +  t*  (l  —  -Jj)  —  0,    eine   sphärishe 

Ellipse. 

Fällt  man  vom  Massenmittelpunkte  S  auf  die  invariabele  Ebene  das  Pcrpea- 
dikel  SPf  so  ist  PJ  die  Projection  des  Semidiameters  SJ,  welcher  nach  den  Be- 
rührungspunkte der  Polodie  mit  der  Herpolodie  hinführt.  Non  bat  SJ  ein 
mnm  und  ein  Minimum,  entsprechend  den  Scheiteln  der  Polodie,  daher  hat 
der  Radiusvector  der  Herpolodie  ein  Maximum  und  Minimum  und  rieht  naa  leicht 
dass  diese  Curve  sich  wellenförmig  zwischen  zwei  um  P  in  der  invariabelen  Ehest 
mit  dem  Maximum  und  dem  Minimum  von  PJ  beschriebenen  Kreisen  Unwin^et 
Der  Kegel  (C),  auf  welchem  der  Kegol  (F)  rollt,  zeigt  daher  Canneliniigea  and 
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ist  zwischen  zwei  concentrischen  Kreiskegeln  enthalten.     Derselbe  ist  im  Allge- 
meinen  transcendent  nnd  kehrt  nicht  in  sich  selbst  zarück. 

In  dem  Falle  ^  b*  |}  ist  die  Herpolodie  eine  Doppelspirale,  welche  in  un- 
eodlioh  vielen  Windungen  von  beiden  Seiten  sich  dem  Punkte  P  asymptotisch 
nähert. 

Ist  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  so  werden  beide  Curven  Kreise; 
ist  es  eine  Kugel,  so  fällt  die  Momentanaxe  mit  der  Axe  des  resnltirenden  Paares 
der  Momentankräfte  zusammen,  beide  Curven  sind  Punkte,  welche  fortwährend 
rereinigt  bleiben. 

Die  beiden  Ellipsen,  welche  dem  Falle  ^  ==  ß  als  Polodie  entsprechen,  zer- 
legen die  Oberfläche  des  Ellipsoids  in  zwei  Paar  Scheitelränme ,  welche  in  den 
beiden  Scheiteln  der  mittleren  Axe  zusammonstossen  und  von  denen  das  eine  die 
Scheitel  der  kleinsten,  das  andere  die  der  grössten  Axe  enthält.  Die  Ellipsen 
trennen  die  Schaar  Polodien,  welche  um  die  Scheitel  der  kleinsten  Axe  herum- 
laufen, von  denen,  welche  die  Scheitel  der  grössten  Axe  umschliessen.  Wird  eine 
der  beiden  Axen,  die  gr5sste  oder  die  kleinste,  der  mittleren  nahezu  gleich,  so 
wird  der  Scheitelraum,  der  ihr  zugehört,  sehr  eng,  der  andere  sehr  weit.  Fällt 
der  Pol  «/  in  einen  der  Räume,  so  bleibt  er  in  demselben  und  beschreibt  die  Po- 
lodie, welche  durch  ihn  hindurchgeht.  Hiemach  kann  beurtheilt  werden,  welche 
Aeoderungen  in  der  Lage  der  Momentanaxe  vor  sich  gehen,  wenn  die  Bewegung 
durch  ein  kleines  Momentankräftepaar  gestört  wird. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  nnd  Sätze  verdankt  man  Poinsot  {Thiorie 
nomtUe  de  la  rotation  des  corps,  prisentie  ä  t Institut  le  19.  nud  1834,  auch  als 
Anhang  in  den  Elements  de  Statique  des  Verfassers;  in  erweiterter  Form  erschie- 
nen 1851  in  Liouville  Journal  de  Mathim»  T.  XVI,  sowie  separat  in  4^  und  8°). 

3.   Behufs  der  rein  analytischen  Behandlungs weise  unseres  Problems  gehen 

wir  von  den  Euler'schen  Gleichungen  §.  2.  aus,  in  welchen  (T^^  =  G^y"^  »  G^^^  >=  0 
ist,  sodass  sie  lauten: 

Ä  J  +  (/<  -  C)  rp  -  0 

Man  erhält  sofort  zwei  Integrale  derselben,  indem  man  sie  das  eine  mal  mit 
Ap^  Bqy  Cr,  das  andere  mal  mit  pt  g*  r  multiplicirt  und  addirt,  nämlich: 

jtpt  +  ßtgt  +  c«r«  =  ö» 
Ap*    +  Bq^    +  Cr*    =  Ä, 

wo  /?',  h  die  Integrationsconstanten  bezeichnen.  Die  Bedeutung  derselben  ist  klar. 
Da  Ap,  Bq^  Cr  die  Componenten  des  resnltirenden  Paares  der  Momentankräfte 
sind,  so  ist  G  dies  Paar  selbst  h  stellt  nach  Cap.  XII,  §.11.  die  lebendige  Kraft 
2  7*1  dar,  welche  nach  Nr.  1.  constant  ist. 

Für  die  Punkte  der  Momentanaxe    im  System    ist   —  =  —  =  —  .      Setzt 

p  q  r 

man  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  Quotienten  gleich  y,  sodass  p  bs  Xx^ 

7  »  ly,  r  ^=  Xz  wird  und  eliminirt  nach  der  Substitution  dieser  Qrössen  in  die 
beiden  Integrale  den  Factor  X,  so  erhält  man  als  Ort  der  Momentanaxen  im  System 
den  Kegel  zweiten  Grades: 

A{G*  ^  Ah)  x«  +  Ä  (ö«  —  Bh)  y«  +  C  (ö«  —  Ch)  s«  «  0. 


824  Bewegung  eines  ranml.  System«  ohne  contin.  Krafte.  XIV.  Cip. 

Mit  Rücksicht  anf  ^  =  -5,    B  bs  --     C  =b  --  und  — -  e=  ^  (b.  Nr.  1.)  nimitt 

diese  Gleichang  die  Form  unter  Nr.  2.  an. 

Für    die    Systempunkte,    welche    auf    der    Axe    des   Paare«    G   liegen,  i>t 

—r-  =  ~-  =»  -^  '^''^   folglich,   wenn  man   Ap  =  i«,    Bq  ^  Xy,   Cr  «»  1:  ia 

die  obigen  Integrale  einfuhrt,  so  erhält  man  als  Ort  der  Axen  des  resaltireoia 
Paare«  im  System  der  Kegel  zweiten  Grades: 

dessen  Gleichung  in  die  Form 

(■-i?)-+(--fv+('-f)--» 

gebracht    werden    kann    und    welche    sich   bereits   in    Nr.   2.    ergab.     Setxt  du 

^  =  üa«,  B  ^  Mb*,  C  =  .Wc*,  sodass  -r+^+-^=ldas  zweite  Ceotr»! 

a*  o*  er 

ellipsoid  von  C  leb  seh  darstellt,  so  wird  die  Gleichung  de«  Kegels 

(1  _  a»a«) -^  +  (1  -  Ä«ftt)  ^  +  (1  _  ,1^)^*  _  0 

und  ersieht  man,  dass  der  Kegel  das  sweite  Ellipsoid  in  der  «pbiUischeii  EDipse 
j:*  +  y»  +  z«  =  d«.   ^  +  Jr  +  ^  "  ^  schneidet. 

4.  Die  Winkelgeschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  darsustellea ,  moltipü* 
ciren  wir  zunächst  die  Euler*schen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  BCp,  CA^s 
ABr  und  addiren  sie.  Dies  gibt  mit  Rücksicht  auf  p'  -f  ^ -f  r* -»  ü<, 
pdp  +  qdq  +  rdr  «=»  StdSli 

ABC^Sl  ^  +  [(BC(C  --  B)  +  CA  iA  "  C)  +  AB  (B  ^  A)]'pqr^O. 
oder,  wie  leicht  zu  sehen: 

ABCa^  +  {A  -  B)  {B  -^  C)  iC  —  A)    pqr  »  0. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  constant  ist,  sobald  zwei  Hanpt- 
trägheitsmomente  gleich  sind;  ebenso  wenn  eine  der  Componenten  p,  9,  r  Xnl!  L-^t. 
Soll  dies  aber  der  Fall  sein,  ist  also  z.  B.  r  =>  0,  so  folgt  au«  den  EalerVbri 

Gleichungen  -^=»0,  ^«0,   {B  —  A)pq^=^^.    Mithin  müssen  dann  die  beidec 

anderen  Componenten  p  und  q  einzeln  constant  und  eine  von  ihnen  Null  sda, 
wenn  nicht  B  ^s»  A.  Abgesehen  von  diesen  Specialfällen  ist  A  im  All^meiaeo 
von  Moment  zu  Moment  variabel. 

Wir  haben  in  der  vorstehenden  Gleichung  noch  p,  9,  r  durch  A  aosiudriickea 
Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  von  den  Gleichungen 

^*p*  +  B^q*  +  C«r«  =  G* 

Ap*    +  Bq*    +  Cr«    »-  A 
p«    +    9*      +    r«     —  Ä« 
die  zweite  mit  —  (^  -f-  ^)»  ^i®  dritte  mit  BC  und  addiren  alle  drei    Di««  P^^ 
uns,  wenn  wir  zugleich  die  entsprechenden  Umtauschnngen  der  fiuehsUbea  tot 
nehmen,  die  weiteren  Gleichungen: 

(A  ^  B)  (A^  C)p^'^  ö«  —  (Ä+  C)A  +  BCa* 
(B  -^  C)  {B  --  A)  q*  ^  G*  -^  {C  +  A)h  +  CA  '  a* 
[C  --A){C  •^B)r*^  G*  ^  {A  +  B)h+AB'a*. 
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Indem  wir         * 

setzen,  gehen  dieselben  über  in 

(A  —B)  {A  —  C)  p^  =^  BC{Sl^  —  i») 

(Ä  —  C)  (Ä  —  ^)  9«  «  CA  (Ä«  —  I*«) 
(C  —  A)  {C  —  B)  r«  «  AB  (Ä«  —  v»). 

Es  sei  nun  A^  B^  C,  also  a  die  kleinste,  ß  die  mittlere  und  y  die  grösste 

Halbaxe  des  Central ellipsoids.    Dann  folgt,  weil  die  linken  Seiten  der  ersten 'und 

dritten  Gleichung  positiv  sind,   dass   fl*  —  Jt*,    ß*  —  v*  positiv  sind  und  dass, 

weil  die  linke  Seite  der  zweiten  negativ  ist,  Sl*  -*  fi'  negativ  sein  muss.     Indem 

wir  nun  die  drei  Gleichungen  mit  einander  mnltipliciren  und  den  Werth  des  Pro- 

duktes  pqr  benutzen,  ergibt  sich  aus  der  zu  Anfang  dieser  Nummer  aufgestellten 

Gleichnng 

^  _^ SldSl 

'  ^        ^(Ä«  —  V)  (/*«  —  Ä«)  (fl»  -  v")  ' 

woraus  Sl  als  Function  von  /  zu  finden  ist.  Das  Integral  dieses  Ausdruckes  ist 
ein  elliptisches  und  kann  also  Sl  im  vorliegenden  allgemeinen  Falle  nur  durch  ellip* 
tische  Fanctionen  dargestellt  werden.  Man  kann  aber  auch,  ohne  diese  Darstellung 
selbst  auszuführen,  einige  Eigenthümlichkeiten  von  .ß,  insbesondere  dessen  Perio- 
dicität  aus  dieser  Differentialformel  entwickeln.  Zunächst  aber  müssen  wir  zeigen, 
dass  1*,  ii*y  1/*  positiv,  also  2,  /ü,  y  reell  sind.    Aus  den  Gleichungen 

A*p*  +  Ä«y«  +  C«r«  =  G^    und    Ap^  -\.  Bq^  +  Cr»  =-  h 
folgt  nun  Ak-  G»=^  Bq^{A  -  B)  +  Cr*  [A  -  O) 

und  d^  A  '^  B  '^  C,  90  ist  Ah  —  G*  positiv.  Daher  sind  auch  {C  -{-  A)h  —  G* 
und  {A  +  B)  h  --  0*  positiv.     Ferner  ist 

(Ä  +  C)  Ä  —  ö«  =  [{B  +  C)A  -r  A*]p*  +  Cq*  +  Br\ 
also  da 

Ä  4-  C  —  ^  —  Em  (z«  +  »«)  +  2^111  (a:«  +  y«)  —  Sm  (y«  +  z«)  =  2  Smx^ 

positiv  ist,  gleichfalls  positiv.  Demnach  sind  X',  fi*,  v'  alle  drei  positiv  und  also 
X,  fi,  y  reell.    Die  Bedeutung  der  hier  auftretenden  Grössen  ist  klar.     Es  ist 

und  da  d  nicht  kleiner  als  a  sein  kann,  so  ist  die  erste  Grösse  positiv,  da  es 
aber  nicht  grösser  als  y  ist,  so  ist  die  dritte  negativ,  die  zweite  kann  positiv  oder 

negativ  sein,  je  nachdem  9  ^ß.    Man  kann  daher  auch  X',  f»*,  y*  die  Form  geben: 

X»  «  ö«  [(^  +  y«)  ^  —  /J«y«] 

^«  =,  6»  [(y«  +  ««)  a«  —  y««*] 
»t  «,  ^  [(««  +  pt)  ^«  _  ««(?«]. 

Was  ferner  die  relative  Grösse  von  X*,  fi*,  y'  anlangt,  so  folgt  aus  Ah  —  (r'^0 
durch  Multiplication  mit  B  —  C  und  beiderseitige  Addition  von  BCh  die  Relation 

oder  A(B  -  C)h+  BCh>^B  ^  C)  G*  +  BCh 

{C  +  A)Bh-^  BG*  >  {A  +  B)Ch  --  CG*, 

d.  h.  fir*  >  y«.    Ebenso  aus  G*  >  Ch 

[A  —  B)G*  +ABh  >  {A  —  B)  Ch  +  ABh 

oder  {A  +  C)Bh  —  BG*  >  (B  +  C)  Ah  --  AG», 
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d.  h.  fi*  ^  X*.  Es  ist  mithin  f»*  sowohl  grösser  als  v',  als  auch*  grosser  als  IK 
Die  Grössen  v^  und  X^  können  aber  je  nach  Beschaffenheit  von  G*  —  Bk  wer- 
schiedenes  Verhältniss  zu  einander  haben.    Denn  es  ist 


"^        ^        VC        a)         b 


also  V«  >  X\  wenn  ^  —  ää  >  0,  d.  li.  d  <  (J,  v«  =»  Z«  für  (?  —  Bh  oder 
<y  =  (5  und  *»«  <  X*,  wenn  ö*  —  ÄÄ  <  0,  d.  h.  d  >  (J  ist.  Da  nun  die  Diffe- 
renzen Ä*  —  i*,  fi'  —  fl*,  Ä*  —  »'  dem  Obigen  zufolge  alle  drei  positiv  sind, 
also  X'  <[  i2*  <^  fi'  und  <Q'  -^  i^  ist,  so  erhalten  wir  hinsichtlich  der  Grenseo, 
innerhalb  welcher  SL  sich  bewegt,  folgende  Uebersicht: 

(J  <  P,  X«  <  »«  <  ^«,  X«  <  sr«  <    ß«  <  ^« 

*  =   P ,  X»  =   V«  <   f*«,  i«  =   V«   <    Ä«  <  fi» 

(J>p,     1^<Z'<^*,     r«<i«<Ä»<^«. 

£s  sei  nun  zunächst  d  <^  ß  und  liege  in  Folge  dessen  Sl*  fortwährend  zwischeo 
v*  und  y,*.  Der  kleinste  Werth,  dessen  Sl  fähig  ist,  ist  v,  da  i2*  —  v*  nicht 
negativ  werden  kann,  weil  sonst  die  Wurzel  in  dem  Ausdrucke  für  di  imaginär 
würde;  hat  also  Sl  zur  Zeit  /  =s  0  einen  Werth  Sl^^  zwischen  9  und  f»  and  ist  es 
z.  B.  im  Wachsen  begriffen,  so  kann  es  nur  fortwachsen  bis  A  »»  (»  und  nimmt 
dann  wieder  ab  bis  A  =  i^,  wächst  hierauf  wieder  bis  il  ss  ^  u.  s.  f.  Ob  aber 
Sl  zur  Zeit  /  =  0  im  Wachsen  begriffen  ist,  entscheidet  sich  durch  das  Zeichen 
des  Produktes  pqr  zur  Zeit  ^  =  0,  wie  aus  der  Gleichung 

ABC^  +  {A  —  B)  {B  ^  C)  [C  ^  A)pqr  =  0 

dSt 
zu  ersehen  ist,   welche  zeigt,  dass  -z-   und  pqr  immer  gleiche  Zeichen  foesitzen. 

Hiervon  hängt  das  Zeichen  der  Wurzel  in  dem  Ausdrucke  für  dt  ab.  Die  Zeit, 
welche  verfliesst,  während  Sl  von  v  bis  fi  wächst  oder  abnimmt,  ist  demnach: 

y  r  SldSl 


jm^~^ 


X«)  (u*  —  Ä»)  (Ä«  —  V*) 
und  die  Zeit,   während  welcher  Sl  von  SIq  bis  (l  wachsend  lum  erstenmale  geht: 

sida 

Man  hat  dann  Ä  =  v  zu  den  Zeiten  T^  +  7\  T,  +  3  T,  . . .  r,  +  (2  «  +  M  T 
und  Sl  =  PL  zu  den  Zeiten  7', ,  r,  +  2  T,  7\  +  4  T,  . . .  T,  +  2 »  f.  Tra  ßx 
irgend  eine  Zeit  /  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  zu  finden,  hat  man  /  —  Ti  duxxh 
T  zu  dividircn.  Der  Quotient  sei  m,  der  Rest  /,  sodass  /  —  T^  s^  mT -{- i' 
Ist  nun  m  gerade,  so  entspricht  der  Zeit  /  —  /'  der  Werth  A  =»  f»,  ist  ■  noge- 
rade,  der  Werth  i2  =  v.    Im  ersten  Falle  ist  dann  Sl  aus  der  Gleichung 

SldSl 


'  h^ 


Z»)   (/*«  —    Ä«)   (Ä«  —  tr«) 


zu  suchen;  im  zweiten  aus  einer  ähnlichen,  in  welcher  nur  9  und  Sl  die  GreoMS 
des  Integrales  sind.  Zu  jedem  t\  also  auch  zu  jedem  I  gehört  nur  ein  Wertli  A 
umgekehrt  aber  gehören  zu  demselben  Sl  unendlich  viele  Werthe  von  I  nnd  k«brt 
derselbe  Werth  Sl  periodisch  wieder. 

In  ganz  gleicher  Weise  ist  die  Betrachtang  für  den  Fall  d  >  ^  dnrekn* 
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führen.     Der  Falb  d  =s  ß  gestaltet  sich   einfach,  indem  v  =  X  wird.     Man  hat 

dt  = 


<><Jer  .«, 


wenn  man  yfl  —  52'  =  ^  sdtzt.     Wird  Sl  ^=^  St^  für  /  =»  0  und  wachst  i2  von 
i2o  nach  f»  zu,  so  ist  die  Zeit  /,  wofür  Sl  von  SIq  bis  ß  zunimmt: 

and  die  Zeit  T^i,  während  welcher  52  von  SLq  bis  /ü  zunimmt: 

'  ""     K^«  —  r«      Kp-«  —  »'«  +  K/i«  —  ßo* 

Von  nun  an  nimmt  Sl  wieder  ab  und  die  Zeit,   während  welcher  es  von  pL  bis  zu 
Sl  abnimmt,  ist: 
ü 

Für  52  SS  V  wird  dieser  Ausdruck  unendlich  gross.  Es  nähert  sich  mithin  52, 
wenn  es  einmal  im  Abnehmen  begriffen  ist,  dem  Werthe  v  asymptotisch.  Für 
Sl  SS  V  wird  aber,  wie  aus  den  Gleichungen 

(.4  —  i9)  (^  —  C)  p»  =  ÄC  (52«  —  V«) 
(Ä  -^  C)  (A  --  B)g^  =  CA  (/*«   —  52*) 
(5  —  C)  (w4  —  C)  r«  =  i4Ä  (52«  — '  V«) 

folgt,   p  s=  r  B=  0,    während   52  =  ^  =>  v  wird,  d.  h.  es  nähert  sich  die  Bewe- 
^ng  fortwährend  der  Rotation  um  die  mittlere  Hauptaxe.  " 
Sobald  52  gefunden  ist,  hat  man  für  seine  Comp'onenten : 


{A  -C){D  ^  C) 

Es  bleibt  nun  noch  der  letzte  Theil  unserer  Aufgabe  übrig,  die  Bestimmung 
der  Lage  des  beweglichen  Systems  gegen  das  feste  Coordinatensystem  der  x,  y,  z 
zur  Zeit  t.  Dies  kann  geschehen,  indem  wir  die  Cosinusse  ayh,e\  a\  h\  c;  a',  b*\  c' 
der  Richtungswinkel  der  Hauptaxen  des  Centralellipsoids  oder  indem  wir  die 
Knler'schen  Winkel  9,  ^,  ^  (s.  S.  153)  als  Functionen  der  Zeit  darstellen.  Wir 
wählen  die  eonstante  Richtung  der  Axe  des  Paares  Q  zur  z-Axe,  also  die  x^-£bene 
parallel  der  invariabelen  Ebene.  Dann  erhalten  wir,  da  die  Richtungscosinusse 
c,  Cy  c"  dieser  Axe  gegen  die  beweglichen  Hauptaxen  die  Werthe  haben: 

c  S3  «i'it  9  sin  ^,      c  =  CO*  9  «in  ^,      c"=b  cot  ^ 

nnd  Ap^  Bq^  Cr  die  Componenten  von  G  sind: 

Ap  =«  G  sin  tp  sin  d'f      Bq  =  G  cos  q>  sin  ^,       Cr  sss  G  cos  9, 

sodass  also  sogleich  angegeben  werden  kann: 

Cr  Ap 

co*d  =  -,       /l/9  =  ^-- 


828  Bewefifung  eines  ränml.  Systems  ohne  contin.  Kräfte.  XJV.  Cap. 

Um  ^  zu  finden,  geben  die  beiden  ersten  der  drei  Gleichnngen  am  Schlosse 
des  §.  3.,  S.  B17: 

p  sm  (p  '^-  q  cos  tp  =>  stn9  -r- 

dt 

und  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  man  mit  «ui  9 
beiderseits  multiplicirt: 

oder  mit  Hülfe  der  Gleichung  Ap^  +  Ä^'  +  Ct^  «■  A: 

Es  ist  A  —  Cr«  =  ^/t;«  +  Äy«  stets  positiv,  ebenso  G*  —  C^r*  ^  Ä^f^  +  ^v*. 
mithin  wächst  ^  mit  /  gleichzeitig.  Dies  heisst  soviel,  als  die  Knotenlinle  der 
beweglichen  Hauptebene  {aß)  des  CentralelHpsoids  mit  der  invariabelen  £bcn« 
dreht  sich  fortwährend  in  demselben  ^nne  um  die  Axe  des  Paare«  G,  Nach  8ah> 
stitution  des  Werthes  von  r«  aus  (-4  —  C)  (Ä  —  C)  r*  —  ^^Ä  (Ä«  —  f^;,  wodnrck 

A  —  Cr«  (A  —  C)  {B  ^  C)h    —  ABCjSl^  ~  »«)  B  —  Sl* 

Gt  —  Ctr*  '^  {a  —  C){ß  -  C)G*^  ABC*{Sl*  —  y«)  "*  C^  —  Ä«)  ' 
wenn  abkürzend 

(^  —  C)(/?—  OA    "  ABC'V^  ^  ABC'H 
{A  —  C)  (B  "  C)  G^  —  ABCv^  —  ABC'J 

gesetzt  wird,  kommt: 

0     H  —  Sl*  ^         G      H  ^  a^  adSt 


C       J  -  Sl*  C        J  —  Ä«     yi^rZTiij  (^f  —  Ä«)  (fi«  -   r» 

Durch  die  Integration  dieses  Ausdrucks  wird  noch  eine  Constante  ^  eingeführt. 
Die  Zahl  der  Constanten  ist  an  sich  gleich  zwölf,  nämlich  die  drei  Componeat«? 
von  G  parallel  den  festen  Axen,  von  denen  aber  zwei  auf  Null  redacirt  ain^. 
während  die  dritte  G  selbst  darstellt,  weil  wir  die  z-Axe  in  die  Richtnog  der  Ax^ 
von  G  legten;  sodann  A,  SIq  und  ^o  ^n^  sechs  andere  Constanten,  betreffeod  -i  - 
Bewegung  des  Massenmittelpunktes. 

Die  vorstehende  Gleichung  liefert  Sl  als  Function  von  ^.    Dieselbe  ist  pcri. 
disch.    Z.  B.  für  den  Fall  S  ^ß  nimmt  während  der  Zeit  T,  in  welcher  A  voo  v 
bis  zu  fi,  oder  von  fi  zu  v  geht,  rff  stets  um  dieselbe  Grösse 

G    i^  •  {H  —  Sl^)SldSl 


Ä«)  ^(Ä^  —  i*)  (fi«  —  a»)  (Ä«"—  ^ 


zu.  Den  Kegel,  welchen  die  Momentanaxe  um  die  Axe  a  des  CentraleUipcei^ 
beschreibt,  durchläuft  sie  in  der  Zeit  4  7",  nach  welcher  sie  eine  der  orapröBit 
liehen  parallele  Lage  erreicht  hat.  Für  diese  sind  p,  9,  r,  ^,  9  dieseJbea  vir 
zu  Anfang  dieser  Zeit,  während  iff  auf  ^  -f'  ^  ^  angewachsen  ist.  Ist  also  4  9 
nicht  commensurab^l  mit  2«,  so  hat  das  System  nicht  eine  Lage  erreicht,  ia 
welcher  es  der  Jirsprün^liclien  Lage  parallel  ist.  Vollständige  Periodicitit  fi»d%: 
blos  statt,  wenn  !F  und  n  commensurabel  sind. 

Die  oben  erwähnte  Darstellung  der  neun  Cosinusse  a,  6,  r;  a\h\c:  «",4".  r' 
wurde  zuerst  von  Jacobi  gegeben  {Sur  la  rotation  d'um  corp$,  (eure  ndfttm.«  .• 
VAcad.  des  sciences  de  Paris,  Cr  eile's  Journal  Bd.  39,  S.  893  and  matkeau  W«<rif 
Bd.  II,  S.  139—196),  später  in  anderer  Form  von  Weierstrass  In  den  Ab^Ac^ 
lungen  der  Berliner  Akademie  (im  Auszüge  mitgetheilt  im  Artikel  „Rotatioa"'  1« 
Hoffmann*8  mathem.  Wörterbuch  von  Natani).    Vgl.  hientber  aach  die  9mm9T 
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diogs  erschienene  Arbeit  von  Brill  (Sul  problema  della  rotazione  dei  corpL     Cre- 
moDS,  Annati  di  matematica  pura  ed  appL  Seria  II,  T.  III,  p.  33  (1869). 

4.  Wir  wollen  den  speciellen  Fall,  dass  B  =^  A  ist,  etwas  weiter  verfolgen.  Die 
Ealer^schen  Gleichungen  werden  hierfür,  wenn  man  {A  —  C)iA=^(^A  —  C)  :  ^  =»  ^ 
setzt: 

Es  bleibt  also   die  Componente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  in  Bezng  anf  die 
Rotationsaxe  y  des  Centralellipsoids  constant:  r  =*  n.    Ans  den  ersten  beiden  Qlei- 

chaugen  erhält  man  P  ;^  "4"  ^  ;^  =  Ö  ^^^  mithin  p*  -|-  y*  asai  m«,  wo  m  eine  weitere 

CoDStante  bezeichnet,  nämlich  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Projection  der 
Momentanaxe  anf  die  Ebene  des  Aequators  des  Centralellipsoids.  Demnach  ist 
die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  selbst  constant  und  A'  »a  p*  >|-  ^<  ^  r*  ss  m*  -}'  ^^* 
Mit  den  Axen  a,  ß  bildet  die  Momentanaxe  veränderliche  Winkel,  ihr  Winkel 
mit  y  aber  ist  constant  und  sein  Cosinus  n  :  St,  Demnach  ist  der  Kegel  der  Mo- 
mentanaxen  im  System  ein  gerader  Kegel  um  die  Axeyund  die  Polodie  ein  Kreis; 
in  Foige  dessen  behält  der  Semidiameter  /  des  Centralellipsoids,  welcher  in  die 
Momentanaxe  fällt,  constante  Länge  und  ist  die  Herpolodie  gleichfalls  ein  Kreis 
in  der  invariabelen  Ebene  um  den  Fusspunkt  der  Axe  des  Paares  0  mit  einem 
Radius  gleich  der  Projection  von  l  auf  diese  Ebene;  der  Kegel  der  Momentan- 
axen  im  Räume  ist  mithin  ebenfalls  ein  gerader  Kreiskegel  um  die  Axe  von  G, 
Da  beide  Kegel  sich  berühren,  so  folgt,  dass  die  Momentanaxe  fortwährend  in 
die  Ebene  der  Axe  y  und  der  Axe  des  Paares  0  fällt. 

Differentiirt  man  die  erste  Eule  rasche  Gleichung  und  eliminirt  -j-  mit  Hülfe 

der  zweiten,  so  kommt: 

-j^  +  ii*n*p  —  0,,     wozu     q  ^  —  -^. 
dt*         '^  "        ftn  dt 

Demnach  werden 

p  SM  a  CO»  {Lnt  -h  h  sin  ftnt^      q  ^^  —  a  sin  y^nt  +  b  cos  fint. 

Die  Constanten   werden  durch  die  Anfangswerthe  po»  9o  ^^^  Pt  9  bestimmt  und 

wenn  s  den  Winkel  bezeichnet,   den  die  Axe  m  für  /  »»  0  mit  der  Axe  ß  bildet, 

Bo  ist  Po  8s  m  ^H  s,   q^ssam  cos  s.    Daher  wird  a  ^^  p^^^  msin  e^  &  ai  ^^  »s  m  cos  s 

und  folglich: 

p  iSM  msin  (fint  +  s),      q  ^^  mcos  (fint  +  s). 

Weiter  hat  man: 

n.        ^w  P  ,  .      N  .  ö  (A  —  Cn*)  ^ 

ro«d=-^,       iOq>  =>  ^  ^  tg(iint  +  s),       dtp  ^  -^—^-^  dt . 

HierauB  ergibt  sich  qt  s^  fint  -{-  s  -\-  an,  oder  wenn  mau  den  Anfangswerth  von 

qp  mit  qpii  bezeichnet,   ip  «■  gtQ  +  f»n<,  sowie  -^  «■  -~ ^  J  4  +  tpQ.    Es  be- 
er* —  t^n 

wegt  sich  mithin  Mie  Knotenlinie  des  Aequators  und  der  invariabelen  Ebene  in 

letzterer  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  und  entfernt  sich   ein  beliebiger 

Kadioa    des   Aequators   von   dieser   Knotenlinie   gleichförmig.     Die   Neigung   der 

Aeqnatorebene  gegen  die  invariabele  Ebene  bleibt  constant. 

§■  7.  Freie  Bewegung  eines  unveränderlichen  schweren  Systems. 
Wenn  Kräfte  das  System  afficiren,  welche  einer  Einzelkraft  fortwährend  äqui- 
valent sind,  die  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurchgeht,  so  bestimmt  diese  die 
Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  damit  die  Translationsbewegung  des 
Systems,  hat  aber  keinen  Einfluss  auf  die  Rotation  desselben  um  eine  durch  diesen 
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Punkt  gehende  Axe.  Das  Centralellipsoid  rollt  zugleich  auf  der  inyariabelen  Ebene. 
wie  bei  dem  Falle,  dass  gar  keine  continulrlichen  Kräfte  wirken.  Ist  da«  Sjsien. 
z.  B.  schwer  und  wird  demselben  ein  Anfangsgeschwindigkeitszustand  ertheilt, 
indem  es  z.  B.  einen  Stoss  erhält,  so  beschreibt  der  Massenmittelpunkt  eine  Pa- 
rabel, welche  die  Richtung  des  Stosses  zur  Tangente  hat  und  dreht  sich  nach 
den  Sätzen  des  §.  6.  um  diesen  Massenmittelpunkt.  Erfolgt  der  Stosa  s.  B.  in 
einer  Hauptebene  des  Massenmittelpunktes,  so  ist  das  Paar  G  der  Momentan - 
kräfte  senkrecht  zu  der  dritten,  zu  dieser  Hauptebene  senkrechten  Hanptaxe  nnd 
dreht  sich  das  System  fortwährend  um  diese!  Ist  es  eine  homogene  Ku|^l,  ao  ist 
jede  Ebene  des  Massenmittelpunktes  HaupteUene  und  dreht  sich  die  Kugel  fort- 
während um  den  Durchmesser  senkrecht  zu  der  Ebene  des  Massenmittelpunktes, 
welche  die  Stossrichtung  enthält.  Anziehungen  der  Kugel  durch  andere  Massen 
ändern  nichts  an  dieser  Bewegung,  da  sie  immer  einer  Einzelkraft  äquivalent  sind, 
welche  durch  den  Massenmittelpunkt  geht.  Ist  das  System  eine  schwere  Linie 
(dünner  Stab),  so  dreht  sie  sich  um  ihren  Massenmittelpunkt  und  bleibt  dabei 
stets  in  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebene.  Wird  das  schwere  System 
von  einem  momentanen  Stosspaare  afficirt,  so  sinkt  der  Massenmittelpunkt  in  einer 
Vertikalen  und  dreht  sich  das  System  um  ihn  um^  wie  in  §.  6. 

§.  8.  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  einen  festevi 
Punkt.  Sind  Xq,  l^oi  ^o  ^^^  Componenten  des  Widerstandes,  welchen  der  feste 
Punkt  im  Laufe  der  Bewegung  zu  leisten  hat,  parallel  dreien  rechtwinkligen  Co<»r- 
dinatenaxen  dieses  Punktes,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  der  nr- 
sprünglichen  Form: 


dfi 

SX 

+  Xo, 

£nt 

dt* 

■  +  i'., 

Sni(^y 

d^z 

dl^   ' 

dt*/ 

S(JI,2- 

xF) 

p 

Sm{z 

d*x 

di^ : 

dh\ 

r(zA'  — 

xZ) 

£m(x 

rf/»   ' 

S(x^- 

■  yX). 

=  i:z  +  ^ 


*«» 


Von  diesen  sechs  Gleichungen  sagen  die  drei  ersten  aus,  dass  die  Resultante  der 
gegebenen  Kräfte  P  in  Verbindung  mit  dem  Widerstände  äquivalent  ist  der  ResuN 
taute  aller  Kräfte  mtp.  Nach  Cap.  XIII,  §§.  2.  u.  6.  ist  letztere  gleich  dem  Prodnku 
aus  der  Gesammtmasse  M  und  der  Beschleunigung  des  Maasenmittelponktes  und 
kann  leicht  mit  Hülfe  der  dortigen  Ausdrücke  dargestellt  werden.  Die  drei  leta- 
ten  Gleichungen  gestatten  ganz  dieselbe  Transformation  auf  die  Eule  rasche  Torrn, 
wie  bei  der  freien  Bewegung,  mit  dem  Unterschiede,  dass  A^  B,  C  jetzt  die  TrS^> 
heitsmomente   für   die  Hauptazen  des  festen  Punktes  bedeuten,   die  Mofflentn&> 

Hxe  fortwährend  durch  diesen  Punkt  geht  und  G^J^\  6^^\  6^^^  sich  auf  jene  Hnnpt- 
Axen  beziehen. 

Ist  das  System  continulrlichen  Kräften  nicht  unterworfen,  Mq  rollt  das  TrS^- 
heitsellipsoid  des  festen  Punktes  auf  der  invariabelen  Ebene,  wie  bei  der  frei«» 
Bewegung  das  Centralellipsoid.  Der  Widerstand  ist  ein  continnirlicher  and  nxn 
Anfang  der  Bewegung  eine  Momentankraft,  welche  die  Resnltanta  der  aafEii^> 
liehen  Momentankräfte  ^vernichtet.  Das  anfängliche  Paar  G  der  Momentaakräfle 
bestimmt  die  Bewegung. 

§.  9.  Rotation  eines  unveränderlichen  schweren  SysCens»  für 
welches  das  Centralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  ist,  um  eitiea 
festen  Punkt  auf  dessen  Rotationsaxc.     Es  sei  S  (Fig.  272.)  der  Mi 
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mittelpankt,  0  der  feste  Pnnkt,  OSX!  also  die  Rotationsaze  des  Centralellipsoids, 

Oy  die  Vertikale,   OZ'  senkrecht  zu  OX!  in  der  Yertikalebene  rOX!  und  0 r' 

senkrecht  ku  dieser  Vertikalebene.     Das  Trägheitsmoment  nm 

die  Hanptaxe  SX^  sei  A^  das  um  die  Azen  des  Aeqnators  B; 

py  qi  r  seien  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl 

nm  die   Momentanaze   OJ  und  po,  g^^  roy   SIq  die  Anfangs- 

werthe  dieser  Grössen.    Setzt  man  OS  =  l  und  den  yerilnder- 

lichen  Winkel  FOX'^=  a,  so  ist  Mgl  sin  a  das  einzige  das 

System  beschleunigende  Kräftepaar  uAd  OJK*  seine  Aze.  Daher 

sind 

^^  =  0,     B^  +  {A  -  B)rp  =  Mglsina, 

Bf,+iB^J)pq  =  0 

die  Eni  er 'sehen  Bewegungsgleichnngen.  Sie  liefern  p  =:  p^  und  ist  also  die 
Componente  yon  Sl  um  die  Rotationsaze  des  Centralellipsoids  con- 
stant  und  /f  (y«  +  r«  —  ly««  —  To«)  =  2  Mgl  (cos  a^  —  cos  a),  wenn  Uq  den  An- 
fangswerth  von  a  bezeichnet.  Hierzu  erhält  man  ein  weiteres  Integral  durch  die 
Bemerkung,  dass  die  Projection  des  resnltirenden  Azenmomentes  der 
Momentankräfte  auf  die  Vertikale  OT  constant  sein  muss.  Denn  das 
Azenmoment  Mg  l  sin  a  fällt  in  die  Aze  OV  und  fügt  blos  dem  Azenmomente 
Bq  die  Elementarändemng  Mg  l  sin  «  •  dt  hinzu,  ändert  aber  nicht  die  Azenmomente 
Ap  und  Br,  welche  in  ÖX'  und  OV*  fallen.  Daher  besteht  die  Projectionssumme 
von  Ap,  Bq,  Br  auf  OK  aus  Apcosa  +  Br  sin  a  und  bleibt  constant,  sodass 
also  Ap  cos  a  -^  Br  sin  a  SS  Apo  ^os  «o  +  Btq  sin  Uq  ist. 

Wir  wollen  die  Art  und  Weise  untersuchen,  wie  der  Winkel  a  sich  mit  der 

Zeit  ändert.    Es  ist  offenbar  q  =  —  und  ergibt  sich  aus  den  beiden  zuletzt  ge- 
gebenen Integralen  durch  Elimination  von  r  für  q  der  Ausdruck: 

^-±ikl/2Mgl(cosao-  cosa)+  B(qo'+rJ^)  -  MPoi^.Q^«o  ~  cösa)  +  Br^ sina,)i 
y "'  B  sin*  a  ' 

mit  Hülfe  dessen  also  /  als  Function  von  a  und  umgekehrt  a  als  Function  von  / 
darstellbar  ist.     Es  sei  nun 

I.  ^0  ^on  Null  verschieden  und  positiv;  dann  wird  da  =  qdl  positiv  und 
mithin  a  von  Oq  an  wachsen  und  q  mit  dem  Zeichen  (-f)  zu  nehmen  sein.  Nach 
einiger  Zeit  wird  aber  a  einen  Werth  «j  erreichen,  für  welchen  die  Grosse  unter 
dem  Warsclzeichen  in  q  verschwindet  und  da  q  nicht  imaginär  werden  kann  so 
kann  a  nicht  welter  wachsen,  sondern  wird  wieder  abnehmen.  Von  diesem  Mo- 
mente ist  da  ^  qdl  negativ  und  folglich  die  Wurzelgrösse  mit  dem  Zeichen  (— ) 
zu  nehmen.  «  kann  .aber  nur  so  lange  abnehmen,  als  es  einen  zweiten  Werth  «, 
nicht  erreicht,  für  welchen  die  Wurzelgrösse  abermals  verschwindet.  Sobald  dieser 
erreicht  ist,  muss  a  wieder  wachsen,  weil  q  nicht  imaginär  werden  darf;  es  wächst 
wieder  za  a  an,  nimmt  hierauf  wieder  ab  bis  a,  u.  s.  f.  Die  Werthc  a,  und  «, 
des  Maximums  und  Minimums  von  a  sind  also  Wurzeln  der  Gleichung,  welche 
man  erhält,  indem  man  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  dem  Ausdrucke 
für  q  gleich  Null  setzt.  Dies  gibt  eine  cubische  Gleichung  in  cos  a,  welche  cos  a^ 
und  cos  «2  als  reelle  Wurzeln  besitzt.  Daher  muss  auch  ihre  dritte  Wurzel  reell 
sein.  Nun  wird  fiir  cos  a  ^  +  1  jener  Ausdruck  —  ao ,  für  cos  a  =«  oo«  «,  ver- 
schwindet er  und  geht  mithin  für  diesen  Werth  ins  Positive  über.  Für  cosa^-^A 
wird  er  gleichfalls  —  oo  und  da  er  für  cos  a  =  cos  a,  verschwindet,  so  geht  er 
auch  fiir  letzteren  Werth  ins  Positive  über.     Es  kann  daher  der  dritte  Wurzel- 
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werth  für  cos  a  nicht  swischen  —  1  nnd  -{-  1  liegen ,  weil  in  diesem  Fmlle  jedes- 
falls  ein  Uebergang  ins  Negative  stattfinden  miisste  und  der  Anadrock  dann  aaeh 
nochmals  wieder  ins  Positive  gehen  mfisste,  am  bei  eo»  a  &=  —  1  ins  Negatire 
übergehen  eo  können,  vier  Wnrseln  aber  nicht  möglich  sind.  Dem  dritten  Wonel 
werthe,  der  aasserhalb  der  Grenzen  —  1  and  -f- 1  liegt,  entspricht  kein  reeller 
Winkel  a,  obgleich  er  selbst  reell  ist.  —  Ein  Fall  erfordert  eine  Separatonter- 
snchang,  die  wir  später  aasfahren  werden,  nämlich  der,  dass 

Apo  cos  Oq  -{-  Bvq  gin  Oq  ■=»  ApQ 
ist,  in  welchem  Falle 

Apo  {cos  Oq  —  cos  o)  -j*  ^^0  ^^  ^  "^  ^Po  0-  —  ^^  a)  ^  2  Ap^  süt*  •!« 
wird  and    mithin    der  Nenner  B  sin*  a  «»  4  ^  «V  \  a  eosl*  4  ^  hinter  dem  dritten 
Oliede    im    Warzelaosdracke    sich    theilweise    weghebt    and    der    Aasdrack  fir 
cos  a  =■  i  1  nicht  mehr  —  od  wird. 

8.  Es  sei  9o  BS  0.  In  diesem  Falle  hat  die  Grösse  anter  dem  Worselseiches 
den  Factor  cos  Oq  —  cos  a  und  ist  also  cos  a  ts»  cos  a^  eine  Warael  der  cnbiscben 
Gleichang.    Der  Anfangswerth  des  anderen  Factors  ist 

•  2MgBl  sin*  «o  +  2  B^r^f  co«  Oq  —  2  ABp^^rQ  sin  a^ 

nnd  wenn  dieser  positiv  ist,  so  mnss  cos  a^  —  cos  a  von  Nall  ins  Positive  über- 
gehen, also  a  wachsen,  ist  er  negativ,  so  nimmt  a  ab.  Im  ersten  Falle  ist  o« 
das  Minimnm,  im  zweiten  das  Mazimnm  der  Werthe  von  a.  Ist  aber  der  Anfanps- 
werth  dieses  zweiten  Factors  selbst  Null,  so  ist  q  fortwährend  Nnll  und  folgt  sa« 
dem  Ausdrucke  für  diege  Grösse,  dass  a  constant,  also  gleich  a^  bleiben  muss 
Dann  ist  aber  auch  vermöge  der  Gleichung 

B  {q*  -{-  f*  ^  Vo*  ""  ''o')  =  2  Mgl  {cos  Uq  —  cos  a) 
die  Componente  r  constant  und  wenn  man  sie  in  zwei  weitere  Componenten  ser- 

legt,  eine  um  die  Vertikale,  die  andere  um  OX!,  so  ist  ersteie  insbesondere  —  -t 

welche  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Vertikalebene  VOJt  nm  Of 
dreht  ^  misst,  gleichfalls  constant. 

Der  Fall,  dass  q^  negativ  ist,  erledigt  sich  in  ähnlicher  Weise,  wie  der  natcr 
1.  behandelte  Fall ,  dass  q^  positiv  sei. 

3.  Es  sei  qo  ^^  Of  Tq  <»  0,  sodass  also  anfangs  blos  Rotation  am  die  Air 
OS  stattfindet.    Man  hat  hierfür: 

9  '^  ±  y^y  {cos  Uf,  —  COS  a)  [2 Mgl  —  jf^-  {cos  a^  —  cos  a)J 

und  a  =s  cKo  ist  der  eine  Grenzwerth  für  a.  Für  a  ss  a^  wird  der  zweite  Factor 
unter  der  Wurzel  2 Mgl  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  /  positiv  oder  oefstiT 
ist,  also  nimmt  a  von  ccq  an  ab  oder  wächst  .an  za  einem  Grenswerthe  a,,  ^t 

sich  mit  Hülfe  der  Gleichung       ^^  ^    (1  —  cos*  a^)  ss  cos  Oq  —  cos  aj  ergibt  aal 

derjenige  der  beiden  Werthe  ist,  welche  dieser  Gleichang  genügen,  wofür  nw<t 
reell  ist.    Zwischen  diesen  Werthen  Oq  und  «i  oscillirt  a. 

Wir  wollen  den  besonders  wichtigen  FaU  näher  betrachten,  dass  p^  selr 

S  At n  Bl 

gross  sei.    Dann  ist  ^  -  sehr  klein  und  mithin  «j  sehr  nahe  gleich  o«,  d.  t 

es  entfernt  sich  die  Aze  dx'nur  sehr  wenig  von  der  Axe  des  anfänglicben  Paart« 
der  Momentankräfte  in  der  Ebene  VOX,  Setzt  man  also  a  ■•  Oq  +  '.  '^  ^^' 
sehr  nahe  cos  Oq  —  cos  a  ssm  d  sin  Oq  und  mithin 

_        lAMgldsina^       /l«;>o'^**'«*ä^_    .   Mgisina^  ,/     "   /   _      ^V     V 
^■"^f  B  ~        Bsin^a       '^^       Ap^       V  \        MgtBünaJ 
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tia.  ti!t 

Nnn  ist  q  =*  —r-  «=  -r-.     Daher  findet  man  das  Maximum  3»  von  3,   indem  man 
^         dt  dl  '  * 

die  Wanelgrosse  gleich  Null  setst.    Es  ist 

fdr  die  Zeit  I,  welche  verfliesst,  bis  a  von  ciq  zu  ag  -j*  ^  gegangen  ist,  erhält  man : 

Jq  Mglsinaol      /  /  A^p,^6      V 

ö  •/     f^  ^  "•  V         MglBsinaJ 


MglB  sin  a^' 
V  Mal  B  nn  a^/ 


^    Are  CO»  ^^  ^*'"'* 


ApQ  \  Mgl  B  gin  Uq 

nnd  hieraus 

^         2  MglB  sin  a^     ...^Po,         „  ^  ^    _l  ^glBsina^  w„f  i  4Po  , 

*^  — :4V;;? —  «»m-^  '•    « --  «o  +     ^.p„.    ^^*\~t  '• 

Die  Zeit  7*, «während  welcher  die  Axe  OX!  eine  Oscillation  vollführt,  d.  h.  der 
Winkel  a  von  Oq  zu  «o  H~  ^i  ^^^^  ^°^  dann  wieder  auf  «q  zurückgeht,  er- 
hält man  als  das  Doppelte  der  Zeit,    welche  d  =»  d^   entspricht;  sie  ist  daher 


ApQ 
Die  Winkelgesphwindigkeit  o>,  mit  welcher  sich   die  Ebene    VOX*  um  die 

Vertikale  OF  umdreht,  ist  o  =  -: —  .     Aus  der  oben  aufgestellten  Gleichung 

stn  ce 

Ap  cos  a  +  Br  sin  a  =»  Apo  cos  «o  +  ^'"o  *''»  ''o 
folgt  aber  im  vorliegenden  Falle 

Br  fffn  «  s  ApQ  (cos  cc^  —  cos  a)  «=  ApQd  sin  aoi 

Ap 
mithin   o>  »=3  -— — ^ —  .  9.     Diese  Grösse  erreicht  also   mit  9  ihr  Maximum  und 
B  sin  ccq 

Minimum  und  da  d  den  Factor  /  hat,  so  ist  sie  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 

der  Massenmittelpunkt  höher  oder  tiefer  als  der  feste  Punkt  liegt.     Der  Mittel- 

werth  von  cd  ist 

Mgl 


B  sin  «ü   dl    /  A  Pq 


0 

Der  Winkel  9",  welchen  die  Vertikalebene  in  der  Zeit  /  beschreibt,  wird 

/  Bstnaol  -^Po  ^  ^Po  ^     ^ 

0  0 

Für  die  Zeit  T  einer  Oscillation  der  Axe  OX'  wird  der  Winkel  -^  zu  ^,  =  2«    rf-  ,  • 

A  Po 

Die  Zeit  x  eines  vollen  Umlaufes  der  Axe  OX'  um  die  Vertikale  folgt  unter  Zu- 
ßTundelegung   des  Mittelwerthes  von  a>,  mit  Hülfe  dessen  ^  ^=^  fm^dt  =»  <»|/  wird, 

ans  der  Gleichung  2«  =»  (D|T,  nämlich  x  ^^  2n  -rj-^  • 

4.  Wir  haben  oben  den  Fall,  dass  Ap^cos  a^  -j-  Br^sin  ccq  =  Apo  sei,  von 
der  Betrachtung  vorläufig  ausgeschlossen  und  füllen  diese  Lücke  jetzt  nachträg- 
lich aus.     In  diesem  Falle  nimmt  q  die  Form  an: 


q^y-y^  ^9^  {cos  «0  -  cos  a)  +  B  (r/o«  +  ro«)  -  -^-  tg*  i  «. 
Schell,  Theorie  d.  Bow.  u.  d.  Kräfte,  53 
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Es  sei  nun  zunHchst  g«,  nicht  Null,  sondern  positiv,  so  wächst  oe,  erreicht  aber  eio 
Maximum  «i,  welches  kleiner  als  n  ist,  da  für  a  =>  «  die  Qrösse  ^  =  —  x 
wird.  Hierauf  nimmt  also  a  wieder  ab,  geht  durch  a«  hindurch  und  da  für  a  ==  0 
die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  welche  früher  in  diesem  Falle  ebenfalli 
—  OD  wurde,  jetzt  noch  positiv  sein  kann,  so  kann  u  selbst  negativ  werden  and 
also  die  Aze  OX*  durch  die  Vertikale  hindurchschwingen.  Für  a  ^  —  s  wird 
aber  diese  Grosse  —  od  ,  mithin  erreicht  a  nach  jener  Seite  hin  gleichfalU  eist 
Grenze  a,.  —  Aehnliches  findet  statt,  wenn  qQ-negekÜv  ist. 

Für  qo  =  0  entnehmen  wir  aus  der  Gleichung 

j4po  C08  a  +  Br  tin  a  ^=^  ApQ  cos  Oq  -f-  Bvo  sin  «o 

den  Werth  für  r,  welcher  im  vorliegenden  Falle  r  »  —^  ^ffic^  wird  und  erbalten 

hiermit  tq  =>  -^  ig  \  «o  u°^  folglich ,  indem  wir  noch 

cos  «0  —  cos  a  =  2sin  \[a  -^  «o)  sin  \{a  —  «o) 
setzen:  

?  =  ^  j/iMglsini(a  +  ao)««4(«  -  ««o)  -  '^*  ('9' {"  -  ^  W' 


-h/l' 


A^p^ 


t 


4  Mgl  —  -= ,  ,    ^^    ,  , "^  sin  ^  (a  +  Oo)  sin  i  {«  —  «o»  • 

B  cos*  \  a  cos*  \ttQ/        '^  '        '  ■ 

Die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  verschwindet  für  a  sa*  a^,  a  »»  —  c^  anl 

A*po* 
eoÄ*4a  3=»  t  nw   .  r»       i  < — •     Ist  der  letztere  Ausdruck  <  i»  «o  gehl  o  von  c 
'  4  il/^  /  /?  cos*  4  Oq  ^     »         o 

bis  zu  dem  kleinsten  Werthe  «g,  welcher  dieser  Gleichung  genügt;  ist  er  gross  t 

als  1 ,  so  geht  a  von  Uq  bis  «i  &=:  —  aQ. 

5.  Die  unter  Nr.  3.  gewonnenen  Resultate  liefern  die  Erklärung  der  Phöav 
mene  des  Bohnenberg  er 'sehen  Maschinchens  und  der  FoucanIt*sehen  gjto- 
scopischen  Apparate.  Die  Axe  des  Rotationskörpers  beschreibt  bei  denselben  dei 
Schein  nach  einen  geraden  Kreiskegel  von  constanter  Form  um  die  Vertikale  Je* 
festen  Punktes  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  abnimmt  mit  wachsendem  p^ 
In  Wirklichkeit  ist  der  Kegel  wellenförmig  gerippt,  nur  bemerkt  man  nicht  die  klti 
neu  Schwankungen  der  Axe  OX'  in  der  Vertikalebene,  da  die  Periode  derselben  setr 
kurz  ist.  Der  Werth  von  Sl  ist  unabhängig  von  cko,  man  kann  daher  die  Anfang« 
läge  der  Axe  ändern,  ohne  dass  dies  Einfluss  auf  die  Bewegungsart  der  Vrr 
tikalebene  ausübt. 

Ausführlich  behandelt  die  vorliegende  Aufgabe  Lottner  [Reduction  der  Be 
wegung  eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt  rotirenden  Revolutionskörpers  atf 
die  elliptischen  Transcendenten,  Crelle*s  Journ.  Bd.  60,  8.  111  (1856)].  Die  hier 
gegebene  elementare  Analyse  rührt  von  Resal  her  {Traiti  de  cinemotiqme  p^"  . 
p.  349,  woselbst  noch  zwei  schwierigere  Probleme  dieser  Art,  von  denen  das  eux 
aber  ein  veränderliches  System  betrifft,  erörtert  sind). 

§.  10.    Ein  unveränderliches  System  rotirt  um  einen  festen  Pankt 
0,  für  welchen  das  Trägheitsellipsoid  desselben  ein  Rotationsellif 
soid  um  eine  Axe  Oi^  ist,  man  soll  das  continuirlich  wirkende  Krifcr 
paar  G^^^  bestimmen,  welches  in  Verbindung  mit  einem  anfänglicl  t 
Paare  (7  der  Moment  an  kräfte  bewirkt,  dass  die  Bewegung  desSjste*.'  ^ 
dem  Rollen  eines  geraden  Kreiskegels  der  Momentanaxen  im  Syttt» 
mit  OA  als  Axe  auf  einen  anderen  geraden  Kreiskegel  mit  einer  l'( 
gebenen  Axe  0 f^  von  fester  Richtung  äquivalent  werde. 
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1.  Wenn  blos  ein  Paar  Momentankräfte  G  vorhanden  ist,  dessen  Axenmoment 
nach  §.  8.  und  §.  6.,  Nr.  1.  constant  nach  Grösse  und  Richtung  bleibt  und  man  legt 
senkrecht  zu  seiner  Axe  OG  eine  Tangentenebene  an  das  Trägheitsellipsoid ,  so 
ergibt  sich  der  Pol  J  der  Momentanaxe  als  der  Berührungspunkt  und  da  die  Nor- 
male des  Rotationsellipsoids  in  J  die  Axe  OA  schneidet,  so  fallen  0</,  OG,  OA 
jederzeit  in  eine  Ebene.  Da  die  Trägheitsmomente  aller  Axen  der  zvl  OA  senk- 
rechten Aeqaatorebene  gleich  sind,  so  ist  der  Kegel  der  Momentanaxen  OJ  im 
System  ein  gerader  Kreiskegel  um  OA  als  Axe  and  ebenso  beschreibt  00  im 
System  einen  zweiten  geraden  Kreiskegel  um  dieselbe  Axe.  Da  OJ  constante 
Länge  behält,  so  ist  der  Ort  der  Momentanaxen  im  absoluten  Räume  gleichfalls 
ein  gerader  ^eiskegol  um  OG  als  Axe.  Das  System  dreht  sich  um  die  Momentan- 
axe mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  und  der  Kegel  JOA  rollt  gleich- 
förmig  auf  dem  Kegel  JOG,  sodass  beide  sich  längs  der  Momentanaxe  berühren. 
Wirkt  nun  aber  ein  Kräftepaar  G^^^  continuirlich,  so  ändert  es  jeden  Augenblick 
das  Paar  der  Momentankräfte  ab,  indem  zu  diesem  das  unendlich  kleine  Paar  Cr^dt 
hinzutritt.  Daher  beschreibt  die  Momentanaxe  OJ  weder  im  System,  noch  im  ab- 
soluten Räume  denselben  Kegel.  Wohl  aber  kann  das  Paar  G^^^  so  bestimmt 
werden,  dass  der  Kegel  der  Axen  OJ  im  System  ein  gerader  Kegel  um  OA  bleibe 
und  der  Kegel  derselben  Axen  im  Raunte  gleichfalls  ein  gerader  Kegel  JOy 
werde  um  eine  feste  gegebene  Axe  OF.  Da  OA^  OG,  OJ,  von  welchen  Linien 
jetzt  OG  ebenfalls  seine  Lage  im  absoluten  Räume  ändert,  vermöge  der  Beschaffen- 
heit des  EUipsoids  und  OA,  OJ^  OK  vermöge  der  Berührung  der  beiden  Kegel 
in  einer  Ebene  liegen,  so  fallen  sämmtliche  vier  Gerade  OA,  00 ^  OJ,  OV  in 
eine  Ebene,  welche  um  OV  als  feste  Axe  rotirt.  Die  Axe  OA  des  EUipsoids  be- 
schreibt dann  um  OV  gleichfalls  einen  geraden  Kegel. 

Um  nun  das  Paar  G^ '  der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  zu  bestimmen, 
benutzen  wir  die  Eigenschaft  der  Figur,  dasß  OV,  OG,  OA  fortwährend  in  einer 
Kbene  bleiben,  sodass,  wenn  0G\  OÄ  die  Lagen  von  OG,  OA  nach  Yerfluss  des 
Zcitelementes  di  sind,  die  Pyramidenräume  OVAÄ  und  OVGG'  an  der  Kante 
'>r  denselben  unendlich  kleinen  Winkel  besitzen  und  also  die  Geraden  OA  und 
0&*  gleiche  Winkelgeschwindigkeit  \xm  OV  haben  müssen.  Zerlegt  man  nun 
•üe  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  OJ  in  zwei  Componenten  Sl^ 
und  Sl^  um  OV  und  OA,  so  erhält  man  nach  dem  Parallelogramm  der  Winkel- 
geschwindigkeiten, wenn  X  und  a  die  Neigungen  von  OA  gegen  OJ  und  OK  sind: 

■'  ^tn  a  "  stn  a 

Die  letztere  ertheilt  OA  keine  Winkelgeschwindigkeit,  diese  Gerade  dreht  sich 
vielmehr  mit  Sl^  allein  um  OV,  Um  die  Winkelgeschwindigkeit  von  OG  zn  he- 
(stimmen,  bedenken  wir,  dass  das  Axenmoment  G,  welches  wir  auf  OG  aufgetragen 
denken,  weder  seine  Grösse,  noch  seine  Neigung  gegen  die  Axe  OA  oder  OV 
Hodem  darf,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  der  Kegel  JOA  auf 
JOV  rollt  und  die* Winkel  JOA  und  JOV  constant  bleiben  sollen.  Daher  muss 
•He  unendlich  kleine  Componente  G^^^dt  vom  Axenmoment,  welche  sich  als  die 
unendlich  kleine  Linie  GG*  am  Endpunkte  des  Axenmomentes  G  mit  diesem  zu 
dem  geänderten  Axenmomente  G  verbindet,  senkrecht  zur  Ebene  VOA  sein  und 
folglich  G^^^  von  0  aus  aufgetragen  in  die  Schnittlinie  der  Tangentenebene  der 
beiden  Kegel  längs  OJ  mit  einer  auf  OV  senkrechten  Ebene,  oder  was  dasselbe 
ist.  in  die  Knotenlinie  des  Aequators  des  Trägheitsellipsoids  mit  dieser  Ebene 
fallen.     Dividiren  wir  daher  GG' ^  G^^^dl  durch  den  Abstand 

GsiniGOV)  =»  G8in{a  —  u), 

wo  00 A  =  u  ist  und   di,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Winkelgeschwindigkeit, 
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nämlich      --; — : ,     Daher  besteht  der  Bedinrnnff  der  Aufeabe  ecmiia  dir 

G  sin  {a  —  u) 

Gleichung: 

^  sin  l  ^*> 


woraus 


sin  cc        G  sin  (a  —  u)' 
Sin  a 


Da  in   diesem  Ausdrucke  blos  das  Produkt  GSl  vorkommt,  und  Sl  mit  G  gleicL 
zeitig  den  Sinn  wechselt,  so  wechselt  G^^'  nicht  den  Sinn  mit  Sl, 

Für  1  »  0  ist  G^^^  =»  0.  In  diesem  Falle  fftllt  OJ  in  OA  und  da  OA  eict 
Hauptaxe  ist,  so  genügt  das  Paar  G  der  Momentankräfte,  um  das  Sjsten  fort- 
während um  OA  rotiren  zu  lassen.  Der  Kegel  JOA  reducirt  sich  auf  die  Gerail- 
OA,  welche  auf  dem  Kegel  AOV  nicht  fortrücken  kann. 

Für  a  »  u  ist  ebenfalls  G^^^  »-  0.  Hier  fällt  G  xn  OV  und  JOA  rollt  tos 
selbst  auf  JOG  ohne  ein  Paar  (P^ , 

Für  a  =  1  fällt  OJ  in  OV  und  wird  (f^^' ^  GSl  «m  (X  —  »);  es  ftlli  o: 
ivL  OV  und  wird  G^^^  gleich  dem  Paare  der  Centripetalkräfte  um  O/,  der  Kr^r 
JOA  rollt  fortwährend  auf  dem  festen  Kegel  JOV^  der  sich  auf  eine  Linie  :'.- 
sammenzieht,  ohne  dass  OJ  sich  bewegt. 

Für  a  —  X  ^  \n  wird  JOV  eine  Ebene;  für  1  =>  i«  findet  dies  mit  J^i 
statt;  für  a  =»  \n  werden  die  Kegel  supplementär. 

Die  beiden  Kegel  können  sich  während  der  Bewegung  so  berühren,  dass  li- 
auf  entgegengesetzte  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  fallen  ol' 
in  diesem  Falle  stimmt  der  Sinn  des  Rollens  mit  dem  Sinne  der  Rotation  dr> 
Systems  um  OV  überein  und  die  Knotenlinie  hat,  wie  man  sagt,  eine  directe  Pri 
cession;  oder  sie  fallen  auf  dieselbe  Seite  jener  Ebene.  Ist  in  diesem  letstrrei 
Falle  der  bewegliche  Kegel  stärker  gekrümmt  als  der  feste,  so  wird  die  Pi&co 
sion  retrograd,  ist  er  flacher,  sodass  er  den  festen  Kegel  umgibt,  so  vird  ».' 
direct. 

Das  continuirliche  Paar  G^^^  drückt   entweder   die  Kegel   aneinander  o-if 
sucht  sie  zu  trennen,   wenn  man  sich  dieselben  als  wirkliche  Bestandtfaeile  J^- 
Systems  und   des  absoluten  Raumes  denkt.     Dies  hängt  von  der  Lage  der  Ai* 
OG  gegen  OV  und  OJ  ab.    Denn  ohne  Hinzutritt  von  C^^^  würde  der  bevegilc 
Kegel  auf  einem  festen  Kegel  mit  OG  als  Aze  (wenn  er  auch  kein  Kreiskegcl  i*- 
roUen,   wendet  daher  dieser  seine  Concavität  von  dem  Kegel  JOV  ab,  so  Im^at 
es  eines  Paares  G^^\  welches  den  Kegel  JOA  an  JOV  andrückt,   damit  JOA 
auf  JOV  rolle,  im  anderen  Falle  ist  ein  Paar  erforderlich,  welches  das  Etain> 
gen  des  Kegels  JOA  in  ./OK  hindert.    Der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn  OG  in  J*. 
Nebenwinkel  von  AOV  fällt,   der  letztere,  wenn  OG  in  AOV  selbst  fallt.    I' 
vorliegende  Untersuchung   überhaupt  verdankt   man  Poinsot  [Tkiarif  des  rC '  t 
circulatres  roulants.     Liouville,  Journ.  de  mathom.  T.  XVIII  Cld6S),  p.  41  \    K* 
behfiuptot  aber,  dass  C^^^  die  Kegel  stets  von  einander  zn  trennen  streb«.    Pi*- 
wurde  von  Bour  (Communication  ä  la  sociiU  phUomaUgue  de  Paris  sur  ies  cemet  ^  * 
iants.    Llnstitut,  1865,  p.  404)  berichtigt,  indem  er  zwei  Fälle  aalfülirt,  in  «: 
eben  ein  AneinanderdrQcken  der  Kegel  stattfindet,  nämlich  1.  wenn  FOJ  tp  ' 
ist  und  OJ  in  den  Winkel  VOA  fällt,   also  die  Kegel  sich  von  ansäen  bmikr-s 
der  Kegel  VOJ  aber  sehr  eng  ist.     Ist  das  Trägheitsellipsoid  alsdann  ein  *•' 
längertes,  so  kann  OG  ausserhalb  VOA  fallen,  dann  ist  a  —  m  und  damit  6 
negativ  und  drückt  die  Kegel  aneinander;  2.  wenn  VOA  stumpf  und  der  K'^ 
VOJ  gleichfalls  sehr  eng  ist.     Dann  bildet  OJ  einen  stumpfen  Winkel  wt  '*  i 
der  bewegliche   Kegel   umhüllt  den   festen;    bei   einem    abgeplatteten  Trl^<*- 
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ellipsoid  kann  dann  OG  mit  OJ  gleichfalls  anf  entgegengesetzte  Seiten  von  OV 
fallen  and  (r^^^  negativ  sein. 

2.  Den  Aasdrack  für  das  gesachte  Paar  Cf^^^  kann  man  in  verschiedene 
Formen  bringen.  Da  das  TrSgheitsellipsoid  ein  'Rotationsellipsoid  um  die  Axe 
OA  ist  und  mit  dieser  die  Momentanaxe  OJ  den  Winkel  X  bildet,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment ilfx*  um  OJ  gegeben  durch  die  Gleichung 

M%^  =^  Aco^l  +  B  sin*  X, 

wenn  A  und  ß  die  beiden  Hauptträgheitsmomente  sind,  nämlich  das  für  die  Axe 
OA  und  das  allen  Axen  der  z\x  OA  senkrechten  Aequatorebene  gemeinsame^ Träg- 
heitsmoment.   Ferner  besteht  zwischen  X  und  dem  Winkel  GOA'=^tt  die  Gleichung 

igX  ^   A 
igu^  B' 

Denn  die  Componenten  des  Paares  G  der  Momentankräfte  längs  OA  und  senk- 
recht dazu  sind  einerseits  G  cos  u  and  G  sin  u,  andererseits  ist  aber  auch 

G  cos  u  =^  ASl  cos  X,        G  sinu  =  BSl  sin  X, 

weil  die  Componenten  dieses  Paares  nach  den  Hauptaxen  die  Produkte  ans  den 
Trägheitsmomenten  um  diese  Hauptaxen  und  den  Componenten  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  sie  sind.  Dividirt  man  beide  Gleichungen  ineinander,  so 
folgt  die  genannte  Relation.  Endlich  hängen  die  Winkel  u  und  X  mit  der  Nei- 
gnug  i  der  Axen  OJ  und  OG  durch  die  Gleichung  X  »=>  u  ±  ^  zusammen,  je 
nachdem  OG  zwischen  OJ  und  OA  oder  zwischen  OJ  und  Oy  fällt.  Ist  A'^  B^ 
so  ist  das  Trägheitsellipsoid  abgeplattet  und  zeigt  die  Betrachtung  der  Meridian- 
ellipse, dass  OG  zwischen  OJ  und  OA  fällt,  also  1  =  t  -f~  <*  ^^^t  für  A  <^  B 
findet  die  Gleichung  X  =^  u  —  %  statt.  Mit  Hülfe  der  eben  entwickelten  Rela- 
tionen, nämlich 

M%*  =  Acos^X  +  BsinX*,      igXiigu  ^  A\B,      X  =  u  ±  t, 

wozu  man  noch  G  cos  i  =  Mk^SI  fügen  kann  (Cap.  XII,  §.  3.),   kann  man  aus 

ff^^>  «  OSl  '-^  s(n{a  —  u) 
sin  a 

4eu  Winkel  X  eliminiren  und  erhält 

ö(i)  =  1*  .  !^  W»  («  -  «) . 

ß      Sin  a 

Es  hängt  demnach  G^^^  nicht  von  A^  sondern  nur  von  dem  Aequatorträgheits- 
moniente  B  aU  Welche  Systeme  man  daher  auch  rotiren  lassen  mag,  wenn  sie 
dasselbe  B  besitzen,  so  bleibt  die  Präcession  dieselbe;  der  Winkel  X  aber  und 
er  —  X,  sowie  die  davon  abhängige  Beschaffenheit  des  rollenden  Kegels  ändert  sich. 
Eliminirt  man  aus  der  eben  gewonnenen  Form  u,  so  kommt: 

oder  wenn  man  die  halbe  Oeffnung  o  des   festen  Kegels,  nämlich  (d  =  (v  —  X 
einführt,   indem  man  a  =  o  4~  ^  setzt: 

oder  endlich,  indem  man 

(?«  =  Ä«  {A  cos*  X  +  B  sin*  X)  =  fl«  cos*  X  {A  +  B  sin*  X) 
aus  den  Gleichungen 

G  cos  u  =^  ASl  cos  X     und     0  sin  u  =  BSl  sin  X 
bildet  und  einsetzt: 
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ö<^)  =  flt  „•„  l  ca8l{A  —  Btgleotg  (co  +  1)]. 

3.  Man  kann  zu  dem  Ausdrucke  für  das  Paar  G^^^  auch  auf  folgendem  We|rc 
gelangen.  Es  seien  wieder  X  und  m  die  halben  Oeffnungen  der  Kegel  JOA  an<l 
JOF  und  i2  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  OJ.  Beicfarei^'t 
man  nun  um  0  mit  dem  Radius  1  eine  Kugel,  so  erhält  man  auf  dieser  durch  du 
beiden  Kegel  zwei  Kreise  s  und  <r,  von  denen  der  erstere  auf  dem  letzteren  rollt. 
Der  Schnittpunkt  J  der  Momentanaxe  mit  der  Kugel  rückt  im  System  aaf  <  orM 
im  absoluten  Räume  auf  6  fort,  indem  a  auf  6  hinrollt«  In  dem  Zeitelemente  di 
dreht  sich  nun  der  Kegel  JOA  um  die  Summe  der  Contingenzwinkel  de  -f  dt 
beider  Kegelflächen  um,  wenn  diese  auf  verschiedenen  Seiten  der  gemeinseh&it- 
liehen  Tangentenebene  liegen  (um  die  Differenz,  wenn  sie  auf  entgegenge»«UU 
Seiten  fallen,  welcher  Fall  aber  in  dem  der  Summe  inbegriffen  gedacht  werdrc 
kann,  wenn  die  Vorzeichen  der  Contingenzwinkel  gehörig  gewahrt  werden),  osi! 
da  dieser  Winkel  auch  Sldt  ist»  so  besteht  die  Gleichung  Sldt  »=^  de  -\-  ds.  SiU 
aber  nun  ds  und  da  die  beiden  sich  deckenden  Bogenelemente  Yon  m  und  «.  ohrr 
welche  der  Pol  J  während  dt  hinrückt  und  sind  r,  g  die   KrUmmnngshalbme^ttr 

der  Normalschnitte  der  Kegel  senkrecht  zu'  OJ,  w>  werden  de  ^^  — ,   dt  ^ 

r  9 

und  da  ds  «=  dö  ist,   erhält  man  Sl  dt  =  da ( 1-  — ).    Hierzu  kommt  r  ^tjl 

Q  =  tgm  und  hiermit  wird: 

dt  tgX  +  igm 

Andererseits  aber  ertheilt  das  Paar  G^^'  dem  System  um  die  Knotenlinie  L,  ir 
welche    es    fällt,    da   diese    eine    Hauptaxe    ist,    eine   unendlich   kleine  Winkel 
geschwindigkeit  ndt^  welche  sich  mit  Sl  zu  der  Winkelgeschwindigkeit  A'  de« 
folgenden  Momentes  nach  dem  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten  ni 
sammensetzt,  sodass  Sl'  dessen  Diagonale  wird.    Daher  ist 

ndt  :  Sl  ^  sin  9'OSl  :  sin  Sl'OL  ^  da:t, 
sodass  --    =  -^  und  folglich: 

wird.     Dies  ist  der  Ausdruck    für  die  Winkelbeschleunigung  «,   welche  nm  d*' 

Knotenlinie  hinzutreten   muss  zur  Winkelgeschwindigkeit  St  um   die  Iforneataf- 

axe,  damit  der  Kegel  JOA  auf  dem  Kegel  JO V  mii  der  Winkelgeschwiadick^tt 

Sl  rolle. 

Nun  besteht  aber  das  Paar,  welches  die  Bewegung  der  Kegel  anfeinsoicr 

erhält,  aus  zwei  Componenten,  dem  Paare  der  Centripetalkräfte  und  dem  Pmtt 

welches  von  den   Kräften    der  Winkelbeschleunigung  herrührt.     Ertteres  ist  ^ 

Geschwindigkeit   des    Endpunktes   des   Axenmomentes   der  MomentankräA« ,  Ut 

also  das  Axenmoment  GSl  sin  t  und  dieses  fällt  in  die  Knotenlinie.    Wenn  da* 

selbe  nun   um   diese  Linie   die    unendlich  kleine  Winkelgesehwindigkeit  jdt  tr 

zeugt,    so    fügt    es   dem   Paare   der  Momentankräfte   das    £lementaraxcBBom«ct 

Bydts^  GSlsinidt  hinzu,  woraus  folgt,  dass  die  Winkelbeschleunigungdesseit^- 

GSl 
um  die  Knotenlinie  y  «»     ^—  sin  i  ist.     Da  nun  das  gesuchte  Paar  mit  •rat'- 

Axeumomenten  in  die  Knotenlinie  fällt  und  der  von  den  Centripetalkriftea  bfr* 
rührende  Theil  bereits  in  dieser  Linie  liegt,  so  muss  auch  der  Tbeil,  weicker  ^  a 
den  Winkelbeschleunigungskräften  gegeben  wird,  in  diese  Linie  fallen.  Ist  m  h- 
Winkelbeschleunigung,  -welche  ihm  entspricht,  so  ist  sein  Axenmoment  5i«  !•> 
bilden  aber  y  und  x  zusammen  das  obige  sr,  sodass  jc  =a  y  -f-  a  ist.    Daher  hat  mas 
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_,     tg  l  tg  to  GSl  sin  i 


Nan  ist  aber 
und  hieraus  folgt 

sodass  nach  einer  leichten  Reduction 

%  s=s  Sl^  sin  X  cos  X  I  ~ 


tgX  -i-  igm  B 

G  cos  i  =»  A  Va  cos*  X  +  B~sir^  X 
G  sin  i  =  (Ä  —  A)  sin  X  cos  X , 


[^  -  '^  A  cotg  («  +  X)j 


und  also  das  gesuchte  Paar  allein,   abgesehen  von  dem  Bestandtheile  der  Centri- 
petalkräfte,  wird: 

(?(*)  =  B%  =>  a*  sin  Xcosxl^-  —  tgXcotg  (m  +  X)U 

welcher  Ausdruck  mit  der  letzten  Form  in  Nr.  2.  übereinstimmt. 

4.  Man  kann  dieselbe  Methode  anwenden  für  den  Fall,  dass  die  beiden  Kegel 
nicht  Kreiskegel,  sondern  Kegel  yon  beliebigen  Basen  s^  a  sind.  Man  wird  näm- 
lieh  die  beiden  sie  längs  der  Momentanaxe  osculirenden  Kegel,  deren  Radien  r,  g 
seien,  construiren  und  in  der  gemeinsamen  Tangentenebene  auf  OJ  ein  Perpen- 
dikel On  errichten,  um  welches  als  Axe  die  Winkelbeschleunignng 

^  +  ^ 

r  Q 

wie  früher,  sich  ergibt.  Dieselbe  zerfiiUt  wieder  in  zwei  Componenten,  von  denen 
die  eine  y  von  den  Centripetalkrftften ,  die  andere  x  von  den  Winkelbeschleuni- 
guogskräften  herrührt,  y  und  x  fallen  aber  nicht  in  die  Gerade  OII.  Vielmehr 
bat  man  in  dem  Trägheitsellipsoid  zur  Ebene  GOJ  den  conjugirten  Diameter  zu 
suchen;  nm  ihn  erfolgt  y.  Bildet  die  Axe  Oy  mit  0/7  den  Winkel  qp,  so  folgt 
x*  =s  y*  -|-  3r'  —  2  ny  cos  tp.  Das  Paar,  welches  x  gibt,  ist  so  zu  bestimmen, 
dass  es  mit  dem  Paare  Gd^  sin  i  der  Centripetalkräfte  zusammen  die  Beschleuni- 
gung K  um  on  hervorruft. 

§.  11.  Als  Beispiel  zu  vorstehender  Theorie  dient  die  Präcession  der 
Nachtgleichen.  Man  betrachtet  die  Erde  als  ein  abgeplattetes  Rotationsellip- 
soid von  homogener  Beschaffenheit  oder  aus  concentrischen  Krusten  verschiedener 
specifischer  Masse  gebildet.  Jedenfalls  muss  dieselbe  hiernach  als  ein  System  von 
zwei  gleichen  Hauptträgheitsmomenten  gelten.  Die  Beobachtung  zeigt,  dass  dies 
£rdsphäroid  täglich  um  seine  Rotationsaxe  0  A  sich  umdreht,  während  diese  selbst 
um  die  Axe  OF  der  Ekliptik,  wenn  auch  mit  sehr  geringer  Geschwindigkeit,  rotirt 
und  in  Folge  dessen  die  Knotenliuie  des  Erdäquators  und  der  Ekliptik  auf  dieser 
langsam  fortrückt.  Diese  Knotenlinio  verbindet  den  Frühlings-  und  Herbstnacht- 
gleichepunkt mit  einander  und  ihre  Drehung  um  die  Axe  der  Ekliptik  heisst  die 
Präc&ssion  der  Nachtgleichen.  Sie  ist  dem  Sinne  nach  der  Erdrotation  ent- 
gegengesetzt. In  Wirklichkeit  ist  also  nicht  OA  die  Momentanaxe  der  Erde,  son- 
dern eine  Linie  0/,  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  welches  OA  und  Oy 
ZQ  Seitenrichtnngen  und  die  beiden  genannten  Geschwindigkeiten  der  Rotation 
am  OA  and  OK  zu  Seitenlängen  hat.  Die  Axe  OA  beschreibt  daher  um  OJ 
leinen  Kegel,  welcher  auf  einem  Kegel  JOF  rollt  und  zwar  liegen  wegen  dem 
entgegengesetzten  Sinne  der  Rotation  die  Kegel  auf  derselben  Seite  der  Tan- 
^entenebene  und  ist  der  Kegel  JOA  sehr  schmal. 

Sind  wie  S.  114  o>,  m  die  Winkelgeschwindigkeiten  um  OA  und  OV  und 
ist  Sl  die  wirkliche  Geschwindigkeit  um  die  Momentanaxe,  so  ist 

0»  :  Sl  :  m  =  sin  X  :  sin  a  :  sin  {X  -f-  er) 
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und  folgt  für  tg  X  ein  sehr  kleiner  Wertb  und  för  A  :  o  =»  tiii  a  :  sim  (a  -f  ^' 
eine  sehr  wenig  von  1  abweichende  Zahl.  In  Wirklichkeit  tritt  zu  der  PilceMioo 
noch  eine  geringe  periodische  Nutation  der  Erdaxe,  welche  hier  ausser  Acht 
gelassen  ist.  Damit  die  Bewegung  der  Erde  in  der  angegebenen  Weise  sn  Stande 
komme,  mnss  ein  Paar  G^^^  »>  A*  »in  X  cos  1{A  -^  B  igt  cotg  a)  um  die  Knoten- 
linie  drehend  wirken.  Dies  Paar  rührt  von  den  Attractionen  der  Sonne  und  de« 
Mondes  her.  Würde  dasselbe  plötzlich  aufhören,  so  würde  sich  die  Bewegung  der 
Erde  ändern.  Der  Kegel  JOA  wurde  nicht  mehr  auf  dem  Kegel  JOF,  sondern 
auf  einem  Kegel  JOO  rollen,  dessen  Axe  die  Axe  des  resnltirenden  Paaret  Atr 
Momentankräfte,  welche  dann  eine  constAnte  Richtung  annähme,  sein  wfirde. 
Die  Projection  der  Erdaxe  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  und  in  Folge  dessen  die 
zu  ihr  senkrechte  Knotenlinie  würde  dann  nicht  mehr  eine  retrograde  Pracessioc, 
sondern  nur  eine  kleine  Oscillation  zeigen.  Das  Paar  G^^^  kann  dargestellt  werden 
und  ergeben  sich  aus  seiner  Betrachtung  für  die  Astronomie  wichtige  Folgemogen. 

§.  12.  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  eine  feite 
Axe.  Sind  /?,,  /Z,  die  Widerstände,  welche  zwei  beliebige  Punkte  0,  Q  der  festen 
Axe  leisten  müssen,  damit  dieselbe  fest  bleibe,  X|,  i^|,  Z|;  X^,  JP^,,  Z^  ihre  Com- 
ponenten  bezüglich  eines  Coordinatensystems,  dessen  Ursprung  und  z-Axe  der  Punkt 
0,  und  die  feste  Axe  OQ  sind,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  Ae%  Systems, 
welche  die  Aequivalenz  der  gegebenen  Kräfte  einschliesslich  der  Widerstände  mil 
den  Kräften  mtp  zur  Zeit  t  darstellen: 

i«  §  =  sx  +  X,  +  X, 

Sm{z  ^  -  arg)  -  Z{.z\  -  xZ)  +  X,A 

worin  OQ  saä  h  gesetzt  ist.  Da  die  Bewegung  des  Systems  durch  die  von  dr^i 
nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  bestimmt  ist  und  die  Bewegung  von  <'. 
Q  bereits  bekannt  ist  (ihre  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  ist  Kuli),  fo  be- 
darf es  blos  noch  der  Kenntniss  der  Bewegung  eines  einzigen  dritten,  nicht  :■ 
der  Axe  liegenden  Punktes  und  muss  es  möglich  sein,  die  Coordinaten  aller  Pnnku 
{xyz)  durch  seine  Coordinaten  auszudrücken.  Man  wählt  hierzu  irgend  einen 
Punkt  in  der  Entfernung  1  von  der  Axe  und  wenn  das  System  sich  in  der  Seit 
/  um  den  Winkel  ^  umgedreht  hat,  so   sind  1,  ^  seine  Polar  coordinaten  sad  tit 

.-  SB  Sl  seine  Geschwindigkeit,  welche  zugleich  die  Winkelgeschwindigkeit  i<* 

eP^       dSl 
Systems  darstellt  und  -^  =  --  seine  Tangentialbeschleunigung,  welche  ssfle-:) 

die  Tangentialcomponente   der  Winkelbeschlennigung   und   da  eine  Keiguag  d«r 
Axe  ausgeschlossen  ist,  die  ganze  Winkelbeschlennigung  des  Systems  darsteOt. 
Für  den  Punkt  {xyz)  sind  nun  r,  «^o  4"  ^t  ^  ^i®  Polarcoordinaten  in  der  xjhEVete 
und  senkrecht  dazu,   wenn  der  Radiusvector  anfangs  mit  der  j;*Aze  den  Wiake 
^0  bildet.    Behufs  der  Reduction  der  Bewegungsgleichongen  ist  daher: 
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J  =  -  r  .fn  (*„  +  *)  J ay 

g^  -       r  fM  (*„  +  *)  ^  -        ax 


X 

=- 

r  CO«  (d^o 

+  <^). 

y 

- 

r  Wn  (^0 

+  <^), 

m0 

=» 

2, 

d^x 

<fA 

#%  A 

d/« 

^^ 

^■M* 

^    di 

xfl», 

d^y 
dfi 

= 

dSl 

VÄ«, 

d'z 

n 

o?  ^  -  y  ^  =  (o:»  +  y»)  Ä  =  r«Ä 
d«y  d«a?         d  /    dy  da:\  _ 

^dif -^d^^dTV^dr-^dr/^ 


r« 


d^ 
dt 


dt^ 
Mit  Hülfe  dieser  Relationen  nehmen  die  Beweg^nngsgleichangen  unter  Einführung 
der  Coordinaten  x^,  yi,  Zj  des  Massenmittelpunktes  die  Form  an: 

—  iWy,  ^  —  MSl*Xi  =  2:X  +  X|  +  X, 
Mxi  ^  -  Af Ä»yi  =  -S-r  +  r,  +  r, 

0  =  2;z  +  Zj  +  z„ 

—  2;inj?r  .  -f^-  +  Zmyt  •  Ä«  =  2  (y Z  -  iV)  —  J^,A 

de 

—  Zrnyz—  —  Zma:«-  Ä«  —  Z[zX  —  äZ)  +  X,Ä 

Smi*~^  Z{xr  -^yX). 

Von  diesen  Gleichungen  enthält  die  letzte  nichts  von  den  Widerständen  i}|,  7?,; 
die  fünf  übrigen  enthalten  deren  Componenten.  Wenn  die  sechste  Gleichung  St 
geliefert  hat,  geben  die  fünfte  und  vierte  die  Werthe  von  X^  und  V^^  hierauf 
die  erste  und  zweite  die  von  X|,  V^  und  dann  die  dritte  die  Summe  Zj  -\-  Z,, 
welche  in  zwei  beliebige  Summanden  zerlegt  werden  kann,  in  Wirklichkeit  aber 
nor  als  eine  einzige  Kraft  auftritt,  welche  längs  OQ  angreift. 

Die  durch  die  Integpration  dieser  Gleichungen  eintretenden  Constanten  werden 
mit  Hülfe  der  Anfangslage  und  der  anfänglichen  Winkelgeschwindigkeit  bestimmt, 
indess  kann  zu  dieser  Bestimmung  auch  ein  anfängliches  System  von  Momentan- 
kräften gegeben  sein,  welches  den  Anfangszustand  herbeiführt.  Ist  letzteres  der 
Fall  und  bezeichnen  ^,  H,  Z  die  Componenten  einer  am  Punkte  {xyz)  angrei- 
fenden Momentankraft  und  drücken  ^|,  H|,  Zj;  SSt^  Hj,  Z^  die  Componenten  der 
Momentanwiderstände  ans,  welche  die  Punkte  0,  Q  der  Wirkung  des  Momen- 
tankräftesystems  entgegensetzen,  so  hat  man  vermöge  der  Aequivalenz  dieser 
Kräfte  mit  den  Kräften  mv  die  Gleichungen  für  den  Anfangszustand: 

2?m(ff  ^  -  «  J)  -  2?(»Z  -  zH)  -  H^h 
Sm{t^  —m^^  Z{.tX  —  mZ)  +  a?,A 

oder,  wenn  man  wie  oben  reducirt: 

-  MStolfi  =  2;ä+  Ä,  +  Ät.       —  SmxZ'Slo  ^  Z{yZ  —  zH)  —  H^h 
MO^Xi  «=-  ZH  -f  Hl  4-  -^ti  Zmyz  -  Äq  —  ZizS  —  xZ)  +  ä,ä 

0  «=  ZZ  +  Z,  4-  Zf  Zmi^  '  Äo  =-  Z{xH  —  yÄ), 

welche  Gleichungen  auf  den  Anfang  der  Beweg^ung  zu  beziehen  sind. 


Zm 

dx 
dt 

= 

ZS-^  Ä, 

+ 

Ä,, 

Zm 

dy 

dt 

- 

ZH  +  Hi 

+ 

H«, 

Zm 

dz 
dt 

= 

zz  +  z, 

+ 

Zf. 
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Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  liegt  am  Tage.  Man  denke  sich  die  Mo- 
mentankräfte mv  des  Systems  reducirt  für  den  Punkt  0,  so  erhält  man  eine  Re- 
sultante und  ein  resultirendes  Paar.  Die  Resultante  ist  senkrecht  zu  der  Ebene 
welche  durch  die  Axe  OQ  und  den  Massenmittelpunkt  geht  und  gleich  der  Winkel 
gesch windigkeit,  liaultiplicirt  mit  der  Masse  und  dem  Abstände  des  Massenmittel- 
punktes von  der  Axe.  Die  gegebenen  Momentankräfte  und  die  beiden  Wider- 
stände in  0  und  Q,  alle  an  den  Punkt  0  verlegt,  müssen  der  Resultanten  äqni- 
valent  sein.  Dies  ist  der  Inhalt  der  drei  ersten  Qleichungen.  Das  Paar  zerfnüt 
in  ein  Paar  iV,  dessen  Axenmoment  in  OQ  fällt  und  ein  Paar  Ky  dessen  Axcc- 
nioment  senkrecht  zu  dieser  Axe  ist.  Ersteres  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Winkelgeschwindigkeit  und  dem  Trägheitsmomente  um  OQ,  letzteres  hat  den  Werth 

SIq  y(2mxz)^  -\-  (Swyz)*,  wenn  SIq  die  Winkelgeschwindigkeit  ist.  Die  Aeqoi- 
valenz  dieser  Paare  mit  dem  resultirenden  Paare  der  gegebenen  Momcntankriftr 
und  der  Widerstände  wird  durch  die  drei  letzten  Gleichungen  ausgesprochen. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Bewegungsgleichungen  für  die  Wirkung  der 
continuirlichen  Kräfte  zu  interpretiren.  Der  Punkt  0  ist,  wie  jeder  Punkt  der 
Axe,  ein  Beschleunigungscentrum.  Die  Kräftereduction  für  dasselbe  liefert  abfr 
nun  wieder  eine  Resultante  und  ein  resultirendes  Paar.  Die  Resultante  ist  d&? 
Produkt  der  Gesammtmasse  des  Systems  und  der  Beschleunigung  des  Massen- 
mittelpunktes. Die  drei  ersten  Gleichungen  drücken  ihre  Aeqnivalenz  mit  der 
Resultanten  der  continuirlichen  Kräfte  und  der  continuirlichen  Widerstände  «05 
Vgl.  Cap.  XIII,  §.  6.,  woselbst  für  den  vorliegenden  Fall  9>  »a  o  wird,  weil  di-. 
feste  Axe  sich  nicht  neigt.  Das  resultirende  Paar  besteht  aus  dem  Paare  i^^r 
Centripctalkräfte  und  dem  Paare  der  Winkelbeschlennig^ngskräfte.     Die  Winkel 

du 

beschleunignng  re4ucirt  sich  aber  hier  auf  ihre  tangentiale  Componente         .    Im-.- 

Aequivalenz  dieses  resultirenden  Paares  mit  dem  resultirenden'  Paare  der  g^^c 
benen  Kräfte  und  der  continuirlichen  Widerstände  ist  der  Inhalt  der  drei  letzt«  t 
Gleichungen. 

Am  Anfange  der  Bewegung  erleidet  das  System  einen  Stoss  und  während  d^r 
Bewegung  einen  continuirlichen  Druck,  beide  Einflüsse  werden  durch  die  anf&a;; 
liehen  Momentan  Widerstandskräfte  und  durch  die  continuirlich  wirkenden  Wider 
stände  der  Axe  getilgt. 

§.  13.  Rotation  um  eine  feste  Axe  ohne  Einwirkung  von  con- 
tinuirlichen Kräften.  Ein  System  sei  zur  Zeit  I  =>  0  von  Momentankraftrc 
ergriflfen,  nachher  aber  sich  selbst  überlassen  worden.  Die  Gleichungen  seiorr 
Bewegung  zur  Zeit  i  sind  dann: 


dS 
di 


dSl 


und  für  den  Anfangszustand  gelten  die  folgenden: 

£S  +  MytSlo  +  Ä,  +  Ä,  =  0,  £{yZ  —  zH)  +  Zmxz  Sl^  tf,*  -  • 
ZH  —  J/- j-,Äo  +  ^1+  ^2=  0,  £{zS  —  xZ)  +  Smyz'  SL^  +  Si*  =«  ' 
2:Z  +  Z,  +  Z,  —  0,       Z{xH  -  yS)  —  2^J»r»  -  Ä«, 

worin   ilo  ^1^  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit   bezeichnet.     Das  System    d«r 
sechs    ersten    Gleichungen    zeigt    1.    dass    die    Winkelgeschwindigkeit   coastast 
^  CS  i2o  ist;  2.  dass  die  Axe  in  ihrer  Richtung  keinen  Druck  erleidet»  lowlcri 
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blos  senkrecht  zu  ihr  ein  solcher  stattfindet.  Die  beiden  Paare,  welche  die  Axe 
umzustürzen  drohen,  sind 

Vfh  =■  JSmyz  •  Ä',        —  X^h  =  Smxz  •  fl'; 

sie  bilden  ein  zur  Axe  senkrecktes  Paar  Sl^Vi^Zmxzy  4~  C^'n^z)'-  Dasselbe 
ist  nur  Null,  wenn  die  feste  Axe  eine  Hauptaxe  ist;  in  diesem  Falle  braucht  sie, 
da  alsdann  X^,  Vf  NulLsind>  nur  in  einem  einzigen  Punkte  fest  zu  sein;  3.  der 

Druck  im  Punkte  (0,  0,  h)  ist  -7- KC-Siwxz)'  +  {£myz)\   der  im  Ursprung  hat 

zu  Componenten  —  X|  ==  Mx^Sl*  —  Xj,   —  i^i  =»  My^Sl'^  —  JP^,,   er  wird  Null, 

wenn  die  Axe  eine  Hauptaxe  des  Massenmittelpunktes,  d.  \k,  x^=^Qf  ^1  ="  ^  ^'Bt. 

Aus  dem  System  der  sechs  für  den  Anfangszustand  geltenden  Gleichungen 

erhält   man   zunächst  die  Winkelgeschwindigkeit    fl^  ==  — ^ — ?^ — 9    —  \    sie   ist 

die  Componente  des  resultirenden  Paares  der  stossenden  Momentankräfte,  deren 
Axe  parallel  der  Rotationsaxe  ist,  dividirt  durch  das  Trägheitsmoment  des  Systems 
in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe.  Sodann  liefern  diese  Gleichungen  die  Beant- 
wortung aller  Fragen,  welche  die  anfängliche  Erschütterung  der  Axe  betreifen. 
Soll  insbesondere  die  Axe  keine  Erschütterung  erleiden,  so  müssen  jS^i,  H|,  Zi; 
Sti  H2,  Z2  sämmtlich  Null  sein.     Dies  führt  zu  den  Bedingungen: 

Z^  +  .VyiÄö  =  0,  Z{yZ  —  zH)  +  £mxz  .  ßo  =  0 
SH  —  MxiSlo  =  0,  £{zS  —  xZ)  +  Zmyz  •  Äy  =  0 
£Z  =  0,  Z(xH  —  yS)  —   Smr»  -  flo  =  0. 

Die  Gleichung  £Z  =»  0  zeigt,  dass  keine  Stosscomponente  parallel  der  Rotations- 
axe vorhanden  sein  darf,   dass  also,  wenn  man  die  Stosskräfte  für  einen  Punkt 

der  Axe  reduoirt,  die  Resultante  derselben  senkrecht  zur  Axe  sein  muss;  die  erste 

£H  '  X 
und  zweite  Gleichung  zeigen  femer,  dass       ^  = sein  muss;   hieraus  folgt, 

Ä'A  yt 

dass  diese  Resultante  senkrecht  zu  der  durch  die  Axe  und  den  Massenmittelpunkt 

des  Systems  geführte  Ebene  gerichtet  sein  muss.    Die  vierte  und  fünfte  Gleichung 

liefern  die  Bedingung  für  die  Richtung  der  Axe  des  Stosspaares,  welches  senkrecht 

zur  Rotationsaxe  gerichtet  ist.    Denn  die  Tangente  der  Neigung  dieser  Axe  gegen 

,.  A       .  .    ZjzfS  —  xZ)        Smyz 

die  x-Axe  ist  rj-  =  "    - 

Z(yZ  —  zH)        Zmxz 

Wir  wollen  annehmen,  der  Stoss   rühre  von  einer  einzigen  Kraft  ^^  H,  Z 

her,  welche  im  Punkte  xssix,  y  =s  ß,  z  =  y  =^.0  das  System  treffe.     In  diesem 

Falle  reduciren  sich  die  Gleichungen  auf: 

Ä  +  My^Sl^  =»  0,  Smxz  =  0 
H  —  Mx^SIq  =»  0,  Emyz  =  0 
Z  =»  0,  ay  —  ßX  =^  Zmr^  •  flo- 

Diese  Kraft  muss  also  senkrecht  zur  Ebene  sein,  welche  durch  die  Axe  und  den 
Schwerpunkt  geht.     Bezeichnen  wir  sie  mit  P,  so  wird 

wenn  d  den  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  der  Axe  bedeutet  und  wenn  f 
der  Abstand  der  Kraft  von  der  Axe  ist,  al^  —  /}X  »  P  • /*.  Hierdurch  liefert 
die  letzte  Gleichung  P/'s  MSl^df  ^  Zmt*  •  Aq  oder 

'^Md' 

Zieht  man  aber  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Axe  parallel  der  Rotationsaxe 
und  setzt  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  sie  gleich  ^x',  so  wird 


— 

Mxi 

da 

dt 

z 

mxz 

da 

dt 

2 

myz 

da 

dt 
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und  folg^lich  erhält  man  für  den  Abstand  /",  welcher  eine  Stosskrafl  habet  mois, 
wenn  sie  die  Axe  nicht  erschüttern  soll: 

Der  Schnittpunkt  der  Stossrichtung  mit  der  Ebene  durch  die  Axe  und  den  Masieo- 
mittelpunkt  heisst  in  Uebereinstimmung^  mit  den  Lehren  des  Cap.  XU.  ober  deo 
Stoss  der  Stossmittelpunkt.  Sein  Abstand  von  der  Axe  ist  f,  Qeht  die  Axe  durch 
den  Massenmittelpunkt,  d.  h.  ist  <2  =»  0,  so  kann  dieselbe  nur  dann  ohne  Er- 
schütterung^ bleiben,  wenn  /  s»  oo  wird,  d.  h.  sie  erleidet  in  diesem  Falle  immer 
eine  Erschütterung. 

§.  14.  Rotation  um  eine  feste  Axe  unter  Einflnss  eines  Paaret, 
dessen  Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist.  Wirkt  auf  das  System  nur  eis 
Paar,  dessen  Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist,  so  sind  ZX  oi  SV  ^»  XZsO, 
.£(yZ  —  lY)  =  0,  2?(zX  —  a:Z)  =  0  und  werden  demnach  die  OleiehoB^B 
der  Bewegung: 

My,  ^  +  Mx,a^  +  X,  +  X,  =  0 

+  My^a^  +  r,  +  X,  =-  0 

Z,  +   Z,  «  0, 
—  Zmyz  .  Ä«  —  Y^k  =  0 

IKscY  -  yX)  -  Zmr^~  =-  0. 

Soll  die  Axe  während  der  Bewegung  nur  in  einem  Punkte,  dem  Ursprong  der 
Coordinaten,  Druck  erleiden,  also  die  Bewegung  ebenso  erfolgen,  wie  wmn  dir 
Axe  in  jenem  Punkte  allein  befestigt,  im  Uebrigen  aber  frei  beweglieb  wäre.  ^«- 
ist  Xt  =B  l^t  =>  Z|  SB  0  SU  setzen.  Dann  liefern  die  vierte  und  fünfte  Oleicliao; 
die  Bedingungen 

da 

Zmxz  •  -T- Zmyt .  Ä*  =«  0, 

at 

da 

Zmyz  •  -^- — f-  Zmxz  •  Ä*  »=  0, 

ans  denen  man  durch  Elimination  von  -3-  findet:  Ä*  [(27 »xr)'  4*  (^»y-)T  "■  "♦ 

d.  h.  Zmxz  i=m  0^  Zmyz  ^»Q.  Die  Axe  muss  mithin  eine  Hauptaxe  des  Paiiit<« 
sein,  in  welchem  sie  fest  ist.  Der  Druck  auf  die  Axe  ergibt  sich  aus  deo  d^. 
ersten  Gleichungen;  er  ist,  da  Z^  =»  0,  senkrecht  sur  Axe. 

Soll  der  bis  jetzt  noch  als  fest  angenommene  Punkt  gleichfalls  ketnen  Dnck 
erleiden,  so  muss  auch  Xf  «»  X|  «»  0  sein«    Dies  gibt  die  Bedingungen: 

yi  ^  +  x,at  -  0,      -  *i  ^  +  y.Ä«  -  o, 

da 

aus  welchen  man  durch  Elimination  von  -7-   findet:    a*  {xf  -|~  ^1")  «  0.  d.  ^ 

x^  «3  Q,   ^1  SS  0.     Demnach  kann  die  geforderte  Bedingung  nur  erfiilU  verdov 
wenn    die  Axe    durch   den   Massenmittelpunkt   geht.     Wenn   also   ein  nover 
änderliches  System  sich  anfänglich  um  eine  Hauptaxe  des  Ms»»es 
mittel  Punktes  dreht  und  der  c  on  tinuirli  eben  Ein  Wirkung  ein  es  Kriü< 
paares  unterworfen  ist,  dessen  Axe  mit  der  Hauptaxe  parallel  li*^^* 
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Das  zasanunengesetzte  Pendel. 
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SO  rotirt  es  fortwährend  um  diese  Axe  weiter,  auch  wenn  dieselbe 
frei  wird. 

Die  Winkelbeschlennigniog  ergibt  sich  in  allen  Fällen  ans  der  letzten  Glei- 
chung.    Bezeichnet  Pp  das  Paar,  so  wird 

dSl  Pp 

dt    ™    £mr*  ' 

Die  Integration  dieser  Gleichung  liefert  Sl  und  der  Anfangswerth  Sl  wird  wie 
beim  vorigen  Problem  bestimmt. 

§.  15.     Bewegung  eines  schweren  Systems  um  eine  horizontale 
Axe.    ZusanHuengesetztes  Pendel.    (Fig.  273.)    Ein 
nnveränderliches  schweres  System,  welches  unter  allei-' 
nigem  Einfluss  der  Schwere  sich  um  eine  feste  horizon- 
tale Axe  dreht,  heisst  ein  zusammengesetztes  Pendel.    Die 
horizontale  Rotationsaze  nehmen  wir  zur  Axe  der  z,  die 
Richtung  der  Vertikalen  zur  y-Axe,  positiv  abwärts  ge-  % 
rechnet,  die  x-Axe  horizontal.    Es  sind  alsdann  die  Com- 
ponenten  der  gegebenen  Kräfte  Xs=0,  y^s^mg^  Z  >»  o 
und  folglich 

i;X  =  0,        Zr  =  gZm^  gMy        SZ  =  0,  T 

£(yZ  —  zF)  «  —  gZmz  =-  —  9^fz^, 

Z{zX  —  xZ)  =  0,      Z{xy  —  yX)  «=  gZmx  =  gMx^ 

wenn  M  die  Masse  des  Systems  und  x^^  ^i,  z^  die  Coordinaten  des  Massenmittel- 
punktes S  bedeuten.  Legen  wir  die  d;y- Ebene  durch  den  Massenmittelpunkt,  so 
wird  X|  s>  0;  wir  erhalten  daher  als  Gleichungen  der  Bewegung  des  Pendels: 

^Vi  ^  +  ^«i  •  Ä*  +  Xi  +  ^t 


0 


güi  —  Mxi 


£mxz 


Zmyz 


dSl 
dt 

da 
dt 

da 

dt 


-  Zmyz  •  Ä«  —  hV^  =  0 
+  Zmxz  •  Ä«  +  AX,  = 

da 


0 


0, 


gMx^  —  Zmr^  '——  =  0. 

ut 

Es  sei  nun  a  der  Abstand  SA  des  Schwerpunktes  von  der  Axe,  a  der  Winkel, 
den  diese  Linie  zur  Zeit  /  =  0  mit  der  Vertikalen  bildet,  <&  derselbe  Winkel  zur 
Zeit  f,  so  hat  man: 

rf  (g  —  ^)        _M  ^  ^  _^^ 

^        dt' 


a  sin  9^ 


Vi 


a  cos  <&,        a  =^ 


dt  dt'         dt  dt 

Femer  ziehen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Parallele  zur  Axe  und  be- 
zeichnen den  Trägheitsradius  des  Systems  in  Bezug  auf  sie  mit  k.  Dadurch  wird 
das  Trägheitsmoment  für  die  Rotationsaxe  Zmr*  =b  M  [a'  -^  **)  und  wenn  wir  diese 
Werthe  in  das  Qleichungssystem  einführen,  so  geht  zunächst  die  letzte  Gleichung 
über  in 


dt* 


+ 


9 


sinJ& 


0. 


a  + 


Sie   ist  die   eigentliche   Gleichung  der  Bewegung,   indem  sie  den  Winkel  <&  und 


846  ^A8  zusammengesetzte  Pendel.  XIV.  Cap. 

also  aach  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  als  Fanction  der  Zeit  bestimmt.  Sie  hat 
aber  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichong 

welche   die  Bewegung  eines  einfachen   Pendels  von  der  Länge  /  bestimmt.     Fox 

/  zs  a  H erhalten  wir  folglich  ein  einfaches  Pendel,    welches  zn  denselben 

a 

Zeiten  dieselben  Winkel  ^  mit  der  Vertikalen  bildet,  wie  die   Linie  AS  in  nn- 

serem  zusammengesetzten  Pendel,  welches  also  mit  diesem  gleiche  Schwingangen 

ausführt.    Es  ist  daher  zunächst  nur  nothig,  dies  einfache  Pendel  weiter  sa  onter- 

suchen. 

Sämmtliche  Punkte  des  zusammengesetzten  Pendels  machen  SchwiDgangen 

von  derselben  Art,  wie  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  l  ^=  a  -{ .    Denkt 

man  sich  einen  Augenblick  die  Verbindung  der  Punkte  unter  einander  gelost  und 
jeden  für  sich  unabhängig  von  den  übrigen  um  die  gemeinsame  Axe  schwingend,  m> 
werden  alle  Punkte,  deren  Abstand  von  der  Axe  kleiner  ist,  als  /,  schneller,  alle  die, 
welche  weiter  von  ihr  abliegen,  langsamer  schwingen,  als  das  zusammengesetzt« 
Pendel;  diejenigen  aber,  welche  den  Abstand  /  von  der  Aze  besitzen,  werden  frei 
dieselbe  Bewegung  haben,  die  sie  im  System  besitzen.  Alle  diese  Punkte  liegen 
auf  einer  um  die  Botationsaxe  mit  dem  Abstände  /  beschriebenen  Cylinderfläche. 
Eine  Ebene  durch  den  Massenmittelpunkt  and  die  Rotationsaxe  gefuhrt,  scboeidet 
diese  Cylinderfläche  in  zwei  Geraden  j4\  Ä\  welche  von  der  mit  der  KotaÜoBS- 
axe  parallelen  Massenmittelpunktsaxe  die  Abstände 

a  a 

haben.  Die  erste  dieser  Geraden  nennen  wir  eine  zur  Rotationsaxe  (AnfhSngnngs- 
axe)  gehörige  Schwingungsaxe  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Linie  AS  den 
Schwingungsmittelpunkt.  Zwischen  der  einfachen  Pendellänge  /,  dem  Abstände  c 
der  Aufhängungs-  und  dem  Abstände  a  der  Schwingungsaxe  vom  Massenmittel- 
punkte bestehen  die  Rotationen: 

;  BS  a  4*  <>'t  aa  =  x*. 
Zwischen  der  Aufhängungs-  und  Schwingungsaxe  besteht  Reciprocitat  in  der  Art, 
dass  die  Schwingungsaxe  zur  Aufhängungs  axe  werden  kann,  ohne  dass  die  ein* 
fache  Pendellänge  /  sich  ändert.  Denn  es  vertauschen  dadurch  a  und  a  blos  ihre 
Rollen  und  da  sie  in  beiden  vorstehenden  Gleichungen  symmetrisch  vorkomnen. 
so  ändern  sie  bei  dieser  Vertauschung  nicht  ihre  Grösse.    Es  ist 

/sssaH ess  a  -i r- 

a  a 

Aufhängungs-  und  Schwingungsaxe  liegen  immer  auf  entgegengesetzten  Seiten 
der  Massenmittelpunktsaxe  in  solchen  Abständen  von  letzterer,  dass  deren  Pro- 
dukt constant,  nämlich  gleich  dem  Quadrate  des  Trägheitsradius  um  die  Massen- 
mittelpunktsaxe ist.  Die  Punkte  A,  Ä  bilden  daher  auf  AS  eine  gleicUiegeaJt 
Involution,  deren  Mittelpunkt  S  und  deren  Constante  x'  ist. 

Es  gibt  unendlich  viele  Axen  im  Räume,  um  welche  ein  schwereres  ST8t«m 
als  um  horizontale  Axen  schwingend,  dieselben  Schwingungen  macht.  Um  sie  tu 
finden,  ziehen  wir  durch  den. Massenmittelpunkt  eine  Axe  y,  deren  TrSgbeitsradins  x 
sei.   Nehmen  wir  alsdann  im  Abstände  a  von  y  irgend  eine  zu  y  parallele  Axe  A  sar 

Aufhängeaxe,  so  ist  die  ihr  zugehörende  einfache  Pendellftnge  /  ■»  a  4"        ""^ 
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bleibt  constant,  wenn  a  constant  bleibt.  Demnach  erhält  man  für  jede  Gerade 
auf  einer  um  y  mit  der  Länge  a  beschriebenen  Cylinderfläche  dieselben  Schwin- 
gungen.   Weil  aber  Aufhängungs-  und  Schwingungsaxe  reciprok  sind,  so  liefern 

auch  alle  Geraden  a\  welche  auf  einer  zweiten  um  y  mit  dem  Abstände  a'  =  — 

'  '  a 

beschriebenen  Cylinderfläche  liegen»  dieselben  Schwingungen;  denn  jede  von  ihnen 

ist  Schwingungsaxe  zu  derjenigen  Geraden^  des  ersten  Cylinders,  welche  mit  ihr 

and  y  in  einer  Ebene  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  y  liegt.    Jedem  Abstände 

a  entsprechen  zwei  solche  Cylinderfiächen,  um  deren  Geraden  als  Azen  das  Pendel 


X« 


Schwingungen  derselben  einfachen  Pendellftnge  /  =3  a  -| ausführt.    Je  nachdem 

man  a  wählt»  ändern  sich  diese  Cy linderflächen.  Es  kann  gefragt  werden,  für 
welchen  Werth  von  a  die  Länge  /  ein  Minimum  werde.  Da  l  ^=  a  '\-  a  und 
aa  sss%*  ist,  so  kommt  diese  Aufgabe  darauf  hinaus,  unter  allen  Rechtecken  des- 
selben Inhaltes  x'  dasjenige  vom  kleinsten  Umfange  zu  finden.  Da  das  Quadrat 
diese  Eigenschaft  allein  besitzt,  so  folgt,  dass  a  =»  a' =  x  sein  müsse,  welchem 
Werthe  die  Pendellänge  2  «=»  2  x  entspricht.  Die  beiden  Cylinderflächen  fallen 
zusammen.  Unter  allen  Axen  also,  welche  einer  gegebenen  Massen- 
mittelpunktsaxe  y  von  gegebenem  Trägheitsradius  x  parallel  laufen, 
liegen  die  Axen  der  kürzesten  Oscillationsdaner  auf  einem  um  y  mit 
dem  Abstände  x  beschriebenen  Cylinder^ 

Durch  den  Massenmittelpunkt  kann  man  eine  Kegelfläche  zweiten  Grades 
legen,  welche  alle  Axen  desselben  Trägheitsradius  x  enthält.  Es  gibt  daher  eine 
Schaar  von  Cylindem,  welche  der  Ort  der  Axen  kürzester  Oscillationsdauer  dem 
Trägheitsradius  x  entsprechend  ist. 

Da  /sb2x  das  Minimum  der  Pendellänge  für  den  Trägheitsradius  x  ist,  so 
erhält  man  das  absolute  Minimum  von  l  für  das  Minimum  von  x.  Die  Axen 
also,  um  welche  ein  Pendel  die  kürzeste  Oscillationsdauer  besitzt, 
liegen  auf  einem  um  die  Massenmittelpunktshauptaxe  des  kleinsten 
Trägheitsmomentes  mit  dem  Abstände  gleich  dem  Trägheitsradius 
dieses  letzteren  beschriebenen  Cylinder. 

§.  16.  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems,  welches  mit 
einer  Fläche  (Oberfläche)  fortwährend   eine  feste   Ebene  E  berührt. 

1.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  die  Berührung  der  Fläche  mit  E 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  stattfindet,  welcher  im  Allgemeinen  in  der  Fläche, 
wie  auch  auf  der  Ebene  wechseln  wird,  sodass  die  Fläche  auf  der  Ebene  rollt 
Wir  legen  der  Untersuchung  ein  festes  Goordinatensystem  der  es,  y^  1  zu  Grunde, 
in  Bezug  auf  welches  e,  s'»  s"  die  Richtungscosinusse  der  Normalen  der  festen 
Ebene  und  p  ihr  Abstand  vom  Coordinatenursprung  seien,  so  dass 

BX  +  ^V  +  «"«  —  p  =■  0 
ihre  Gleiclyng  wird,  e,  e',  B*  sind  dann  zugleich  die  Richtnngscosinnsse  des 
Widerstandes  /2,  welchen  die  Ebene  im  Berührungspunkte  B  leistet  und  Rb  =  X|, 
Hb'=^  Vfi  Rb*^=»  Z,  sind  dessen  Componenten  parallel  den  festen  Coordinaten- 
axeo.  Bezeichnen  Xq,  y^^  Zq  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  5,  so  hat 
man  als  die  drei  ersten  Gleichungen  der  Bewegung- 

AVir  nehmen  weiter  die  Hauptaxen  des  Massenmittelpunktes  als  Coordinatenaxen 
der  a?',  y',  z  an  und  bezeichnen  mit  a,  b,  c;  a\  b\  c\  a\  fr",  c"  die  Richtungs- 
cosinasse  dieser  Axen  gegen  die  festen  Coordinatenaxen;  dann  sind  die  drei  letz- 
ten Gleichungen  der  Bewegung 
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B^£  +  {A-C)rp~.  1U'+  (z'X,'  -  x'Z,')         (2) 

C^  +  {B-A)pg^  11'+  (x'r,--  yX,-) . 

worin  L'j  M*,  N*  die  Componenten  des  resultirenden  Paares  der  gegebenen,  an 
System  angreifenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  Hauptazen,  x\  ^y,  z  die  Coordiaatco 
des  Berührungspunktes  B  und  X/,  Yl^  Z/  die  Componenten  des  Widerstandes  A 
parallel  denselben  Azen  bedeuten.  Setzt  man  die  Componenten  des  resnltireBdeB 
Paares  der  gegebenen  Kräfte  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  und  der  den  Axer 
der  x^  y^  z  parallelen  Azen  dieses  Punktes  gleich  Z,  3f,  iV,  so  sind  L^  JT.  3' 
die  Projectionen  von  L^  M^  N  auf  die  Azen  der  x\  y\  2',  nämlich: 

r  =  fl/;  +  ÄÄf  +  cAT,       M*^  a'L  +  b'M  +  c'^,       iV=i  a"/,  +  h^M  +  /> 

und  ebenso  sind: 

X/=  flX,  +  ÄJr,  +  cZ,,.    Jr/—  a  X,  +  6' 1^1  +  eZ^,     Z/=  a'X,  +  Tr,  +  c'Z,. 

Bezeichnen  noch  x,  y^  z  die  Coordinaten  von  B  bezüglich   der  festen  Azen,  50 

hat  man:  /       ,  „  , 

^  X  —  XQ^=^aX'\'ay'\'az 

y  —  yo  =  bx  +  b'y -^  b"z'       (3) 
z  —  Zo=«ca?  +  <^y  +  ^*» 
weil  dieser  Punkt  auf  der  festen  Ebene  liegt,  so  gilt  die  Gleich nng 

fo?  +  e'y  +  e"«  —  p  *=  0        (4) 

und  zugleich  besteht  für  ihn  in  Bezug  auf  die  Hauptazcn  die  Oleichnng  der  l>r 
rührenden  Fläche,  welche 

F  (x\  y\  z')  =  0        (5) 

sei.    Endlich  hat  man»  da  R  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Normale  dies  : 
Fläche  und  der  Ebene  besitzt,  die  Gleichungen 

Y '  Y'  Z  '  1 

8?       ä7       ä?      y  \di'}  ^  \dy) '^  \w) 

Denkt  man  sich  die  neun  Cosinusse  a,  6,  e;  ...  durch  die  Euler'schen  WiaK  ! 
qp,  ^,  ^  dargestellt,  so  hat  man  als  Unbekannte  des  Problems  dnrch  Fnactiob  l 
der  Zeit  auszudrücken:  die  Winkel  9,  ^,  ^;  die  Componenten  p,  9,  r  der  Winkel 
geschwindigkeit  um  die  Hauptazen;  die  Coordinaten  x«»  y^y  Zq  ^^  Massenmittel- 
pnnktes  S\  die  Coordinaten  x\  y\  z  des  Berührungspunktes  B  im  bewegliek«-! 
System ;  die  Coordinaten  x,  y^  z  desselben  Punktes  im  absoluten  Baume  oder  anct 
statt  dessen  die  Coordinaten  x  —  a?o,  y  —  ^o»  '  —  ^  bezüglich  eines  dem  fcsut 
Coordinatensystem  parallelen  durch  S  gelegten  Systems,  sowie  endlich  den  WiUrr 
stand  R  oder  seine  Componenten  X/,  i^/,  Z/.  Zur  Bestimmung  dieser  achtjftr 
Grossen  liefern  die  Gleichungen  (1)  bis  (6)  dreizehn  Bedingungen,  wozu  aber  d«v:1 
die  Ausdrücke  S.  817  für  p,  7,  r,  sowie  die  Relationen: 

^\ ^1 ^1  n\ 

sa  -{-  eb  +  s  c         ea  +  90  +  8  c  t «  +  t  6  +  «  c 

kommen,  welche  man  erhält,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  drei  Nenner  die  C»-'- 
nusse  der  Neigung  des  Widerstandes  gegen  die  Hauptazen  sind.    Man  bat  da}-«* 
im  Ganzen  wlrlicb  die  nöthigen  achtzehn  Bedingungen  zur  Lösung  des  Problc»» 
Wenn   die  Fläche  F  die  Ebene   fortwährend   mit  einer  Spitze  beriibrt.  t<> 
bleiben  x\  y\  z   constant  und  hört  die  Bedingung  auf,  dass  A  die  Riebtaag  der 
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FlSchennormale  besitze,  denn  diese  wird  an  einer  Bpitze  unbestimmt.  x\  y\  z 
sind  bekannt  und  bat  man  also  nar  fünfsehn  Unbekannte.  Es  fallen  von  den  acht- 
zehn obigen  Bedingungen  aber  auch  die  drei 

Fix,i,,t)^0,        X,:  r.tZ,   =-^.  sg-,:  gp 
weg.  *^j       ^ 

Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  F  die  Ebene  längs  einer  Geraden 
berührt.  Da  in  diesem  Falle  die  Ebene  in  allen  Punkten  der  Geraden  Tangenten- 
ebene ist,  so  sind  die  Widerstände  in  allen  Punkten  parallel  und  haben  eine 
£inzelre8ultante  mit  bestimmtem,  aber  von  Gerade  zu  Gerade  wechselnden  An- 
griffspunkte x\  y\  z.  Dieser  vertritt  die  Stelle  des  obigen  Berührungspunktes 
B  und  ändert  sich  die  Anzahl  der  Gleichungen  nicht.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn 
F  abwickelbar  ist.  Ist  aber  F  windschief,  so  findet  die  Berührung  nur  in  einem 
Ponkte  der  Geraden  statt. 

Besitzt  die  Fläche  F  eine  scharfe  Kante,  mit  welcher  sie   auf  der  Ebene 

gleitet,   so  fällt  F  s«  0  und  X/:  JT/:  Z/ «=  p-»  :  ^-,  :  k-t  hinweg,  treten,  aber 

an  die  Stelle  dieser  drei  Bedingungen  die  beiden  Gleichungen  der  Kante 

X  —  a        y  —  0  2  —  c 

n  n  n 

und  die  Bedingung,  dass  die  Kante  in  die  Ebene  fällt,  welche,  da  der  Angriffs- 
punkt x\  y\  z  des  Widerstandes  bereits  in  ihr  liegt,  sich  darauf  reducirt,  dass 
die  Kante  auf  der  Richtung  (t  bb")  senkrecht  steht,  nämlich  auf 

Bfi  •\'  B  n  ^^  0. 

2.  Eine  Vereinfachung  kann  man  in  vorstehenden  Gleichungen  eintreten 
lassen,  wenn  man  die  feste  Ebene  zur  xy- Ebene  wählt.  Dann  ist  c  =»€'«>  o, 
f"=»  1,    p  =>  0  und  hat  man 

iM  ^  =  XX  +  x„     M^^  =  zy  +  r„     m  ^'  =  sz  +  z^      (i) 

^  g  +  (C  -  Ä)  jr  =  r  +  (y'Z/-  t-r^) 

B^^  +  (A-C)rp~^»f+  (x'X,'  -  xZ()  (2) 

C  J  +  (Ä  -  ^) p?  =  iV  +  {x'y;-  yX{) 


Z 

X,'         r: 


X  —  JTo  =•  ax  +  <iy  +  0  z 
y  —  tfo  '^  bx'  +  b'y  +  b"t' 
I  —  t^  =•  cx  -^  cy  -^  e  i 

(3) 

-  0      (4)          F (x,  y,  z)  =  0 

(6) 

=    dF       ^^>'              c     -T 
dz' 

z, 

^  — n 
C 

(7). 


dF  öF 

dx'  dy 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2)  wird  man  oft  mit  Erfolg  die  entsprechenden 
Gleichangen  treten  lassen,  welche  sich  auf  das  dem  festen  Coordinatensystem 
parallele  System  des  Massenmittelpunktes  beziehen  und  die  Componenten  des  resul> 
tiren  den  Paares  der  continuirlichen  Kräfte  darstellen.  Nach  Cap.  XIII,  §.  12.,  Nr.  1. 
sind  dieselben  die  Derivirten  des  rcsultirenden  Paares  der  Momentankräfte  und  da 
dieses  letztere  zu  Componenten  um  die  Hauptazen  die  Grössen  Ap^  Bq,  Cr  hat, 
so  erhält  man  durch  Projection  auf  jene  Axen  die  Grössen 

jlpa  +  Bqa+  Cra\        Apb  +  B  ql/  +  Crb'\         Apc  +  Bqc  +  Crc\ 
Schell,  Theorie  d.  B«w.  u.  d.  Klärte.  54 
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um  deren  Derivirten  es  sich  handelt.  Da  R  die  Richtung  der  s>Axe  hat,  lo  üiül 
X|  =  0,  l^i  =  0|  Zf  =^  H,  reduciren  sich  die  Componenten  des  Paares  von  R 
auf  —  H(y  —  yo)t    ^(^  —  ^o)  ^^^  werden  mithitf  (2)  vertreten  durch: 

^  (Apa  +  Bqa+  Cra)  -^  L  --  R(y  y^) 
^  {Apb  +  Bgb'  +  Crb")  =  M  +  Ä  (a:  —  a^) 

^  {Apc  +  Bqe  +  Crc')  «  iV. 

3.  Es  sei  das  System  der  Schwere  unterworfen  und  finde  Reibnng  tn  (!rr 
festen  Ebene  statt.  Letztere  sei  unter  dem  Winkel  t  gegen  den  Horizont  geneirt 
Man  hat  dann,  wenn  die  o^-Aze  in  der  festen  schiefen  Ebene  horizontal,  die  jr-Ai« 
positiv  die  schiefe  Ebene  hinunter  und  die  positive  z  -Axe  oberhalb  derselbec  u- 
genommen  werden,  der  positive  Sinn  der  o^-Axe  aber  so  bestimmt  ist,  dus  «ii< 
positive  Drehung  um  die  z-Axe  die  positive  d;-Axe  zur  positiven  y-Axe  fahrt,  in<i«a> 
man  die  Componenten  der  Reibung  nach  den  Axen  der  a;,  y  mit  Mf^  Mf  be- 
zeichnet, sodass  /*,  f  ihre  Verhältnisse  zur  Masse  des  Systems  darstellen: 

£X  =.  Mf,        ZV  ^  Mg  sin  i  +  Mf",        ZZ  ^  --  Mg  com  i, 

und  da  der  Punkt  B  in  Bezug  auf  die  Axen  des  Punktes  S  parallel  denen  d*r 
X,  y,  z  die  Goordinaten  x  —  otq,  y  —  y^,  z  —  z^  besitzt,  so  werden 

Z  =  —  (2  —  2ü)  Mf',  ^  =  (2  —  2o)  Mf,  iV  =  (a:  —  Ä^)  Mf—  (y  -  yv  iff 
Setzen  wir  also  noch  die  relativen  Goordinaten  dea  Punktes  B  in  Bezng  ani  •> 
und  die  eben  genannten  Axen  gleich  a?",  y\  z",  sodass  a:"=«  x  —  x^,  y^^s^  y  .•' 
2"=  (z  —  10)="  —  *o»   "0  wird  das  obige  Qleichungssystem : 

-/^=f  ^i^pa  +  Bqa'+Cra")^-  JUzr-«i 

^^  =  gsini  +  r  ~  {Apb  +  Bqb'  +  CrlT)  =-        Mi'f  +  Ä*" 

-J^  =  —  ^  tini -f.  —        —{Ape-\-  Bqe  ■\-Crc)^        M  {x"f  -  9  f' 

a;  =  aa;  +  «y  +  fl  2  ,      ,    .'\  «  n  ^i     «.     ^ »     «.     ^» 

y=»oa:  +  Oy  +  ft2  \    i  9  i     f  ^^  ^^  ^^ 

z^^cx-^-cy-^-cz  cx  cy  Ci 

a?  —  a?o  =»  a:  ,    y  —  yo  =^  y  1    2  —  z©  =»  2  ,     2  =«  0         -"=-,■»-., 

Cef 

Die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des  Berährungspunkles  B  sind: 

dx        dxn    ,     </a:  (/xa    .      *  da    .      ,  da     .      $  da 

+ -77- = -rr  +  «  :j7  +  y -:7r  + - 


rf/  dt     '     dt  dt      *        dl     *    "    dt     *         dt 

dt  dt   "^    dt  dt'  "^      dt  "^  ^   dt    "^       dt 

dz         dzo    ,      dz  dzo     .      »  de    .      ,  de     .      »  de  ^  « 

Seine  Oeschwindigkeitscomponente  senkrecht  zur  festen  Ebene  der  x ,  y  ist  »tftj 
Null,  da  er  in  dieser  Ebene  bleibt.  Er  gleitet  auf  dieser  Ebene  und  die  Oescbwii 
digkeit  dieses  Gleitens  wird  durch  die  Reibung  ver&ndert  Er  gleitet  aber  t^* 
so  lange,  als  die  Reibung  nicht  seine  Geschwindigkeit  in  vemiebtea  vcrmtf- 
sowie  dies  letztere  eintritt,  liegt  der  Berührungspunkt  in  der  liomeDtaaaxe  t» 
beginnt  das  System  auf  der  Ebene  zu  rollen  oder  zu  bohren,  je  nachdem  dlt  U' 
nientanaxe  in  die  Ebene  fallt,  oder  unter  einem  spitzen  oder  rechten  Winkel  ^er^ 
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sie  geneigt  ist.  Wenn  B  gleitet,  so  ist  die  Reibung  seiner  Geschwindigkeit  direct 
entgegengesetzt  und  verhalten  sich  daher  ihre  Componenten  Mf,  Nif'  wie  die  Com- 
ponenten  seiner  Geschwindigkeit,  d.  h.  es  ist 

r   -    f 

dx  dy 

df  ~di 

nnd  da  die  Reibung  dem  Drucke  proportional  ist,  so  hat  man  zugleich 

üVr  +  n  =-  v^R, 

wo  fi  de'n  constanten  Reibungscoefficienten  zwischen  der  Ebene  und  der  Fläche 

/*  bedeutet.    Reicht  aber  die  Reibung  hin,  die  Geschwindigkeit  von  B  zu  tilgen, 

dx  dti 

so  werden   ~t~  =^  0,    ■—-=  Q  and  ist  das  Verhältniss  der  Componenten  der  Rei- 

bang  unbestimmt,  das  System  hört  auf  zu  gleiten.  Wir  setzen  hier  voraus,  dass 
sobald  das  Gleiten  aufhört,  auch  keine  Reibung  mehr  stattfindet,  d.  h.  dass  die 
Reibung  sich  nur  auf  eine  Resultante  ohne  Paar  reducire  oder  die  wRlzende  Rei- 
bong  Nall  sei. 

§.  17.  Als  Beispiel  zur  vorstehenden  Theorie  bebandeln  wir  die  Bewegung 
einer  schweren  homogenen  Kugel  auf  einer  schiefen  Ebene.  Man  hat 
hierfür,  da  der  Massenmittelpunkt  S  zugleich  der  Kugelmittelpunkt,  also  Xq  con- 
stant  ist,  zunächst: 

^"f'        ^''^B«ni+r.        0  =  R-lUgsini.        (1) 

Ferner  ist,  da  A  ^=^  B  =s^  C  =  i^'\  wenn  s  den  Radius  der  Kugel  bezeichnet, 
da  zugleich  a?"=  y"=  0,    t''=*  «ist: 

*'  dT  ^^^  "^  "'^  "^  "''^  =  —  /*' 

»«|(*P  +  *V  +*'V)-/- 

i'  ^  (cp  +  cg  +  c"r)  =  0. 

Nun  sind  p^  q^  t  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  im  System 
festen,  mit  ihm  beweglichen  Axen  der  x\  y\  z  und  da  diese  gegen  die  Axen  der 
x\  y\  z'  die  Richtungen  abe^  ab'e\  aW  haben,  so  stellen 

ap  +  aq  +  ar  =  p„         bp  +  b'q  +  b"r  =»  ^,,         cp  +  cq  +  c'V  =  rj 

die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  den  Axen  x\  y\  z"  von  fester 
Richtung  dar,  für  die  wir  aber  von  jetzt  p,  9,  r  schreiben  wollen,  da  keine  Ver- 
wechselung zn  befurchten  ist.     Demnach  lauten  diese  Gleichungen  jetzt: 

dx      dv 
Die  Componenten  -7-,   -~  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B  lassen  sich  eben- 

dt       al  , 

falls   einfacher  darstellen.     Zunächst  benutzen  wir  die  Formeln  S.  152  für  -r-  , 
.  /  dt 

— ,  ...,  mit  deren  Hülfe  sich  findet: 


dt 

+  (ar  —  a'q)  x'-f"  ('*"p  ~"  «0  y'"l"  i^q  —  ^P)  *' 


dx         dxQ 


dt  dt 

wo  aber  p,  q,  r  die  ursprüngliche  Bedeutung  haben. 

54* 
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Nun  sind  aber,  da  die  Richtung  BS  die  des  Kngelradias  ist: 

'  '  '         « 

c  c  e'         9  * 

d.  h.  x'=^  cSf   y'=  cßt   ^  =^  c*s  and  folglich,  wenn   man  diese  Werthe  in  dir 
vorstehenden  Ausdrücke  einsetzfand  nach  p,  9,  r  ordnet; 
dx        dxr 


dt  dt 


+  *  [(fl'V —  öV)  p  4"  (^^^J  —  <*"c)  y  +  (a'c  —  4c)  r] 


welche  Ausdrücke  aber  mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  8.  146  übergehen  in 

—  =  tt  +  ,  (6p  +  Ä'y  4.  b"r) 


dy 
dt 


_  =  ö  —  ,  (ap  +  a'p  +  ap") , 


wobei  Eur  Abkürzung  noch  —~  =  u,    — p  =ss  9  gesetzt  würde.     Setzen  wir  bcb 

wieder  p  und  q  an  die  Stelle  von  ap  +  «V  "h  ^"'^»  *P  "f"  ^V  "f"  *"^»  •*  wenl<;ü 
die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  B: 

dx  , 

—  ^u  +  sg 

-  «  «  -  ,p. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  leuchtet  auch  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  diaf 
sg,  — sp  die  Geschwindigkeitsbestandtheile  sind,  welche  von  den  Rotatiooen  an 
die  y-  und  x-Axe  herrühren,  während  u,  v  die  Translationsgeschwindigkeiten  J^? 
Systems  sind. 

Für  den  Fall,  dass  der  Punkt  B  auf  der  Ebene  gleitet,  gelten  demotcb  die 
Gleichungen: 

^"-gsini  +  f  is""-'  f        -        f 


dt         °  ^     dt  u  •\-  sg        V  —  kp 

0  =-  R  ^  Mgcosi        J*  ^  =  0. 

Für  den  Fall  des  Rollens  u.  s.  w.  aber  treten  an  die  Stelle  der  beiden  Gleiebnn^Lb 
^  Vh  +  /''  =-  f*Ä   und   /•:/'=»  («  +  9g)  :  (0  —  *p)  die  beiden 

tt  4"  *7  *=  0 

»    «p    SM   0, 

welche  ausdrücken,  dass  der  Punkt  B  jeden  Augenblick  in  der  Momentanaxtf  Ur^ 
oder  seine  Geschwindigkeit  Null  ist. 

In  beiden  Fällen  hat  man  zur  Bestimmung  von  p,  y,  r,  «,  v,  Z",  /*'*  '^  ^" 
acht  nöthigen  Gleichnngen. 

Aus  dem  Gleichungssjstem  ergibt  sich  nun  Folgendes: 

1.  Der  Widerstand  ist   R  »  Mg  cos  i,    also  conatand  während  der  %*ai' ' 
Bewegung. 

2.  Die  Componente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Vertikale  des  Um^^' 
mittelpunktcs  ist  constant. 

3.  Die  Elimination  von  f,  f^  im  Falle  des  Gleitens,  gibt: 
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du        .     dq  fdu\*.    /dv  .    Y  •  .       ,  . 

äü    .    '     dp  1  du  1        (dv  .    A 

dt         ^    dt  u  -{-  sq     dt        v  —  sp  \it        *^         / 

Sind  nan  Uq»  ^o  ^^^  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes 
zar  Zeit  /ssQ,  po»  qo  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Azen 
der  x\  y  zu  derselben  Zeit,  so  liefert  die  Integration  der  beiden  ersten  Glei- 
chungen: 

M  —  Mo  =  |«(^  —  qo) 

V  —  Vfi  -f  i  8  (p  —  p^j)  ^  g  sin  i '  t. 

Bilden  wir  hiermit  die  Grössen  u  -^^  sq,  v  —  sp,  welche  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  B  sind,  nämlich 

«  +  »y  =  i«  —  4  "o  +  «yo  =  i  («  —  ^  «o  +  I  «yo)  =  i  ^ 

t>  —  *p  =  ^»  —  ^gsini'  t  —  ^Vq  —  spo  =  J (»  —  gsini't  —  ^ ü,,  —  ^ sp^)  -^  gsini'  i 

^  ^\F+g8ini't, 

sodass  also 

u  +  sq  =^  lU,  ^  =  M  —  ^wo  +  ^*7o 

t^  —  sp  =a  ^  y  ^  g  sin  i  •  t ,         F  =  ü  —  gsini  '  t  —  J^Vq  —  ^ «po» 

so  können  wir  zunächst  [/  und  y  durch  die  Zeit  darstellen,  hiermit  also  auch 
tf,  9,  sowie  p  und  q.    Wir  führen  zu  dem  Ende  C/  und  y  in  die  beiden  letzten 

der  obigen  Differentialgleichungen  ein.     Da  nun  37  *=  "37 »    3 g  sini  =  ~ 

wird,  so  nehmen  diese  Gleichungen  die  Gestalt  an: 

dU  1  dV 


(f)'+©'==='*'^'"''^''        1/ 


U  dt  y  +  ^gsini-t       dt   * 

oder,  wenn  wir  behufs  weiterer  Vereinfachung  (ig  com  i- 1  =»  G  und  ^g  sini-t  ^  kG 

setzen,  wobei  also  x  =  ^f —  ist: 

\rf//  "*■  Vrf^  /  '^  \rf//  '  (/   dt   '^  y  +  y.G  '  dt  ' 

Behufs  der  Integration  führen  wir  eine  Uülfsvariabele  a  ein,  derart,  dass  die  erste 
dieser  Gleichungen  von  selbst  erfüllt  wird;  wir  setzen  nämlich 

d(/       dG  dV       dG 

dt         dt  'dt         dt 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  zweite  der  Gleichungen 

r  +  xö  =»  ü  '  cotga, 
Sie  gibt,  differentiirt 

dV    ,       dG        dU      ^  U     du 

-di+''li-dt'''^''-:iüiri-äi 

und  spaltet   sich  vermöge    der  Substitutionsgleichungen    für   er,    aus  denen    folgt 
dy  =  dt/  colg  öj   dU  =  sin  a  •  dG,  in  die  beiden 

%dG  = TT-  »  ^dü  = ; 

sirr  a  stn  (p 

Von  diesen  liefert  zunächst  die  letzte  das  Integral  x/£^  -\-  Itg^o  -}-  Const  »  0, 
oder  [/x  =  ccotg^o, 

worin  c  die  Integrationsconstante  bedeutet.    Weiter  ist 

dG  =  4^  ,        dF  ^  dU  '  cotg  a 
sin  a 
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und  wenn  man  also  behufs  Entfernung  von  a  die  Combinationen 

'       '         '  nna        c 

cotg  ^0  —  /^iff  =  2  catg  \a  =^  —  ü^  —  cV' 

c 

mit  Hülfe  des  gefundenen  Integrales  bildet, 

2  rfO  =  (--  V*  +  cU-  *)  dU, 

2  rfK  =  (--  U*  —  eU-  *)  dU, 
woraus  zwischen  U  ^  V^  O  die  beiden  Gleichungen 


C  (l  +  X) 

+ 

1  — 

-  * 

X 

«^»+« 

cü^- 

—  u 

c  (1  +  x)  1  —  X 


fliessen,   wenn  it  ^  1  und 

2c  '  ' 

2  r  «  i-  £/t  +  / .  ^c  4-  (T, 

2  c  '        ' 

wenn   x'»:  l.     Sobald  die  Constanten  C,  C*,  c  bestimmt  sein  werden,  bi'stimnx'^ 
diese  beiden  Integrale  vermöge  G  s»  (igcosi*i  die  Grössen  l/,  V  und  darch  »f 

11=6^4-^1/^—^  gq^^    »  =  ^  +  ^  «n  I  •  f  +  ^  »0  +  H^tpoi  »owie  ^  —  --  T  -  t, 

z  t 

p  «=«  —  (m  —  \y  —  g  sini*  t)  als  Functionen  der  Zeit  t. 

Um  diese  Constanten  zu  bestimmen,  seien  ü^^  V^  die  Werthe  Ton  l\  T  ^ 
/  =  0;   man  hat  dann,   da  O  =»  0  wird,  für  /  »-  0: 


c  (1  +  X) 


0  =    zr  . — r  +  ^p —  +  c 

1  —  X 


weun  X  ^  1   und 


0  =■  /^  f/,«  +  /  •  «'S  +  c 

^  l^o  •=  ^V^*  -  l  ■  Ul  +  C. 
\  •  c 

wenn  x  «=  1.  Die  Constaute  c  ist  aber  eine  überzählige  und  kam  io  die  ß««^- 
nung  durch  die  Integration  nach  er,  welche  einer  Differentiation  folgte.  Die  beidei 
zu  integrirenden  Gleichungen 

Vrf//  "^  Vrf^/        \dt/*         a  dt  ^  r  +  nS  '  dl 
verlangen  nur  zwei  Constanten  und  hängt  also  c  von  C,  C,  also  voo  l\%  ^V  ^ 
Diese  Abhängigkeit  ergibt  sich,  indem  man   mit  Hülfe  der  beiden  Intefrsle  du 
Grösse 

2(r+  %G)  =  —U^  +  '  -_  c^'-*  +  C'+  C% 
bildet,  welche  vermöge  der  Differentialausdrücke 


XIV.  Cap.        Bewegung  einer  bomog.  schw.  Kngel  aaf  der  schiefen  Ebene«  855 

2dV  ^{^  U*  --  cU^ *)  dU 


und 

auf  die  Form 


2  (F  +  X©)  =  2  ^  ^^  +  C  +  Cx 


gebracht  werden  kann,  mit  dem  aus  der  Differentialgleichung 

}    dO  ^  1  dV 

ü  dl        r  +  %e  dt 

folgenden  Werthe  r  +  %S  ==  U  -  vergleicht.  Dies  liefert  (f  +  Cn  ^  0, 
welche  Gleichung  aber  durch  die  Gleichungen  der  Constantenbestimmung  über- 
geht in  2  ^0  =  —  ^0*"^*  —  <?^ü*""*»  oder 

c 

c*  +  2  Vo^o'~^'  c  -  ^0**  =  0, 
sodass  .  ,  ^_^ ^ 

wird  und  also  immer  reell  ist.  lieber  das  Vorzeichen  in  diesem  Ausdrucke  ent- 
scheidet der  anfängliche  Geschwindigkeitszustand.  Es  sei  z.  B.  die  horizontale 
Anfangsgeschwindigkeitscoroponente  u«  4~  '9o  "=*  ^  ^o  positiv,  so  ist  auch  1/  wenig- 
stens eine,  wenn  auch  noch  so  kurze  Zeit  positiv  und  folglich 

d&         c  fig  cos  t     dt 

mit  c  zugleich  positiv  oder  negativ.     Daher  hat  c  mit  —  »='/*,    d.  h.  mit  dem 

Sinne,  in  welchem  die  Reibung  parallel  der  a?-Aze  wirkt,  gleiches  Zeichen.  Ist 
aber  f  negativ,   so  wird  c  =»  —  ^/q'^U^o  +  ^^*~-F^o^)  »nd  hiermit 

da  f/  +  xC  =  0  ist. 

4.   Wenn  x  ^  1   ist,  so  ergibt  sich  ans  den  Gleichungen 

2  0=      , ,     ,      ,  +  ^ +  C  29  =  ^  [/^  +  tu'  +  C 

c(l  +  x)l  —  %  2  c 

c(l+«)l—  *  2c'  •' 

worin  G  «=»  (ig  cos  i  •  t  ist,  dass  für  1/  =^  0  die  Grösse  G  und  folglich  auch  die 
Zeit  /  unendlich  gross  werden  muss;  es  kann  also  in  diesem  Falle  die  Geschwin- 
digkeit des  Berührungspunktes,  deren  Componenten 

"  +  *?■=■  i  ^»        f  —  *p  ■=■  J  K  -f-  ^  «n  j  •  < 

sind,  niemals  Null  werden.     Die  Grösse  x  ist  f  -^  und  die  Bedingung  x  ^  1 

ist  also  ig  t  ^  i  f». 

Bewegt  sieh  also  eine  schwere  homogene  Kugel  auf  einer  unter 
einem  Winkel  i  gegen  den  Horizont  geneigten  Ebene,  dessen  Tan« 
gente  mindestens  gleich  }  vom  Reibungscoefficienten  zwisc-hen  Ku' 
gel  und  Ebene  ist,    so   ist  die  Reibung  niemals   im  Stande,   die  Ge- 
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schwindigkeit  des  Berührungspunktes  xu  tilgen  und  kann  mitfaindie 
Kugel  nur  gleiten,  nie  rollen. 

Je  grösser  t  wird ,  desto  kleiner  wird  der  Druck  R  =»  Mg  cos  i  und  die  Rei- 
bung i^R,  um  so  leichter  gleitet  also  die  Kugel. 

Mit  wachsendem  /,  also  wachsendem  G  und  mithin  fortwährend  wachs«iideo 
[/  reduciren  sich  die  vorstehenden  Formeln  für  «  ^  1  immer  mehr  auf 

und  werden,   wenn  man   r-rr r  *■  «    setzt,    indem   man    für    U^   F,  O  ihre 

Werthe  einführt,  immer  näher  die  Gleichungen  erfüllt: 

1 


u 


-37^  +  4«o  —  ?«7o 


{fif^g  cos  i '  0* 
»  =  ^  («n  t  —  f»  C08  i)  '  +  ^»0  +  ?«Po» 
welche  abgekürz^t  lauten: 

f<  as  1^  j<o  —  ^  Auo  ,        ü  =  p  {sin  i  —  fi  cos  t)  /  , 

Es  nähert  sich  demnach  die  horizontale  Gomponente  u  der  Ge- 
schwindigkeit des  Berührungspunktes  einer  Constanten,  die  Cos- 
ponente  in  der  Richtung  des  steilsten  Abfalles  aber  wird  der  Zeit 
proportional.  Die  Bahn  des  Berührungspunktes  wird  daher  mitwtck- 
sondern  t  immer  mehr  parabolisch. 

6.  Ist  X  <  1,  so  wird  ^/  =  0  für  0  «  C,  d.  h.  da  9  =  f^geosit  i*s 
für  die  Zeit 

ii  «  5—^ ;  «  71 i? :  (*^o  +  VU^^  +  y^) . 

2  i^g  cos  t        (1  —  %*)  ii^g  cos  i  ^ 

Für  1/  ==^0  wird  aber  2  F  «=  C,  also  2  (f'  +  xö)  =  2  (0*+  Cx)  =-  0,  d.  h.  4* 
xG  =  ^g  sini  *  i  ist  t  F  =^  —  ^g  sin  i  •  /,.  Demnach  werden  die  Compooeotto 
u  +  *y  e=3  J  ^,  ü  —  «p  =B  ^  F  -[-  ;9  Wn  t  *  /|  der  Geschwindigkeit  des  Berühnm^- 
punktes  beide  zugleich  für  <  «=>  /|  Null.  Es  verschwindet  also  die  Geschwindig- 
keit des  Berührungspunktes  und  die  Kugel  beginnt  zur  Zeit  ti  zu  rollen.  Von 
diesem  Augenblick  an  gilt  mithin  das  Gleiehungssystem : 

t-r  j4^--,    «  +  „  =  o 

~  ='  gsini  +  f"        \s-^^^  f  c  —  #p  —  0 

dr 
l\  =  Mg  cos  i  J#  —  «=.  0. 

Sind  nun  uj,  üj,  pi,  71  die  Werthe  von  ac,  0,  p,  7  für  /  »■  /|,  so  erhält  du,  »>* 

in  Nr.  3.: 

M  —  Ml  =  J  «  (7  —  7i) 

"  —  »1  +  i«  (P  —  Pi)  =»  ^  «'« *  ('  —  'i)« 
Um  die  Constanten  zu  bestimmen,  hat  man  für  <  «»  f|   aus  den  Gleiehoiif^s  voe 
Nr.  3.: 

V  =  V  —  g  sini-  t  —  \vo  —  ^f  «p«, 
wofür   ^  =  0,    y  =  —  ^ g  sin  i '  (i  ist: 

Mj  «  ^i/,,  —  ^*yo,         »I  =■  ^^«««-'i  +  ^»0  +  ?*P* 
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nnd  weil  zur  Zeit  <i  auch  die  obigen  beiden  Gleichungen  u-]-  sq  ='0,  v  —  sp  =^0 
gelten : 

«1  +  «yi  =  0,        ü,  —  *p,  =  0, 

wodurch  auch  p,  und  ^j  bestimmt  sind.     Für  irgend  eine  Zeit  <  ^  /i  besteben 
also  die  Oleichungen: 

«  —  «1  ="  i*(y  —  7i)  M  +  »y  =  0 

»  ^  »I  +  I*  (P  —  Pi)  =•  p  «*n  i  •  (/  —  /i)  »  —  «p  e=  0.   . 

Man  erhält  hiermit  unter  Berücksichtigung  der  Werthe  der  Constanten: 

II  =  u,,       g  ^  qit       0  —  »,=•*  (p  —  pi)  =-  ^g»in  i  •  {/  —  /|), 
sowie 

d.h.:  Die  horizontale  Componente  u  der  Geschwindigkeit  des  Mittel- 
punktes der  rollenden  Kugel  ist  constant  und  findet  in  ihrer  Rich- 
tung kein  Reibungswiderstand  statt.  Die  Componente  der  Geschwin- 
digkeit in  der  Richtung  des  stärksten  Abfalles  die  schiefe  Ebene 
hinabwächst  der  Zeit  proportional.  Der  Kugetmittelpunkt  beschreibt 
daher  eine  Parabel,  parallel  der  schiefen  Ebene,  deren  Hauptaxe 
die  Richtung  des  stärksten  Abfalles  hat.  Die  Beschleunigung  dieses 
Punktes  in  dieser  Richtung  ist  t^g  9ini  nnä  die  Reibung  — ^Mgsinf, 
Da  ß  =  fiMg  cos  i  und  wegen  x  <^  1  auch  l^g  sin  i  •<  fig  cos  i  ist,  so  folgt,  d  ass 
die  Reibung  im  vorliegenden  Falle  nicht  dem  fifachen  des  ganzen 
Druckes,  sondernnur  einem  Bruchtheil  hiervon  gleich  ist.  Die  Com- 
ponente q  der  Winkelgeschwindigkeit  um  den  Kugeldurchmesser  pa- 
rallel der  Linie  steilsten  Abfalles  ist  constant,  sowie  die  um  den  zur 
schiefen  Ebene  senkrechten  Durchmesser;  die  Winkelgeschwindig- 
keit p  um  den  horizontalen  Durchmesser  ist  gleichförmig  beschleu- 
nigt. 

6.  Es  seien  die  Anfangsgeschwindigkeiten  «oi  Vo»  Pot  9ot  ^o  sämmtlich  Null. 
Dann  findet  in  horizontaler  Richtung  überhaupt  keine  Geschwindigkeit  statt,  wird 
also  auch  keine  Reibung  erregt»  d.  h.  es  ist  fortwährend  /*  as  o.  Demnach  ist 
das  Gleichungssystem: 


i'f,--r- 

Mf^  IlR 

*'g  =  » 

«  +  «y  =- 

*4:»«- 

oder 
gsini  +  f'       J«^  =  0  u  +  sq  ^  0  o  —  #p  =  0 


dt 
dv 

dt  '' 

R  =  Mg  cos  i 
Man  erhält  hieraus  mit  Rücksicht  auf  den  Anfangszustand: 

II   =   0,  7   =    0,  M   -|-   Äiy    s=s    0. 

Der  Mittelpunkt  der  Kugel  bewegt  sich  also  geradlinig  die  schiefe 
Ebene  entlang  und  findet  keine  Rotation  um  eine  Axe  parallel  der 
Richtung  des  steilsten  Abfalles  statt  ebenso  wenig  wie  um  eine  Axe 
senkrecht  zur  Ebene.  Die  horizontale  Componente  der  Geschwindig- 
keit des  Berührungspunktes  ist  Null. 

Für  den  Fall  des  Gleitens  der  Kugel  hat  man  nun: 

dv    .    ^     dp 

- — f-  i^s  ~  s^  g  stnt 

dt   ^  ^    dt         " 
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nnd  da  /**  aufwärt«  wirkt,  also  negativ,  nämlich  f  ^s»  —  figcoti  ist: 

}#—  =  (ig cos  i. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

V  +  iip  =^  gtini't,        i'P  '^  f^g  cos  t  •  / 
und  also  wird: 

V  =^  9  («f«  t  —  i*  cos  f)  / ,        ^  «p  SS  ^^  cos  I  •  t 

nnd  die  Geschwindigkeit  des  Berühmngspnnktes : 

V  —  gp  =  g  («II  t  —  :^fi  cos  i)  •  / . 

Dem  Anfangssustande  entsprechend  kann  das  Gleiten  nur  abwärts  stattfindeo, 
daher  mnss  diese  Grösse  positiv,  d.  h.  sin  i  —  ^ft  cos  i  ^  0  oder  ig  i  '^  \ß  oder 
also  X  ^  1  sein.  Die  Kugel  kann  also  nur  gleiten,  wenn  die  NeifnD^ 
I   der    schiefen    Ebene    gegen   den   Horizont    die    Bedingung    erfällt 

Für  das  Rollen  ist    —  +  J«^  =  gnni^    also   v  +  Isp  =  gsini-t  an! 

hierzu  kommt  v  —  «p  =»  0,  sodass 

sp  =  ^g  sini  •  t  y        o  =a  ^  g  sini-  i 

wird.     Die    Reibung   beträgt   hier   —  fsa^g-^ss^^gginL     Die   Reibung  des 

Gleitens  ist  y^g  cos  t,  grösser  als  sie  kann  die  im  vorliegenden  Falle  lUtt- 
iindende  Reibung  nicht  sein,  man  muss  also  haben  ^  g  sin  i  "^  fig  cos  f.  d.  L 
^tgi  ^  fk  oder  x  ^  1.  Das  Rollen  der  Kugel  findet  also  in  deuTiilen 
statt,  in  welchen  der  Neigungswinkel  t  der  Bedingung  tgi  ^  \fk  |f* 
Qügt. 

§.  18.  Wir  wollen  den  Fall  der  Bewegung  einer  homogenen  scbwerea 
Kugel  auf  einer  horizontalen  Ebene  besonders  behandeln.  Man  hat  hiertär, 
da  t  »  0: 

oder        -  +  '^=* 
ü  —  #^  —  " 


dt        ' 

^    dt              ' 

yr  +  /-''  =  M 

dv         ^ 

dt        ' 

^    dt         ' 

und 

f         r 

t«  +  *y        V  —  sp 

n  =  Mg 

1.  Es  seien  wieder  t<ot  Vg,  poi  7o  ^^®  Componenten  der  Anfangsgeschwiod-j 
keiten  und  habe  für  den  Fall  des  Gleitens,  den  wir  zuerst  behandeln,  die  positnt 
j:-Axe  Richtung  und  Sinn  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Beruhrangtpacil*» 
»<o  +  *?o  =■  -J  ^0»  Dadurch  wird  die  ihrer  Componente  »o  —  sp^  ^  0  und  f ,  =  f* 
Es  bestehen  also  die  Gleichungen  (§.  17.,  Nr.  S.): 

u  +  gq  ^  la,         ^  —  M  —  fiio+?*^o 

»  —  *P  =  i^,         r«o  —  ^»0—  i»Po  ■■  »   -  »Ol         Po  —  »/»t  »^  ^• 
Weiter  wird  . 

X  «  ;}  iL'  «  0,      C  «  2  ^/oi      C  =  0 
und  mithin  ^ 

e  ^  figt  =^  t/o--  U,        K  =  0. 
Daher  ist 

u  +  sq  ^  lU  '^  i{(/o  —  iigt)  —  »<o  +  *yo  —  iP^ff^t        p  —  #p  —  0; 
d.  h.   die  Geschwindigkeit   des   Berührungspunktes  behält  wahrrod 
des  Gleitens  constante  Richtung  nnd  ist  gleichförmig  veriögcrC   Di« 
Reibung  ist  daher  ebenfalls  constant  nach  Richtung  und  Isteasitat- 
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Für  die  Geschwindigkeit  (u,  v)  des  Kagelmittelpunktes  hat  man  aus  obigen 
Gleichangen : 

d.  h.   u  =>  Uq  —  figij   V  =»  »0- 

Die  Projection  der  Geschwindigkeit  des  Mittelpunktes  auf  die 
Richtung  des  Gleitens  ist  gleichförmig  Terzögert,  die  Projection 
derselben  senkrecht  zu  dieser  Richtung  in  der  Horizontalebene  con- 
stant;  der  Mittelpunkt  beschreibt  demnach,  so  lange  die  Kugel  glei- 
tet, einen  Bogen  einer  horizontalen  Parabel,  deren  Hauptaze  der 
Richtung  des  Gleitens  parallel  läuft.  Dieser  Satz  rührt  von  J.  Albr.  Eu- 
ler, dem  Sohne  von  L.  Euler  her  {Mim,  de  VAcad,  de  Berlin  1758,  p.  284). 

Um  die  Gleichung  dieser  Parabel  zu  erhalten,  hat  man 

und  hieraus,    da   x  =*  y  ^^  0  für   <  «=»  0,  wenn   der  Ursprung  des  Coordinaten- 
Systems  die  Anfangslage  des  Berührungspunktes  ist: 

mithin  nach  Elimination  von  t: 

Die  Coordinaten  a,  ß  des  Scheitels  erhält  man,  indem  man  x  -{-  a,  y  -\-  ß  für  x  und 
1/  in  diese  Gleichung  einsetzt  und  a,  ß  so  bestimmt,  dass  die  constanten  Glieder 

verschwinden.      Dies    gibt    a  =»  ^r-^  i    ß  =  -^— ^  •      I^iö    Scheitelgleichung    der 

2ng      '^  (ig 

Parabel  ist  also  y*  ■-  —  k^~  ^y  *hr  Parameter      * 


2tLg  2iig 

Die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  ergeben  sich  aus  den  obigeu 
Gleichungen  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes, 
nämlich 

Die  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  parallel 
der  Richtung  des  Gleitens  ist  constant,  um  eine  hierzu  senkrechte 
horizontale  Aze  aber  gleichförmig  verzögert. 

2.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  nur  so  lange  parabolisch,  als  die  Kugel 
gleitet.    Das  Gleiten  hört  auf,  sobald  die  Geschwindigkeit 

des  Berührungspunktes  Null  wird.     Dies  und  damit  das  Rollen  der  Kugel  erfolgt 
mit  der  Zeit  /],  welche  der  Gleichung  genügt 

{|     ^     ^  SB»     . 

Sind  «I,  0|  die  Componenten  der  Geschwindigkeit   des   Mittelpunktes   für  diese 
Zeit  /|,  so  hat  man  aus  den  obigen  Formeln  u  =^  uq  —  l/^gt%   v  ^=^  VqI 

Zu  derselben  Zeit  /j  treten  aber  vermöge  des  Rollens  die  Bedingungen 

ii-|-'9^0,        V  —  8p  ^  Q 

ein.     Daher  geben  diese   «i  4"  '9t  '^  ^t   ^i  —  «Pi  °=»  0  und  es  bestehen  daher 
für  irgend  eine  auf  tx  folgende  Zeit  /  die  Gleichungen: 
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"  —  ttj  =  I »  (y  —  ^,)  II  +  *y  =  0       I«,  =  «0  —  pLgti       »]  +  *y,  «  0 

w  —  »1  +  1«  (p  —  Pi)  =  0       ü  —  *p  =  0       »,  =  »0  »,  —  «Pi  =  0. 

woraus  folgt:  «  —  m,  =  |*  (y  —  yi)  =  —  «  (^  —  ^i),  aJ«>  ?  ==■  ^it  »  —  «i« 
»  —  »1  =  —  I » (P  —  Pi)  =  «  (P  —  Pi)t    also   p  =  Pi,   »  =  »1  =  üo. 

Es  bleiben  demnach  die  Componenten  u,  9  der  Geschwindigkeit 
des  Mittelpunktes  constant  und  behält  diese  selbst  also  denselben 

Werth  r  «1*  +  Vo'  ^^^  dieselbe  Richtung.  Ebenso  bleiben  die  Com- 
ponenten p,  q  der  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  BerShmn^s- 
punkte  mit  der  Ebene  liegen  in  gerader  Linie,  nämlich  in  der  Tan- 
gente der  Parabel,  welche  die  Projection  der  Bahn  des  Mittelpank- 
tes  bis  zur  Zeit  t^  darstellt. 

Die  Reibung  ist  von  der  Zeit  /|  an  Null,  wie  aus  -— «sOs»^,  —sssO  =  f 
folgt. 

3.  Ein  interessanter  Specialfall  ist  Vq  =>  0.  Hierfür  ist  für  die  Zeit  d*» 
Gleitens  u  =  Kq  — -  {igt,  v  =»  0.  Die  Bahn  des  Mittelpunktes  ist  siDs 
Gerade  parallel  der  x-Axe,  er  beschreibt  sie  gleichförmig  TersoperL 

Ferner  ist  p  =  0,    o  =  ö«  —  4  ^ .     Von   der  Zeit   U  ^  l  "^"t-?^  hOrt  d^ 

Gleiten  auf  und  rollt  die  Kagel.  Die  Geschwindigkeit  ihres  Mittelpunktes  i^t 
dann  constant  gleich  w,  ==  w^  —  f^gti  =«  ^u^  —  ?«yg.  Wenn  u  während  de« 
Gleitens,  also  vor  der  Zeit  i^  Null  und  hierauf  negativ  wird,  d.  h.  wenn  for  du 
Zeit  /{  zwischen  0  und  /^  die  Gleichung  Uq  r—  figt^  =  0  erfüllt  wird,  so  wird  iir 

Kugel    zurücklaufen.      Es    ist    nämlich    /,  <  /|,    d.    h.    ^  <  ^  "<  +  '^\  ,1«^ 

«0  <  ^("o  +  *yo)  ^öd  folglich  tt,  =  wy  —  ^(«0  +  «7o)  negativ,  «o  mos«  «b«r 
positiv  sein,   damit  uq  —  ngf^zssO  für  eine  positive  Zeit  i^  verschwinden  künnf. 

4.  Auch  wenn  Vq  nicht  Null  ist,  kann  der  Rücklauf  der  Kugel  eintreten. 
Der   Mittelpunkt  beginnt    den  Parabelbogen   zu   beschreiben   mit   der  Anfsnf«* 

geschwindigkeit  J^Uq*  +  Vq*  in  der  Richtung  der  Anfangstangente;  zur  Zeit  /. 
von  wo  an  er  geradlinig  in  der  Richtung  der  Endtangente  furtgeht  und  die  Kcjr) 

rollt,  ist  seine  Geschwindigkeit  ^m,*  +  vq»  =s  }^{f  kq  —  i'9of  +  »o*.  H**  ^^^ 
der  Mittelpunkt  zur  Zeit  <|  den  Scheitel  der  Parabel  noch  nicht  erreicht,  m  er- 
scheint diese  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Anfangsrichtung  rechtlaofig,  lovir 
er  aber  den  Scheitel  überschritten  hat,  rückläufig.  Die  Zeit,  welche  er  ahtr 
braucht,  um  den  Scheitel  zu  erreichen,  ergibt  sich  ans  y  =*  oq/,  wenn  man  für 

V  die  Ordinate  ß  =»  -^-^  des  Scheitels  einsetzt,  nämlich  /,=»  —  .    Da  sie  pofiü« 

sein  muss,  so  bewegt  sich  der  Mittelpunkt  überhaupt  nur  dann  nach  dem  Sckrit« 
hin,  wenn  Uq  positiv  ist.  Soll  also  die  Kugel  rechtläufig  gleiten,  so  moss  /|  <  V 
d.  h.-  ^  (uq  H~  '9o)  <!  ^Oi  ^-  ^'  i^9o  ^  ^h  Bein.  Da  nun  t^  positiv,  also  u«  4*  '9«  x"" 
ist,  so  folgt  sq^^  —  i/q.  Es  muss  also  für  die  Rechtläufigkeit  sq^  zwischen  —  », 
und  H~  i'^o  liegen.  Ist  aber  /|  ^  Z^,  so  hat  der  Mittelpunkt  den  Parabelschcitc! 
bereits  überschritten,  bis  die  Kugel  zu  rollen  anfängt.  Sie  rollt  daher  in  ift 
Richtung  einer  Tangente  fort,  welche  mit  der  Anfangsrichtong  einen  ttuwpUt 
Winkel  bildet  und  ihre  Bewegung  erscheint  rückläufig.  Damit  dies  eiBtrr;«-. 
muss  «0  positiv  und  «9o  ^  f  Mq  seio. 

lieber   das  Problem  4er  Bewegung   einer   homogenen   schweren  Kugel  aii' 
einer   Ebene   mit  Rücksicht   auf  Reibung   ist  von    Literatur   insbesondere  aar* 
führen : 
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Coriolis,  Theorie  mathimaiique  des  effets  du  jeu  de  bütard,  Cap.  1,  sowie  Min- 
ding, Handbuch  der  theoretischen  Mechanik.     Berlin  1838.     S.  325  etc. 

R^sal,  Eilide  giometrique  sur  le  mouoemetä  d'une  sphere  glissant  oti  roulant  sur  un 
plan  horizontal,    (Compt,  rend.  de  VAcad.  den  gciences,  T.  LXVIII  (1869),  p.  1158.) 

Amthor,  Ueber  die  Bewegung  emes  Körpers  auf  einer  krummen  Fläche  mit 
Rücksicht  auf  gleitende  Reibung  (Dissertation).  Leipzig  1869.  (Behandelt 
verschiedene  hierher  gehörige  Probleme,  Bewegung  eines  homogenen  Rota- 
tionskörpers auf  einer  horizontalen  Ebene,  einer  Kugel  auf  einer  Kugel,  die 
Bewegung  des  Kreisels  etc.) 

Jollien,  Probiemes  de  mecanique  rationelle,  T.  II,  p.  192.  (2itoie  ^dit.) 


XV.  Capitel. 

Die  Bewegtmgsgleichungen  eines  beliebigen  veränderlichen  SyatemB. 
D'Alembert'8  Princip.  Das  Qauss'sche  Frincip  des  kleinsten  Zwanges. 
Verwandtschaft  der  Bewegungen.   Newton's  Sats  über  die  Aehnlich- 

keit  der  Bewegungen. 

§•1.  Es  sei  ein  beliebiges  System  von  n  Massenpunkten  m,-  ge- 
geben, auf  welches  sowohl  äussere  als  innere  Kräfte  einwirken;  das- 
selbe sei  frei,  d.  h.  nicht  an  Bedingungen  gebunden,  dass  gewisse  Punkte 
auf  gegebenen  Curven  oder  Flächen  bleiben  sollen  und  dgl.  Sind  JT,-, 
r,,  Zi  die  Componenten  der  Besultante  Pi  aller  auf  m,-  wirkenden  Kräfte 
parallel  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  in  Bezug 
auf  welches  dieser  Punkt  die  Coordinaten  Xi^  yt,  Zi  besitzt,  so  sind 

m<  -^  =  Xi ,       mi  -^  =   ri,       w.  -^  =  Zi 

die  Bewegnngsgleichungen  desselben.  Aehnliche  Gleichungen  erhält  man 
für  f  s=s  1,  2,  3  ...  ;i,  d.  h.  für  alle  Punkte  des  Systems;  im  Ganzen 
also  3/1.  Die  Grössen  AT,-,  Fj,  Zi  sind  Functionen  der  Coordinaten  der 
n  Punkte,  deren  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  t  und  von  /  selbst, 
können  zum  Theil  constant,  insbesondere  Null  sein  u.  s.  w.  Man  kann 
diese  3n  Gleichungen  in  eine  einzige  zusammenfassen,  .welche  vermöge 
der  Willktirlichkeit  gewisser  darin  vorkommender  Grössen  sofort  wieder 
in  sie  zerfällt  werden  kann,  ihrer  Bedeutung  wegen  aber  von  Wichtig- 
keit ist.  Bringen  wir  nämlich  in  jeder  der  drei  Gleichungen  die  rechten 
Seiten  auf  Null,  multipliciren  sie  mit  den  vollständig  willkürlichen  un- 
endlich kleinen  virtuellen  Verschiebungen  da:,-,  dyi^  dzi  der  Punkte,  addi- 
ren  sie  alle  drei  und  summiren  hierauf  nach  t  durch  das  ganze  System 
hindurch,  so  ergibt  sich 

^  { (""  P  -  ^•)  '»^' + («'  S-  -  ^')  ^y- + ('"•  £'  -  ^')  ^ = ^ 

als    die,  fragliche   Gleichung,    welche   vermöge    der   WillkUrlichkeit   der 
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Grössen  6xj  öy,  6z  gleiclibedentend  mit  den  3  n  BewegungsgleicliaDgen 
des  Systems  ist. 

Sowohl  das  System  der  Kräfte  w,-  —^ ,   w,-  — -y  ,   m,-  — j  ,  oder  wm 

dasselbe  ist,  der  Kräfte  m,- 9,-,  deren  Componenten  sie  sind,  als  du 
System  der  gegebenen  Kräfte  Pi  (^,>,  F,-,  Z,-)  vermag  dem  Punktsystem 
die  Bewegung  zu  ertheilen,  welche  dasselbe  annimmt.  Daher  sind  beide 
Kräftesysteme  äquivalent  und  halten  sich  folglich,  wenn  man  eines  von 
ihnen,  z.  B.  das  letzte,  umkehrt,  Gleichgewicht.  Nach  dem  Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  für  ein  freies  System  muss  daher  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte 

mi  -^  —  Xi,      tm  -2  —  r,,     na  -^  —  z. 

für  jede  beliebige  virtuelle  Verschiebung  des  Systems,  d.  h.  für  jede 
Wahl  der  Grössen  dxi^  öyi^  dzi  verschwinden.  Dies  ist  der  Sinn  der 
vorstehenden  Gleichung. 

Die  Kräfte  mi^i,  welche  den  Systempunkten  tili  ihre  Bewegung  n 
ertheilen  vermögen  und  zwar  jedem  für  sich  so,  als  ob  er  nicht  mit  den 
übrigen  das  System  bildete,  heissen  bei  einzelnen  Autoren  Effectiv- 
kräfte  und  wenn  sie  in  umgekehrtem  Sinne  genommen  werden:  Reac- 
tionskräfte.  Da  es  für  das  Gleichgewicht  einerlei  ist,  welches  von 
den  bei^^en  Kräftesystemen,  das  der  rnttpi  oder  das  der  P.,  umgekehrt 
wird,  so  kann  man  den  Inhalt  jener  Gleichung  auch  so  aussprechen: 

Das  System  der  gegebenen  Kräfte  Pi  und  das  der  Reac- 
tionskräfte  — rnitpi  halten  sich  in  jedem  Augenblicke  wah- 
rend der  Bewegung  an  dem  Punktsysteme  Gleichgewicht 

Da  die  gegebenen  Kräfte  P«,  welche  auf  das  System  einwirken, 
den  Bewegungszustand  jeden  Augenblick  abändern,  so  muss,  damit 
der  Bewegungszustand  fUr  jeden  Zeitmoment  bestimmt  werden  könne, 
derselbe  für  irgend  eine  Zeit,  z.  B.  für  <  s»  0  gegeben  sein.  Fat 
diesen  Anfangszustand  müssen  die  Geschwindigkeiten  aller  System- 
punkte nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  bekannt  oder  wenigstens  solche 
Bedingungen  gegeben  sein,  mit  Hülfe  deren  sie  sich  ermitteln  lassen. 
Uebrigens  kann  dieser  Anfangszustapd  auch  der  Zustand  der  Rahe  des 
Systems  sein.  An  Stelle  der  Anfangsgeschwindigkeiten  kann  man  aocb 
ein  System  von  Momentankräften  ^i  geben,  welche  fähig  sind,  dieselben 
zu  erzeugen.  Dies  System  ist  alsdann  dem  System  der  MomentankräAe 
miVi  für  die  Zeit  /  =  0  ebenso  äquivalent,  wie  das  System  der  KraAe 
Pi  es  in  Bezug  auf  m,<p,-  ist.  Sind  Si^  Hi^  Zi  die  Component«n  von 
Kij  so  führen  dieselben  Schlüsse  wie  oben  zu  der  Gleichung 

-s{(m,^'-S.)da:,+  {'n,f-H^6y,+  (rn^ll-Z^6z,}^0,  (/=«-. 
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welche  vennöge  der  Willkürlichkeit  der  Grössen  dxtj  dyi^  özi  in  3  ;i 
Gleicliangen  zerfällt  werden  kann. 

§.  2.    Wir  wollen  die  Hauptgleichung  des  §.  1.  in  die  Form  bringen : 

-^'"'  ($^  ^''•'  +  W  ^^'  +  &  ^^•)  ^  ^  ^^'^^^  +  ^'^^'  +  ^'^^'^  • 

Sie  drückt  ans,  dass  die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  mitpi  der  virtuellen 
Arbeit  der  Kräfte  Pi  gleich  ist  für  jede  beliebige  Verschiebungsart  des 
Systems.  Sind  nun  Xi,  Ti,  Zi  die  partiellen  DiBferentialquotienten  einer 
Function  V  der  Coordinaten  der  Sjstempunkte  nach  xi^  y,*,  Zi  genom- 
men, nämlich 

dU  y_SÜ  du 

oxi  di/(  ozi 

so  wird  die  virtuelle  Arbeit  der  Kräfte  Pi  rechter  Hand: 

2 (Xidxi  +  Tiiyi  +  Ziözi)  =  2Q^dxi  +  ^^  öy^  +  ^  cJr.)  =  dU 

und  nimmt  jene  Gleichung  die  Form  an: 

^«  ($'  "■  +  C? '"  +  w  ")  -'"■ 

Die  Function  ü^  deren  Natur  in  den  einfachsten  Fällen  bereits  S.  243 
und  615  erörtert  wurde  und  welche  den  Namen  „Kräftefunction" 
führt,  kann  in  folgenden  Fällen  leicht  gebildet  werden: 

1.  Wenn   auf   die  Systempunkte  Kräfte  Pi  von  constanten   Rich- 
tungen {p^ißiyi)  und  Intensitäten  wirken.     Denn  für  eine  solche  ist 

Xi  =  Pi  cos  cti ,       Yi  =  Pi  cos  /3f ,       Zi  =  Pi  cos  y,-, 

Xiixi  +  Yidyi  -j-  Ziizi  =  Pi  {cos  cti  •  da:,-  +  cos  ßi  •  öyi  -j-  cos  y,-  •  özi) 

zs=  d  '  Pi  {xi  cos  Ui  -f-  yi  cos  ßi  +  Zi  cos  y^) , 
mitbin   die  Kräftefunction 

U  =  £Pi  {xi  cos  Ui  +  yi  cos  ßi  +  2,  cos  y.)  =  £  {AiXi  +  J5,y,-  +  C,  z.) , 

wo  Ai^  Bij  Ci  von  ^  unabhängig  sind,  aber  mit  t  variiren  können. 

2.  Wenn  Kräfte   Pt  wirken,    deren   Richtung    senkrecht    zu   einer 

festen  Ebene 

X  cos  a,-  -{-  y  cos  ßi  -{-  z  cos  yi  —  jp  =  0 

and  deren  Intensitäten  Functionen  fi{qi)  von  dem  Abstände 

Qi  =  —  {xi  cos  cti  +  yi  cos  ßi  +  Zi  cos  yi  —  p) 

der   Systempunkte  von  diesen  Ebenen  sind.     Denn  dann  ist 

^i  =  fi  iifi)  <^o*  ^i  y        ^i  =  fi  iQi)  cos  ßi ,       Zi  =  fi  {Qi)  COS  y,; 
A'iSjCi  -}-  I^^y^i  +  ^i^«i  =  fi  {q»)  {cos  Oi  •  dxi  +  C05  j3,-  •  Jy,-  -f-  co*  y,-  •  dzi} 

=  —fi  {9i)  •  ^9i  =  ^  •  /—  fi  (Qi)  <^M 
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3.  Wenn  die  Kräfte  Pi  Attractionen  nach  festen  Centren  C.  (o.,  i„  f,j 
und  ihre  Intensitäten  Functionen  der  Entfernung  r«-  von  diesen  sind. 
Dann  wird  nämlich 

Xiöxi  +  Tiiy,  +  Zidzi Pi  {"^LH^  Sxi  +  ^^^^=-^  dy,  +  ^^^^^IzS 

4.  Wenn  die  Kräfte  Pi  gegenseitige  Anziehungen  der  Systempunkte 
unter  einander  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Intensität  der  Kiai^ 
mit  welcher  sich  die  Massen  m«-  und  mjk   anziehen,  durch  i^^t  so  m^ 

die  Componenten  der  an  w,-  angreifenden  Ejraft  —  Pik  ^ —  ,  —  Pik  -     . 

^Xi  rjF, 

—  Pik  -^,  oder  wenn  man  / —  Pikdnk  «=  Rik  setzt:  -5-^,  -^,  — -■*. 
Die   Componenten    der    an    m^    angreifenden   Kraft   sind   dann    ebenso 

-7: — ,    -^ — ,    -^ — .     Nun    wirken    auf  m,   Kräfte    in    den   Richtungen 

^Xk       Byk        dzk  ' 

nach  allen  übrigen  Punkten  m^ ,  lyiß ,  . . .  m« ,  daher  sind  die  Componen- 
ten der  ganzen  an  m^  wirkenden  Kraft: 

^  = — 

Für  den  Punkt  iiij  erhält  man  JTj,  F2,  ^2'  ii^dem  man  die  eingeklam- 
merte Summe  durch  Äji  4"  ^23  +  •  *  *  +  Ä« «  ersetzt.  Die  Grössen  Ä 
hängen  nur  von  den  Coordinaten  der  beiden  Punkte  ab,  deren  Indice« 
ihnen  angehängt  sind;  es  sind  daher  die  Differentialquotienten  dersel- 
ben nach  Coordinaten  mit  anderen  Indices  Null.  Daher  kann  man  der 
Summe  R^^  H"  -^is  ~f~  '  *  *  ~h  ^i«  die  Summe  aller  übrigen  R  tnfögcB 
und  erhält  die  Kräftefanction 

ü=Rx2  +  Rn'\ hÄi«  +  ^23  +  Ä24H hÄ«.H f-Ä|»-,.,«2:Äa. 

sodass  X  =^-         F  =  ^-         Z  =  ^^ 

dxi '  *        dyi  *         *        özi ' 

Xiöxi  +  Yi6yi  +  Zi^zi  =  6ü. 

5.  Wenn  auf  Punkte  des  Systems  theib  Kräfte  der  unter  1.,  theib 
solche,  welche  unter  2.,  3.  oder  4.  aufgeführt  sind,  wirken.  Die  KräAr* 
function  ist  dann  die  Summe  von  Gliedern,  welche  von  den  den  ein* 
zelnen  Kräftegroppen  entsprechenden  Kräftefnnctionen  gebildet  «eni^n. 
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Die  Attractionsgesetze,  welche  hierbei  zu  Orunde  gelegt  werden  können, 
sind  willkürlich,  können  auch  von  Punkt  zu  Punkt  verschieden  sein, 
sowohl  nach  der  Kraftintensität  als  auch  nach  dem  Sinne  der  Kraft, 
als  auch  nach  der  Stärke  der  Anziehung  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung. Auch  ist  es  nicht  nötliig,  anzunehmen,  dass  jedes  Centrum  alle 
Massen  anzieht. 

§.  3.  Sollen  an  die  Stelle  der  3n  Coordinaten  o?),  ^|,  Zj;  x^,  y^y 
:.>)  •  •  •  ^m  i/n^  Zn  neue  Coordinaten  ^| ,  ^21  •  *  -  ^iin  in  die  Bewegungs- 
gleichungen oder  in  die  Hauptgleichung  des  §.  1.  eingeführt  werden, 
so  gestaltet  sich  die  Ausführung  dieser  Operation  folgen dermassen.  Man 
mnltipliciro  die  3  n  Gleichungen 


di'   — -M       -.   ^^2   —  'M       -*  ^^, 


/ 


resp.    mit  -r-^  ,   -  -  ,    tt  - ,   addire   sie  und  summiro  nach  1.     Man  erhält 
dann:         ^^'      ^«^'      ^'^' 


Indem  man  nun  dem  Index  s  die  Werthe  1,  2,  ...  3n  beilegt,  erhält 
man  3  n  Gleichungen  dieser  Art  und  indem  man  sie  mit  den  willkür- 
lichen Variationen  d^| ,  dq^^  .  .  .  6q^n  der  neuen  Yariabelen  multiplicirt 
und  a'ddirt,  weiter: 

,    i    \      dqs  dqs  dqs/ 

Indem  man  die  Ordnung  der  beiden  Summationen  umkehrt,  erhält  man 

=  2  iXi  S  l^-  Sq,  +  Yi2^^  Sq.  +  Z^Z  ,-f^'  Sq.}  . 
i   K      ,   dqs    '     '         ,  dqs  ,  dq,       ) 

Die  Vergleichung  dieser  Gleichung  mit  der  früheren 

>;,«,  (-^f  Sxi  +  ^  Syi  +  ^^  <Jz,)  =  21{X,Sxi  +  F,%  +  2,<Jr,) 
zoigt,   dass  an  die  Stelle  der  Variationen  ^a:,-,  (Jy,-,  ^2,-  blos  die  Ausdrücke 

dXi  3s         ^      ^^i  jt         \  I      ^^'    X 

Jq,   <Jy.  +  ä^  <^?.  +  •  •  •  +  0,3-;,  <'«'3„ 

lZ^''^-^fq,^^^+-'-  +  !qt>' 
Jq\^^^  +  W.'"^"'^dqrJ''''- 


r»r 


Schell,  Theorie  d.  ücw.  u.  d.  Kralle.  ÖÖ 
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treten.     Existirt  eine  Kräftefnnction   üy  so  nimmt  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  die  Form  an: 


22 


("S+'-'t +*£)"■ 


7  ,•    \dxi  dqs    '    dyi    dq,   *    dzi   dgsJ  ,   dgs 

Die  neuen  Coordinaten  q  sind  von  einander  unabhängig,  wie  die  Coor* 
dinaten  x,  y,  z  und  zerfällt  die  obige  Gleichung  in  3  n  GleiehongeD, 
indem  man  die  Coefficienten  der  q^^  q^j  ...  ^3^  der  Reihe  nach  gleich 
Null  setzt. 

§.  4.  Wir  nehmen  jetzt  an,  das  System  der  Massenpunkte  m  sei 
nicht  mehr  frei,  -sondern  Bedingungen  unterworfen  und  stellen  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  für  dasselbe  auf.  Wir  beschrinken 
uns  hierbei  aber  ausdrücklich  auf  solche  Bedingungen,  deren  Einfiosi 
durch  Kräfte  von  bestimmter  Intensität  und  Richtung  vertreten  werden 
kann  und  welche  analytisch  durch  Bedingungsgleichungen  zwischen  den 
Coordinaten  der  Punkte,  welche  ihnen  genügen  sollen,  darstellbar  sind. 
Von  Bedingungen,  welche  durch  Ungleichungen  ausgedrückt  werden, 
sehen  wir  ab.  Ersetzen  wir  die  Bedingungen  durch  Kräfte,  so  kann 
das  System  als  ein  freies  angesehen  werden.  Es  seien  S^'"^  die  Resultan- 
ten aller  Bedingungskräfte,  welche  an  den  Punkten  m,-  angreifen,  S|^\  5*  \ 
S^^  ihre  Componenten;  indem  wir  diese  den  Componenten  X,-,  I^-,  Z 
der  äusseren  und  inneren  Kräfte  hinzufügen,  erhalten  wir  gemäss  §.  1- 
als  Bewegungsgleichungen : 

worin  die  Grössen  S^SK  ^!^  S^'^  Aber  noch  zu  bestimmen  sind.  Indes 
wir  nun  ähnlich,  wie  §.  1.  verfahren  und  die  Bewegungsgleichongea 
mit  den  Componenten  Sxi^  dy<,  dzi  willkührlicber  virtueller  Verschieban- 
gen  multipliciren ,  sie  addiren  und  hierauf  noch  den  Index  1  sammiren, 
ergibt  sich  die  eine  Gleichung 

^{(•"'  #  -  ^')  *^'  +  (""  ^  -  ^)  **'  +  ("••  $  -  *)  '-••} 

welche  aber  wegen  der  Willkührlichkeit  der  da:,  Sy^  6z  wiederum  u 
die  ursprünglichen  3n  Gleichungen  zerfällt  werden  kann. 

Denkt  man  sich  die  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  GletchDn; 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  den  Gliedern  rechter  Hand  sngefUgt,  s>^ 
drückt  dieselbe  den  Satz  aus: 

Die  gegebenen  Kräfte  P,-,  die  Reactionskrifte  —  "»«'■ 
und   die  Bedingungskräfto  S^^  halten  sich  während  der  B^- 
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wegang  jeden  Augenblick  Gleichgewicht  an  dem  System  der 
Punkte  m,-,  wie  an  einem  freien  System  von  einander  unab- 
hängiger Punkte. 

Es  seien  (Fig.  274.)  P,-  und  5<*)  die  Resultanten  der  gegebenen  und 
die  der  Bedingungskräfte  am  Massenpunkte  tm.  Die  Resultante  von  Pi 
nad  S^*^  ist  die  Effectivkraft  mig>i.  Bringen  wir  sie  und  die  ihr  entgegen- 
gesetzte Reactionskraft  —  mitpi  an,  wodurch  die  Wirkung  von  Pi  und  5^'*) 
nicht  alterirt  wird  und  bilden  die  Resultante  von  P,  und  —  mig>i,  so 
folgt  aus  den  Parallelogrammen  der  Figur,  dass 
Oi  entgegengesetzt  gleich  S^*^  ist.  Weiter  folgt, 
dass  Pi  in  die  beiden  Componenten  mig>i  und  Qi 

zerfallt.     Da  von   diesen   die  Kraft  m,-9,*  die  Be-        ^^ 

wegung    des    Punktes   m,-  für    sich    bestimmt,    so  -iw^e        ^^  x^'V 

nennt  D'Alembert  die  Componente  Qi  von  P,-, 
weil  sie  nichts  zur  Bewegung  beiträgt,  vielmehr 
der  Bedingungskraft  S^*^  Gleichgewicht  zu  halten  hat,  eine  verlorene 
Kraft.  Da  dieselbe  Betrachtung  für  alle  Punkte  gilt,  so  kann  der  In- 
halt des  vorstehenden  Satzes  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Während  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick die  verlorenen  Kräfte  den  Bedingungkräften  (Span- 
nungen, Pressungen)  Gleichgewicht. 

Restituirt  man  daher  die  Bedingungen  selbst  für  die  Kräfte  S^%  so 
kann  man  auch  unter  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten sagen: 

Während  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  Augen- 
blick mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungen,  denen  das  System 
unterworfen  ist,  die  verlorenen  Kräfte  sich  Gleichgewicht 
und  ist  mithin  die  virtuelle  Arbeit  derselben  für  jede  mit 
der  Natur  des  Systems  vereinbare  Verschiebung  Null. 

Dieser  Satz  führt  den  Namen  des  D^Alembert'schen  Princips, 
weil  er  von  diesem  Mathematiker  zuerst  aufgestellt,  in  einem  Memoire 
1742  der  Pariser  Academie  vorgelegt  und  in  seinem  Tratte  de  mecanique 
(jXiAme  partic,  Chap.  I)  1743  vollständig  begründet  wurde.  Mit  Hülfe 
der  obigen  Gleichung  wird  er  durch  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten analytisch  eingekleidet  und  dient  also  im  Grunde  dazu, 
die  Probleme  der  Bewegung  der  Systeme  auf  Probleme  des  Gleich- 
gewichts zurückzuführen. 

Durch  Einführung  der  Bedingungskräfte  S^^  machten  wir  das  System 
LXL  einem  freien  und  waren  in  Folge  dessen  die  Variationen  dx,  öy^  6z 
rollkommen  willkührlich.  Es  genügt  aber  nach  Cap.  VII,  *§.  4.  zum 
[^ileichgewichte  von  Kräften  an  einem  Bedingungen  unterworfenen  System, 
lass  nur  solche  Variationen  eingeführt  werden,  welche  mit  den  Bedin- 
^ngen  verträglich  sind.     Für  solche   ist  aber  die  Summe  der  virtuellen 

55* 


368  Lagrango^s  Form  der  newcgangfigleichungen.  XV.  ( .*.; 

Arbeiten,  nämlich  £  {S^^ixi  +  S|;)*y.-  +  S];iSzi)  =  0.  Sind  also  i  =  M, 
M  =0^  iV  =  0,  . .  .  die  dem  System  vorgeschriebenen  BediDgang{>g!'': 
changcn,  so  kann  die  obige  Gleichung  zweckmässig  durch  das  Gleichnn^y 
System 

i  { ("'  ^,?  -  •>■')  «* + ("•  w  - '')  '»• + ("■  5'  -  4  '=■!  -  ■ 

^  {f, '" + 1  '^' + £ '-)  -  <- 

(DM  ^       ,    dM ,      ,    d3f 


^  I  a^  *^^'  +  b:^,  "^ä"  +  «:,  *^'}  =  ^ 


ersetzt  werden. 

Es   bleiben   nun   noch  die  Grössen  S^*\  5^'\  5^'*^  zu   bestimmen,  ni 
die  Differentialgleichungen    der  Bewegung   der   einzelnen    Systempunk: 
vollständig  zu   haben.     Hierzu  bedienen  wir   uns   der  Euler*sclicD  Me- 
thode der  Multiplicatoren ^   die  wir  bereits  Cap.  "VTI,  §.  8.  (S.  611    M 
der  Aufstellung   der  Bedingungen   des  Gleichgewichts   anwandten.    V* 
den   3  n  Variationen    ^a;,,   <Jy,-,   dz,-  sind   nämlich   nur  3  n  —  x   von  o  :.• 
ander  unabhängig,    wenn  x  die  Anzahl   der   Bedingungsgleichnngen  '\< 
indem  durch  die  zweite,  dritte,  ...  xte  der  Gleichungen  des  vorstehen 
den  Gleichungssystems  x  Variationen  durch  die  übrigen  ausgedruckt  nri 
aus   der   ersten   Gleichung    eliminirt  werden   können.      Multiplicirt  mi: 
daher  behufs . dieser  Elimination  die  zweite,  dritte,  .  .  .  Gleichung  Tf^\ 
mit   den   noch  unbestimmten   Multiplicatoren   A,   fi,    v,  ...,   deren  Ar 
zahl  X  ist  und  addirt  sie  zur  ersten  Gleichung,  so  können  i,  ^,  t\... 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Coefficienten  von  x  Variationen  Null  nr. . 
diese  hierdurch  eliminirt  werden.     Da   die  übrigen  Variationen  aUdt: : 
von  einander  unabhängig  und  vollkommen  willkührlich  sind,  so  erfonkr* 
das  Bestehen   der  gewonnenen  Gleichung,   dass  auch  ihre  Coefficiectc- 
verschwinden.     Demnach  sind  in  jener  Gleichung  alle  Coefficienten  d«  * 
Variationen   gleich  Null  zu  setzen.     Die  Ausführung  dieser  Hechnc^* 
ergibt  unmittelbar  die  3n  Gleichungen  der  Bewegung,  nämlich: 

dt^  diji  dyi  '        dyi 

dPzi,     ^   .  ,  az  ,     dM  ,     a^  , 

dr  dzi  t'Zi  dzi 

Sie  wurden  zuerst  von  Lagrange  gegeben. 

Vergleicht  man  sie  mit  den  obigen  Bewcgungsgicichnngcn,  niib^* ' 
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"'  S" = ^'- + ^''  "•••  S"'  =  ^' + ^^■''  •"••  'S"' = ^' + '*''■'• 

so  erhält  man  als  Componenten  der  VcrbiuduDgskräftc  5r. 

'  dxi  ~  ^  dxi  ~     dxi  ~ 

^'='ä^  +  ^ä^  +  ^-%+---       «  =  1,2,3...... 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Ausdrücke,  sowie  die  der 
Multiplicatoren  A,  ft,  v,  . . .  ist  dieselbe,  wie  sie  S.  612  angegeben  wurde. 
Um  die  Multiplicatoren  wirklieb  darzustellen,  muss  man  die  Bedinguugs- 
gleichungen  Z  =  0,  ilf  ==  0,  iV  =  0,  .  .  .  zweimal  differentiiren ,  indem 
uian  o:,-,  ^,-,  z,-  als  Functionen  von  t  behandelt  und  sodann  in  die  zwei- 
ten Differentialgleichungen  derselben  für  -Ty* ,   —^ ,   —^  die  Ausdrücke 

i-,(*+'il+-).i('''+'ii+-)'i,(^'+'g+-) 

einsetzen.     Dies  liefert  x  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  A,  fi,  v,  ... 

Zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  ist  die  Kenntniss  des 
Anfangszustandes  erforderlich.  Sind  Sit  Hi^  Zi  die  anfönglichen  Mo- 
mentankräfte ,  welche  auf  m,-  stossend  wirken,  so  hat  man: 

i-  {(«  f  -  s)  J«,  +  (.,  -Jf  -  h)  %  +  („,  *'  -  Z,)  ä=,}  _  0 

au.s  welchen  man  für  die  anfänglichen  Momentan  kr  äftc  mit  Hülfe  eines 
Mnltiplicatorensystems  A^,  |X|,  v^,  ...  findet: 

dXi       ^    ,   ,    az    ,       auf  ,       dlS  , 

rff  '  dyi    '    ^  ^  dtji   '      ^  dyi    '  1  =  0. 

Um  Äj,  ftj,  ^n«'«  zu  bestimmen,  hat  man  in  die  ersten  Differential- 
gleichungen von  Z  =  0,  ilif=0,  ^  =  0,...  die  Ausdrücke 


t  =  0 
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l(s,+,,|^  +  ...),  I  (,,,+,,  1^+...),  l(z,+i.|^  +  ...) 

mi\       '     '  dxi   '        /       m,  \  ^y,-  /       »»,•  \  az,-         / 

einzuführen. 

Setzt  man  in  den  Gleichnngen  der  Bewegung  die  Besdileunigwigs- 

componenten  -^^V  9    ^'1    "Tv^  gleich  Null,  so  erhält  man  die  Bediogan 

dr        dr       dt*- 

gen  des  Gleichgewichts,  wie  sie  B.  611  angegeben  sind. 

Vermöge  der  Bedingungsgleichungen ,  deren  Anzahl  x  bt,  hingen 
die  Coordinaten  der  n  Sjstempunkte  von  einander  ab  and  ist  daher  die 
Bewegung  aller  bekannt,  wenn  es  die  einer  gewissen  Anzahl  ist.  Daher 
sind  von  den  3  n  obigen  Bewegungsgleichongen  nicht  alle  von  eintnder 
unabhängig.  Dies  sind  die  3  ;i  —  x  nach  der  Elimination  von  %  Vi- 
riationen  übrig  bleibenden  Gleichungen.  Sie  bestimmen  zusammen  mi: 
den  X  Bedingungsgleichungen  wieder  3n  Gleichungen  für  die  n  Panktf. 
Ist  das  System  z.  B.  unveränderlich  und  frei,  so  sind  die  Bedingnngs- 
gleichungen  die,  welche  die  constante  Entfernung  der  Systempunkte  tok 
einander  ausdrücken  und  von  der  Form 

L  =  (jXi  —  XkY  +  (y.-  —  Vkf  +  (zi  —  Zkf^  —  c  =  0. 
Ihre  Anzahl  ist  x  =  3n  —  6,  indem  für  drei  Punkte  drei,  fÖr  jcd« 
der  n  —  3  übrigen  drei  weitere  Bedingungen  erforderlich  sind.  D&bn 
ist  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bewegungsgleiehnogec 
des  freien  unveränderlichen  Systems  3n  —  (3n  —  6)^=6,  wie  sie  sich 
in  Cap.  V  zeigte.  Dieselben  ergeben  sich,  wie  wir  bald  zeigen  werden, 
durch  Elimination  von  S^j).  iS<*\  51!"^  sehr  einfach  wieder. 

Da  die  3  n  —  x  DifPerentialgleichungen  der  Bewegung  von  der  sw^i- 
ten  Ordnung  sind,  so  führen  sie  2(3n  —  x)  =  6n  —  2x  CoDStasteL 
durch  die  Integration  ein.  Dieselben  bestimmen  sich  durch  die  AnftOp^* 
werthe  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten,  deren  Zahl  6ji  if% 

dl 

zwischen  denen   aber  2x  Bedingungen  X  =  0,    ^  =  0,  .  ..,    -.==*' 

dM 

.— -s=s  0,  . . .  bestehen,    sodass  zu  ihrer  Bestimmung  die  nötbige  AnuLI 
dt 

6  n  —  2  X  Gleichungen  vorhanden  ist. 

§.  5.  Aus  dem  D'Alembert^schen  Princip  kann  ein  ander**» 
Princip  gefolgert  werden ^  welches  von  Gauss  aufgestellt  und  voo  iL'* 
das  Princip  des  kleinsten  Zwanges  genannt  wurde.  Den  ststi 
sehen  Theil  desselben  lernten  wir  bereits  S.  629  kennen. 

Es  sei  (Fig.  275.)  Ä  der  Ort  des  Massenpunktes  m,-  zur  2^ix  ^ 
j5  der  Ort,  an  welchen  er  zur  Zeit  t  -^^  dt  gelangen ^würde,  wenn  di-* 
Kraft  Pi  auf  ihn  als  einen  freien  Punkt  wirken  würde,  d.  h.  wenn  u:« 
Bedingungen,  denen  nii  als  Systempunkt  genügen  mnss,  nicht  vorhandea 
wären.     Nach  Bi  würde  er  vermöge   dor  in  Ä  zur  Zeit  i  erlangten  G** 
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scbvindigkeit  und  der  Beschleunigang,  die  ihm  Pi  ertbeilt,  gelangen. 
Es  sei  femer  C  der  Ort,'  an  welchen  m,-  am  Ende  der  Zeit  t  '\-  dt  ver- 
möge seiner  Geschwindigkeit  und  der  Wirkung  der  Kraft  m,-9,*  oder,  was 
dasselbe  ist,  vermöge  der  Kraft  Pi  und  der  Bedingungen,  welche 
ihm  seine  Verbindung  mit  dem  System  auferlegt,  gelangt  Die 
K^aft  Pi  zerfällt  nun  in  die  Kraft  m,'^,-  und  die  verlorene 
Kraft  Qi^  welche  ihn,  ohne  dass  er  weiter  Geschwindigkeit 
besässe,  von  A  nach  D  um  die  Strecke  AD  s=  CB  im  Zeit- 
elemente dl  fortführen  würde.     Nach  S.  201   hat  man  AD  =  it—  *  dfi 

CB 
und   folglich  wird   ö,- ==  2  m,- •  — j- ,    also   der   Strecke    CB   proportional. 

Nach  dem  D^Alemb  er  tischen  Princip  halten  nun  die  verlorenen  Kräfte 
Qi  am  System  Gleichgewicht  und  ist  also  die  Summe  ihrer  virtuellen 
Arbeiten  für  jede  mit  den  Bedingungen  des  Systems  vereinbare  virtuelle 
Bewegung  Null  oder  negativ.  Es  sei  nun  y  der  Ort,  an  welchen  m. 
vermöge  irgend  einer  solchen  virtuellen  Bewegung  gelangen  würde,  so- 
dass Ay  seine  virtuelle  Verschiebung  darstellt.  Die  Projection  derselben 
auf  die  Richtung  der  Kraft  0,  n$mlich  auf  die  Richtung  von  AD^  ist 
aber  gleich  der  Projection  von  Cy  auf  CB  und  wird,  wenn  der  Winkel 
CBy  mit  9  bezeichnet  wird,    durch   Cy  -  cos  ^  ausgedrückt.     Demnach 

stellt  Qi  -  Cy  '  cos  ^  =  -ry^  •  CB  -  Cy  *  cos  d^  die  virtuelle  Arbeit  von  Qi 

dar  und  muss  also   nach   dem  Princip   der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

£2 mi '  CB  '  Cy  '  cos  ^^0 

sein.     Es  ist  aber  yB^  =  CB^  +  Cf  —  2  -  CB  -  Cy  -  cos  d^  und   folglich 

Zmi '  Jb^  —  Zmi  •  CW  =  Erm  -  Cf  —  2  Zmi  -  CB  -  cosy  -  cos  &. 

Da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in  Folge  der  eben  entwickelten 
Bedingung  unter  allen  Umständen  positiv  ist,  so  folgt,  dass  für  jede 
beliebige  virtuelle  Bewegung 

Zm,  .  C'B^  <  Umi  •  yJ^ 

ist.  Die  Linie  CB  stellt  die  Abweichung  des  Ortes  C,  welchen  m,- 
zur  Zeit  t  -\-  dt  wirklich  einnimmt,  von  dem  Orte  B,  welchen  er  in 
Folge  der  freien  Bewegung  einnehmen  würde,  dar.  Ebenso  ist  yB  die 
Abweichung  desselben  Punktes  von  dem  Orte  der  freien  Bewegung, 
welche  er  bei  irgend  einer  beliebigen  anderen  mit  den  Bedingungen  des 
Systems  vereinbaren  Bewegung,  als  der  wirklich  erfolgenden  erleiden 
würde. 

Daher  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  der 
Systeropunkte  in  die  Quadrate  ihrer  Abweichungen  von  der 
freien  Bewegung  für  die  \^  irklich  erfolgende  Bewegung  unter 
den   äjinlich  gebildeten  Summen   aller   anderen  mit  den  Be- 
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dingiingen    des   Systems    vereinbaren    Bewegungen    ein  Mi- 
nimum, 

Die  Bewegung  des  Punktes  m,-  als  eines  Systempunktes  ist  eine 
gezwungene;  der  Zwang  rührt  von  seiner  Verbindung  mit  dem  System 
her.  Betrachtet  man  ^m,*  •  CB^  als  das  Maass  dieses  Zwanges,  so  kann 
der  vorstehende  Satz,  den  man  nach  seinem  Entdecker  dass  Gauss  Vbc 
Princip  vom  kleinsten  Zwange  nennt,  auch  so  ausgesprochen 
werden: 

Die  Bewegung  der  Punkte  eines  irgend  welchen  Bedin- 
gungen unterworfenen  Systems  erfolgt  in  j  edem  Augenblick 
in  möglichster  Uebereinstimmung  mit  der  freien  Bewegung 
oder  unter  möglichst  kleinem  Zwange,  wenn  unter  dnr. 
Maasse  des  Zwanges,  den  das  ganze  System  in  jedem  Zeit 
demente  erleidet,  die  Summe  der  Produkte  aus  dem  Qua- 
drate der  Ablenkung  jedes  Punktes  von  seiner  freien  Be- 
wegung in  seiner  Masse  verstanden  wird. 

Vgl.  Gauss,  Ueber  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Me- 
chanik [Crelle's  Journ.  Bd.  IV,  S.  232  (1829)];  Scheffler,  Ueber 
das  Gauss^sche  Grundgesetz  der  Mechanik  [Schl5milch*s  Zeitschrift 
für  Mathem.  und  Physik.    IIL  Jahrg.  (1858)   S.  197]. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  /*,  an  dem  System 
fallen  die  verlorenen  Kräfte  Qi  mit  den  Kräften  P,-  zusammen,  also  dio 
Punkte  D  mit  B^  C  mit  A  und  wird. 2Jm,-  •  Äß'^  ein  Minimum  (vgl.  S.  (^'l\*  . 

Man  kann  die  Arbeit  bestimmen,  welche  die  Ablenkung  des  Sjstein- 
punktes  von  der  freien  Bewegung  erfordert.     Sie  ist 

—  —  2  

ZQi  '  CB  =  —  £0i '  BC==  —  -^  Zmi  •  BC^ 

dt* 

und  mithin  dem  Zwange  proportional.  —  Gauss  deutet  in  seiner  AI»- 
handlung  noch  auf  die  Analogie  des  Satzes  mit  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  hin;  Möbius  hat,  wohl  hierdurch  veranlasst,  deusclteu 
das  Princip  der  kleinsten  Quadrate  genannt. 

Wir  fügen  einige  einfache  Beispiele  zu  den  vorstehenden  §§.  1 — T» 
hinzu,  fUr  welche  das  System  aus  zwei  Massenpunkten  zusamxnfL- 
gcsetzt  ist. 

§.  6.  Zwei  Massenpunktc  m,  m  bewegen  sich  frei  mit  gegeben  . 
Anfangsgeschwindigkeiten,  indem  sie  allein  ihrer  gegenseitig- s 
Anziehung  oder  Abstossung  unterworfen  sind;  welches  ist  die  Nmt»  r 
ihrer  Bewegung? 

1.    Ist  P  die  Kraftintensität,   mit  welcher  sie  sich   anziehen  oder  mb»ton«o. 

so  greifen  an  m  und  m   resp.  die  Kräfte  X  =  -4-  P y  sa  -l~  p  ^ 

r  ^       r 

Z  =  4:  P  •  ~"  ^   ;    A''=  —  A',    y*=^  —   y,    Z'«.  —  Z    an.      Die    GleichuB^fr 
r 

der  Bewegung  sind  daher: 
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di^  di* 

Addirt  man  die  Gleichungen  paarweise,  so  geben  sie  w  -  ^  +  »i—^j-  "^  ^  "•  ^'  ^•» 
mithin  durch  Integration : 

dx    .       ,  dx  ffy    \       »  dy         a  dz    .       ,  dz 

Demnach  bleiben  die  Summen  der  Componenten  der  Momentankräfte  während  der 
ganzen  Bewegung  constant.  Setzt  man  daher  in  irgend  einem  Punkte,  z.  B.  im 
Coordinatenursprung,  die  Momentankräfte  zusammen,  so  bleibt  die  Resultante 
der  Momentankräfte  nach  Grösse  und  Richtung  fortwährend  constant. 

Ihre  Intensität  ist  (a*  +  ß*  +  y')'  und  ihre  Richtungscosinusse  sind  a,  ß,  y  pro- 
portional. Dies  leuchtet  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  continuirlichen  Kräfte, 
wolehe  diese  Resultante  abändern  könnten,  nämlich  die  Anziehungen  oder  Ab- 
stossungen  der  Punkte,  entgegengesetzt  gleich  sind.  Da  für  die  Coordinatcn  x^y 
yi,  2|  des  Massenmittelpunktes  (m  +  m)  a:|  =  mas  +  mx';  (m  +  m)  yi  =»  my  +  mV; 
(w  -f-  m)  Z|  =  TOZ  +  mz'  ist,  so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 

(-» +  m')  5"'  =■  «>    ("« +  "•')  f '  =  P'    (-» + '"')  S*  =  y- 

Der  Massenmittelpunkt  besitzt  daher  constante  Geschwindigkeit 
von  const anter  Richtung;  sie  ist  Null,  wenn  die  Summe  der  Momentankräfte 
anfangs  Null  ist. 

2.    Mau  erhält  welter  die  Combinationen  der  Bewegungsgleichungen: 

(d^x  d'z\    .       J  ,  d^x  ,  d*2'\ 


m 


■'*  yZ  -  -.r-{y-7.  -  z'r)  =  (y  -  y')  Z  -  (z  -  z')  V 

=  T  /•  { (j/  -  /)  (z  - :')  -  (j  - 1')  (y  -  y') }  =■  0 

ist.     Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  das  resultirende  Paar  der  continuir- 
lichen Kräfte  verschn'indet.     Sie  geben  integrirt: 

/     dz  dy\    ,       ,/  ,  dz  ,  dy\ 

'^K^ Tu  -'dt)  +  '"v-dr-'-dr)  =  " 


(dx  dz\    .      ,(  ,  dx  ,  dt'\ 

'-  dl  -  "df)  +  ""V  -dT  -  ''  -df) 

(dy  dx\    ,       »(  »  dy  ,  dx\ 

'^  li  -«'</<>'  +  "'  V  -dt-  -  y  nr) 


Demnach  ist  das  resultirende  Paar  der  Momentankräfte  während  der 
Hewegung  nach  Grösse    und  Axenrichtung  constant.     Seine  Grösse  ist 

(ri*  -|-  c^  '\'  Tj')^  und  seine  Richtungscosinusse  sind  proportional  rj,  r,,  c^.  Mul- 
tiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  x  —  x\  y  —  y\  z  —  :',  so 
liefert  ihre  Addition: 

r,  {x  —  x)  +  r,  (y  —  y)  +  Ca  (:  —  ;')  «  0. 
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Da  nan  x  —  x\  y  —  y\  t  —  z'  den  Ricbtung^scosinnuen  der  Verbindmi^alioie 
der  Pankte  m,  m  proportional  sind,  so  folgt;  Das  System  der  beiden  Paokte 
bewegt  sich  so,  dass  ihre  Verbindungslinie  fortwährend  znr  AxeD- 
richtnng  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  senkrecht 
oder  also  zur  invariabelen  Ebene  desselben  parallel  bleibt.  Fallen 
die  anfänglichen  Momentankräfte  in  eine  Ebene,  so  erfolgt  die  Bewegung  der 
Punkte  in  dieser  Ebene.  Die  obigen  drei  Gleichungen  drücken  auch  aus,  dtff 
die  Summe  der  Projectionen  der  Flächenräume,  die  von  einem  festei 
Punkte  nach  den  beweglichen  Punkten  gezogenen  RadienTectoreB 
beschrieben  werden,  auf  eine  beliebige  Ebene  constant  bleibt 

3.  Man  kann  denselben  Gleichungen  nach  Poinsot  noch  eine  andere  ioter* 
essante  Bedeutung  abgewinnen.  Wählen  wir  die  invariabele  Ebene  zur  Ebene 
der  VZ^  so  sind  c,  und  c^  Null ,  weil  sie  den  Richtungscosinussen  der  Aze  dei 
resultirenden  Paares  proportional  sind,  welche  jetzt  in  die  x-Aze  fällt.  Ans  deo 
zwei  letzten  der  Gleichungen 

(dz  dy\    ,      ,(,  dz  ,  dy\ 

(dx  dz\    ,       ,/  '  dx  »  dz'\ 

z  —, X  -r-)  '\'  m  \z  — ;—  —  X  —r— 1  =  0 
dt  dt/  ^       \     dt  dt  f 

(     dy  dx\    ,if»dy  .  dx'\ 

erhält  man  nämlich  durch  Elimination  von  m,  m: 

(dx  dz\     (    dy  dx\        /  ,  dx'  ,  dz'\     /  ,  dy  ,  dx'\ 

Nun  denke  man  sich  in  m  und  m  die  Tangenten  an  die  Bahnen  dieser  Punkte 
lege  durch  sie  und  den  Coordinatenursprung  Ebenen  und  errichte  in  demscl^ir 
auf  sie  die  Normalen  ff,  N*.  Sind  p,  g^  r  die  Richtungscosinnsse  für  A\  m  h<- 
stehen,  weil  sowohl  der  Punkt  x,  y^  z,  als  auch  der  Punkt  x  -{-  dx^  y^'dy^,  i-\-^' 
in  die  zu  ff  senkrechte  Ebene  fällt,  die  Gleichungen: 

P^  +   9y   +   ^^    =•  0, 

aus  welchen  man  ''^  +  ^''^  +  ''^^  ^  ^' 

p  :  9  :  r  sa  {ydz  —  zdy)  :  {zdx  —  xdz) :  {xdy  —  ydx) 

zieht.    Ebenso  ergibt  sich  für  die  Richtungscosinusse  p\  q\  r   der  NormaleD  S  ■ 

p':  q'i  /==  (y'dz' —  ^dy)  :  (z'dx' —  x'dz')  :  {x'dy  —  ydx'). 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  die  aus  den  Bewegangsgleichungen  gesogene  Pr^ 
portion  so  geschrieben  werden:  q:r  =  q'ir.  Nun  sind  aber  die  Oleicbujr^B 
der  beiden  Normalen  iV,  ff*: 

p   '^   q    "^   r  p'™7"^ 

und  folglich  —  =  — ,  -^  ssi  -r  die  ihrer  Projectionen  auf  die  tnrariabele  Ebei«. 
q  r       q         r 

Beide  sind  hiernach  identisch.    Legt  man  daher  durch  die  Tangenten  drr 

Bahnen  der  Punkte  und  einen  festen  Punkt  Ebenen,  so  sohaeiden  i>c 

die  durch  denselben  Punkt  geführte  invariabele  Ebene  ineiser^e* 

meinschaftlichen  Schnittlinie. 

4.  Da  der  Massenmittelpunkt  sich  mit  constanter  Geschwindigkeit  geradlinif 

bewegt,  so  braucht  man  nur  die  relative  Bewegung  der  Punkte  m,  n'  in  Besor 

auf  ihn  weiter  zu  verfolgen,  um  das  ganze  Problem  zu  losen.  Die  nrsprfiogficl'^ 
Gleichungen  waren: 
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d^x         -_   ^  a?  — 


m 


m 


dl*    "" 


TP 

TP 
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SeUt  mau  a;  =  aPj  +  {,  y  =  y,  +  iy,  z  =  z,  +  f i  x'=»  «i  +  {',  y'=  y,  +  jj', 
2'=  Zi  -f"  £>  ^<>  ^if  ^1*  2|  ^^^  Coordinaten  des  Schwerpunktes ,  £,  17,  £1 .  • .  rela- 
tive Coordinaten  in  Besag  auf  diesen  sind,  so  erhält  man  vermöge 

d^X\         rf'yi         rf*Zi 
^  W  ^  'd^  ' 


di* 
z.  B.  für  iR,  die  Qleichnngen: 


0, 


d(* 


TP 


n  —  n 


m 


d»f 


^P 


C-f 


r        •  dl*  r 

Aas  ir£  -t~  <"'£'^  0  erhKlt  man  aber  darch  Addition  und  Snbtractton  von  «'|  weiter: 

und  ebenso 

(m  +  m)fi  ^  m'{fi  —  V)»       (»«  +  "»')£  —  »»'(£  —  f)» 
sodass  £',  97',  if  ans  den  Gleichungen  für  m  verschwinden  und  diese  werden: 

■""'S  -  T  (»  +  «')  /»^ .      "«'$  -  q:  (»  +  «')  />  ^, 

«»»' ^  -  q:  («  +  «')  i» -f  • 

Ihre  weitere  Behandlang  hängt  von  der  Natnr  der  Kraft  P  ab.  Fär  das  New  toni- 
sche Attractionsgesetz  sind  die  relativen  Bahnen  von  m,  m  nm  ihren  Massen- 
mittel pankt  Kegelschnitte. 

Um  die  relative  Bewegung  des  Punktes  tn  gegen  m  su  bestimmen,  würde 
man  aus  den  ursprünglichen  Gleichungen 


//*«  .         X 


X 


m 


d'y 

dl* 


m 


ableiten: 


'S«" 


r 
x' —  X 


m 


d^z 


di* 


d*  {x  —  x) 
d^ 


^±py-y 

'TP 

r 

^iy  —  y)  d^  (2'  —  2) 


±^^^'5 


dfi 


dt* 


X  —  X  y  —  y  z  —  z 

worin  x — x,  y  —  y,  z  —  z  die  relativen  Coordinaten  von  m  gegen  m  sind  u.  s.  w. 

f.  7.  Zwei  schwere  Massenpnnkte  m,  m  sind  durch  einen  bieg- 
samen Faden  mit  einander  verknüpft,  welcher  über  eine  vertikale 
feste  Rolle  ohne  Reibung  hinweggeht.  Welche  Bewegung 
nimmt  dies  System  unter  Einwirkung  der  Schwere  an? 

Es  seien  x^  x  (Fig.  276.)  die  Abstände  von  m,  m  bis  zu  den  Be- 
rührungspunkten des  Fadens  mit  der  Rolle  zur  Zeit  /;  die  gegebenen 
Kräfte  P  sind  die  vertikal  abwärts  wirkenden  Gewichte  my,  mg\  die 

dtX       «  diX  d^x 

und  die  verlorenen  Kräfte  mithin  mg — m- 


dl*' 


Effectivkräfte  m -r-i- ,  »i-r, 

dl*  rfr 

d^x 

tag  —  m  --r-f  .    Das  Gleichgewicht  derselben  erfordert  für  jede  mit  der 
Bedingung  x  -|-  x'bb  Conti,  vereinbare  virtuelle  Bewegung 
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m 


V  ~  d/)  *^  +  '"  \P  ""    rf/i)  ^^'  =  0»       *«^'  +  *-^'  =  Ö- 


Multiplicirt  man   die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  A,   addirt  sie  zur  ersten  ^il-. 
setzt  die  Coefficientcn  von  dx^  8x  gleich  Null,  so  kommt 

und  wenn  man,  um  zunächst  X  zu  bestimmen,  hiermit  die  Gleichung    .  ,  -f    i^  =" '' 

verbindet,  so  ergibt  sich 

,  2  mm  2  mg  •  m'g 

m  -\-  m  mg  +  »1/7 

d.  h.  —  Z  ist  das  harmonische  Mittel  der  Gewichte  mg,  m'g.     Ilicrmit  werden  oi^ 
Dcwegungsgleichungeu  der  beiden  Massen 

(Px         ^  (Px'  _  _         m  —  m' 

~n^  =  u ,        -  , .-  =  —  "1     wo     Cr  =  -  — i ,  g. 

dP  dp  '  m  +  m  ^ 

Sind  daher  m  und  m'  gleich,  so  ist  G  =  0  und  die  Bewegung  beider  Massen  glcn'. 

förmig;  ist  G  nicht  Null,  so  ist  sie  gleichförmig  veränderlich.    Für  die  Gcsclmuii;:- 

kciten  ergibt  sich 

dx  dx 

"  =  Ä  =  ^'  +  "•        v^-^-^-Gt-\-  «• 

dx  dx 

und  da 1 —   ~  =  0  ist,  so  sind  die  Anfangsgeschwindigkeiten  a  und  a  v*«:- 

m(>ge    a  '\-  a  =  Q    einander    entgegengesetzt   gleich.     Für   die   Abstände  x,  j 

hat  man 

-r  =  ^  öi«  +  a;  +  (J,       a;'  =  —  i  (?/«  —  a4  +  ß', 

wo  ß  '\-  ß'  =  Const, ,  nämlich  gleich  der  Länge  des  Fadens  weniger  des  Stücks. 
welches  auf  der  Rolle  aufliegt. 

Sind  nicht  die  Anfangsgeschwindigkeiten  er,  a',  sondern  die  anfängltcba 
momentanen  Stosskräfte  ma^  mW  gegeben,  welche  in  der  Richtung  des  Fad.ü« 
wirken  mögen,  so  liefert  das  D' Alombcrt^sche  Princip  für  sie: 

1»  ( CO  —  — )  dx  -\-  m  (©'  —  ~Tß  ^^  =  Öi        dx  '\'  9x'  =  0,       für      f  =  •' 

dx  ,  ,  t  dx  »   '    \     ^        ^•'         s        i\ 

IM  -  -  =.  mm  4-  A« ,         171  -,  "  =  m  Ol  4-  A|       für       f  =  0, 

di  ^    ^^  dt  '      *  ' 

also 

,                    min       ,       ,       »V            c^^                          '^J?'  w<o  —  "•'*>* 

^'  "  -  m  +  «'("'  +  "•)•         rfr  =  " di  "  -    »-+  ».'     • 

Die  Grössen  —  X  und  —  Jl|   drücken  die    continuirlich  wirkende   Spannung  T  i\x 

Zeit  t  und   die   momentane   Spannung  T^  zur  Zeit  /  s=  0  aus,  welche  der  Faii::- 

auszuhalten  hat.     Denn  indem  man   den  Faden   durchgeschnitten    und   an  si!:> 

Stelle  die  Spannung  T  eingeführt  denkt,  wird  z.  B.  die  Bewegungsgleicbao^  :  * 

(Px 
die  Masse  m  werden:  «3-7-  =  mg  —  7",  deren  Vorgleichung  mit  der  oben  »u: 

dp 

gestellten   T  =  —  X  ergibt,   u.  s.  w. 

Die  vorliegende  Aufgabe  und  ihre  Lösung  enthält  die  Theorie  der  Atw Dor- 
schen Fallmaschine.     Für  m  :  w'  =  7:8  erhält  man  deren  gewöhnliche  Einrich- 
tung,  für  welche   G  =  -^  g  wird. 

Man  kann  die  Aufgabe  etwas  verallgemeinem.     Die  Pnnkte  m,  m*  seien  po 
nöthigt,    auf  zwei  Geraden  zu  bleiben,  welche  sich  tangirend  an  die  Rolle  «q- 
schlicsscn  und  mit  der  Horizontalen  die  Winkel  a,  a   bilden.     Die  Gewichte  x^r 
fallen  in  zwei  Componenten  mg  cos  a,  m'g  cos  a  ^  welche  durch  die  XormalwiJtfr- 
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stände  der  Geraden  vernichtet  werden  und  mg  sin  a,  mg -sin  u\  welche  an  die  Stelle 
der  obigen  mg,  m'g  treten.  Dies  ist  die  einzige  Modiücation,  welche  in  die  «oben 
behandelte  Lösung  eingeführt  zu  werden  braucht,  um  die  Lösung  der  erweiterten 
Aufgabe  zu  erhalten. 

§.  8.  Eine  schwere  homogene  Linie  (Kette)  hängt  über  eine  ver- 
tikale feste  KoUe  auf  beiden  Seiten  mit  ungleich  langem  Stücken 
herab;  welche  Bewegung  nimmt  sie  an?  Ist  2a  die  Summe  der  Ketten- 
stücke,  welche  rechts  und  links  niederhängen,  von  den  Berührungspunkten  mit 
dcp  Rolle  an  gerechnet  (ohne  das  auf  der  Rolle  anfliegende  Stück),  x  das  eine, 
2a  —  X  das  andere  Stück,  so  ist  das  Gewicht  der  Differenz  2  (x  —  a)  die  be- 
schleunigende Kraft  des  Systems.    Man  erhält  daher  als  Bewegungsgleichung: 

d^x 
2^a  ^  =  2/!A^(a?  —  a), 

wo  fi  das  Gewicht  der  Längeneinheit  bedeutet.    Die  Integration  derselben  gibt: 


«      I      »^  a 


X  —  a  =  Ae  +  Be 

War  die  Kette  anfangs  in  Ruhe  und  hing  auf  der  einen  Seite  die  Länge  a  -^  b^ 
so  hat  man  zur  Bestimmung  der  Constanten  h  =^  A  -^  B ^  Q  =s  A  —  B ,  wenn 
letztere  Gleichung  mit  Hülfe  der  Gleichung  für  die  Geschwindigkeit  folgt.  Daher 
wird: 


X  -  a^  \b\e      "  +  e  "/ . 


Diese  Gleichung  gilt  bis  x  =»  2  a,   wo  die  Kette  bis  auf  ein  Stück   abgerollt  ist, 
welchen  auf  der  Rolle  berührend  aufliegt.     Die  Zeit  ^q  hierfür  ergibt  sich  ans 

2«    foVi  ^  -/.y| 

Mit  Hülfe  der  Relation  (e+c      )—  (e    —  e      J=4  findet  sich  hierzu  noch 


/(;)•- 


a  0        "      a 


deren  Addition  zur  vorigen 

'. /f  - '  Hl- + /(TJ-"I 

a  5 

ergibt ,  woraus  (q  folgt.     Beispiel :    -7-  =  -rr  • 

u  o 

§.  9.  An  einer  biegsamen  Geraden  (einem  Faden),  welcher,  mit 
seinem  einen  Ende  A  befestigt,  vertikal  herabhängt,  befinden  sich 
zwei  schwere  Massenpunkte  m,  m\  das  System  macht,  aus  der  Gleich- 
gewichtslage herausgebracht,  Schwingungen  um  dieselbe.  Wie  sind 
dieselben  beschaffen,  wenn  die  Entfernung  ans  dieser  Lage  sehr 
klein  ist  und  das  System  in  einer  Ebene  schwingt? 

Die  x-  und  ^-Axe  seien  horizontal,  die  z-Axe  vertikal,  positiv  abwärts,  der 
Ursprung  der  Coordinaten  im  Aufhängepunkte  des  Fadens.  Die  Länge  der  Faden- 
stücke Am^  mm  sei  a,  a\  Ferner  sei  der  Winkel,  den  Am  mit  der  z-Axe  bildet, 
^  und  der  Winkel,  den  die  Ebene  mAz  mit  der  a;z-£bcne  bildet,  9;  endlich 
seien  ^',  cp'  die  analogen  Winkel  für  das  Fadenstück  mm.  Indem  man  die  Span- 
nungen T,  I^  der  Fadenstücke  einführt,  erhält  man  sogleich  die  Gleichungen  der 
Hcwegnng  beider  Massen  m,  m\  nämlich: 
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iB  -r-|-  =  —  Tnnv  COS  (p  -f-  T  nn  v  cos  tp        m  -^-r-  ^  —  T  sin  9  cos  ^ 


m 


^  =  —  r«nd  »»9  +  T'sin^'.svnp        "»'^  =  —  T'sine^siM^* 


m  -T^  =ss  mg  —  T cos  9  '\'  T  cos  d'  ^~^*  '^  mg  —  T cos  d'. 

Hierzu  kommen:^ 

X  ss>  a  sin  9  cos  ip  x  ^^  d  sin  9  cos  ip 

y  *=  a  sin  9  sin  q>  y  ^t  d  sin  9  sin  ip 

z  st*  a  cos  9  z  tat  d  cos  9. 

Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich»  wenn  9,  9"'  sehr  klein  sind  und  die  Bewe- 
gung in  der  d;z- Ebene  erfolgt.    Man  hat  dann  näherungsweise: 

w  ^  =  -  rd  +  r9\    m'-^  =  -  r9\      x  =  «d,     x  —  o*  +  «'♦ 

Da  z,  z'  constant  bleiben,   so  folgt  sofort  T' ^^  mg,    7'  »-  (m  4*  »'}^*     Weiter 
erhält  man: 


ma 


^^    =  —  (w  +  w')  ff^  +  ^'g^\        m{a  -^  +  **  "rfi«)  ■"  -  *''*' 

Multiplicirt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  einer  unbestimmten  Grosse  2 
und  addirt  sie  zur  ersten,  so  kommt 

(m  +  Im)  ^  +  Im'l  ^  +  -|.  {(«  +  «-)  4^  +  „'(i  _  i)  »'}  _  0. 
Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

^(*  +  ± .  _^  ■»)  +  ^-  ^^>(*  +  ü^i^A»')-«. 

arV  a       ui+Zm  /"ä        m-f'^''*^  jn  +  si  / 

setzt  »         .    ' 

und  disponirt  über  2  so,  dass 

ui  -|-  Im  a     m  •{•  m 

wird,  so  geht  die  Gleichung  über  in  die  Form 

^<P  +  ^.J!L  +  ^^«0     oder     ^  +  „^  -  O;        --^    -  +  ■' 


dt*    '     a       m+lm'^        ^  A«     '    ^  '  a     ■•  +  !■ 

Die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  für  1  sind  reell  und  ist  die  eise 
positiv,  die  andere  negativ;  auch  für  die  negative  Wurzel  ist  »  -f-  Za'  posjti«. 
wie  sich  aus  der  vorstehenden  Form  dieser  quadratischen  Gleichung  ergibt,  fler«s 
rechte  Seite  und  deren  Zähler  linker  Hand  für  ein  negatives  X  negatir  ümi 
Demnach  ist  der  Coefficient  von  tp  in  unserer  Differentialgleichung  poeitiT  w>i 
erhalten  wir  als  Integral 

<p  =■  ^  +  x^'  s«  a  cos  {nt  +  P), 

oder  entsprechend  den  beiden  Wurzelwerthen  Z|,  Z«  von  1,  zu  welchen  •%•  % 
gehören  mögen,  die  beiden  Integrale 

qp,  BS  ^  -^  %^%>'  am  a,  cos  (n|l  +  ßi) 

9i  =-  ^  +  «I*'  =  «t  cos  («,1  +  jJ,), 
woraus 
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&  ==» {«iX,  cos  (fiit  +  P,)  —  a,i4  cos  («,1  +  ßA 

*«  —  *i  *  ' 

^'«=  Z Z-  {«1  <^ö*  («1^  +  ßi)  —  «t  ^0«  (n,/  +  P,} 

*t  —  *i   *  ,  ' 

folgt.  Die  AnfangBwerthe  yon  ^,  d'\  — ,  -^  bestimmeii  die  GonsUnten  a^,  Ofi 
ßij  §2,  Man  sieht,  dass  die  Winkel  ^,  9'  algebraische  Summen  sind  von  Win- 
keln, welche  zwei  Pendelschwingungen  von  den  Oscillationsdauem  — ,   — ?  ent- 

n,        11, 

sprechen.  Sind  daher  »j  und  n,  commensurabel,  so  wird  die  Bewegung  periodisch, 
sodass  das  System  in  die  Anfangslage  zurückkehrt. 

§.  10.  Zwei  schwere  Massenpunkte  m,  m  sind  durch  einen  nicht 
schweren  Stab  verbunden  und  liegt  dies  System  in  einer  Vertikal- 
ebene auf  zwei  gegen  die  Vertikale  unter  den  Winkeln  a,  a  geneig- 
ten Geraden  auf;  das  selbe  macht  kleine  Schwingungen  um  eine  Gleich- 
gewichtslage; man  soll  die  Oscillationsdauer  derselben  finden. 

Ist  ^  die  Neigung  des  Stabes  gegen  die  Vertikale  zur  Zeit  /,  T  seine  Span- 
nung, sind  iV,  N*  die  Widerstände  der  beiden  Geraden,  x,  x  die  Abstände  von 
n,  m  vom  Schnittpunkte  derselben  und  a  die  Länge  des  Stabes,  so  bestehen  die 
Gleichnngen : 


mgcasa  '\'  7*  co«  (^  -f  a) ,        iV  =»  m  ^  «in  a  -f  T  ««  (^  -|-  a) 


m  -^  =»  mg  cos  a  —  T cos  (*  —  a) ,       ^'  =  mg  sin  a  +  Tsin{9  ^  a) 

X  Bs>  x'  cos  («  +  «')  —  a  cos  (^  +  «) 
X  ^^  X  cos  (a  -|-  o')  +  fl  cos  (d  —  «'), 

mit  Hülfe  welcher  x,  x\  N,  N'^  7,  ^  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden  sind. 
Für  die  fraglichen  kleinen  Schwingungen  hat  man  zunächst  die  Gleichgewichts- 
lagen dadurch  zu  suchen,  dass  man 

mg  cos  a  -}-  T  cos  {^  -{-  a)  ssa  o 
mg  cos  a  —  Tcos  {&  —  «')  =■  0 

setzt.  Es  seien  X|,  Xf  die  Werthe  von  x,  welche  einer  solchen  entsprechen. 
Dann  kann  man  setzen: 

a?  =»  a:,  +  {  ,        a?'  =»  x,' -f  {' 

und  sind  £*,  $'  sehr  kleine  Grössen,  deren  Quadrate  und  Produkt  getilgt  werden 
sollen.  Indem  man  nun  aus  den  Gleichungen  der  Bewegung  T  eliminirt  und  ab- 
kürzend a  -{-  a  =  ß  setzt,  ergibt  sich 

^\dF  —  ff^^'V  (^  ^  xcosß)  —  "«'(-^  —  gcosuj  (x  —  x  cos  ß)  =-  0. 

Aus  der  Gleichung  a:*  -|-  x'*  —  2xx'cosß  «=»  «*  folgt  aber  nach  Einsetzung  der 
Werthe  a;  =  a?i  +  |i  a:' »  a?/ -|-  {'  mit  Streichung  der  Glieder  zweiter  Ordnung: 
^i4  +  ^iT  —  (a?i  {'  +  a:/{)  cos  ß  om  Oj   woraus 

t/        *  ^1  —  *^i  cos  ß 
Xi  cos  ß  —  a:, 

Durch  Elimination  von  ar,  x\  £'  ergibt  sich  daher,  wenn  blos  die  Glieder  erster 
Ordnung  beibehalten  werden: 

{»i  (ar,'  —  Xt  cos  ßy  +  m  (a:,  —  x,'  cos  (J)»^  ^ 

+  g  sin*  ß  (iwxi  cos  a  +  w'a?/  cos  a')  •  6  =  ^i 
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eine  Gleichung  von  der  Form 


dt* 

2n 


+  n'{  =  0. 


welche  auf  die  Oscillationsdauer  —  hinweist. 

n 

§.  11.  Bewegung  des  Rades  an  der  Welle.  Es  seien  n,  m'  (Fig.  2TT. 
die  schweren  Massen,  welche  durch  Fäden  mit  dem  Rade  nnd  der  Welle  Tv.r 
bunden  sind,  x,  x'  die  Abstände  ihrer  Schwerpunkte  von  den  Beruhrungsponkteo 

g  —  -^-jji    ^'\V  —   ~Az')  ^®''®^  verlorene  Kräfte.     Ein  Miss^d- 
punkt  fi  des  Rades  oder  der  Welle  im  Abstände  r  von  der 


Fig«.  277. 


Aze  wird  von  der  Tangentialkraft  »r  -j-  afficirt,  wo 

dt 


Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  t  bedeutet;  die  CentripeUl- 
kraft  firco'  kommt  nicht  in  Betracht,  da  sie  bei  eiser  ci: 
der  Natur  des  Systems  vereinbaren  Verschiebung  keioe  rir 
tuelle  Arbelt  leistet.  Die  verlorene  Kraft  an  ^  ist  daher 
die  der  Tangentialkraft  entgegengesetzte  Kraft,  da  keise 
gegebene  Kraft  an  fk  angreift,  wenn  wir  das  Gesammt- 
gewicht  des  Rades  und  der  Welle  am  Schwerpunkte  ^r. 
Maschine  angreifend  denken,  woselbst  aber  von  ihm  g\t\zt- 
falls  keine  Arbeit  geleistet  wird.  Sind  nun  der  Radios  i-^ 
Rades  und  der  der  Welle  c  und  c\  so  sind,  wenn  derAp;**- 
rat  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  9^  gedreht  wird,  cJ^,  c9^^  r99  die  >.'- 
tuelleu  Wege  und  besteht  daher  nach  dem  D^Alemb  er  tischen  Princip  die  Gleichanj. 

d:^x\ 
~dt^ 


m 


(,_  J)eae-.'(«--Jf)c'**-^z,r..a*-o. 


dx 


Nun  hat  man   -  -  =  co), 

dt  ' 


dx' 


=s  —  CCD,   weil  die  Geschwindigkeiten  der  Ma£«'> 


m,  m   denen  der  Berührungspunkte  gleich  sind,  j?' aber,  mit  wachsendem  Dre)iun:< 

Winkel  abnimmt;  daher  sind  -j-^r  =s  c  ---  ^ 

'  dt*  dt  ' 

chung  die  Form  an: 


d*x  ,d(o       ,     .       .   ,.    ^, 

-— —  =  —  c  -  -  und  nimmt  die  G.  . 
cur  dt 


m 


"t  -  ^^7)  -  "»'^'(^  +  ''-£)  -  rff  ^«'^  <>• 


dt  /  "\'*'dt/         dt 

wenn  Mü*  das  Trägheitsmoment  der  Maschine  für  ihre  Axe  ist.     Hieraas  folpt: 

dco  mc  —^  mc 

dt         M%*  +  "»<^*  +  *"<^'* 
mithin,  wenn  0  =  0  für  /  =  0  ist: 


•  9»' 


(O.ss 


mc  —  m'c 


gt- 


M%*  +  »IC*  +  '"''^'* 

Ist  also  mc  —  mV  nicht  Null,  d.  h.  sind  m  und  m  nicht  im  Gleichgewicht,  ao  i'* 
die  Bewegung  eine  gleichförmig  beschleunigte.  Die  Spannungen  7,  7"  J  r 
Faden  sind: 

/  rf*j?\  /  d<o\        /  c  {mc  —  mr)       \ 

7  =m[^g-  --^-)  =  «  ^^  _  c  -^^ ;  =  (^w  -  -  ^^-^^-^  ^^^  +  «V-J* 

^  /  d!^x\  /      ,      ,d(o\         /   •  ,  r  («IC  —  m*c)        \ 


Die  Spannungen  sind  constant  während  der  Bewegung. 
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§.  12.  Zwei  geometrische  Systeme,  welche  so  auf  einander  bezogen 
sind,  dass  jedem  Punkte  des  einen  ein  einziger  Punkt  des  anderen  ent- 
spricht und  umgekehrt,  stehen  rn  einer  eindeutigen  Verwandtschaft  zu 
einander  in  Bezug  auf  diese  Punktpaare.  Solche  Verwandtschaften  sind 
die  Congruenz,  die  Aehnlichkeit,  die  projectivische  Verwandtschaft  u.  s.  w. 
Zwei  mechanische  Systeme  können,  wenn  ihren  Punkten  die  Coefficien- 
ten  zukommen,  welche  man  Masse  nennt,  ausser  diesen  geometrischen 
Beziehungen  auch  hinsichtlich  letzterer  verwandt  sein  und  wenn  an  ihnen 
Kräfte  wirken,  so  kann  auch  hinsichtlich  dieser  eine  Correspondenz 
zwischen  beiden  Systemen  bestehen,  vermöge  welcher  die  Kräfte  des 
einen  Systems  eindeutig  durch  die  Kräfte  des  anderen  nach  Intensität, 
Richtung  und  Sinn  bestimmt  werden.  Ist  dies  der  Fall  und  ist  ausser- 
dem noch  für  irgend  eine  Zeit  eine  bestimmte  Beziehung  der  Geschwin- 
digkeiten für  die  Punkte  beider  Systeme  festgesetzt,  so  werden  auch 
die  Bewegungen,  welche  beide  Systeme  annehmen,  eine  bestimmte  Ver- 
wandtschaft zeigen,  sodass  die  Beschaffenheit  der  Bewegung  des  einen 
aus  der  des  anderen  gefolgert  werden  kann.  Von  den  Einheiten,  welche 
in  der  Mechanik  in  Anwendung  kommen,  können  drei,  die  der  Länge, 
der  Zeit  und  der  Masse,  willkürlich  angenommen  werden,  während  die 
der  Geschwindigkeit  und  der  Kraft  auf  sie  zurückführbar  sind.  Je  nach 
der  Definition  der  beiden  mit  einander  zu  vergleichenden  Bewegungen 
werden  diese  fünferlei  Grössen  bestimmte  Verhältnisse  zu  einander  haben 
und  umgekehrt  entsprechen  bestimmt  vorausgesetzten  Beziehungen  dieser 
Grössen,  bestimmte  Verwandtschaften  der  Bewegungen. 

§.  13.  Aus  der  grossen  Menge  von  Möglichkeiten,  welche  hinsicht- 
lich der  Verwandtschaft  der  Bewegungen  zweier  Systeme  eintreten  kön- 
nen, wollen  wir  hier  nur  'den  einfachsten  Fall  behandeln,  dass  die 
homologen  Längen  (also  auch  Flächen-  und  Körperräume),  die  Zeiten, 
in  welchen  homologe  Punkte  homologe  Bahnstrecken  durchlaufen,  die 
homologen  Massen,  die  Geschwindigkeiten  und  die  Kräfte  während  der 
Bewegung  beider  Systeme  constante  Verhältnisse  bewahren  sollen.  Wegen 
der  Constanten  Linienverhältnisse  werden  die  Systeme  geometrisch  ahn* 
lieh  sein;  der  constanten  Massenverhältnisse  wegen  werden  sie  beider- 
seits aus  gleich  viel  ähnlichen  übereinander  gelagerten  Systemen  be- 
stehend angesehen  werden  können  und  wenn  hierzu  noch  die  Bedin- 
gung tritt,  dass  die  Kräfte  in  beiden  Systemen  dieselben  Richtungen, 
gleichen  Sinn  und  constantes  Verhältniss  ihrer  Intensitäten  haben,  so 
werden  auch  die  homologen  Zeiten  und  Geschwindigkeiten  constante, 
von  den  Verhältnissen  der  genannten  Grössen  abhängige  Verhältnisse 
besitzen.  Um  dies  näher  zu  begründen,  seien  Xi,  ^,,  Zi\  |,-,  f/,*,  ^f;  m/, 
u,;  J[iy  F«*,  Zi\  Sij  Hiy  Zi  die  Coordinaten,  Massen  und  Kräfte  der  homo- 
logen Punkte.  Dann  bestehen  für  die  homologen  Bewegungen  beider 
Systeme  die  Beziehungen: 

Schell,  Theorie  d.  Bew.  a.  d.  Krfiftc.  56 
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0 


^  (£ '« + K '»' + £  '-■)  - " 

für  das  eine  und 

^  { (..  S'  -  a)  'I.  +  (..■  S"  -  «.)  *-<  +  (..  §'  -  2.)  « j  -  » 

^-  (f  «••  +  II "'  +  f  «')  -  » 

J-Z'^^At  j.^*'a     _1_^^A>•^         n 

wenn  L  {x,  y,  t;  a:',  y',  z',  . . .)  =  0,  Af  (a:,  y,  z;  a:',  y',  2',  . . .)  =  0, .. .. 
^'(§>  ^1  ?»  .  •  0  =  ö,  iW(S,  ^,  ?,...)  =  0,  .. .  die  Bedingungen  sind, 
welchen  beide  Systeme  genügen  müssen.  Ist  nun  a  das  constante  Ver- 
hältniss  der  Liniendimensionen,  ß  das  der  Massen,  y  das  der  Krift»' 
und  sind  £  und  a  die  Verhültnisse  der  homologen  Zeiten  und  Geschiio 
digkciten,  so  hat  man: 

Si  =  yXi,     Hi  =  yYi,     Zi  =  yZr,      f=-ei. 
Hierdurch  geht  die  Hauptgleichung  für  das  zweite  System  über  iu 


+C.fS'-^^)W-» 


und  diese  Relation  mnss  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Systeme  und 
der  Bewegungen  unabhängig  von  den  Multiplicatoren  er,  ß,  y^  i  seio. 
Demnach  müssen  diese  als  gemeinschaftliche  Factoren  sur  Linken  heraus* 
fallen  und  muss  folglich  ^ 

__.  =  y 

sein.  Das  Verhältniss  c  der  Geschwindigkeiten  ergibt  sich,  weun  ica*i 
bedenkt,  dass  Geschwindigkeit  der  Quotient  des  Bogenelementes  dmc^ 
das  Zeitelement  ist;  es  wird  daher 

Was  die  Bedingungen  Z  =  0,  £'=();  iW  =  0,  ^'=0,...  betrim,  >' 
müssen  vermöge  der  geometrischen  Aehnlichkeit  der  Systeme  die  Fonc 
tionen   Z',  M\  ...  dieselben   wie  X,  M,  ...  und   damit  L\  At,  ...  ^^^ 
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dem  Factor  a  unabhängig  sein  können,  homogene  Functionen  der  Coor- 
(linaten  sein. 

Die  vorstehende  Betrachtung  liefert  daher  den  Satz: 
Zwei  Systeme,  welche  einander  geometrisch  ähnlich 
nach  dem  Aehnlichkeitsverhältnisse  a  sind,  deren  homo- 
loge Punkte  Massen  von  constantem  Yerhältniss  ß  besitzen 
and  an  deren  homologen  Punkten  Kräfte  wirken,  deren  Rich- 
tungen und  Sinn  in  beiden  ähnliche  Lage  und  welche  In- 
tensitäten von  constantem  Yerhältniss  y  besitzen,  welche 
ferner    von    homologen    Stellungen    mit    Geschwindigkeiten 

ausgehen,  deren  Yerhältniss  ^  =  ^    /  ^8*1  führen  durchweg 

ähnliche   Bewegungen    aus    und    zwar   ist   das   Yerhältniss   e 
der  homologen  Zeiten,  in  welchen  je  zwei  homologe  Punkte 

T/aß 
homologe  Bahnstrecken  beschreiben,  c  =  7/      -  und  behalten 

die  Geschwindigkeiten  das  Yerhältniss  c  fortwährend  bei. 

§.  14.  Man  verdankt  diesen  wichtigen  Satz  Newton  {Principia^ 
lib.  II,  prop.  32).  Schon  Galilei  wirft  in  seinen  Dialogen  die  Frage 
auf,  wie  es  komme,  dass  zwei  ähnlich  construirte  Maschinen  nicht  auch 
immer  ähnliche  Bewegungen  zeigen,  dass  oft  eine  Maschine  im  Modell 
sehr  gut  ist,  während  sie  in  grossem  Massstabe  ausgeführt,  nicht  das 
Gewünschte  leistet.  Er  ündet  die  Schwierigkeit  in  der  Yerschiedenheit 
der  Widerstände,  welche  in  beiden  Maschinen  auftreten.  Nach  Newton 
haben  Cauchj  [Mem.  de  TAcad,  des  sc.  T.  IX,  p.  117  (1829)]  und  Com- 
bes  Folgerungen  aus  den  Betrachtungen  des  ersteren  gezogen,  Cauchy 
in  Bezug  auf  physikalische  Yorgänge,  Comb  es  in  Bezug  auf  die  Tur- 
binen. In  neuerer  Zeit  hat  Bertrand  (Note  sur  la  simUitude  en  mäca- 
nique^  Journ.  de  l^cole  polytechn.  Gab.  XXXII,  p.  189  (1848)]  den 
New  ton 'sehen  Satz  aus  dem  D^Alembert'schen  Princip  entwickelt 
und  eine  Menge  älterer  und  neuerer  Beispiele  hinzugesammelt,  von  denen 
wir  einige  mittheilen  wollen. 

1.  Wenn  zwei  Punkte  M^  M'  von  gleichen  Massen  von  demselben 
Centram  0  der  ersten  Potenz  ihrer  Entfernung  yon  ihm  proportional 
angezogen  werden,  so  erreichen  sie,  obgleich  von  verschiedenen 
Anfangslagen  ausgehend,  dennoch  zu  gleicher  Zeit  das  Centrum. 
vorausgesetzt,  dass  sie  ohne  Anfangsgeschwindigkeiten  oder  mit 
solchen  abgehen,  welche  proportional  ihren  anfänglichen  Entfer- 
nungen von  0  sind.  Das  Centrnm  0  bildet  nämlich  mit  den  Punkten  M^  M' 
zwei  Systeme,  in  welchen  das  Yerhältniss  der  Kräfte  y  »s  OM:OM\  das  der 
Linien  a  a  OM:  OM*  und  das  der  Massen  ^  ss  1   ist.     Daher  ist  für  das  der 

OM      0  M 
Zeiten  «*  =  -- - ,  :  ^-   »  «=  1.    Es  entsprechen  also  proportionalen  Abständen  der- 
selben von   0  gleiche  Zeiten,    mithin  erreichen  beide   Punkte  zu  derselben  Zeit 
das  Centrum. 

56* 
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Zieht  0  nach  der  nten  Potenz  der  Entfernung  an,  so  ist  «  :*  OJf  rOY, 

jrrp)  j    also  «•  =  KOMV        '     ^*®  homologen  Strecken  werde» 

dann  in  Zeiten  durchlaufen,  deren  Verhältniss  «  —  «!<*"""*  ***•    Für  die  He w 

ton 'sehe  Attraction  n  s»  —  2  wird  e  ^  a'  (Euler,  Mechamca^  T.  I,  Csp.  III, 
§.  308.). 

Für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes    auf  der  Ojcloide  ist  die  Tto- 

gentialkraft  m  —  =^  mg  co8\(o^  wenn  m  den  Wftlsungswinkel  darstellt  (s.  S.  333. 

Denkt  man  sich  daher  um  einen  Punkt  0  einen  Kreis  mit  g  als  Radius  beschriebec 
und  einen  Punkt  M*  gleichförmig  auf  diesem  Kreise  sich  bewegend,  so  wfirde. 
wenn  der  nach  ihm  gezogene  Radius  OM'  mit  einem  festen  Durchmesser  de« 
Kreises  den  Winkel  \  m  bildet,   seine  Projection  M  auf  diesen  Durchmesser  eine 

Bewegung  haben,  für  welche  ^  jt  '^  mg  cos  \ tu  wäre,  also  dieselbe,  als  ob  M 

von  0  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  proportional  angezogen  .würde.  Sita 
folgert  hieraus  leicht  den  Isochronismus  des  Cjcloidenpendels. 

2.  Zwei  Punkte  bewegen  sich  auf  zwei  Kreisen  von  den  Rsdiea 
r,  r  mit  constanten  Geschwindigkeiten;  ihre  Massen  and  Umlsnfs- 
zeiten  seien  m,  m';  T,  7*'.  Welches  ist  das  Verhältniss  der  Ceniri- 
petalkräfte,  welche  diese  Bewegungen  ermöglichen?  Man  hat  hier 
a  ^sa  r  :r\    ß  >»  m  :  m\    s  =»  7* :  7",  mithin 


r    t 


aß        mr  ^    mr 

y  —  "gT  ^  "je  •  ~yt 


—  • 


3.  Zwei  Pendel  von  den  Längen  schwingen  an  zwei  Orteo,  v> 
die  Beschleunigung  der  S<*hwere  g  und  g*  ist,  nachdem  sie  nm  dieiel- 
ben  Elongationswinkel  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgebrscbt 
sind;  welches  ist  das  Verhältniss  der  Zeiten,  in  welchen  sie  hone* 
löge  Bogen  durchlaufen,  also  auch  das  Verhältniss  Ihrer  Oscillatios»- 
dauern?    Es  ist  für  sie   «»>/:/',    ß  ^»  m\m^    y  a«  mg  :  mp,   mithin  ist 

f     y         ¥     g        r    g 

4.  Zwei  Fäden  von  den  Längen  /,  /'  und  den  Massen  m,  m  seien 
durch  zwei  Gewichte  P,  P'  gespannt.  Die  Oscillationsdaaern  7.  J 
haben  für  sie  das  Verhältniss: 


T-.r-Y^-.y^. 


Denn  (mit  Vernachlässigung  der  Fadendurchmesser)  sind  die  Fäden  zwei  ihoUcJ« 

p 
Systeme ,   für  welche   a  ^  l :  t,    ß  ^^  m  i  m\    y  ^  ^, ,  mithin  ist 


r      l       m       P 


Wenn   die  Fäden   beide    durch  gleiche   Gewichte  gespannt   und   doreh   el»» 
beliebige  Anzahl  von  Massen  belastet  werden,  welche  auf  beide  ähnlich  reithe.  * 
Kind  und  sich  verhalten,  wie  die  Längen  der  Fäden,  so  führen  beide  Fides  Urc 
Oscillationen  in  Zeiten  aus,  welche  den  Längen  /,  /'proportional  sind.  (Dohaael 
Denn  es  ist  o  >«  / :  /',   ß  ^  l:  l\   y  b«  1 ,    also    f  s»  / :  /'. 
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5.  Das  Modell  einer  Maschine  ist  gegeben,  man  soll  beurtheilen, 
ob  die  Ansführang  im  Grossen  empfeblenswerth  ist  oder  nicht. 

Ist  tt  das  Aehnlichkeitsverhältniss,  so  ist  a'  das  der  Massen,  das  der  Schwer- 
kräfte ist  also  gleichfalls  a',  es  muss  mithin  das  Verhältniss  aller  anderen  Kräfte, 
welche  aaf  die  Maschine  and  das  Modell  wirken,   gleichfalls  a^  sein.     Das  Yer- 

hältniss  der  Zeiten  ist  demzufolge  s  s*  K « ;  das  der  Arbeiten  ce^,  das  der  Ge- 
schwindigkeiten J/a.  Da  die  Widerstände  der  Lnft  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit und  den  Flächen  proportional  sind,  so  ist  ihr  Verhältniss  a',  wie  gefordert 
wird;  auch  die  gleitende  Reibung,  welche  proportional  dem  Drucke  ist,  liefert  das 
Verhältniss  a^  die  wälzende  Reibung  aber,  welche  proportional  dem  Drucke  und 
umgekehrt  proportional  dem  Durchmesser  der  Räder  angenommen  wird,  liefert  das 
Verhältniss  a*.    Sie  ist  demnach  im  Modell  grösser,  als  in  der  Maschine. 


m 


XVI.  CapiteL 

Die  Frinoipe  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  MasseninittelpunkteB, 
der  Flachen,  der  lebendigen  Kraft  und  der  kleinsten  Wirkung  für 

das  veränderliche  System. 

§.  1.     Durch  Combination  der  Bewegungsgleichungen 

,:§'=j',+  sw,  m,g'=yi+s<;\  m,g!=z,+  s<o,  ,-1,2,3,...« 

des  §.  4.-  im  vorigen  Capitel  oder  auch  durch  passende  Wahl  der  vir- 
tuellen Verschiebungen  in  der  Gleichung 

erhält  man  Sätze  von  umfassender  Anwendbarkeit  (Principe)  für  das  be- 
liebig veränderliche  System,  welche  zum  Theil  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  liefern  und  für  das  unveränderliche  System 
bereits  in  Cap.  Xn  und  Cap.  XIII  aufgestellt  wurden. 

Summirt  man  die  Bewegungsgleichungen  nach  dem  Index  t,  so  er- 
hält man 

£mi  ^^  =  £  Z,  +  £  S^Ji . 

Für  den  Massenmittelpunkt  (x^  y^  z^)  des  Systems  bestehen  aber  die 
Gleichungen 
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£  mi  Xi  =  Mx^ ,  £  nti  y,-  =  Myy^ ,  Zmi  Zi  =  Mz^ 

Mit  ihrer  Hülfe  erhält  man  daher  aus  den  vorstehenden: 

Dies  sind  aber  die  Bewegungsgleichungen   des  Punktes  Xi,  ^p  Zy    Sie 
drücken  den  Satz  aus: 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  aU 
ob  er  die  Gesammtmasse  des  Systems  enthielte  nnd  an  ihn 
sämmtliche  Kräfte,  innere,  äussere  nnd  die  Kräfte,  welche 
die  Bedingungen  des  Systems  vertreten,  parallel  mit  ihrfc 
Eichtungen  angriffen.  (Princip  der  Bewegung  des  Massenmittel 
punktes.) 

Es  sei  nun  zunächst  das  System  frei,  also  Sjj>  =  0,  S<^">  =  0,  Sy^  =  •»■ 
Halten  sich  in  diesem  Falle  die  Kräfte  P,-,  wenn  sie  parallel  mit  sich 
an  einen  Punkt  verschoben  gedacht  werden,  Oleichgewicht  oder  sIlC 
sie  Null,  so  ist  -SZ,  =  0,  2'r;  =  0,  -SZ,  =  0  und  die  Bewegungsglei- 
chungen  des  Massenmittelpunktes  werden: 

dl''        ^'       dl''         "'       dt^         ^' 
Aus  ihnen  folgt: 

^i  =  '^o  +  «i'i   yi=/5o  +  /5j'»   ^i=yo  +  yi'- 

Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  daher  die  Gerade 

^1  —  «^0  ^  yj^nPA  =  f  j_r"  yp- 
«1  ßi  y\ 

mit  constanter  Geschwindigkeit  J^ci^^  +  /^i''  ~t"  yi^  ^^^  constanter  Rich- 
tung. Dieser  Fall  tritt  insbesondere  ein,  wenn  eine  Kräftefunctioo  f 
existirt,  welche  blos  von  den  Differenzen  der  Coordinaten  der  System 
punkte  abhängt.     Enthält  nämlich   ü  die  Differenz  Xjk  —  a:A=  |,  so  i*: 

du      du      hu         ou      ,       dl]  ,   ?u      ^ 

also     -       -f-  ■- —  =  0 


dxh         dl         dxk  dl  dxk        dxi: 

und  ähnlich  für  alle  Übrigen  Differenzen,  sodass 

X^,  =  ^f  =0,      ZF.  =  -E-f  =  0,      2:z.=  ^^f  =  o 

cJXi  Ci/i  r*i 

werden.  Dies  findet  insbesondere  bei  gegenseitigen  Attractioncn  d«*: 
Systempunkte  statt.  Man  sieht  dies  auch  direct  ein,  indem  diese  inoerf  q 
Kräfte  paarweise  gleich  nnd  entgegengesetzt  sind  und  sich  also  bei  dn 
Vorlegung  an  einen  Punkt  paarweise  tilgen. 
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Ist  das  System  nicht  frei,  sind  aber  die  Bedingungen  so  beschaffen, 
dass  sie  blos  von  den  Differenzen  der  a;-Coordinaten,  der  y-Coordinaten 
und   der  2 - Coordinaten   abhängen,   so  werden   -£5£\   £S^*\   £S^j^  Null, 

weil  sie  die  Differentialquotienten  - —  ,   - —  ,  . . .  enthalten,  welche  paar- 

weise  sich  tilgen.  Die  Kräfte,  welche  solche  Bedingungen  zu  vertreten 
vermögen,  tilgen  sich  daher  ebenfalls  paarweise.  Man  kann  daher  den 
Satz  aufstellen: 

Ist  ein  System  keinen  continuirlichen  Kräften  oder  in- 
neren paarweise  entgegengesetzt  gleichen  oder  überhaupt 
solchen  Kräften  unterworfen,  welche  an  einen  Punkt  ver- 
legt sich  Gleichgewicht  halten  und  ist  es  frei,  so  bewegt 
sich  der  Massenmittelpunkt  desselben  gleichförmig  in  ge- 
rader Linie  oder  bleibt  in  Ruhe,  wenn  es  anfänglich  ruhte. 
Dasselbe  findet  statt,  wenn  das  System  nicht  frei  ist,  aber 
ausser  diesen  Bedingungen  auch  die  Kräfte,  welche  die  Be- 
dingungsgleichungen  des  Systems  vertreten,  an  einen  Punkt 
verlegt  im  Gleichgewichte  sind.  Insbesondere  findet  dieser 
Satz  statt,  wenn  eine  Kräftefunction  existirt  und  sie  nebst 
den  Bedingungsgleichungen  nur  von  den  Coordinatendiffe- 
renzen  abhängt.  (Prineip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes.) 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  erhält 
man  auch  aus  der  Gleichung,  welche  das  D  ^  AI  emb  er  tische  Prineip  mit 
Hülfe  der  Variationen  der  Coordinaten  darstellt,  indem  man  dem  System 
einmal  eine  Verschiebung  parallel  der  or-Axe,  das  anderemal  eine  solche 
parallel  der  y-Axe  oder  parallel  der  z-Aze  ertheilt  denkt.  Die  Varia- 
tionen dx  sind  hierbei  im  ersten  Falle  alle  gleich  und  zugleich  alle  iy 
und  6z  Null;  in  den  beiden  anderen  sind  alle  ^y,  resp.  dz  gleich  und 
Sx  und  dz,  resp.  6x  und  Sy  Null.  Jedesmal  fällt  aber  die  noch  in  der 
Gleichung  verbleibende  Variation  als  gemeinsamer  Factor  heraus. 

§.  2.  Um  den  Inhalt  und  Umfang  des  Principe  von  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelponktes  zu  erläutern,  wählen  wir  folgende  Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Ein  Körper,  auf  welchen  die  Sehwere  wirkt,  wird  im  leeren  Räume  in 
irgend  einer  Weise  geschleudert  und  ist  sich  hierauf  selbst  überlassen.  Sein 
Massenmittelpunkt  beschreibt  dem  Principe  zufolge  eine  Parabel,  deren  Ebene 
vertikal  ist  und  durch  die  Anfangsrichtung  der  Geschwindigkeit  desselben  hin- 
durchgeht. Die  vollständige  Bewegung  des  Körpers  ist  eine  Schraubenbewegung 
mit  jedem  Augenblick  wechselnder  Schraubenaxe ;  dieselbe  kann  man  auflösen  in 
die  Translationsbewegung  eines  Systempunktes  und  die  Rotation  um  eine  beweg- 
liche, durch  diesen  hindurchgehende  Axe.  Wählt  man  zu  dem  Systempunkt  den 
Massenmittelpunkt,  so  zerfällt  die  Bewegung  des  Körpers  also  in  die  parabolische 
Translation  dieses,  verbunden  mit  einer  Rotation  um  eine  wechselnde  Axe  des 
Massenmi  ttelpunk  tes . 
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2.  Zerfällt  ein  System  während  der  Bewegimg  oder  finden  ExploBionen  u 
demselben  statt,  so  finden  diese  Ereignisse  nar  in  Folge  des  Anfhörens  oder  der 
Erregung  innerer  Kräfte   statt  und  da  diese  stets  paarweise  sich  gleich  nod  ent- 
gegengesetzt sind,  so  vermögen  sie  nicht  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  ic 
ändern;  dieser  setzt  vielmehr  trotz  des  Auseinanderfliegens  der  Systemstncke  seint 
Bahn  fort,  als  oh  gar  keine  Störung  stattgefunden  hätte.    Wenn  eine  Bombe  zer- 
platzt, 80  wird  die  Explosion  durch  die  chemischen  Molecularkräfte  hervorgemfci. 
welche  als  gegenseitige  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte  paarweise  gleich  and 
entgegengesetzt  sind.    So  lange  die  Bombenstücke  nicht  auf  ein  Hindemiss  stossen. 
dessen  Widerstand  als   eine  neue  Kraft  in  das  System  eintritt,  geht  der  Schwer- 
punkt der  zerplatzten  Bombe  in  der  parabolischen  Bahn  der  kugelförmigen  Bomb« 
fort.    Eine  kleine  Modification  erleidet  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  in  der 
Luft  nach  dem  Zerplatzen,  indem  der  Luftwiderstand  auf  die  Bombensplitter  aaden 
wirkt,  als  auf  die  unversehrte  Bombe. 

In  ähnlicher  Weise  haben  alle  Eruptionen  der  Vulkane,  Erdbeben  u.  f. «. 
absolut  keinen  Einflnss  auf  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Erde  oder  gv 
des  Sonnensystems;  die  Erde  könnte  zertrümmert  werden  und  das  ganze  Sonnen- 
system könnte  zerfallen,  ohne  dass  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  seiner  Bahn 
oder  seiner  Geschwindigkeit  gestört  würde. 

3.  Auf  unser  Sonnensystem  wirken  als  äussere  Kräfte  die  Anziehnngcn  der 
Fizsternwelt;  wegen  der  ausserordentlich  grossen  Entfernung  sind  diese  Krift^ 
sehr  klein  und  halten  sich,  an  dem  Schwerpunkt  des  Sonnensystem«  angebractt 
gedacht,  nahezu  Gleichgewicht.  Daher  ist  der  Schwerpunkt  des  Sonnensysten» 
entweder  in  Ruhe  oder  er  bewegt  sich  nahezu  in  gerader  Linie  mit  approzimsti^ 
constanter  Geschwindigkeit.  Man  hofft  die  Richtung  dieser  Geraden  durch  Beob- 
achtung bestimmen  zu  können. 

4.  Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  isolirt  im  Räume;  es  mögen  auf  dasselbe 
keine  äusseren  Kräfte,  ausser  etwa  die  Schwere  wirken  und  in  diesem  Falle  9o.' 
dasselbe  durch  eine  vollkommen  glatte  horizontale  Ebene  unterstutzt  sein,  derec 
Widerstand  das  Gewicht  tilgt.    Trotz  aller  Muskelanstrengung  wird  es  dem  Wesco 
nicht  gelingen,   seinen  Schwerpunkt  in  Bewegnng  zu  bringen,  wenn  es  nrspräDjr 
lieh  in  Ruhe  war  oder  ihn  zur  Ruhe  zu  bringen ,  wenn  es  sieh   in  Bewegung  be 
findet.     Denn  alle  Muskelkräfte  sind  als  innere  Kräfte  paarweise  gleich  und  ent 
gegengesetzt  und  vernichten  sich,   an  den  Schwerpunkt  verlegt.     So  sehr  aoc^ 
immer  ein  Vogel  in  solcher  Lage  mit  den  Flügeln  schlagen  mag,   es  wird  nicht 
helfen,  ihn  vom  Fleck  zu  bringen;  so  viel  auch  immer  der  Mensch  auf  einer  roü- 
kommen  glatten  Horizontalebene  sich  drehen  und  wenden  und  seine  Muskeln  to 
strengen  mag,  er  wird  seinen  Schwerpunkt  nicht  heben  und  nicht  aufstehen  koc 
nen,  wenn  er  liegt  oder  sitzt     Bios  der  Luftwiderstand  und  die  Reibung,  weac 
sie  als  neue  äussere  Kräfte  hinzutreten,  machen  eine  Aenderung  in  der  Lage  d^» 
Schwerpunktes  möglich. 

6.  Eine  Locomotive  wird  an  Ketten  frei  aufgehängt,  sodass  sie  schwiapo 
kann,  wie  ein  Pendel;  sie  befinde  sich  in  Ruhe.  Wird  nun  der  Keseel  gefaeu*. 
und  lässt  man  den  Dampf  auf  die  Kolben  wirken,  so  macht  die  Locomotive  Schvia 
gungen.  Bei  der  Bewegung  der  Kolben  wird  nämlich  der  Schwerpunkt  in  lancrv 
der  Maschite  verlegt,  da  aber  auf  das  ganze  System  nnr  äussere  Kräfte  wirken, 
die  im  Gleichgewichte  sind  (denn  der  Dampfdruck  bildet  sich  durch  innere  Krkftr  . 
so  muss  der  Schwerpunkt  im  Räume  ruhen.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  ««ab 
gleichzeitig  mit  dem  Vorwärtsgehen  der  Kolben  das  ganze  System  rückwärt»  geht 
und  umgekehrt. 
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§.  3.     Integrirt  man  die  Gleichungen 

über  ein  beliebiges  Zeitinteryall  i  —  t^  hinweg,  so  kommt 

r 

•o 


nnd  wenn  man  diese  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  den  Richtnngs- 
cosinassen  einer  beliebigen  Axe  {txßy)  multiplicirt  nnd  sie  addirt,  weiter 

\^*  "^        **    •"  '"•  w"  ^^*  P  "T"  ''*»  /i~  ^^*  y ) 

«  /^      ^^i  ,         rfVi        «    ,  dzi  \ 

—  £  Im,-  -  -  cos  a  +  m,-  —  co5  p  +  ^i  -7-  Cö5  y  I 

V  '° 

=  W[(-i^.-  +  S^2)  cosa  +  (7,-  +  Sj;"))  C05  ^  +  (Z.-  +  S]p)  cos  y]  dl. 

Bezeichnet  nun  O,-  den  Winkel,  welchen  die  Geschwindigkeit  Vi  des 
Punktes  m,-,  6,  den  Winkel,  welchen  Pi  nnd  8/  den,  welchen  S^*^  mit 
jener  Axe  bildet,  so  kann  man  die  Gleichung  schreiben: 

t 

£miVi  cos  0,  —  (ZmiVi  cos  ^,)  =  ^  1  {Pi  cos  6|  +  S,  cos  S/)  dl^ 

(i.  h.:  Projicirt  man  ein  in  Bewegung  begriffenes  System 
auf  irgend  eine  Axe,  so  ist  die  Aenderung  der  Summe  der 
Momentankrftfte  für  die  Projectionsbewegung  während  ir- 
gend eines  Zeitintervalls  gleich  der  Projection  des  totalen 
Kraftantriebes  auf  die  Axe  während  dieser  Zeit. 


blos 


Sind  ZXi^Z  Yi  =  ZZi  =  0,  ESf^!}  =  ZS^^)  =  ZS^J>  =  0,  so  bleibt 


£mi  Vi  cos  ^i  =s  (£mi  Vi  cos  ^i) , 

d.  h.:  Gilt  das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegjting  des 
Massenmittelpunktes,  so  bleibt  die  Summe  der  Momentan- 
kräfte für  die  Projectionsbewegung  constant. 
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Man  kann  die  obigen  Gleichungen  auch  durch  folgende  eiieUen: 

t 

«^-(«i')-<(*''+s''>'« 

•0 

•o 

und   erhält,   wenn  A  der  Winkel  ist,   den   die   Momentankrafl  MV  dt^» 

Massenmittelpunktes  mit  der  Axe  bildet: 

t 

MV  cos  A  —  {MV  cos  A)  =  2  1  {Pi  cos  6/  +  &  cos  ©.')  dt . 

§.    4.      Der   Satz    des    vorigen   §.    kann   folgende    Erscheinungen    erklirtr. 
a)  den  Rückstoss  der  Geschütze.    Vor  der  Explosion  bilden  Geschatx  L*.i 
Ladung  ein  System ,  welches  anter  Einflass  der  Schv^ere  und  des  WidersUn^  * 
des  ebenen  Bodens  im  Gleichgewicht  und  ausserdem  in  Ruhe  sich  befindet    Iv 
Summe   der  Momentankräfte,  projicirt  auf  eine  beliebige  Axe,  z.  B.  auf  die  Ai. 
des  Rohrs,'  ist  daher  Null.    Da  nun  bei  der  Explosion  nur  innere  Kräfte  entwick*  ' 
werden,  so  mnss  diese  Summe  constant  gleich  Null  bleiben;  damit  dies  mofli-- 
sei,  muss  die  Summe  der  Momentankräfte  für  die  Kugel  der  Summe  der  Momfoua- 
kräfte  für  das  Geschütz  entgegengesetzt  gleich  SQin.    Daher  erlangen  die  Scbw-.; 
punkte  beider  Theile  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten«  welche  sich  amgtkti'' 
wie  die  Massen  dieser  Theile  verhalten  und   wird  das  Geschütz  rückwärta  t-^ 
weichen.    Eine  kleine  Abweichung  hiervon  findet  allerdings  statt,  weil  das  Pc>" 
der  Ladung  verdampft;   die   Geschwindigkeit,    mit  welcher  daa  Oeachütz  lorjrv 
weicht,  ist  deshalb   etwas  grösser,  als  sie  ohne  dies   sein  würde.     6)  Das  Ae: 
steigen  der  Raketen.    Bei  der  Entzündung  tritt  am  unteren  Ende  der  Rtktu 
immer  mehr  Zündmasse  aus,  welche  verbrennt  und  den  Feuersireifen  liefert:  dtt  ' 
muss  die  Rakete  selbst  eine  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  annehnen  ond  a*-' 
steigen.     Die  Beschleunigung  der  Schwere  vernichtet  diese  Geschwindi^ke.*»  *> 
mählig. 

§.  5.  Wir  combiniren  jetzt  die  Differentialgleichungen  der  Bevrfd 
des  §.  2.   in  Cap.  XIY  so,    dass   wir  die  dritte   mit  y,-  und   die  r«''' 
mit   Zi  multipliciren ,    letzteres    Produkt   von    ersterem    subinhireo   t  • 
hierauf  nach   t   summiren.     Dies   liefert,   in  Bezug  auf  alle  drri  C\>  r 
natenpaare  y,-Zi,  ZiXty  x^t/i  ausgeführt,  die  Gleichungen 

^m,  (y,  '^J.-  .-,  ^f )  =  ^(y,Z,  -  z,  F.)  +  i(y,Si'»  -  :.g." 
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denkt  man  sich  die  Kräfte,  welche  am  System  zugreifen,  für  den  Coor- 
dinatenursprnng  redncirt,  wie  heim  unveränderlichen  System,  so  drücken 
diese  Gleichungen  die  Aequivalenz  des  resultirenden  Paares  der  Effectiv- 
kräfte  mi(pi  mit  dem  resultirenden  Paare  der  gegehenen  und  der  Be- 
dingnngskräfte  aus.     Ehenso  drücken  die  Gleichungen 

^f^i  ---j-  =  £Xi  -f-  -^Si  ,  . . . 

aus  welchen  das  Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  hervor- 
ging, die  Aequivalenz  der  Eeductionsresultanten  der  Kräfte  miq>i  mit  den 
Reductionsresultanten  der  gegebenen  und  der  Bedingungskräfte  aus. 

Nehmen  wir  nun  an,   es  sei  die  rechte  Seite  einer  der  drei  obigen 
Gleichungen,  z.  B.  die  der  ersten  fortwährend  gleich  Null,  so  wird 


d.  h.  die  Componente   des  Axenmomentes   des  Paares   der  Kräfte   m,^?,, 
welche  der  o:- Axe  parallel  ist,  bleibt  Null.   Diese  Gleichung  gibt  integrirt 


^m,  (y,  ^-  -  z,  l«)  =  D, 


und  drückt  aus,  dass  die  Componente  des  resultirenden  Axenmomentes 
der  Momentankräfte  parallel  der  a;-Axe  contant  bleibt.  Projicirt  man 
nun  das  System  sammt  allen  vom  Ursprung  nach  den  Systempunkten 
gezogenen  Radienvectoren    auf  eine   zur  a:-Axe  senkrechte  Ebene   und 

nennt  da^^  den  Elementarsector,  welchen  die  Projection  des  nach  lUi  hin- 
führenden Radiusvectors  auf  jene  Ebene  im  Zeitelemente  beschreibt,  so 
nimmt  die  Gleichung  die  Gestalt  an 

and  liefert  nach  der  Integration 

wenn  man  die  Sectoren  a^^  von  der  Stellung  der  Radienvectoren  zur 
Zeit  t  =  0  SLU  rechnet.     Man  hat  daher  den  Satz : 

Wenn  die  Componente  des  resultirenden  Axenmomentes 
aller  am  System  angreifenden  Kräfte,  welches  sich  ergibt, 
wenn  man  dieselben  wie  beim  unveränderlichen  System  für 
einen  Punkt  (den  Coordinatenursprung)  reducirt,  parallel 
irgend  einer  Axe  während  der  Bewegung  des  Systems  fort- 
während verschwindet,  also  die  Componente  des  entspre- 
chenden Axenmomentes  der  Momentankräfte  constant  ist,  so 
ist  für  die  Projection  des  beweglichen  Systems  auf  eine  zu 
jener    Axe    senkrechte    Ebene    die    Summe    der    Sectorenge- 
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schwindigkeiten)  jede  mit  der  Masse  des  betreffenden  Sv- 
stempnnktes  mnltiplicirt  constantnnd  ändert  sich  die  Summe 
der  Produkte  ans  den  Sectoren  und  den  Massen  der  Zeit  pro- 
portional.    (Princip  der  Flächen.)     Sind  auch  die  beiden  Grössen 

2{zai^XiZi)+  Z{zi^:^—XiS^'^)=0,  £{xi  Fi— yrZ0+2:(x.-5{;">-y,Sl;')=n. 

so  gilt  dieser  Satz  anch  für  die  Azen  des  y  in  z,  resp.  für  Ebenen 
senkrecht  zn  ihnen  als  Projectionsebenen  nnd  hat  man  ebenso 

and 

Gilt  als  Flächenprincip  für  drei  zn  einander  senkrechte  Ebenen,  d.  b. 
verschwinden  sämmtliche  drei  Gomponenten  des  resnitirenden  Paare» 
der  continnirlichen  Kräfte  bei  der  Rednction  für  einen  Pnnkt,  so  gilt 
dasselbe  für  alle  Ebenen  des  Ranmes.  Denn  es  sei  {fxßy)  die  Bicbtong 
der  Normalen  N  einer  beliebigen  Ebene,  so  erhält  man  sofort 

£mi{dö^^'COsa'\'day\  cosß'\'dö^^.cosy)  =  ^{DiC0Sa'\'D2Cosß'\'DiC0sy)dL 

Es  bedeutet  aber  rfa^  cosa  -(-  da^^  cosß  +  dc^P  cosy  die  Projectionssammr 

der  Elementarsectoren  eftf«  t  day\  (fa,  oder  also  die  Proportion  des  vou 
Eadinsvector ,   der  nach   m,-  führt,   im  Räume  beschriebenen  ElemenUr- 

sectors  auf  die  neue  Ebene.     Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  ^0jr  i  ^  ^^ 

die  linke  Seite  vorstehender  Gleichung  2}miday,   Die  Grössen  i>|,  l>2t  ^* 

sind  die  Gomponenten  des  resultirenden  Paares  Q  =  Y^i^  -|-  ^2^  +  A* 
der  Momentankräfte  und  wenn  (a  b  c)  dessen  Richtung  ist,  so  sind 
Dl  =  G  cosa^  i>2  «==»  (?  cosb,  D^  =  G  cosc.  Daher  wird  die  rechte  Seite 
obiger  Gleichung  gleich 

^G  {cosa  cosa  -(-  cosb  cosß  -|-  cosc  cosy)  dl  =  ^G  cos9  .  A, 

wenn  <&  den  Winkel  (iV,  G)  bezeichnet.     Demnach  erhalten  wir 

^m,rftf5v^  =  ^G  cosd^  dt ,  Smiö^  =  i^  cosd^  .  (l  —  t^)  . 

Diese  Summen  werden  ein  Maximum  für  *&  »»  0,  d.  h.  die  Summe  de: 
Flächenräume,  mnltiplicirt  mit  den  Massen,  wird  ein  Maximum  ftr  die 
zur  Axe  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  senkrechte  Ebene 
§.  6.  Es  fragt  sich  nun,  in  welchen  Fällen  eine  oder  die  andere 
der  drei  Summen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  des  §.  5.  ver 
schwindet.  Nehmen  wir  an,  das  System  sei  frei,  also  alle  sf^^^ ^»^ ^l^m^v 
Damit  £{yiZi —  ZiYi)  verschwinde,  mnss  das  Paar,  welches  die  Krifte 
Yiy  Z,-,  in  der  ^z- Ebene  bei  der  Rednction  für  den  Coordinatennrspnin: 
liefern,  Null  sein,  müssen  sich  also  diese  Kräfte  auf  eine  blosse  Re>u! 
tante  reduciren,  deren  Lage  also  die  Lage  der  Centralaxe  des  eb^o^^ 
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Kräftesjstems  hat.  Es  ezistire  nun  eine  Kräftefxinction  IJ,  An  die  Stelle 
der  Coordinaten  y,-,  z,-  führen  "wir  Polarcoordinaten  r,-,  ^i  in  der  ^z- Ebene 
ein ,  während  wir  Xi  beibehalten.  Wird  dadurch  nun  TJ  zn  einer  Function 
von  a?i,  r,-  und  den  Differenzen  der  Winkel  <&,  so  verschwindet 

^(„z,-.,r,)_z(„|?-«,^}, 

weil  sich  darin  die  Glieder  paarweise  tilgen.  Man  erhält  nämlich  ver- 
möge der  Gleichungen 

Vh  =  n  cos^/kj  Zh  =  rk  sin^h ;  yk  =  rk  cos^ki  Zk  =  rk  sin^k > 
behufs   Einführung  der  neuen  Variabelen,  weil  die  Differentiation  nach 
ZA  und  yk  resp.  yk  und  Zk  als  constant  voraussetzen: 

37k'''  =  3;r/rA  +  -^m         -äyk=^^-drk  +  j-^d^k 

dzk  =  «Vi-^Ä  rfr^  +  yA^-^A  0  =  sin^k  drk  +  ykd&k 

0  =  COÄ^A  rfrA+  Zkd^k  dyk  =  coä-^a  rfrA  —  Zkd^k  , 

woraus 

ai;     du  ,  ^    ,    1  du     ^         du     du      ^       i  du  .  ^ 

czk       drk  rk  d9k  dyk       drk  rk  d&k 

und  mithin 

du  du        dU       ^    ,  du  du        du 

Vh-^ ^>i  ^^T"  =  ^^  ^^^  ebenso  yk^ ^*  ^~  =  ^Z"  ' 

dtk  dyk       d^k  dzk  dyk       d%k 

Enthält  nun   ü  blos  die  Differenzen  Oa  —  ^a-  =  £)  so  werden 

dl]     du     du  _  _dü 

d^k'^d^'     Wk~        d^ 

und  folglich  tilgen  sich  die  den  Indices  h  und  k  entsprechenden  Glieder 
in  £{ifiZi — ZiYi),  Daher:  wenn  eine  Kräftefunction  ü  existirt 
und  sie  bloss  von  den  Differenzen  der  Winkel  abhängt, 
welche  die  Projectionen  der  Eadienvectoren  auf  die  eine 
Coordinatenebene  mit  einer  der  in  ihr  liegenden  Axen  bil- 
den, so  gilt  das  Princip  der  Flächen  für  diese  Coordinaten- 
ebene. 

Der  Sinn  davon,  dass  ü  blos  Function  von  den  Winkeldifferenzen 
ist,  ist  der,  dass  Ü  sich  nicht  ändert,  wenn  man  dem  System  eine 
virtuelle  Drehung  um  die  zur  Ebene,  wofür  das  Princip  gilt,  senkrechte 
Axe  derg.e8talt  ertheilt,  dass  das  System  sich  wie  ein  unveränderliches 
verhält.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  in  ü  nur  die  Entfernungen  je 
zweier  Punkte  vorkommen.  Denn  man  hat  für  die  Entfernung  taa  der 
Punkte  mky  mfi 

rkt?  =  {xk  —  Xkf  +  {rkcos^k  —  nsin^kY  +  (^A^iw^A  —  rkSin(^ky 

=  {xk  —  XkY  +  rk^  +  rk^  —  2rArA  co8{&k  —  ^a) 

und  dieser  Ausdruck  enthält  die  Winkel  &k  y  ^k  blos  in  der  Verbindung 
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O/i  —  ^u*  Wenn  daher  beim  unveränderlichen  System  ü  blos  toh  Coor 
dinateudifferenzen  abhängt,  so  gilt  immer  das  Princip  der  Flächen.  Für 
gegenseitige  Attractionen  gibt  es  immer  eine  Kräftefunction ,  welcbe 
von  den  Entfernungen  abhängt,  daher  gilt  das  Princip  für  alle  Ebenen. 
Es  erhellt  dies  auch  daraus,  dass  alle  diese  inneren  paarweise  entgegen- 
gesetzt gleichen  Kräfte  sich  bei  der  Bildung  des  resuUirenden  Paan*> 
tilgen  und  dieses  selbst  mithin  verschwindet.  Bestehen  ausser  den  gegen- 
seitigen Attractionen  noch  Attractionen  nach  festen  Centren,  so  hört 
das  Princip  der  Flächen  auf  zu  gelten,  es  sei  denn,  dass  diese  Centrt 
alle  in  gerader  Linie  liegen.  Denn  wählt  man  diese  Gerade  zur  Axe 
der  X  und  projicirt  auf  die  Ebene  senkrecht  zu  ihr,  so  liefern  die 
Attractionen  nach  den  Centren  in  der  Projection  eine  Resultante,  welche 
durch  den  Ursprung  des  Coordinatensjstems  geht  und  kein  resultirend^* 
Paar. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  sich  alle  Kräfte  auf  eine  Einzelrefn]* 
tante  reduciren,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  gilt  das  Princip  der 
Flächen  für  alle  Ebenen. 

Ist  das  System  nicht  frei,  so  gilt  das  Princip  nur  dann,  wenn  dit- 
Bedingungen  und  Bedingungskräfte  an  den  genannten  zur  Existeni  de» 
Princips  erforderlichen  Eigenschaften  Theil  nehmen.  So  s.  B.  wenc 
die  Bedingungsgleichungen  blos  von  den  Winkeldifferenzen  abbän^o. 
wenn  die  Verbindungskräfte  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind 
u.  s.  w. 

§.  7.  Das  Princip  der  Fläcben  gilt  auch  für  die  relative  Bewegst^ 
freier  Systeme.  Setzt  man  Xi  =  arj  -j"  So  y*  =  yi  ~f"  Vn  *•  =  *i  +  ? 
in  die  Gleichungen  des  §.  5.  ein,  so  wird  z.  B.  die  dritte: 

«     <^yi  y     d^^i   .  f  '  €pyi  <Pxi\ 

=  x,£  Yi  —  y^  ZXi  +  2:(|,  F,  —  t^.- JT.) 
oder  da  vermöge   des  Princips  der  Bewegung  des  Massenmittelponlt«* 

^-m,  ^p*  =  ZXi,  Htm  ^^^  ^ÜYi  ist , 


Setzt  man  hierin  die  Werthe 

<Pxi       cPx^    .    (f^i       ePyi       d^yi    .    ä^rn 

dt^  ~  dC  ■•"  dt^ '    rf/2  —  ^^2  -r  ^^2  » 

d*zi      d^z,      «/-',', 
dt*       di'  "^  dl' 

ein,  so  kommt 

:r«.t.  .  '^y«       x«..«.. .  '^'^i  o-  JE»..  L  ^1'  -  , 

i/^^A^xr«  r— ft.i 

Diese  Gleichung,  sowie  die  analog  gebildeten,  vereinfacht  sich  durch  d.f 
besondere  Wahl  des  Ursprungs  (^i^i^i)  der  relativen  Coordinaten.    1>* 
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oder  -^/  =  5;  =  0  oder  §' :  ^|' :  J'  =  -^"».l.-  =  "^«» 'Vi  ■  -Sm,?..     In 


derselbe  der  Massenmittelpunkt,  oder  ein  Systempnnkt,  welcher  eine 
gleichförmige  Bewegung  hat  oder  ein  Punkt  dessen  Beschleunigung  fort- 
währenddurchdenMassenmittelpunkthindurchgeht,8oifit2^m/|t=^m,'t7t=0, 

de  ~  dt'^  """*   dfi  '  de  '  de 

allen  drei  Fällen  wird  Zniili  •  -~^  —  21miif\i  •  —7/  =  0  und  die  obige 
Gleichung  nebst  den  beiden  analogen: 

£mi  (?.•  ^  -  I,  -^)  =  SiXiXi  -  |,Z,) 

Da  diese  Gleichungen  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichungen  des  §.  1.  für 
die  freien  Systeme  haben ,  so  gelten  auch  die  von  dieser  Form  abhängigen 
Bedingungen  der  Existenz  des  Flächenprincips. 

§.  8.    Integrirt  man  die  Gleichungen  des  §.  5.  über  das  Zeitintervall 
/  —  /q  hinweg,  so  erhält  man 

5,      /     dzi  dyi\       r         /    dzi  dyAl 

\^   dt  dtj       L         \   dt  dt/J 

=  £j(yiZi  -  n  T,)  dt  +  zj\yiSf  -  t/Sf)  dt 
/     dxi  dzi\       r        /    dxi  dziW 


t 


=  sJiziXi  —  XiZ,)  dt  +  zj{ziXi  —  XiZ) 


^di 

£m,  (;.,^'_y,|!)  _  [2:1«.  (^.f  -  y,^)] 

=  2;y(a:.-  Yi  —  yiX-)  dt  +  zjija  Yi  —  y,^)  rf( 

d.  h.:  Die  Aenderungen,  welche  die  Componenten  des  resul- 
tlrenden  Paares  der  Momentankräfte  während  irgend  eines 
Zeitraumes  erfahren,  sind  die  Integrale  der  Componenten 
desresultirenden  Paares  der  gegebenen  und  der  Bedingungs* 
kräfte,  über  dieselbe  Zeit  ausgedehnt. 

Ist  (cißy)  die  Eichtung  einer  Axe,  multiplicirt  man  diese  drei  Glei- 
chungen mit  cosccj  cosß^  cosy  und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 


896  Invariabele  Ebene.  XVI.  Up. 

Die  Aenderung  der  Projection  des  resaltirenden  Axenmo* 
mentes  der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  ist  gleicb 
dem  Integrale  der  Projection  des  Axenmomentes  der  ge- 
gebenen und  der  Bedingungskräfte  auf  dieselbe  Axe. 

Sind  daher  die  gegebeneu  und  die  Bedingangskrafte 
im  Gleichgewicht  oder  reduciren  sich  dieselben  fortwährend 
auf  eine  Einzelresultante,  so  bleibt  das  resultirende  Axec- 
moment  der  Momentankräfte  constant  nach  Grösse  und  Axeo- 
richtung. 

Die  zu  dieser  Axe  senkrechte  Ebene  behält  während  der  Bewegung 
fortwährend  dieselbe  Stellung  im  Baume  und  wurde  von  Laplace  die 
invariabele  Ebene  genannt;  ihre  Normale  heisst  die  inyariabele 
Axe.  Die  invariabele  Ebene  ist  die  §.  5.  erwähnte  Ebene  des  Maximums 
der  Flächen.  Laplace  glaubte  sie  benutzen  zu  können,  zu  finden,  vh 
im  Laufe  der  Zeit  im  Sonnensystem  Stösse  vorgekommen  sind.  Ist  du 
der  Fall,  so  muss  ihre  Lage  sich  geändert  haben  und  umgekehrt  habec 
Beobachtungen  eine  solche  Lagenänderung  festgestellt,  so  kann  man  acf 
Stösse  schliessen.  Diese  Betrachtungen  basiren  auf  der  YorauBsetsun^. 
dass  das  resultirende  Paar  der  auf  das  Sonnensystem  wirkenden  KrirV 
nahezu  Null  ist ,  was  für  die  Innern  Kräfte  genau ,  ftir  die  änssem  wegen 
djer  grossen  Entfernungen  sehr  nahe  zutrifft. 

§.  8.  Zur  näheren  Erläatemng  des  Flächenprincips  lassen  wir  innSckst 
einige  leichte  Anwendungen  folgen,  welche  sich  den  Betrachtungen  anschliesscc, 
die  wir  zur  Erläuterung  des  Prtncips  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  gege*'-'^ 
haben. 

Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  irgendwo  isolirt  im  Räume,  die  Einwirkru- 
gen  der  äusseren  Kräfte  auf  dasselbe  seien  Null  und  es  sei  anfangs  ruhig.  D«>« 
es  seinen  Schwerpunkt  nicht  in  Bewegung  zu  setsen  vermag,  sahen  wir  bereit» 
früher;  allein  es  kann  sich  auch  nicht  einmal  um  denselben  drehen.  Denn  ht 
trachten  wir  den  Schwerpunkt  desselben  als  Pol,  ziehen  von  diesen  nach  alles 
Punkten  seines  Körpers  Radienvectoren  und  projiciren  das  ganze  Sjsteai  ac: 
irgend  eine  Ebene,  z.  B.  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Sjmaetni 
ebene.  Da  das  System  in  Ruhe  anfänglich  ist,  so  ist  zu  Anfang  die  Summe  d«r 
Sectoren  Null;  da  das  Spiel  der  Muskeln  aber,  wie  es  immer  beschaffen  te^ 
möge,  nur  innere  Kräfte,  welche  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  nr 
Ursache  haben  kann,  so  mnss  die  Summe  der  Momente  der  Momentankr^tc 
constant  bleiben  und  da  anfangs  alle  Geschwindigkeiten  Null  sind,  so  ist  <!: 
Sectorensumme  anfangs  Null  und  muss  fortwährend  Null  bleiben.  Wenn  dsbc 
das  Wesen  einige  Theile  seines  Körpers  derart  in  Bewegung  setzt,  dass  für  %tt 
die  Sectorensumme  beginnt  positiv  zu  werden,  so  müssen  gleichseitig  aa^'t 
Körpertheile  so  in  Bewegung  gerathen,  dass  die  ihnen  entsprechende  Sectorrt 
summe  einen  negativen  Werth  annimmt  und  hierdurch  die  ganze  Summe  auf  d«  a 
ursprünglichen  Werthe  Null  erhalten  wird.  Wenn  z.  B.  ein  Mensch  ia  solcbt: 
Lage  den  Kopf  nach  rechts  dreht,  so  wird  sich  der  übrige  Körper  nach  Ua^* 
drehen;  wenn  er  das  eine  Bein  vorsetzen  will,  wird  er  in  Gefahr  sein,  mit  dtu 
anderen  rückwärts  auszugleiten.  Man  sieht  hieraus,  dass  wir  nur  deswegen  afi'' 
dem  Boden  vorwärts  schreiten  können,  weil  das  eine  Bein,  welches  nack  rilek 
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wärt.s  ausgleiten  will,  durch  die  durch  den  Druck  auf  den  Boden  erregte  Reibung 
an  dem  Ausgleiten  gehindert  wird.  Auf  einem  glatten  Boden,  z.  B.  einer  Eis- 
fläche, findet  das  Ausgleiten  in  Wirklichkeit  sehr  leicht  statt. 

Ein  Tänzer,  welcher  sich  auf  der  Fussspitze  umdrehen  will,  gibt  seinem 
Oberkörper  eine  Drehung  im  einen  Sinn,  gleichzeitig  wird  aber  sein  Unterkörper 
das  Bestreben  erlangen,  sich  im  entgegengesetzten  Sinne  zu  drehen;  denn  nur  so 
kann  die  Sectorensumme,  projicirt  z.  B.  auf  die  Horizontalebene  Null,  bleiben. 
Der  Unterkörper  würde  in  Wirklichkeit'  jene  Bewegung  annehmen,  wenn  nicht 
die  Reibung  der  Fussspitze  am  Boden  als  eine  neue  äussere  Kraft  hinzuträte 
und  dies  hinderte. 

§.  9.  Die  6  Combinationen  der  Differentialgleichnngen  der  Bewe- 
gung eines  beliebigen  veränderlichen  Systems,  welche  der  Entwick- 
lung der  Principe  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  und  der 
Flächen  zu  Grunde  lagen,  nämlich: 

-£m,  (y,  J^' -  z,-^')  =  £{j!„Zi  -  z.-  Yi)  +  ^(y.si'^  -  z,S«) 
£mi  (zi  -J'  — «.-^,2-)  =  £{'iXi  -  XiZi)  +  Z{ziä^^  -  XiS^j^) 

Zmi  {xt-J;  -  y,'^J')  =  2{x,  Y^  -  ytX^  +  i:{xi^^  -  y.sl?) 

sind  dieselben,  wie  für  das  unveränderliche  System.  Für  die  Erfor- 
schung der  Belegung  des  letzteren  sind  sie  hinreichend,  füi^  das  ver- 
änderliche aber  bestehen  ausser  ihnen  noch  3n  —  k  —  6  andere.  Wir 
schliessen  hieraus,  dass  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Sätze  für 
alle  Systeme  gültig  sind.  In  der  That  leiteten  wir  aus  ihnen  auch  die 
beiden  eben  genannten  Principe  ab,  welche  für  das  unveränderliche 
System  bereits  früher  erwie^sen  wurden  und  sie  liefern  für  das  veränder- 
liche System  Integrale  der  Bewegungsgleichungen,  wie  für  das  unver- 
änderliche. Beim  unveränderlichen  System  Hessen  sich  nun  Kräfte  und 
Paare  verlegen  und  zusammensetzen  und  war  die  Wirkung  der  zusammen- 
gesetzten Kraftgebilde  dieselbe,  wie  die  der  ursprünglichen.  Beim  ver- 
änderlichen System  hört  diese  Aequivalenz  auf;  indessen  behält  die 
Zusammensetzung  von  Kräften  und  Paaren ,  überhaupt  die  Reduction  von 
Kräften  auch  hier  nichtsdestoweniger  eine  Bedeutung.  So  z.  B.  die 
ITnvcrändcrlicbkeit  der  Ilcsultantcn  und  des  resnltircndcn  Paares  der 
Momentankräfte,  wenn  die  entsprechenden  Gebilde  der  continuirlichen 
Kräfte  verschwinden. 

Schell,  Theorie  il.  Hcw.  u.  li.  Krärtc,  57 
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§.  10.    Combiniren  wir  die  Differentialgleichungen 

so,  dass  wir  sie  der  Eeihe  nach  mit  den  ersten  DifferentialqiiotieDt4*D 
der  Coordinaten  mnltiplicirt  addiren  und  hierauf  durch  das  ganze  System 
Summiren,  so  kommt 

fdXi  (fixi        dyi  (Pyt       dzi  (Pz\  (      dxi  dy,  dz\ 

'        \        dl     ^      ^    di     ^  dt) 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  nur  der  Differentialqnotient 

l,-H«.(t)'+(f)'+C^V.V  *--''. 

die  zweite  Summe  rechts  aber  hat  die  Bedeutung 

■*"  ^     \dxi   dl  "^  ay,    rf/  "•"  dzi    dt)'^"' 

wenn  Z  =  0,  M  =  Oy  ...  die  Bedingungsgleichungen  des  Systems  sio.i. 
Sind   nun   diese  Bedingungen  nicht  mit   der  Zeit  veründerlich.  s** 
enthalten  Z,  3f,  ...  die  Zeit  nicht  explicit  und  erhält  man 

/aZe/a:.       aZrty;       aZrfz,\  y:(^^^^^l^^^\_^. 

\dxi  dl  ■*" dyi  dl  ■*" dzi  dl)  '       Vaar,.  dt  "*" ^y.-  rf/  "*" dzi  di )        ' 

es  verschwindet  also  auch  die  zweite  Summe  rechter  Hand  in  jf'off 
Gleichung.     Dagegen  hat  man 

\£xi  dt  ■*"  ay,  dl  "•"  a«.  r/r/  "*■  rf/  ■"  ^  ' 

^m  dxi       dMdyi^.dMdzA    ,    aiV  _ 

Vao:,  dl  "•"  ay,  rf/  ■'"az.-  di)^  a/  ~    * '  ' 

wenn  dies  nicht  der  Fall  ist  und  z.  B.  einzelne  Punkte  sich  auf  vrr 
änderlichen  Flächen  oder  Cnrven  bewegen,  vielmehr  wird  dann  di' 
zweite  Summe  rechts 

,  dL  dM 

dt        ^dt 


Mit  Ausschluss  dieses  letzteren  Falles  erhält  man  also  die  Gleichung 

d 
di 

oder 

d  .  )^Em,v;'  =  X{X,dx,  +  l\dyi  +  Z,-//c,) 


'r*^-''-^(^'w+''f  +  *t) 
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Diese  Qleichnng  sagt  ans,  dass  die  Elementaränderung  der  halben 
lebendigen  Kraft  des  Systems  und  die  Elementararbeits- 
summe  alier  Kräfte  P,-  längs  der  von  ihren  Angriffspunkten 
durchlaufenen  Bogenelementen  gleich  sind.  In  dieser  Qlei- 
chung  erscheinen  die  Kräfte,  welche  die  Bedingungen  des  Systems  zu 
vertreten  geeignet  sind,  nicht,  da  ihre  Elementararbeit  Null  ist,  indem 
sie  senkrecht  zu  den  Wegen  ihrer  Angriffspunkte  wirken.  Bezeichnet 
T  die  Summe  der  Arbeiten,  welche  von  einer  beliebigen  Anfangslage 
des  Systems  an  gerechnet  bis  zur  Lage,  wo  die  Geschwindigkeiten  v,- 
sind,  geleistet  würden,  so  ist  dT  die  Elementararbeit  für  den  Uebergang 
in  die  nächste  Lage  und  also  dr=  Z{Xidxi  +  Yiäyi  -f-  ^idzi).     Daher 

^''^  d  •  \2miV^  =  dT 

and  wenn  man  integrirt  von  einer  Lage,  wo  die  Geschwindigkeiten  v^ 
sind,  bis  zur  Lage,  wo  sie  die  Werthe  v,  haben: 

i^ZmiV?  —  i^Zmivf^  =T—T^, 

d.  h.  die  Aendernng  der  halben  lebendigen  Kraft  des  Systems 
beim  Uebergang  aus  einer  Lage  in  die  andere  ist  gleich  der 
Aenderung,  welche  die  totale  Arbeit  der  Kräfte  während 
dieses  Ueberganges  erleidet.  (Princip  der  Aequivalenz 
zwischen  Arbeit  und  lebendiger  Kraft.)  . 

Existirt  eine  Kräftefunction  IJ  der  Üoordinaten ,  so  dass  Xi  =  ^— , 

OXi 

d  .  ^UniiVi^  =  du,         i27m.i;.2  =  (7  +  Ä  , 

d.  h.  wenn  eine  Kräftefunction  existirt  und  die  Bedingungen 
des  Systems  von  der  Zeit  unabhängig  sind,  so  ist  die  halbe 
lebendige  Kraft  des  Systems  gleich  der  Kräftefunction,  ver- 
mehrt um  eine  Constante.  (Princip  der  lebendigen  Kraft.) 
Bezieht  man  die  vorstehende  Gleichung  auf  zwei  Lagen  des  Systems, 

welchen   die  Werthe  Üq,   v^^]    ü,   Vi  entsprechen,   so  erhält  man  durch 
.  Elimination  der  Constanten  h 

\SmiVi^  -^  ^ZmiV^^'i  =  ü  —  ü,  , 

d.  h.  beim  Uebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  Lage  in 
eine  zweite  ist  die  Aendernng  der  halben  lebendigen  Kraft 
gleich  der  Differenz  der  Werthe,  welche  die  Kräftefunction 
für  diese  Lagen  annimmt. 

Da  die  Kräftefunction  eine  Function  der  Coordinaten  ist,  so  nimmt 
sie  denselben  Werth  an,  so  oft  das  System  in  dieselbe  Lage  zurück- 
kehrt. Daher  ist  auch  die  lebendige  Kraft  des  Systems  dieselbe  bei 
der  Rückkehr  zu  derselben  Lage.  Von  der  Art  der  Bewegung  des  Sy- 
'«tems  zwischen  beiden  Lagen  nnd  der  Zeit ,  welche  zum  Uebergang  aus 

57* 
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der  einen  in  die  andere  verwandt  wird,  ist  das  Princip  der  lebendigeD 
Kraft  unabhängig,  wie  von  den  Bedingungen  des  Systems. 

Es  ist  dT=dü,  T=  ü-^h. 

Man  erhält  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auch  aus  der  Gleichung 

^\{^i  -J^i  —  ^)  *^'  +  {^i  ^'  —  ^y  ^y»  +  [fni  -^  —  z}j  iz\ 

indem  man  für  die  willkührlichen  virtuellen  Verschiebungen  die  durch 
die  wirkliche  Bewegung  des  Systems  erfolgenden  nimmt,  d.  b.  ixi  =  djr„ 
dy,-  =  rfy,-,  dz,-  =  dzi  setzt.     Dies  liefert 

(df^x-  d!^v-  ^z       \ 

da  die  Summe  rechter  Hand  verschwindet.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung ist  aber  d  •  i^ZmiVi'^  u.  s.  w. 

§.  11.  Zwischen  der  lebendigen  Kraft  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  und  der  lebendigen  Kraft  seiner  relativen  Bewegung  beafigUcb 
des  Massenmittelpunktes  besteht  eine  sehr  einfache  Besiehung.  Sbiti 
^ii  y\y  ^1  Coordinaten  dieses  Punktes,  £«,  i},-,  ^i  die  relativen  Coor- 
dinaten  von  m,-  in  Bezug  auf  ihn,  so  dass  Xi  "=  a^i  -j"  &i  V*  "^^  ^i  ~^  ^'^ 
2i  =  ^1  +  tti  80  wird 

-."'-i-'i(tr+(f)'+(t)'i 
+-'^i(f)+(f)+(fyi 

Die  erste  Summe  zur  Rechten  ist,  wenn  v^  die  Geschwindigkeit  de« 
Massenmittelpunktes  ist,  ^Mv^^^  d.  h.  die  halbe  lebendige  Kraft,  weicht* 
dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse  des  System» 
vereinigt  wäre,  die  zweite  Summe  aber  ist,  wenn  ti«*  die  relative  Ge- 
schwindigkeit des  Systempunktes  m,-  ist,  ^^mti,-^;  die  dritte  Summe  aber 

verschwindet,  da  £m^i  =  0  und  mithin  -Sm,-  — -*  — 'as»  _  J  £mi  -y  ^=  '' 

dt    dt         dt  dt 

ist  u.  s.  w.     Daher  bleibt 

d.h.  Die  lebendige  Kraft  der  absoluten  Bewegung  ist  gleich 
der  lebendigen  Kraft  der  relativen  Bewegung  in  Bezug  auf 
den   Massenmittelpunkt,   zusammen  mit  der  absoluten  leben 
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digen  Kraft,  welche  dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in 
ihm  die  ganze  Masse  des  Systems  vereinigt  wäre. 

Wir  haben  hiebei  eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  ein  in  Trans- 
lation begriffenes  System  zu  Grunde  gelegt,  man  sieht  aber  sofort,  dass 
der  Satz  auch  für  eine  beliebige  Bewegung  gilt,  auf  welche  man  die 
Bewegung  des  Systems  bezieht;  wenn  man  nämlich 

setzt.  ^'  =  Xi  +  «S«  "h  ^%  +  «"?n  ••  •  • 

Man  kann  hiemit  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  relative 
Bewegung  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  ausdehnen.  Führt  man 
nämlich  die  obige  Substitution  Xi=  x^  +  |,-,  yi^ssy^  +^i>  «i  =  ^i  -f"  ?« 
in  die  Gleichung  des  Princips  ein,  so  kommt 

d'^HmiVi^^idx^SXii-dyiZYi+dz^ZZd+SiXid^i+Yidrii  +  Zidti). 
Aus  den  Gleichungen 

welche  bestehen ,  wenn  das  System  frei  oder  solchen  Bedingungen  unter- 
worfen ist,  deren  Kräfte,  an  einen  Punkt  verlegt,  sich  Gleichgewicht 
halten  y  folgt 

d  '  ^Mv{^  =  dx^ZXi  +  dy^ZYi  +  rfz^-SZ, 

und  da  in  Folge  der  oben  entwickelten  Relation 

d  .  ^ZmiVi^  =  (/  .  i  ;»f  r,2  +  rf  .  ^Zrrnui^ 

ist,  so  ergibt  sich 

d  .  i-Sm,«,^  =  2{Xidh  +  Yidri,  +  Zidti) 

d.  h.  die  Aenderung  der  halben  relativen  lebendigen  Kraft 
bezüglich  des  Massenmittelpunktes  ist  gleich  der  relativen 

Elementararbeit  der  gegebenen  Kräfte. 

§.  12.  Wenn  für  ein  System  von  n  Punkten  die  höclistmögliche  Anzahl  von 
Bedingungen,  nämlich  3n  —  1  besteht,  so  genügt  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft,  um  die  Bewegung  aller  Bystempunkte  zu  bestimmen.  Denn  dasselbe  liefert 
ein  Integral  der  Bewegungsgleichungen,  welches  in  Verbindung  mit  den  Bedin 
gungen  3n  Gleichungen  liefert,  durch  welche  die  Coordinaten  aller  Punkte  als 
Functionen  der  Zeit  erhalten  werden.  Dies  findet  z.  B.  bei  dem  unveränderlichen 
System  mit  einer  festen  Axe  statt.  Die  Unveriindcriichkeit  desselben  erfordert 
3n  —  6,  die  Festigkeit  der  Axe  aber  fünf  Bedingungen.  Da  nämlich  zwischen 
zwei  festen  Punkten  der  Axe  bereits  constanter  Abstand  besteht,  so  werden 
ausser  dieser  bereits  in  den  3  n  —  6  Bedingung  mit  inbegri£fenen  Bedingungen  zur 
Unveränderlichkeit  der  sechs  Coordinaten  dieser  Punkte  blos  noch  fünf  Bedin- 
gungen erfordert.  Zusammen  hat  man  also  3n  —  64-5='3n  —  1  Bedingungen, 
zu  welchen  das  Integral,  welches  die  lebendige  Kraft  liefert,  die  noch  fehlende 
Gleichung  hinzufügt.  So  z.  B.  beim  zusammengesetzten  Pendel  (S.  846),  wo  die 
letzte  der  Bewegnngsgleichungen  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  ist. 

§.  13.  Als  Anwendung  der  Principe  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes 
und  der  lebendigen  Kraft  behandeln  wir  den  geraden  Stoss  sphärischer 
Körper. 
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1.  Es  seien  gegeben  zwei  homogene  oder  concentrisch  geschichtete  Kagehi, 
in  Translation  begriffen  und  zwar  so,  dass  ihre  Schwerpunkte  dieselbe  Gerade 
in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen.  Die  beiden  Körpci 
mögen  zusammentreffen;  dabei  geht  eine  Formveränderung  derselben  vor  sieh, 
welche  eine  Folge  der  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Moleküle  auf  einander  ist. 
Obgleich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  einzelnen  Moleküls  sehr  eompliciit 
sein  wird,  lässt  sich  doch  leicht  die  Bewegung  der  Schwerpunkte  ermitteln. 
Dabei  sind  aber  zwei  Fälle  zu  sondern.  1.  Die  Körper  sind  absolut  unelastisch; 
dann  drücken  sie  sich  zusammen,  bis  die  Geschwindigkeiten  sich  ausgeglichec 
haben  und  gehen  sie  von  diesem  Momente  an  mit  gemeinschaftlicher  Geschwindiir- 
keit  weiter,  indem  sie  sich  berühren  und  die  durch  den  Stoss  veränderte  Gestalt 
beibehalten.  2.  Die  Körper  sind  vollkommen  elastisch.  In  diesem  Falle  nehnts 
sie  von  dem  Momente,  wo  die  Zusammendrückung  aufliört  und  die  Geschwindi*' 
keiten  gleich  geworden  sind,  allmählich  ihre  alte  Gestalt  wieder  an,  indes  ai' 
in  entgegengesetztem  Sinne  auf  einander  einwirken  und  in  Folge  dieser  abatosKt 
den  Einwirkung  sich  trennen.  Zwischen  diesen  beiden  GrenzfäUen  der  abfoht 
unelastischen  Beschaffenheit  und  der  vollkommenen  Elasticität  liegen  alle  Fäll« 
des  grösseren  oder  geringeren  Grades  der  Elasticität,  in  welchen  die  Körper  nickt 
genau  in  die  frühere  Form  zurückkehren.  Während  bei  vollkommen  elastisches 
Körpern  die  Periode  von  dem  Moment  des  Maximums  der  Zusammendruck onfr  U- 
zu  dem  Momente  der  Trennung  der  Periode  vom  Moment  der  BeriRimttg  bis  m 
grössten  Zusammendrückung  vollkommen  gleich  ist  und  in  ihr  alle  ErscheinsaftL 
genau  ebenso,  wie  in  jener,  nur  in  umgekehrter  Ordnung  eintreten,  ist  dief  U; 
weniger  elastischen  Körpern  nicht  mehr  der  Fall  und  für  unelastische  Korper  i*i 
diese  zweite  Periode  vollständig  auf  Null  herabgesunken. 

2.  Betrachten  wir  nun  die  Körper  zu  irgend  einer  Zeit  i  im  Laufe  Hr> 
Stosses;  o?,  x  seien  die  Abscissen  der  Mittelpunkte  C,  (f  derselben  von  iigio) 
einem  Pankte  0  (Fig.  278.)  der  Centralen  gemessen  und  m,  m  ihre  Massen.  IH* 
Kugel  C  ist  ein  System,  auf  welches  die  Molecüle  der  Kugel  (f  mit  Kräften  eis 

Fir.  878.  wirken,  welche  vermöge  der  symmetritcL-L 

Beschaffenheit  des  Systems  eine  Kesnltast« 
liefern,  deren  Richtung  in  die  Centrale  filVi 
die  Kugel  C*  ist  ebenso  ein  System,  aat 
welches  C  einwirkt  und  da  die  Einwirkso(*«-f 
je  zweier  Molecüle  gegenseitig  gleich  sut«'. 
so  ist  die  Resultante,  welche  au  C'  angreift,  jener  anC  angreifenden  entgeg«n{rt^äeui 
gleich.  Ist  also  R  ihr  gemeinsamer  Werth,  so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  <!(' 
Schwerpuukte  beider  Körper  nach  dem  Princip  von  der  Bewegung  des  MaMfb 
mittelpuuktes  die  Gleichungen: 

Aus  ihnen  folgt  durch  Addition: 

""*'  +»"  rf<»  =<* 

und  hieraus  weiter  durch  Integration: 

dx    .      ,  fix'         _ 
m  — .    +  m     .r    =»  Conti. 

^8  bleibt  also  die  Summe  der  Momentankräfte  fortwährend  coii*ta  ' 
und  besteht,  wenn  v,  v'  die  Geschwindigkeiten  zu  Anfang  des  8to**> 
Hind,  während  der  ganzen  Bewegung  die  Gleichung 
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dx    .       ,  dx  ,       ,  , 

dt    ^        dt  ^ 

Sind  nun  die  Kug^eln  vollkommen  unelastisch  und  ist  u  ihre  gemein- 
same Geschwindigkeit  im  Momente  des  Maximums  der  Zusammendrücknng,  so  ist 
(m  -J-  ^)  ^  ^i®  Summe  der  Bewegungsgrössen  für  diesen  Moment  und  erhält  man 
aus  der  Gleichung  {m  -^  m)  u  =^  mv  -{-  tnv  für  die  gemeinsame  Geschwindigkeit, 
mit  welcher  heide  Körper  nach  dem  Stosse  weitergehen: 

MO  +  tnv 
m  -\-  m 

Ilierhei  können  v,  v  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  auch  kann 
die  eine  von  diesen  Grössen  Null  sein.  Gehen  die  Körper  mit  entgegengesetzt 
gleichen  Momentankräften  gegen  einander,  so  wird  u  ==  0  und  gelangen  sie 
zur  Rnbe. 

3.  Sind  die  Kugeln  vollkommen  elastisch,  so  bedürfen  wir  zur  Bestim- 
mung der  Geschwindigkeiten  V,  V\  mit  welchen  sich  die  Körper  trennen,  neben 
dem  vorigen  Satze  noch  eines  anderen.    Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  beiden 

dx         dx 
Gleichungen  für  die  Bewegung  der  Schwerpunkte  mit  2  — ,  2  —z—  und  addiren  sie. 

Dadurch  kommt 


'■Ht)'+'W] 


_.^j^d(x-x) 


dt  dt. 

oder  wenn  wir  die  relative  Entfernung  x' —  x  der  Schwerpunkte  mit  r  bezeichnen 
und  vom  Anfange  des  Stosses,  wo  dieselbe  tq  sei  bis  zu  irgend  einem  Momente 
des  Stosses,  wo  sie  r  beträgt,  integriren,  so  folgt: 


m 


r 


Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Aenderung  der  lebendigen  Kraft  vor  Beginn 
des  Stosses  bis  zu  irgend  einem  Momente  gleich  der  doppelten  Arbeit  ist,  welche 
die  Siosskräfte  R  während  dieser  Zeit  geleistet  haben.  Beziehen  wir  nun  diese 
Gleichung  auf  das  Ende  des  Stosses,  wo  sich  die  Körper  trennen,  so. wird  für 
vollkommen  elastische  Körper  das  Integral  rechter  Hand  Null,  denn  während  der 
ersten  Periode  des  Stosses  findet  Zusammendrückung  statt  und  ist  folglich  dr  und 
also  auch  lidr  und  der  Werth  des  Integrales,  ausgedehnt  über  diese  Periode, 
negativ;  in  der  zweiten  Periode  ist  dr  positiv»  hat  lidr  die  entgegengesetzt 
gleichen  Werthe,  wie  vorher  und  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  diese  Periode 
dem  vorigen  entgegengesetzt  gleich.  Daher  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  die 
ganze  Stosszeit  Null  und  erhalten  wir  die  Gleichung: 

d.  h.  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  ist  die  lebendige  Kraft 
nach  wie  vor  dem  Stosse  dieselbe.  Bei  unelastischen  oder  nitilTt  vollkom- 
men elastischen  Körpern  ist  das  Integral  über  die  Stosszeit  ausgedehnt  negativ 
und  findet  folglich  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  statt  gleich  der  doppelten 
Arbeit  der  molecularen  Kräfte. 

Die  folgenden  beiden  Gleichungen,  von   denen  die  erste  die  auf  das  Ende 
des  Stosses  angewandte  obige  Gleichung  der  Momentankräfte  ist,  nämlich 

mV  -\-  m'V'  =  »i»  4"  "*'*'' 
mV*  -{-  mV**  =  mv*  -\-  m'o* 
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dienen  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeiten  V,  V\  mit  welchen  sich  zwei  toII 
kommen  elastische  Kugeln  trennen.    Indem  man  sie  so  schreibt: 

to(F   —  ü)  =  mlv    —  V) 

und  in  einander  dividirt,  sieht  man,  dass  sie  äquivalent  sind  mit 

mV  '\-  m'K'sas     mv  -\-  mv 
V  —      f^'«  —  »+      „' 
und  aus  ihnen  erhält  man 

(m  +  '"')  y  =  {m  —  m)  »  -^-  2 mv 

{m'  -f-  w )  ^'=  {"*•'  —  "* )  *''  "I"  2  TO 0 , 
von  welchen   Gleichungen  die   eine   aus  der  anderen  durch  Vertauscbung  von  n, 
V,  V  und  m\  v\  V'  hervorgeht.     Addirt  und  subtrahirt  man  rechts  mv,  resp.  bV 
und  berücksichtigt  mv  4~  "> V  «s  (m  -|-  m)u^  so   erhält  man  weiter: 

v-\-v       r'+v\ 


y  =  2u  --  V,         F'=2M  —  t;'; 


u  = 


2  2 

es  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  im  Momente  des  Maximums  der  Compresnoo 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  Geschwindigkeiten  eines  jeden  der  Körper  su 
Anfang  und  Ende  des  Stosses. 

4.  Als  spezielle  Fälle  heben  wir  folgende  hervor.  1.  Es  sei  C  in  Buhe. 
also  ü  =»  0;  sind  die  Körper  unelastisch,  so  ist  die  gemeinschaftliche  Geschwin- 
digkeit nach  dem  Stosse  u  =* j ?;  m  wird  Null,  wenn  fn'=*  oo  wird,  d.  b.  die 

01  -|-  m 

ruhende  Masse  ein  unendlich  grosser  eben  begrenzter  Körper  ist  (nähemngsweise 
für  das  Auffallen  eines  Körpers  auf  den  Erdboden  giltig).  Sind  die  Körper  voll- 
kommen elastisch,  so  wird   F=  ; »  ü,    K'=  z v  vi   für  »t'=«  ao  wird 

m  -\-  m  m  -j-  m 

F  sss  —  v,  f^'sB  0,  der  Körper  C  prallt  von  Cf  mit  derselben  Geschwindigkeit 
zurück.  (Auffallen  einer  elastischen  Kugel  auf  eine  feste  elastische  Ebene.)  — 
2.  Die  Massen  der  beiden  Kugeln  seien  gleich.  Für  unelastische  Korper 
ist  dann  u  =^  \{i)  -\'  v')\  für  elastische  wird  F  «=  «',  K'«  w,  d.  h.  die  Körper 
gehen  mit  verwechselten  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  weiter,  ist  also  dei 
eine  in  Ruhe,  so  geht  er  nach  dem  Stosse  mit  der  Geschwindigkeit  des  anderes 
weiter,  während  dieser  zur  Ruhe  gelangt.  (Anwendung  hiervon  auf  die  gerad- 
linige Reihe  elastischer  Kugeln  gleicher  Masse.) 

5.  Es  seien  gegeben    zwei  vollkommen  elastische  Kugeln  von  den  Masoeo 
m,  m'  (Fig.  279.),   man  sucht  die  Masse  ft  einer  dritten  gleichfalls  vollkosioec 

Fip.  279.  elastischen  Kugel  von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  die 

Mittelpunkte  der  drei  Kugeln  in  gerader  Linie  lieftt 
sodass  IL  zwischen  m,  m'  sich  befindet,  die  Kugel  anit 
der  Geschwindigkeit  y  auf  die  ruhende  Kugel  ;i  treffeoi 
dieser  eine  solche  Geschwindigkeit  ertheilt,  da»  sie  bei» 

Stosse  auf  die  gleichfalls  ruhende  Kugel  m'  letztere  mit  der  grösstmöglichen  Ge 

schwindigkoit  forttreibt. 

Die  Geschwindigkeit  oo,    welche  fi  durch  m  erlangt,   ist  co  •»  — -y-—  .  die 

Geschwindigkeit,  welche   »i*  von  ft  erhält,  K'  =  — — — r  ,    folglich    nach  Eliau- 
nation  von  cd: 

r'=4wr.- i A — . — r.  ^  ^mV  ^ 


(m  +  ^)(^  +  m)  ^^^_^  p^^^  «y 
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daher  muss  die  Function  f*  ( 1  -| —  )  (^  H )  ^^'^  Minimum  werden.    Dies  fuhrt 


zu    der    Bedingung    1 ^-  =  0,    d,  h.    pk  =  Ymvi,     Es    muss    demnach    die 

Masse  der  eingeschalteten  Kugel  das  geometrische  Mittel  zwischen  den  Massen 
der  gegebenen  Kugeln  sein. 

Soll  zwischen  m  und  m  eine  ganze  Reihe  von  Kugeln  |[i|,  /li^»  •  •  •  •  ^^  ein- 
(geschalten  werden,  sodass  jede  folgende,  also  anch  die  letzte,  mit  dem  Maximum 
der  Geschwindigkeit  fortgetrieben  wird,  so  wird 

^,»  =  Witt,,     f*,*  =  f*ifi3»     f*8'=  f*if*i»     ••     f*i*  =  f*,_if*,4.p  ••     f*.,*  =  f*«-i"*' 


it  ' 


,    ,  .  ^  1    .     ^f  |t*i  ^3  '  »  »* 

und    hieraus    folgt    —  =-==-5=8....=   —      ss  —  ss  f     wenn  £  der  ge- 

meinschaftliche  Werth  des  Verhältnisses  zweier  aufeinanderfolgender  Kugeln  ist. 

^. 
Multiplicirt  man  diese  it  4~  ^  Qleichungen  von  der  Form   — ~  &=*  e   mit  einander, 

80  hat  man   «""^    «»  — ,   also  die  geometrische  Progression  |[i|  =  cm,   |iit  =»  e*m, 

/»3  =»  r'm,  ...   ^^  =  «;/<,   wo  *  =  ^— j 

6.  Bei  vollkommen  elastischen  Körpern  findet  kein  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  statt,  wohl  aber  bei  unelastischen.  Um  diesen  Verlust  9  zu  bestimmen, 
hat  mau 

d  zsa  >/it|t  -j-  wV«  —   (wj  -j-  tn)  tt*. 

Addirt  und  subtrahirt  man  2  (m  4~  m)  u',   so  wird 

^  =.  mv*  4"  ffj'ü'*  +  ("*  +  ''*')  »*  —  2  (»4  +  *"')  "  •  M 
■=  iiio*  +  "«V*  +  (»I  +  I»')  M«  —  2  (wo  +  mV)  II, 

(m  4"  *'*)  "  .=  '"«'  4"  »**'. 
Indem  man  zusammenzieht,  nimmt  d  die  Form  an: 

d  =3  m  (o  —  m)*  +  m  (m  —  if')*. 

r*  -  II  und  u  —  V  sind  Gewinn  oder  Verlust  an  Geschwindigkeit  der  Körper;  dem- 
nach ist  derVerlust  an  lebendiger  Kraft  gleich  der  Summe  der  leben- 
digen Kräfte,  welche  man  mit  den  gewonnenen  und  verlorenen  Ge- 
schwindigkeiten der  Körper  bilden  kann.   Setzt  man  in  die  Formel  für  4  den 


f  t 


Werth  von  u,  nämlich  m  =  -         •   ~>~~   GiOt  so  kann  man  9  unter  der  Form 

»I  +  w 

-  mm  , 

o  ==       -,-->(»  —  0  r 
wi  -|"  "» 

darstellen.  Der  vorliegende  Satz  ist  ein  specieller  Fall  eines  allgemeineren  Satzes 
über  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  eines  Systems  durch  Stösse,  welchen  Carnot 
zuerst  aufgestellt  hat. 

7.    Es  sei  X.  die  Abscisse  des  Massenmittelpunktes  der   beiden   Kugeln    zu- 
sammen als  ein  System  betrachtet;  für  ihn  besteht  die  Gleichung: 

{in  +  m)  X  =5  wia?  +  "•*'• 

A'  ist  eine  Function  der  Zeit,  wie  a?,  x'  und  erhält  man  die  Geschwindigkeit  --=- 

ff  \  uX  O.OC 

des  Massenmittelpunktes  aus  der  Gleichung  (m  -|-  ;«')  --^  =  m    - — |-  m  -—  - .     Die 

di  dt  dt 

rechte   Seite  ist  die  Summe  der  Momentankräfte  und  da  diese  durch  den  Stoss 


4  ►  l^titijLrt  Ki^ii  zjzii  Ai\*ül  u.  ci&ei  M^fehinc  XVI.  C*i 

xaJLt  rtJoiCK^-;  -«riTL.  m  f.lrs.  f  &i§  i«r  Stcss  auf  die  Geschwindigkeit  de; 
r  t  iLilxi&ix.«x  Srlv^r;  x:.kteft  iciier  Ks^eln  keinen  Einflass  hat 

i.  IL  VtT  sslief«  Stc£s  spkiriscker  Körper.  Die  beiden  KsgelD 
^.  C  iD-rü  r»ii  r^rur  t  .rc  Trk£.^&ti:s»beve^mn^ea  bentxen,  aber  so^  da»  di? 
Sil^ti'-ju  !'ff*e  Ten^i£e>f-£ze  rer&i«  Lizien  besckreibcn;  ikie  Geschwindigkeikit 
iitötfl.  cicLfCAS-i.  L-ir  Kxftln  ««/.leri  la  Lasfe  ikrer  Bewegung  znanrnmentrefeB. 
t:»  fn^  i£:^  VI«  «Iri  Lrr«  B>£V«f'zcr  dsrck  des  Stocs  geinderl?  In  dem  Ifomet: 
it:i  ZiLiATT  -n -txa r:£cg:*  serlK:r<(£>  vir  iLre  Gesckwindigkeiten  jede  in  xwei  Comp* 
Xfii^a^  T*:r  i<£S.-fx  £i£  -ria^  is  ücEic^issr  der  gemeinschnlUiehen  Nomaleo  C^ 
inr  h<rJirtJiräp:^ll-i  fHI?  es.-!  r>»p.  r,  f'  heissco  soll  und  eine  andere  r,  t 
p.LraIIcI  iit  B^riirzzzi^^^n.^,  BI-m  die  ex^teren  Componenten  werden  durch  d«a 
^;<.•s»  r^ÖJi-iert.  •£!£  re3»i«rl«n  s«tscB  sich  bieranf  wieder  mit  t,  t'  snsaauBeo 
aiL-i  liefern  «üc  Gzi<Iiviadi^eitrn  K,  #'\  Mit  welchen  die  Körper  nach  den  Stocs« 
Weiter  zc^^n.  B:i  K=.eljL5«i5chen  K^'^rp^^m  ist  daher  die  freraeinsame  Nomal 
x«c  5<  a.  wiü'ürkcit 

«F   +    ■»' 

nnd  dieä«  bt  mit  r,  rvsp.  t'  zn  eombiniren,  nm  K,  F'  an  finden.  Bei  voUkommeb 
e1.i;(tiichcn  K'Jrpem  da^ezen  sind  die  Normalcomponenten  .V,  .V*  nach  dem  Sta»5e: 

n   —  m.'    w  -\-  tm'w'  ^ 'w' —  «^  r' +  "imr 

«    -f    114  ■    +    « 

welche  resp.  mit  r,  r    zasAmmentreteii. 

Ist  jm'  ursprünglich  in  Rohe,   also   r' =  0,    t'^  0,  so  wird 

m  —  a  2« 

«  +  «  «  +  ■ 

und  für  j«' =  x  wird  .V  =  —  f,  *Y'=  0,  Combinirt  man  in  diesem  letzte  ftt 
Falle  N  =  —  f  mit  t»  äo  fol^  das  Reflesionsgesetz,  nämlich:  wenn  riac 
vollkommen  elastische  Kngel  anfeine  feste  Tollkonmen  elastisch  r 
Platte  trifft,  so  bleibt  die  Geschwindigkeit  ihres  Scbwerponktci 
constant;  ihre  Richtung  bildet  vor  nnd  nach  dem  Auffallen  pleict^ 
Winkel  mit  der  Platte. 

Sind  die  Hassen  gleich,  so  ergibt  sich   .V  =»  f',   y=  f;  die  Kugeln  eeLtz. 
mit  vertauschten  Normalcompoueuten  der  Geschwindigkeiten  weiter. 

§.  14.    Wir  wollen  als  weitere  Anwendung  des  Princips  der  lebendigen  Krart 
mit  dessen  Hülfe  die  Wirkungsweise  der  Kräfte  an  einer  Maschine  sc  i 
deren  Gang  untersuchen.    Kine  Maschine  ist  ein  Sjstem,  an  welchen  Kriii 
wirken  mit  Bedingungen,  welche  als  von  der  Zeit  unabhängig  angesehen  wcrdtc 

Daher  gilt  für  sie  die  Gleichung  JSw.p.»  —  4S«.tö"^*=  T  —  T,,  wenn  ««.' 
wegen  Reibungen  u.  s.  w.  eine  Kräfte function  nicht  eiistirt  Die  MaichinrB  rc 
statten  aber  nicht  beliebige  virtuelle  Verschiebungen,  sondein  in  der  Keftl  nc» 
eine,  aber  meistens  in  doppeltem  Sinne  (vorwärts  nnd  rückwärts  ;  es  ist  dA.St» 
die  Bewegung  aller  Systempunkte  bestimmt,  sobald  die  eines  derselben  bclmsti 
ist,  daher  wird  auch  nur  eine  einzige  Gleichung  zur  Besiinnna;:  .1er  Bewepitr 
<ler  Maschine  erfordert  und  hierzu  kann  die  Gleichung  de»  leben di|!en  Kraft  bt 

nutzt  werden. 

Die  Kräfte,  welche  an  einer  Maschine  wirken,  sind  doppelter  Art.  1.  »rf«*^. 
wolcho  eine  positive  Elcmentararbeit  leisten,  indem  m  die  Pnnkte.  «■  welches 
nio   «tijrreifen,   beschleunigen  und  mit  der  Richtung  der  Weg»Je««te  dertcJ*^' 
M|.Hn>  Winkel  bilden;  sie  heissen  Motoren  und  sind  z.  R  die  Danfftn^«  ^^^i 
(Inirk,  Wärme,  Electricität,  der  Wind,  die  Schwere,  di«  Elartkitäi,  die  Knsi* 
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kraft  der  Menschen  und  Thiere  u.  8.  w.  Die  Motoren  wirken  auf  einen  beson- 
deren Maschinenbestandtheil»  welcher  der  Ueceptor  genannt  wird  (bei  einer 
Wassermühle  sind  es  die  Schaufeln,  bei  der  Dampfmaschine  die  Kolben,  bei  vielen 
eiufacheren  ist  es  ein  Handgriff  oder  ein  Fusstritt  u.  s.  w.).  Die  2.  Art  der  Kräfte 
sind  solche,  deren  Arbeit  negativ  ist,  indem  ihre  Angriffspunkte  zurückweichen 
und  sie  mit  den  Wegelementen  derselben  stumpfe  Winkel  bilden.  Diese  Kräfte 
heisscn  Widerstände;  sie  werden  geleistet  von  den  Körpern,  welche  mit  Hülfe 
der  Wirkung  der  Motoren  durch  die  Maschine  umgeformt  werden  sollen  oder 
werden  zum  Theil  durch  die  Berührung  der  Maschinentheile  unter  einander  oder 
mit  der  umgebenden  Luft  u.  s.  w.  erregt.  Der  Maschinentheil ,  welcher  mit  den 
zu  deformircnden  Körpern  in  Berührung  kommt,  an  welchem  also  die  erstgenann- 
ten Widerstände  angreifen,  heisst  das  Werkzeug  oder  bei  grösserem  Umfange 
der  Maachine  die  Arbeitsmaschine,  und  besteht  oft  selbst  aus  einem  ganzen 
System  von  Arbeitsmaschinen. 

Die  Arbeit  der  Motoren  heisst  die  bewegende  Arbeit,  die  Arbeit  der 
Widerstände  die  widerstehende  Arbeit.  Die  Bestimmung  der  Maschine  selbst 
ist  die,  die  Motoren  und  Widerstände  überhaupt  in  Verbindung  zu  setzen  oder 
wie  man  sich  ausdrückt,  die  Arbeit  der  Motoren  zu  übertragen.  Der  Maschinen- 
theil, welcher  zu  diesem  Ende  den  Receptor  mit  der  Arbeitsmaschine  verbindet, 
Leisst  die  Transmission  der  Maschine.  Bezeichnen  wir  die  bewegende  Arbeit, 
die  während  des  Laufes  der  Maschine  geleistet  wird,  indem  die  Geschwindigkeiten 

v^}'^  in  Vj  übergehen,  mit  T^  und  die  gleichzeitig  geleistete  Arbeit  der  Wider- 
stände mit  —  7'^,  so  ist  7* —  Tq  =  T^  —  T^  und  kann  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft  geschrieben  worden: 

\  Sm^v,*  -  i  im,o  W»  =  T„-  T^, 

Wir  wollen  jetzt  verschiedene  Annahmen  über  den  Gang  der  Maschine  machen 
und  zusehen,  wie  sich  hierbei  die  Arbeiten  der  Motoren  und  Widerstände  ver- 
halten.    Es  sei  von  einem  gewissen  Zeitpunkte   an  die  Bewegung  der  Maschine 

gleichförmig  und  die  Geschwindigkeiten  v^  also  constant  gleich  vj'';  dann  ist  die 

linke  Seite  der  Gleichung  Null  und  folglich   T^  =  T^,  es  nimmt  also  während 

dieses  Intervalls  die  Arbeit  der  Motoren  und  Widerstände  um  dieselbe  Grösse  zu 
oder  es  wird  die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  aufgebraucht,  um  eine  gleich - 
grosse  Arbeit  der  Widerstände  zu  tilgen.  Umgekehrt  ergibt  sich,  dass,  so  lange 
T^  =s  T^  bleibt,  die  Bewegung  der  Maschine  gleichförmig  bleibt,  weder  beschleu- 
nigt, noch  verzögert  wird.  Denn  man  kann  vermöge  des  bekannten  Zusammen- 
hanges dpr  Systempunkte  alle  Geschwindigkeiten  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung durch  eine  von  ihnen  ausdrücken  und  diese  muss  folglich  constant  bleiben, 
wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  auf  dem  Werthe  Null  erhalten  werden  soll; 
was  aber  von  ihr  gilt,  gilt  von  jeder,  folglich  u.  s.  w.  Wird  der  Gang  der 
Maschine  innerhalb  eines  Zeitintervalles  beschleunigt,  so  wächst  die  linke  Seite 
der  Gleichung,  also  muss  während  desselben  T^  ^  T^  sein  und  umgekehrt;  einem 

Uebcrschuss  der  Arbeit  der  Motoren  über  die  der  Widerstände  entspricht  noth- 
wendig  eine  Zunahme  der  Geschwindigkeit.  Ebenso  entspricht  einer  Yerlang- 
samuDg   der   Bewegung  ein  Ueberschuss  von   T^  über   T^  und  umgekehrt.     Aus 

dieser  Wechselbeziehung  zwischen  dem  Gange  der  Maschine  und  der  Arbeit  der 
Motoren  und  Widerstände  ergibt  sich,  dass  wenn  die  Arbeit  der  Motoren  sämmt- 
lich  auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  werden  soll,  man  die 
Maschine  in  gleichförmiger  Bewegung  erhalten  muss,  dass  jeder  Ueberschuss  von 
Arbeit  der  Motoren,  der  nicht  auf  die  Tilgung  eines  entsprechenden  Aequivalentes 
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von  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  wird,  eine  Beschleunigung  der 
der  Maschine  (Vennehning  der  lebendigen  Kraft)  und  jeder  Defect  von  Axl>eit 
der  Motoren  eine  Verlangsamung  (Abnahme  der  lebendigen  Kraft)  zur  notliweB- 
digen  Folge  hat.  Man  sieht  hieraus,  in  welchem  Sinne  die  Redensart  gemeint 
ist,  wenn  man  sagt,  die  Maschine  verhalte  sich  wie  ein  Reservoir,  in  welches 
Arbeit  der  Motoren  eintritt  und  unter  der  Form  von  lebendiger  Kraft  wieder  zu- 
gegeben wird. 

Nicht  immer  aber  ist  es  möglich,  den  Gang  der  Maschine  so  gleichfonni^ 
zu  erhalten,  dass  in  jedem  Zeitelemente  die  Arbeit  der  Motoren  die  Arbelt  der 
Widerstände  tilgt;  ist  dieser  ideale  Zustand  nicht  herbeizuführen,  so  sacht  man 
eine  periodische  Bewegung  der  Maschine  zu  erreichen.  Es  tilgen  sich  dann 
wenigstens  in  jeder  Periode  für  sich  die  beiderlei  Arbeiten;  denn  zu  Anfang  und 
zu  Ende  der  Periode  haben  die  Geschwindigkeiten  dieselben  Werthe,  also  ist  die 
linke  Seite  der  Gleichung,  wenn  man  sie  auf  die  ganze  Periode  bezieht.  Null  uH 
folglich  während  derselben  im  Ganzen  T^=s  T^.     Dass  ein  gleichförmiger  oder 

ein  periodischer  Gang  der  Maschine  mit  möglichst  kurzer  Periode  wünschenswerth 
ist,  liegt  am  Tage.  Denn  durch  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  wird 
ein  Fabrikat  geliefert,  dessen  Erzeugung  der  Zweck  der  Anwendung  der  Maschine 
ist;  die  Beschleunigung  der  Bewegung  hat  daher  keinen  Nutzen,  vielmehr  miLs» 
die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  dem  Zwecke  entsprechend  ausgebeutet  werden. 
Andererseits  hat  der  gleichförmige  Gang  der  Maschine  auf  die  egale  Beschaffen^ 
heit  und  damit  auf  den  Werth  des  Fabrikates  Einfluss. 

Beziehen  wir  jetzt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf  den  ganzen  Zeii> 
räum  vom  Anfang  der  Bewegung  der  Maschine  bis  zum  Stillstand  derseibea. 
Anfangs  sind  alle  Geschwindigkeiten  Null,  am  Ende  auch,  mithin  ist  die  Unkir 
Seite  der  Gleichung  Null  und  daher  T^  '=  ^rt  ^*  ^*  während  des  ganzen  Laafes 
der  Maschine  tilgen  sich  die  Arbeiten  beiderlei  Kräfte  vollständig;  es  wird  nidit» 
an  Arbeit  gewonnen,  nichts  verloren.  Man  kann  den  ganzen  Lauf  der  Maschine 
in  drei  Epochen  zerlegen:  1.  den  Anlauf,  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  zn  den 
Momente,  mit  welchem  eine  gleichförmige  oder  eine  periodische  Bewegung  eia> 
tritt,  2.  den  Mittellauf,  die  Zeit  der  gleichförmigen  oder  periodischen  Bewegnsr 
und  3.  den  Endlauf,  die*Zeit  vom  Schluss  der  letzteren  Periode  bis  zum  Stillstand«. 
Während  des  Anlaufes  wächst  die  lebendige  Kraft  von  Null  an  und  daher  t»i 
während  dieses  Zeitraumes  in  jedem  Moment  und  im  Ganzen  die  Arbeit  der  Mt» 
toren  grösser  als  die  der  Widerstände,  der  Ueberschuss  bringt  die  Maschine  „in 
den  Gang*^  Während  des  Mittellaufs  ist  in  jedem  Momente  oder  wenigstens  fdr 
jede  Periode  die  Arbeit  der  Motoren  gleich  der  Arbeit  der  Widerstände ;  während 
des  Endlaufes  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  negativ,  die  lebendtge  KraA 
nimmt  bis  zu  Null  ab  und  es  geschieht  dies  in  Folge  des  Nachlassens  oder  Aaf- 
hürens  der  Wirkung  der  Motoren. 

Die  Widerstände  zerfallen  in  zwei  Klassen:  1.  solche,  welche  durch  dtr 
Bestimmung  der  Maschine  gegeben  sind  und  herrühren  von  den  umzuforoieDdca 
Körpern,  durch  Tilgung  von  deren  Arbeit  das  Fabrikat  erzeugt  wird;  sie  heissei 
nützliche  Widerstände,  ihre  Arbeit  sei  T^;  2.  solche,  welche  in  Folge  der  B< 

wegung  der  Maschine  rege  werden,  wie  die  Reibung,  Luftwiderstand  u.  s.  w.  nn^l 
welche  nichts  gemein  haben  mit  dem  Fabrikate;  sie  heissen  passive  (schid- 
liehe)  Widerstände,  ihre  Arbeit  sei  T^.    Die  GesammUrbcit  T^  aller  Widerstftadr 

zerfällt  daher  in  zwei  Theile  nnd  hat  man  T^  »  T^  +  T,.     Da  nun  die  Arbeil 

der  Motoren  T^  gleich  T^  sein  soll,  so  folgt,  dass  ein  Theil  der  Arbeit  der  M»- 

toren  auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  passiven  Widerstände  verwandt  werden  mwa 
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und  also  für  die  Bestimmung  der  Maschine  verloren  geht.     Daher  muss  man  die 
passiven  WidersU&nde  soviel  als  möglich  za  verkleinern  suchen.     Eine  Maschine 

ist  am  so  besser,  je  kleiner  das  Verhältniss  -—  und  je  grösser  ^  ist. 

Jeder  Verlust  an  lebendiger  Kraft  muss  vermieden  werden.  Nun  besteht  die 
lebendige  Kraft  aus  zwei  Theilen:  1.  der  lebendigen  Kraft,  welche  durch  die 
Geschwindigkeiten  der  äusserlich  sichtbaren  Bewegung  gebildet  wird  und  welche 
also  den  Gang  der  Maschine  bestimmt;  2.  der  lebendigen  Kraft,  welche  die  innere 
Bewegung  der  Maschinentheile,  die  kleinen  Erschütternngen,  die  Schwingungen 
der  elastischen  Bänder,  die  molecularen  Bewegungen  u.  s.  w.  darstellt  und  nichts 
mit  dem  Gange  der  Maschine  im  Ganzen  gemein  hat.  Dieser  zweite  Bestandtheil 
darf  womöglich  gar  nicht  zu  Stande  kommen  oder  muss  durch  Einführung  grosser 
Massen,  Polster  u.  s.  w.  herabgedrückt  werden ;  denn  die  Arbeit  des  Motors,  welche 
ihn  veranlasst,  ist  verloren«  Eine  schlotterige  Mühle  ist  ein  Beispiel  für  diesen 
Nachtheil. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  zeigt  deutlich  die  Unmöglichkeit  eines 
Perpetuum  Mobile;  ein  solches  wäre  nämlich  eine  Maschine,  durch  welche 
ohne  continuirliche  Wirkung  eines  Motors  fortwährend  die  Arbeit  eines  Wider- 
standes getilgt  wird ;  auch  wenn  der  Widerstand  noch  so  gering  ist,  so  kann  seine 
Arbeit  nur  durch  eine  äquivalente  Arbeit  entgegengesetzter  Art  getilgt  werden; 
geschieht  dies  nicht,  sondern  wirkt  ein  Motor  nur  eine  kurze  Zeit,  nach  welcher 
die  Maschine  sich  selbst  überlassen  bleibt,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  ab  und 
sowie  sie  Null  ist,  steht  die  Maschine  still.  Will  man  aber  eine  Maschine  ein 
Perpetuum  Mobile  nennen,  an  welcher  überhaupt  keine  Arbeit  geleistet  wird, 
weder  von  einem  Motor,  noch  von  einem  Widerstände,  sondern  die  einmal  durch 
Momentankräfte  in  Bewegung  gesetzt,  fortwährend  in  Bewegung  bleibt,  so  ist 
dieselbe  zwar  denkbar,  aber  nicht  realisirbar,  da  wir  die  materiellen  Elemente 
einer  Maschine  nicht  der  Wirkung  der  Naturkräfte  entziehen  können. 

g.  16.  Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  hat  die  Physiker  der  Neuzeit  zu 
einer  wesentlich  veränderten  und  allgemeineren  Auffassung  der  Naturprozesse  und 
ihres  gegenseitigen  Zusammenhanges  geführt.  Man  hat  die  Ansicht  gewonnen, 
dass  die  Summe  aller  Arbeit  im  gesammten  Weltsystem  als  eine  constante  Grösse 
anzusehen  sei  und  dass  alle  Erscheinungen  der  Natur,  so  mannigfach  sie  auch 
sein  mögen,  im  Grunde  nichts  anderes  seien,  als  die  Wechselbeziehung  zwischen 
Arbeit  und  lebendiger  Kraft,  wie  sie  die  Gleichung  ausspricht.  Wo  nach  dieser 
Ansicht  ein  Bewegungsphänomen  auftritt,  wird  ein  entsprechendes  Quantum  Arbeit 
auf  sein  Zustandekommen  verwandt  und  wo  es  aufhört,  wird  ein  ihm  äquivalentes 
Quantum  Arbeit  disponibel.  Vorzugsweise  ist  es  die  mechanische  Theorie  der 
Wärme,  welche  von  diesem  Grundsatze  ausgehend  zu  Folgerungen  der  grössten 
Wichtigkeit  geführt  hat  und  noch  femer  führen  wiid.  Die  heutige  Naturforschung 
ist  Daniel  Bernoulli  grossen  Dank  dafür  schuldig,  dass  er  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  zuerst  in  der  heutigen  allgemeinen  Fassung  festgestellt  hat. 
Nicht  geringere  Anerkennung  zollt  sie  den  Ideen  und  Forschungen  eines  Meyer, 
Helmholtz,  Joule,  Thomson  u.  s.  w.  auf  diesem  Gebiete. 

§.  16.  Von  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  kann  man  ein  Criterium 
für  die  Stabilität  des  Gleichgewichtes  entlehnen.  Besteht  nämlich  für 
das  System  eine  Kräftefunction,  sodass 
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so  fällt  die  Beding^mg,  dass  fiir  bestimmte  Werthe  von  x^    y^,  z,-,  .  . . ,   d.  h.  fir 

eine  bestimmte  Lage  des  Systems  Gleichgewicht  bestehe,  mit  der  Bedingnag  zu- 
sammen,  dass  für  diese  Werthe  das  vollständige  Dififerential  dl/  yerieliwiiide. 
sodass  also  im  Allgemeinen  für  jede  Gleichgewichtslage  die  Kräftefonction  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  sein  wird.  Wir  setzen  hierbei  voraus «  dast  ans  l 
bereits  mit  Hülfe  der  Bedingungen  des  Problems  ebenso  viel  Variabein  elioiiniit 
sind,  als  die  Zahl  der  Bedingungen  beträgt  und  demnach  U  als  eine  Fmictton 
vollständig  unabhängiger  Variabein,  die  wir  X,  f»,  y,  ...  nennen  wollen,  darge- 
stellt sei.  Findet  ein  Maximum  von  (/  wirklich  statt,  so  besitxt  das  Sjaten  den 
Charakter  der  Stabilität,  d.  h.  das  System  wird  sich,  wenn  die  Punkte  deaaelbea 
aus  der  dem  Maximum  entsprechenden  Lage  nur  wenig  verrückt  werden  and  kleine 
Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten,  im  Laufe  der  Zeit  nie  über  gewiaae  enge 
Grenzen  hinaus  von  derselben  entfernen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinlieii 
annehmen,  dass  das  Maximum  von  [/  für  die  Werthe  Xss|[i=By=...s.«( 
eintrete  und  da  ferner  die  Function  U  in  der  obigen  Gleichung  blos  in  der  Ver- 
bindung [/  —  Uq  vorkommt,  so  kann  ihr  auch  eine  beliebige  Constante  so^fn^ 
werden.  Durch  eine  zweckmässige  Wahl  dieser  Constanten  kann  man  aber  immer 
erreichen,  dass  der  Maximalwerth  von  U  selbst  die  Null  ist.  Unter  dieaen  Voraus- 
setzungen schreiben  wir  nun  die  Gleichung  so: 

iSm^v^*  =  £^  (X,  ft,  r,  .  .  .)  —  £^  (Xo,  f*«,  Vo,  -  .   )  +  4  i:«,ü,<'">»- 

sodass    also    £/  (X,  fi,  v,  .  .  .)   für   Xs=iiiz=v^=-''  =  0   ein    Maximnm    wird. 

dessen  Werth  Null  ist  und  Xu,  (Iq,  Vq,  ...  Vq^'^  zusammengehörige  Werthe  von 
X,  fi,  y,  .  .  .  Oj  sind.    Da  jeder  Nach barwerth  des  Maximums  negativ  ist,  so  lasaet: 

sich  immer  so  kleine  positive  Grössen  /,  m,  n,  . . .  angeben,  dass  für  jedes  Sjsteai 
von  Werthen  X,  ft,  y,  ...  dessen  Zahlenwerthe  resp.  nicht  grösser,  als  /,  st,  a, . .  . 
sind,  (/  {Xt  fi,  y»  •  •  -)  stets  negativ  ist.  Ist  nun  —  p  von  allen  diesen  negativen 
Werthen  der  Function,  absolut  genommen  der  kleinste,  so  kann  gezeigt  werden, 
dass  wenn  Xq,  ftot  ^oi  •  •  •  numerisch  kleiner  als  /,  m,  n,  ...  und  xngleich  so  an- 
genommen werden,  dass 

ist,  jede  der  Variabelen  X,  fi,  y,  . .  .  im  Laufe  der  Bewegung  unter  ihrer  Oraaxe 
/,  m,  n,  ...  bleiben  wird.  Fände  nämlich  ein  Uebertchreiten  dieser  Orenxi. 
statt,  so  müsste  wegen  der  Stetigkeit  der  Grössen  X,  fi,  v,  ...  su  einer  gewisaes 
Zeit  zuerst  Gleichheit  zwischen  einer  oder  mehreren  dieser  Grössen  und  ihrer 
Grenzen  l,  m,  it,  .  . .  eintreten,  ohne  dass  eine  der  übrigen  die  Orease  fiber- 
schritten hätte.  Für  diesen  Zeitpunkt  wäre  der  negative  Werth  von  £/  (X,  fi,  »• . 
numerisch  nicht  kleiner  als  p,  mithin  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  ncgaU%. 
was  mit  der  Natur  der  positiven  linken  Seite  im  Widerspruch  steht;  folglich  ubex- 
schroiten  X,  f»,  y,  ...  nicht  ihre  Grenzen  und  das  Gleichgewicht  ist  stabil.  Man 
sieht  zugleich  auch,  dass  die  Geschwindigkeiten  v^  gewisse  Grenzen  nicht  über 

schreiten,  denn  da  das  Maximum  von  1/  Null  ist,  so  ist 

£mv^  <  -  Udo,  ^0.  vo,  ...)  +  l^»,»«^*^». 

Endlich,   da  /,  m,  n,  .  .  .   beliebig  klein  angenommen  werden  können,  so  kuaa«a 
die  Grenzen  für  die  die  Lage  des  Systems  bestimmenden   Grössen  X,  fi,  r,  . 
und  die  Geschwindigkeiten  v  beliebig  eng  gezogen  werden. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  von  Dirichlet;  vgl.  Crelle*s  Journ.  B.  XXXIII 
8.  84,  woselbst  auch  eine  Kritik  der  mangelhaften  früheren  Beweise  grgvbeB  i^-t 
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§.  17.  Wir  wollen  jetzt  ein  freies  System  betrachten,  auf  welches  nur 
innere  Kräfte  P  wirken.  Für  seine  Bewegung  existirt  eine  Kräftefunc- 
tion  V  und  gilt  die  Gleichung 

die  wir  aber  so  schreiben  wollen 

^ümv'^  —  ü  =  i2;m  V  —  ^0  • 

Die  Function  ü  ist  nach  S.  864.  ü  =  f  —  mm  F{r)(Ir,  wenn  F{r) 
(las  Gesetz  darstellt,  nach  welchem  zwei  Masseneinheiten  auf  einander 
einwirken  und  wenn  ü  ein  Maximum  wird,  so  findet  stabiles  Gleich- 
gewicht der  inneren  Kräfte  statt.  Da  U  eine  willkürliche  Constante 
enthält,  so  können  wir  diese  so  bestimmen,  dass  der  Werth  des  Maxi- 
mnms  gleich  Null  wird  und  für  den  Fall,  dass  ü  mehrere  Maxima  be- 
sitzt, soll  dies  für  das  grösste  von  ihnen  gelten.  Dann  sind  also  alle 
andern  Werthe  von  ü  negativ.  Lässt  man  nun  das  System  aus  der 
stabilen  Gleichgewichtslage  in  eine  andere  übergehen  und  bezieht  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf  beide,  so  stellt  die  negative  Grösse 
ü  —  0  die  Arbeit  der  inneren  Kräfte  dar,  welche  dazu  nöthig  ist.  Ebenso 
wenn  das  System  aus  einer  beliebigen  Lage,  welcher  der  Werth  ü  ent- 
spricht, zur  stabilen  Gleichgewichtslage  gelangen  soll,  so  ist  die  positive 
Arbeit  0  —  ü  erforderlich.  Es  bedeutet  demnach  —  ü  die  positive 
Arbeit,  welche  die  inneren  Kräfte  leisten  müssen,  um  das  System  aus 
der  Lage,  welcher  ü  entspricht,  in  eine  Lage  stabilen  Gleichgewichts 
überzuführen.     Hiemit  kann  die  obige  Gleichung 

auch  80  ausgesprochen  werden: 

Für    ein    freies    System,   welches    blos    inneren    Kräften 

unterworfen  ist,  bleibt  während  der  Bewegung  für  jede  Lage 

desselben  die  Summe   der  halben  lebendigen  Kraft  und   der 

Arbeit,  welche  die  inneren  Kräfte  zu  leisten  haben  würden, 

um     das    System    aus    dieser    Lage     in    eine    Lage    stabilen 

Gleichgewichtes    zu    bringen,    eine    constante    Grösse.      Der 

Werth  der  Kräftefnnction   für  die   fragliche  Lage  gibt  jene 

zu  leistende  Arbeit  an. 

AU  Beispiel  wollen  wir  das  System  zweier  Massenpnnktc  m,  rn   behandeln, 
welche  sich  mit  der  Kraft 


^  j,  _  (_^)''j 


anziehen.  In  der  Entfernung  r  =  Tq  befinden  sich  dieselben  im  stabilen  Qleich- 
gcwicht;  für  r  ^  Tq  findet  Attraction,  für  r  <^  tq  Repulsion  satt.  Brinfi^t  man  sie 
auf  ihrer  Verbindungslinie  ans  der  Gleichgewichtslage  in  eine  Entfernung  ^  r^, 
so  ist  eine  positive  Arbeit  nöthig,  um  sie  in  diese  Lage  zurückzubringen;  nähert 
man  dieselben  einander  auf  eine  Entfernung  <C^oi  ^^  >s^  gleichfalls  eine  positive 
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Arbeit  nöthig,  um  sie  znriickzuführen.  Die  Arbeit  ist  im  ersten  Falle  positiv, 
weil  Anziehung  stattfindet  und  dr  negativ  ist,  im  anderen  Falle^  weil  Abstosmn^ 
stattfindet  und  dr  positiv  ist.    Die  Kräftefunotion  ist 

.  _  -  „../j,  -  (j)'i  ^  _  .-^  j_i,  _  -  „_L_.(j)'i + c~. 

und  erreicht  für  r  »>  Tq  ihr  Maximum.     Um  dasselbe  auf  Null  zu  bringen,    hat 

^                      m  rna 
man   ConsL  => :   zu  setzen. 

n  — 1 


^0 


Die  Qleichung  ^£mv^  —  (/  =  ConsL  zeigt  auch  einen  gewissen  Ueber^an« 
von  Arbeit  und  lebendiger  Kraft  von  einem  Systemtheil  auf  den  anderen.  Das 
System  bestehe  aus  zwei  Partialsystemen  A  und  ß,  welche  durch  einen  nicht  dehn- 
baren Faden  ohne  Masse  mit  einander  verbunden  sein  mögen.  Da  der  Faden 
keine  Masse  hat,  so  ist  seine  lebendige  Kraft  Null  und  wenn  er  geapannt  ist, 
so  ist  die  Arbeit  der  beiden  ihn  spannenden  gleichen  Kräfte  NoU.  Es  beateht 
daher  die  Summe  \  £mv*  —  U  aus  einem  von  A  und  einem  von  B  herrOhrendea 
Theile.  Da  beide  zusammen  constant  bleiben,  so  muss  der  erstere  wachsen,  wenr 
der  zweite  abnimmt  und  ist  letzterer  Null  geworden,  so  kommt  die  ganze  Sao&m« 
dem  Theile  A  zu,  wenn  in  demselben  Momente  der  Faden  durchschnitten  winl. 
B  gelangt  in  den  Zustand  des  stabilen  Oleichgewichtes. 

§.  18.  Wir  fanden  früher  die  Gleichung  ^Zmv^  =  i^t^i'  +  i^««'. 
Da  keine  äusseren  Kräfte  auf  das  System  wirken,  so  ist  Mv^  constant 
Snbstituiren  wir  also  den  Ausdruck  rechts  in  die  Gleichung  ^£mv^ — r=  C 
so  kommt  ^£tnu'—  Ü=C, 

wo  C  nur  eine  andere  Constante  ist.  Da  ü  blos  von  den  Abständen 
der  Systempunkte  abhängt,  so  hat  es  für  die  relative  Bewegung  der- 
selben Werth,  wie  für  die  absolute.  Es  ist  also  auch  die  halbe 
Summe  der  relativen  lebendigen  Kraft  zusammen  mit  der 
Arbeit  —  Ü  eine  constante. 

Die  lebendige  Kraft  ^£mu^  zerfällt  in  vielen  Fällen  in  zwei  TbeOe, 
von  denen  der  eine  nur  sich  an  der  äusserlich  sichtbaren  Bewegung 
des  Systems  bemerken  lässt.  Wenn  nämlich  die  Systempunkte  um  ge- 
wisse Gleichgewichtslagen  oscilliren,  welche  sich  in  relativer  Buhe  oder 
Bewegung  befinden,  so  hat  man,  wenn  x^  y^  z  die  relativen  Coordinatrn 
in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  für  einen  Systempnnkt,  x^^  jf],  r^ 
die  der  Gleichgewichtslage  und  £,  i},  f  die  relativen  Coordinaten  besüg- 
lieh  dieser  Gleichgewichtslagen  sind :  «  =  a:,  +|,y=y,  +ij,r  =  r|-^; 

tinc        dx  de. 

Hiernach  werden  -;-  =  — r-*  +  t  *  •  •  * '  ond  ergibt  sich   ein  Bcstandtheü 

dt         dt     *    dt  "^ 

von  u\  welcher  aus  -,-  ,      r   i   -?!  ^^^  ^^^  anderer,  der  ans    .^,  t  • 
'  dt        dt        dt  dt     rfi 

dt 

~     gebildet  ist.    Ist  das  Oscillationsccntrum  (oTj  y^  ?,)  in  relativer  Rnl-". 

so   ist  clor  erstere  Bestandtheil  Null;   dann   ist   u   blos  von  der  iniicr*'i» 
Bewegung  des  Systems  abhängig. 
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§.   19.     Das  Princip    der  kleinsten  Wirkung  besteht  in  dem 

Satze : 

Wenn  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  wird  das 

Integral 

V  =  jEntiVtdSi^ 

nachdem  mit  Hülfe  dieses  Princips  ans  ihm  die  Zeit  elimi- 
nirt  ist  und  wenn  es  auf  die  ganze  Bahn  des  Systems  von 
einer  ersten  Position  in  eine  zweite  erstreckt  wird,  für  die 
wirkliche  Bewegung  ein  Minimum,  d.h.  kleiner,  als  wenn  das 
System  auf  irgend  einem  anderen  Wege,  welcher  mit  den 
Bedingungen  desselben  vereinbar  ist,  aus  der  ersten  Posi- 
tion in  die  zweite  gelangt.  ' 

Eliminirt  man  nämlich  mit  Hülfe  der  Gleichung  i^ZrmVi'^  =:  Ü  -\-  h 
die  Zeit^  so  erhHlt  man,  genau  wie  S.  292 

r  =  f/2  {u  -fTÄ)  j/z^Si^ . 

Die  Diilerentialgleichungen  der  Bewegung  geben  nun  durch  ihre  Inte- 
gration die  3n  üoordinaten  der  Systempunkte,  da  man  aber  aus  ihnen 
die  Zeit  eliminiren  kann,  so  kann  man  3n  —  1  der  Coordinaten  dnrch 
eine,  z.  B.  durch  ^j  ausdrücken.     Dadurch  wird   für  SniidSi^  der  Aus- 

druck  £fni  (^~)^^*i^  ^^^  substituiren  sein  und  erhält  man 


1 


=  /  F^2((7  +  h)J  }/£mi  ÜP  +  y/-'  +  .-/•')  •  rf«,  =  /  /»di,  . 
und  ist  zu  zeigen,  dass  6JPiiXf  '^ßPdx^  =0  wird.     Es  ist  aber 

und  wenn  man  die  partiellen  Integrationen,  wie 

/'  dP  .  , ,        / '  dP  ddx.   ^ 

dP  I     cxi  I     dx! 

=  ^—7  0.1;,  —  /       -      ox,  dx.  ==  —  f        -     oxi  dx. 
dxi  t/      dxi  c/      dx^ 

(da  dxi  an  den  Grenzen  der  Integratioi^  verschwindet,  weil  die  Anfangs- 
und  Endpunkte  fest  bleiben)  benutzt,  so  wird 

i\fPdx^ 

Schell,  Theorie  d.  Uew.  u.  d.  Kräfle.  68 
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Setzt  man  zur  Abkürzung  J  =  2{ü  +  h),   B  =  £mi(x/^  -f-  y/^  -f  zrK 
80  wird  P=j/Ä'  }/B  und 


dP        ^  ^' 


•_    _?^'_  17/^  ^_ 


(-/l^,) 


^ic,-        rfx,          ^r     -/<  dxi                   dxi 
oder  da  


ist: 


durch  Einftihning  dieses  und  der  beiden  ähnlichen  Aosdrttcke  ergabt  sich 

,    {dO  iPy,\  (du  d»*A   -    1 

Es  ist  aber  nach  dem  D'Alembert'schen  Princip 

-{(£  -  -$) '"+ Gi  -  -  7) '"+ (S  -  -'S) '"]  ->> 

und  mitbin  J  F  —  dfpdx^  =  0  . 

Man  siebt,  dass  man  aus  dem  Principe  der  kleinsten  Wirknog  di^ 
Bewegnngsgleicbnngen  des  Systems  erbalten  kann. 


XVn.  Capitel. 

Die  zweite  Form  der  Differentialgleiohunsren  der  Bewegonff  von 
und  das  Hamilton'sohe  Prinoip.   Die  Hamilton*aeh6  Form  der 

gleiehungen  und  die  Hamilton'sohe  partielle  Differentialcleiehnnff. 

§.1.    In  die  DifferenUalgleichangen  der  Bewegong 

TO,.  —  T    =■   A/  -f-   1  -5 —   -f-  U  -X ^   .  .  . 

^i  dL  dM 

wofür  Z  B»  0,   ^  Ol  0,  . .  .  die  %  Bedingungen  des  Systems  dmrtte11«B,  ««Ir^« 
ron  Lagrange  zaerst  aufgestellt  wurden,   führen  wir  an  die  Stelle  der  Varia 
beten  o?,-,  y^,  t.  neue  Variabele  ^|,  q^^  ...  ^^  ein,  deren  Zahl  ^  *»  Sa  ^  ■  «»^ 
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welche  so  gewühlt  sind,  dass  die  x  Bedingungen  i^  s»  0,  Jf  =■  0,  . .  .  durch  sie 
identisch  erfüllt  werden,  d.  h.  dass  ohne  Zuhülfenahme  irgend  welcher  Relationen 
zwischen  den  Grössen  q  die  Gleichungen 

Z»  (^1»  ^t»  •  •  •  y^)  ="0,        M  (^1,  V»,  .  .  .  y^)  «*  0,  .  .  . 
bestehen.    So  können  z.  B.  die  Coordinatcn  x^^  y,-,  z,-,  welche  der  Bedingung 

fl«    "*"    &«    "^    c«    "" 

genügen  sollen,  durch  die  zwei  Variaheln  q^,  q^  ersetzt  werden,  welche  mit  ihnen 
darch  die  Gleichungen  x^  =>  a  co$  q^,  y^  ^sa  b  sin  ^i  cos  q^^  z,-  =  c  sin  qi  sin  qf  ver- 
banden sind.    Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  x,-,  y,.,  z-  in  die  genannte  Bedingung 

ein,  so  wird  sie  von  selbst  erfüllt.  Durch  Einführung  der  Grossen  q  nehmen  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  eine  sehr  bemerkenswerthe  Form  an,  welche 
gleichfalls  von  Lagrange  zuerst  gegeben  wurde. 

Es  werden  o?,-,  y,*,  z,-  Functionen  von  ^i,  q^,  ...  q  .     Multipliciren  wir  die 

obigen   Gleichungen    der    Reihe    nach    mit    den    partiellen   Differentialquotienten 

fXf     dyi      dzi 

-,  -5—,    -5—  von  0?^,  y.-,  z-  nach  einer,  7  ,    der  Grössen  y,   addiren  sie  und 
^9s      Oqg       Cq, 

Summiren  nach  t  durch' das  ganze  System  hindurch,  so  kommt,  da 

/az   ^-    ,    M  ^    ,    M  ^^  «  ^^{9x>  y«»  ■"  ^/tt) 
\dx^  dq,  "^  dyi   dq,  "^   dzi  dqj  ^  dq, 

fm  ^    t     dM  ^    .     dM  ^\  ^  dM{q,,  qt,  ^..  q^) 
\dxf  dq,  "*"  dyi   dq,  "^   dZi  dqJ  '^  dq,  '  '  " 

nnd  diese  Ausdrücke  verschwinden,  da.  L  (^|,  ^t»  •  •  •  9u)i  ^  (?i*  9fi>  •  •  •  9u)  *  •  •  • 
identisch  Null  sind: 

{(t^Xi  dxi        d^i  dyi         tPzi  dzA 


m 

I 

wenn  Q^  den  Ausdruck 


/       dxi    ,         dyi  dzA 


darstellt.    Wir  wollen  die  Differentiationen  nach  der  Zeit  durch  angeführte  Accente 

dx^  ,    dyi  ,     dZi  , 

bezeichnen  und  — j-  =  a:*,  — .  -  =■  y.-.   -3—  «^  *,•  setzen  und  die  vorstehende  Glei- 

di  *      dt  *      dt 

chung  also  schreiben: 

(  dx/  dxi        dyi  dyi         dz/    dZi ) 

Nun  ist: 

<t     ^     i    .^<   ,      M  ^     ,^V»        ^     (<**/    dx;        dy/   dy!         dz!  ax,'| 

di-  f  "•••  {*'  8^  +  *'■  ä^  +  *'ä?;l "  f  ""••  i-rfT  äj7  +  "rfT  ^q/  +  ir  ^') 

+  ^'"•-  r-  Ä  a^  +  "•■  Ä  g^'  +  *'■  Ä  ä^'l ' 

Der  Ausdruck  links  hat  die  Bedeutung 

wenn  die  halbe  lebendige  Kraft  mit  T  bezeichnet  und  also  gesetzt  wird: 

58* 


as. 
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Die  zweite  Snmme  rechter  Hand  gestaltet  sich  folgendermassen  um.  Es  beiteb^n. 
da  x^j  y;j  z^  Fnnetionen  der  neuen  Variahelen  werden,  die  Oleiehangen :' 

Differentiirt  man  diese  in  q(,  7/,  .  .  .  9/,  ...  7  '  linearen  Ausdrucke  nach  y/,   5^ 

ergibt  sich 

dxl       dxf         dy/       dyi  dii         dz^ 

W:^''dq:      a^^a^/*     d^'^Ws' 

Wir  können  daher  die  Differentialquotienten  von  x^^  y,-,  :,-  nach  q^  durch  die  ent- 
sprechenden Differentialquotienten  ihrer  Derivirten  x/,  y/,  z/  nach  7^  ersetzr-n 
und  erhalten  für  jene  Summe : 

^      \    ,d     dxf  ^d    »Hi     ,       ,  d     ai/  J 

f  "'•  r-  d7  ^y/  +  «'•  rf7  äy;  +  ^'  di  dqß 

^^Tn.L''^      ^"^'-i...'^      ^^•-4-.'''      ^"M 

Differentiiren  wir  aber  die  obigen  Ausdrücke  für  x/,  y/,  z/  nach  9,,  so  erhal- 
ten wir: 

a — 
a<       a*x,.    ,      ^^.  ,    a»«.      ,       a^,  ^  •* 

av,  '^  dq]dqV^'  +  FvVa7.^'  +  '  •*  +  df^h'  '^  ^  Tq/'^  +  ••••  '  -//  ;r. 

ay/  ^  rf  ay,       dz/  ^  rf  ^ 

ay,  dt     dqg   '  dq,  di     dq, 

d    a*, 

Indefn  wir   daher   die  Werthe    für   die   Differentialqnotienten    -r-  •  —  1 .  •  •    e^s 
führen,  folgt  weiter  für  jene  Summe  die  Form:  ' 

(      dx/  dy/  dz/)         p  ,    .        *  t         ?T 

Die  erste  Summe  rechts  in  obiger  Gleichung  (s.  vor.  Seite)  aber  ist  YermÖge  der 

dx/        dx^ 
Relationen    ,,    7  «»  - —     ...  identisch  mit  (?<•     Demnach   erhalten  wir  j«*tzt    ii« 

eine  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 

rf     ar  _  ^        BT 

dt  '  dq/        ^'  ■"  ry, 

oder  ^     ar  _  _ar 

rf/   *    dq/  dq,  "  ^'  * 

welches  die  zweite  Lagrange 'sehe  Form  ist.  Indem  wir  <  von  1  bis  |i  wMtürwm 
lassen,  erhalten  wir  die  fi  Bewegungsgleichungen,  welche  91,  Vti  •••  f«  ^  l^***^' 
tionen  von  <  liefern. 

Im  Falle,  dass  eine  Kräfte fnnction  U  ezistirt,  haben  vrir: 

i    \    '    fQ,  dq,  (qj  i    \dXi   Öq^        <if,    iq,        cz,    tqj 
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und  werden  mithin  die  Bewegungsgleichnngen  in  diesem  Falle: 

d       dT         dlT  +  U) 
dt  '  dg/  "^  dg,         ' 

oder  wenn  man  noch  ^ — -.  =  »^  setzt: 

dg^  ' 

'^        d{T_±JJ)  d]l  __ 

dt    ""    "      dq^  »        ^*  ""    dgj  '         »  —    1 .  2,  8,   .  .  .  fi  . 

Sabsütuirt  man  die  linearen  Ausdrücke 


''  "  dg]  ''*  +  "•  +  ^  V 
in  den  Ausdruck  ^* 

r  -  l  Um;  (o:/«  +  y,.»  +  -./•)  , 

Eo  wird  T  eiae  homogene  Fonction  der  Grössen  9/,  g^',  •  ■  •  g„'  nnd  folglich  nach 
dem  Enler'schen  Satze  Aber  die  homogenen  Faactionen: 

dT 
oder  mit  Rücksicht  auf  :^— >  =»  »,: 

2  y  =  Pi  -7i'  +  Pt  fi't'  +  •  •  •  +  P^  y^'- 

§.  2.     Wenn  die  Variabelen  g  so  gewählt  werden   können,    dass  eine  von 

ihnen  in  der  KräftefancUon  U  und  in  dem  Ausdrucke   T  der  halben  lebendigen 

Kraft  nicht  vorkommt,  während  letztere  Grösse  den  Differential quotienten  g/  ent- 

u  u       1,  .  .   d{T+  ü)  dp. 

halten  kann ,  so  wird  g^  »  0 ,   also  -~  =  0  und  ergibt  sich  mithin  ein 

Integral  p^  s»  Corui.  der  Differentialgleichungen  der  Bewegong  anmittelbar. 

Dies  tritt  z.  B.  bei  der  Newton ^schen  Attraction  eines  Punktes  nach  einem 
festen  Centram  ein.  Denn  für  dies  Centram  als  Ursprung  der  Polarcoordinaten 
r/,  =  r,    ^2  aa  ^,   q^  ssa  (p  hat  mau : 

tr  ==  —  ^  ,       T  ^  \m  (r«  +  r«^'«  +  r«  sin*  ^  •  9'«) 
r 

(s.  S.  119)  and  kommt  tp  nicht  in  £^  nnd  T  und  in  7*  blos  tp'  vor.    Daher  ist 

».  s=»  "ö— 5  «=»  :5— 7  =■  mr*  stn*  ^  •  «  =  tonst, ^ 

dgt        d(p 

oder  r'  m*  ^  •  9'  s=  Con«/.  ein  Integral  der  Bewegangsgleichungen.    Vermöge  der 
Transformationsformeln  x  ^^  r  cos  9",  y  ^^  r  sin^  cos  qp,   t  ^^  r  sin  ^  tin  (p  ergibt 

sich    tgm  s»  — ,    — % —  =  — 5-=^ ,    d.   h.    r*  sin*  ^  .  m  ss  yz  —  yz  =»  Const., 

"  ^         y       cor  tp  y*        ^  ^        i^  o 

nämlich  das  Princip  der  Flächen. 

§.  3.  Aehnlich,  wie  Cap.  XVI,  §.  19.  aas  dem  Princip  der  kleinsten  Wir- 
kung die  Differentialgleichangen  der  Bewegung  in  der  gewöhnlichen  Form  ab- 
geleitet wurden,  können  dieselben  in  der  zweiten  Lagrange*schen  Form  aus 
einem  anderen  Principe  erhalten  werden,  welches  von  Hamilton  zuerst  auf- 
gestellt wurde.    Dies  Princip  ist  der  folgende  Satz: 
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Wenn  die  Lage  des  Systems  zu  einer  Anfangszeit  i  ^^  U  ^^d  za 
einer  Endzeit  <|  gegeben  ist,  so  liefert  die  Qleichnng 

S  l{T+  U)di  =  0 

die  Gleichungen  der  Bewegung,  worin  T  die  halbe  lebendige  Kraft 
und  ü  die  Kraftefunction  ist,  letztere  von  den  Coordinaten  und  der 
Zeit,  nicht  aber  von  den  Componenten  der  Geschwindigkeit  abhiogt 

Es  ist  nämli9h,  wenn  P  von  den  Grössen  qi,  qf,  ...  q   ,   q{,  q^^  ...  9^' 
abhängt: 


ap  .  ,  .  ap  .  ,  .        .   ap 


Man  hat  aber,  wie  S.  913: 


/d.^ 
-#^•*...^^ 


oder,  da  8q^  an  den  Grenzen  der  Integration  verschwindet,  indem  die  Endpo«iti<>a 
des  Systems,  wie  die  Anfangsposition  eine  feste  ist: 


'0  '0 

Setzt  man  dies,  sowie  die  analogen  Grössen  in  den  Ausdruck  für  die  VahatioB 
des  Integrales  ein,  so  erhält  man: 


ri' 

'o 


'/' 


und  wenn  dieses  Integral  verschwinden  soll,  so  müssen  wegen   der  Unabhan^r- 
keit  der  Grössen  ^|,  q^^  ...  q    von  einander  die  Coefficienten  der  willknrUcbec 

Aenderungen  9qx^  Sq^^  . . .  dq    einzeln  verschwinden.    Dies  liefert  die  Gleicho&f^B 

^9/       dP 

.0,        <  »  1«  2,  3,  .  ..  |fr. 


dt  dq. 

In    dem   vorliegenden  Falle   ist  nun    P  <»  7  -f  ^  nnd  hängt   ü  nicht  von  dn 
Grössen  q^  ab,    weil  es  nur  von  den  Coordinaten  selbst  abhängt,   welche  bu; 

Functionen  von  q,  sind.     Daher   ist    ^    «  »«     ~,   und  werden   mithin  dit  Glei- 

chungen : 


r 
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dT 


'        d{T+  ü) 
dt      dql  -d^^  ^'         *  -  1.  2,  3.  .  . .  /*, 

welches  die  Lagrange^schen  Qleichangen  sind  für  den  Fall,  dass  eine  Kräfte- 
fanction  existirt. 

Ueber  die  Ansdehnang  dieser  Methode  auf  den  Fall,  dass  JJ  auch  die  Com- 
ponenten   der   Geschwindigkeit   und   mithin    auch   q^   enthält,    s.  Holzmüller, 

Ueber  die  Anwendung  der  Jaeobi- Hamilton 'sehen  Methode  auf  den  Fall  der 
Anziehung  eines  Punktes  nach  dem  electrodynamisohen  Gesetz  von  Weber 
rSchlömilch's  Zeitschrift  f.  Mathem.  u.  Physik  Bd.  XV,  S.  69  (1870)]. 

$.  4.  Hamilton  hat  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  einer 
eigfenthümlichen  Form  gegeben  und  für  den  Fall,  dass  eine  Kräftefunction  existirt, 
dieselbe  von  einer  Function  abhängig  gemacht,  welche  er  die  charakteristische 
Function  nennt.    Wir  fanden  §.  1.  die  Gleichung 

'  ^  "  ä^  ^'  +  ä^  ^«  +  •  •  •  +  V  ^^  "  ^ '''  ^'  • 

Behufs  der  Entwickelung  der  Hamil tonischen  Gleichungen  schreiben  wir  sie  so: 

and  differentiiren  sie  vollständig  nach  allen  darin  vorkommenden  Grössen  q^  und 
?/.    Dies  gibt 

,r^  i:,,'.ä^  +  z^,ä,;-  {i:^ä,,'+  zgä,,),    . 

oder,  weil  sich  die  beiden  Mittelglieder  tilgen: 

Indem  wir  aber  uns  die  Grössen  Pii  Pti  •  •  •  Pm  '^^^  nene  Variabeln  an  die  Stelle 

der  Grössen  9/,  9/,  ...  q'  eingeführt  denken,  wird  T  eine  Function  der  Grössen 

Pg  und  q^  und  wenn  wir  die  .Differentialquotienten  von  T  partiell  nach  Pg  und  q^ 

genommen   unter  dieser  Voraussetzung  in  Klammem  einschliessen,   so  erhalten 
wir  für  das  vollständige  Differential  von  7'  auch  die  Gleichung s 

Die  Vergleichung  dieser  mit  der  vorigen  Formel  liefert  aber  die  Beziehungen: 

/dr\         ,        (dT\       _  dT 
\dij  "  ^' '        \dqj  -        dq, 

dT            /^T\                                  ^Ps        dT 
und   wenn   wir   den   Werth   ä^  ="  ~  (  5~  )   ^^   ^*®    Gleichung    -5- ^  am  Q, 

des  §.  1.  einsetzen,  so  folgt 

als  die  Hamilton'sche  Form  der  Bewegungsgleichungen.     Für  den  Fall,  dass 
eine  Kräftefunction  ü  existirt ,  welche  von  q^ ,  nicht  aber  von  9/,  also  auch  nicht 

o/T  //i[7\ 

von  den  für  y/  eingeführten  p^  abhängt,  ist  (?,  »  «—  «=  {  j-  j  und  folglich 

^Pj       _  /d(T  -  U)\ 
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Aus  demselben  Grunde,  dass  V  kein  p,  enth&lt,  kann  man  aber  die  Gleicbang 
y/ =  lö      I  anch  so  schreiben: 

\dp.) 

Setzt  man  daher  T  —  V  ^=^  H  und  tilgt  die  Klammem  als  selbstverstandlicb ,  n 
kann  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unter  der  über  V  gemachtet 
Voraussetzung  schreiben: 

^       ^         f?f       _  ^^         fi       T^  r 

di  *"  dp/      dt  ^     a^/  ^ 

und  wenn  keine  KrUftefunction  existirt: 

^Qs       dT        dp,  ar   .   0         ,  ==  1    ..    3  „ 

Die  Grössen  d.  =  ^— >  sind,  da  T  eine  homogene   Function  des  zweiten  Grtde^ 
der  Grössen  q,'  ist,   lineare  Functionen  von  qj\  löst  man  daher  das  GleickaDp- 

O  (TT 

System  p,  =»  ^— ;  auf,  so  ergeben  sich  für  die  qj  lineare  Functionen  von  den  p„ 

deren  Coefficienten  die  q,  enthalten.  Mit  ihrer  Hülfe  treten  die  p^  an  die  Stell» 
der  qj. 

Vermöge  der  Relationen   >, — r  =  p.  und  (  ö—  I  =  ql  besteht  xwiüchen  «l-t 

dq,         '^'  \dp,J 

Grössen  p,  und  ^/  eine  gewisse  Reciprocität. 

Die  Function  ff  sb  T  —  1/  nennt  Hamilton  die  charakteristiicb' 
Function.  Vgl.  Hamilton:  On  a  general  method  in  Dynamics;  hy  wich  tke  stanx. 
of  tke  motions  of  all  free  Systems  of  attracting  or  repettiny  poinis  is  redueed  to  th^ 
search  and  differentiation  of  one  central  relation,  or  characterisiic  functiom  {FkHotop^. 
Transactions  of  the  Royal  Society  of  London  for  tke  year  1834 ,  P.  II ,  p.  247  ond 
Second  etsay  on  a  general  method  in  Dynamics  (Ibid.  1835,  P.  I,  p.  96). 

Wir  lernten  die  charakteristische  Function  bereits  Cap.  XVI,  §.  17.  ihr«*! 
iiiüchanischen  Bedeutung  nach  kennen. 

§.  5.  Hamilton  hat  die  Integration  der  Bewegnngsgleichangen  von  eia^ 
nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichung  abh&ngig  gemacht,  die  wir  jetst 
aufstellen  wollen. 

Die  halbe  lebendige  Kraft  7'  und  die  Kräftefnnction  £',  welche  I  aach  ti- 
plicit  enthalten  darf,  seien  durch  die  3n  —  x  a>  ^  Variabein  q,  dargestellt 
welche  den  Bedingungen  des  Systems  identisch  genügen.  Wir  bilden  die  VaristivL 
des  Integrales  ^ 

V  ^  t\r+  r)iU, 

X 

aber  so,  dass  die  Werthe  an  den  Grenzen  nicht  als  gegeben  angesehen  werdea. 
sondern  an  den  Grenzen  andere  Bedingungen  stattfinden.  Indem  wir  abkantod 
7"  4~  ^  "="  9   setzen,  erhalten  wir,  da  <p  eine  Function  von  q,  und  q*  ist: 

SV  -  nLdi  ~ß<p  ■  dt  -  f(£  ^»  iA  dt  +Jh:  p', *?/)  * 

und  vermöge  der  Relation 
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also,   wenn  man  zwischen  den  Grenzen  x  und  t  integrirt  und  die  dem  Werthe  x 
entsprechenden  Anfangswerthe  mit  dem  angefugten  Index  0  bezeichnet: 


t 
Setzt  man  dies  in  8f^  ein,  so  ergibt  sich: 


Diese  Gleichung  vereipfacht  sich  sehr,  indem  die  eingeklammerten  Grössen  unter 
dem  Integralzeichen  in  Folge  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ver- 
schwinden.   Da  nämlich  U  keine  qj  enthält,  so  ist 

dq,   ^d(T  +  ü)  ^   dT^  ^ 

Daher  ist 

dq>         d       dfp  '(){T  -\-  ü)  (1       Ol 


=  0. 


Demunch  bleibt  bk)S 

^  Pi  9Qi    +  Pt  9qt    +  •  •  •  +  Pf^  9q^ 

Da  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  als  erfüllt  an(;eschen  werden,  so 
sind  qg  und  ^^',  sowie  p^  als  gegebene  Functionen  von  t  und  den  2(t  Constanten 

zu  betrachten,  welche  die  Integration  dieser  Gleichungen  einführt.  Die  Varia- 
tionen dq^  sind  daher  solche,  welche  aus  der  Aendernng  der  2^  Constanten  ent- 
springen, da  t  nicht  variirt  wird  und  die  dq^^  sind  die  der  unteren  Grenze  x  des  In- 
tegrales y  entsprechenden  Werthe  derselben.  Nun  können  nach  der  Integration 
der  Bewegungsgleichungen  alle  Variabein,  also  auch  tp  als  Functionen  von  t  und 
den  2n  Constanten  dargestellt  werden.  Diese  Constanten  sind  willkürlich  und 
kann  man  hierzu  die  Anfangswerthe  qj^j  p/*  wählen.  Es  bilden  die  2ii  -\-  i  Va- 
riabein tj  q^y  pg  und  die  2f»  Constanten  qj^^  pj^  ein  System  von  ifk-{-\  Grössen, 

zwischen  welchen  aber  die  2  fi  Integralgleichungen  bestehen.  Durch  dieselben 
kann  man  also  die  2p,  Grössen  p,,  p^  durch  /  und  q^y  q^  darstellen  und  es  wird 

hiernach  V  ^^  Jtpdt  eine  Function  von  /,  r/,,  y/.  Hiernach  erhält  man  die  Aen- 
dernng von  Vy  indem  /  unvariirt  bleibt,  auch  unter  der  Form 

Die  Vergleichuug  beider  Formeln  für  9y  ergibt: 
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1^-  IK  0 

Nun  ist  9  s=:  --r- ;  da  aber  V  die  Zeit  sowohl  explicit  als  in  den  Grossen  f, 
implicit  enthält,  so  wird 

dV      dV  ,    ^  dv  ffq,      dr  ,    „ 

—  -  ^  +  Z-^-    _  «  ^  +  Zp,y, 
and  mithin: 

Es    ist    aber    tp  ^  T  +  [/ ,    p^  ^  IL    „nd    Sp^q/^  £  1%/  —ST,  zUj 

Zpgq,  —  9  "»  T  —  (/  sB^ff^  sodass  sich  die  Hamil tonische  partielle  Differei- 
tialgleichung 

ergibt,   welcher  die  Fnnction  V  genagen  mass.     Dies  ist  jedoch  so  sn  Terstebfo, 

dass  in  H  die  Grössen  q'  darch  p.  aosgedrückt  and  p. «»  >.—  gesetzt  wird.   Mab 

'        Cq, 

kann  daher  den  Satz  aafstelfen: 

Wenn  die  Bewegnng,  deren  Gleichungen  sind: 

dqs       dH         dp,  ^H  „        T        w7  ^^ 

wo  H  durch  p,  und  q,  dargestellt  ist,   zwischen   zwei  ZeitmoBeotn 

T,  t  betrachtet  wird  and  als  willkürliche  Constante  der  Inte(rril- 
gleichnngen    die    2|ii    Anfangswerthe    q^   und    p/    gelten    und  ferne* 

Ps  '^  ^  in  ^  gesetzt  wird,  so  ist 

« 

eine  partielle  Differentialg-leichung  erster  Ordnung,  durch  welcL* 
y  als  eine  Function  von  /  und  den  (i  Grössen  q,  definirt  wird.  Uti 
Integral 


■/' 


\t  +  ü)  dt. 


in  welchem   T  '■\'  U  vermöge   der  Integralgleichungen  eine  Faactioa 
blos  von.f  und  den  2fi  Constanten  7/,  p^  ist,  nachdem  das  Hetoltat 

der  Quadratur  durch  /  und  die  Grössen  q^y  q^  dargestellt  ist,  ist  eiit 
Lösung  dieser  Differentialgleichung. 

Diese  Lösung  enthält  f»  Constanten  7/  und  f*  +  1^  Variabein  /  and  f^.    P> 
nun  in  H  kein   V  vorkommt,    so  kann  man  der  Lösung   noch  eine  willkvrfack' 
Constante  hinzufügen  und  sie  dadurch  zu  einer  vollständigen  Lösung  der  pafftien«a 
Differentialgleichung  macheh,  d.  h.  zu  einer  solchen,  welche  ebenso  viele  Co« 
stauten,  als  unabhängige  Vartabeln  enthält. 

§.  §.    Umgekehrt  kann  man  behaupten: 

Kennt  man  eine  vollständige  Lösung  V  der  partiellen  Diffcr«s 
tialgleichung! 
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wo  H  s»  T  —  U  eine  Function  der  fi4"^  Grössen  /,  y,,  />,  und  p,  =  ^-^ 

ist,  d.  h.  eine  solche,  welche  ausser  der  mit  V  durch  Addition  ver- 
bundenen noch  fi  andere  willkürliche  Constanten  a^  enthält,  so  sind 
die  Gleichungen 

worin  die  ß^  neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen  nebst 

oV  dV  dV 

die  Integralgleichungen  des  Systems  von  Differentialgleichungen 
dq,         dH  *,  da  ,     „    ^ 

Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichungen  ^  «=>  *ß^  vollständig  nach  /,  so  er- 
hält man : 

üü  +  J!_^  ^  +  ,3^  ^.  +  . . .  +  .„Zfl  %  »  0 

daidt  daidqi   dt  ca^dqt   dt  dcctdq^    dt 

da^t   ^   dotdqi    dt    ^    da^qt   dt   ^  ^  da^q^    dl 

d'V       ,         d^V    dqj  d^V   dq^      '  jn^%i 

dcL^dt   "^   daidqi  dl     "^    da^dqt  dt    *+"  '  '  •  "h  da^dq^,  dt    ^ 

Differentiirt  man  aber  die  Gleichung  -^  •\-H=^^  nach  den  Constanten  «1,  «tf '  "  ^^ 

dV 
und  berfieksichtigt,  dass  H  die  Grössen  /,  7^  und  p^  bb  —  enthält,  die  Constan- 

oqg 
ten  a,  aber  nur  in  den  p^  enthalten  sind,  so  erhält  man: 

d^V_     X     dHdH    ,     dH    dpt    ,  ,dff^^^ 

didccf  "^  dpi  doCf         dpt    dot  dp^  da^^^ 

dies  System  linearer  Gleichungen  geht  aber  vermöge  der  Gleichungen  ^  =s  p^ 
über  in  ein  System ,  welches  sich  von  dem  vorstehenden  nur  dadurch  unterscheidet, 
dass  die  Grössen  x—  an  die  Stelle  der  Grössen  —  getreten  sind  und  hieraus  folgt 

^,         du 

-^  =»  ^  ,  »  =B  1,  2,  •  •  •  fi,  welches  die  einer  der  Hamil tonischen  Differen- 
tialgleichungen der  Bewegung  sind. 

Differentiirt  man  aber  die  Gleichungen  p.  s^  ^— ,  so  kommt 

Oq, 
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dt     ""    dq,di   "^    dq,dgi    dt     "^    dqßq't    dt    +      '  "   "T"  ^g^^g^     dt 

oder  weil  =    ^^»  =,  ^     .  .  . 

dqßqt  Cq,      dq^dqt       cq, 

» 

und  ^    ^^JL     ^Jl   ^^JL  ^   =    ?^ 

rf/  ap,  'dt  dqt'    '  '         dt  dq^ 

bereits  als  richtig  erwiesen  sind : 

Andererseits  gibt  aber  die   Differentiation    der  Gleichung    ^     -^  ^  =s  o  paiiitü 
nach  7  : 


c^^    A    ^J[   d^   ^  dJl   d^    ,  ,dU_   ^Pfi         dii 

cq.ct   "^    c5p,    ?7,    *"    rp,    ?y,  "^  ^/»^    dq,    "^    ?9, 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen ,  so  folgt  ^r^  ■» «  welch«« 

die  andern  Hamilton*schen  Differentialgleichnngen  sind. 

§.  7.  Für  den  Fall  der  freien  Bewegang  ist  |ii  sb  3ii  und  kann  man  für  dir 
Grössen  q  die  Coordinaten  o?,-,  y-^  z,-  wählen.  Man  hat  dann  Tss*\Sm-  (' /M~y/M~',^ 

und  da  die  Grössen  p  s»  —  sind,  so  folgt,  dass  die  Grossen p  hier  ««x/,  at^y/,  ■  : 

werden  und  da   p  «=  ^—   ist,  so  hat   man  m,«,-  ««  s— ,  m^y-'  «  ^—  ,  «^r,  =  — 

Cp  CX{  ^Sf$  ^ 

Entnimmt    man   hieraus  a/,  ^/,  :/  um  sie  in  T  einzusetzen,  so  wird 

-  i  -4 1(10 + (© '+  (fO't  • 

Demnach  wird  die  Hamilton*8che  Differentialgleichung  -^-1-^=^0,  /if^T     ' 
hier 

wo  C/  blos  von  den  q,  d.h.  von  den  Coordinaten  x,-,  y,-,  :,•   abhängt.     Eine  voll 
ständige  Lösung  K  dieser  Gleichung  mit  Sn  willkürlichen  Constanten  er,,  «^  •     «}, 
ausser  der  additiven  Constanten  liefert  die  Integrale  in  den  BewegungagleichuBctB 

^^i  du  ^i  du  ^i  cV     , 

'"«     di^    ^   ä^,»     '"•   Ät    ""   diir    "*•    rf^   *   ^V  1-1.2,-. 

uämlich 

wozu  als  erste  Integrale 

dV  ^^i         dV  ^yi         cV  dZi 

d^i^""'  dt^      f^y.^'^^'di'      dli^'^'Tr   '-*'«•      •• 

gehören. 

§.  8.    In  dem  Falle,  dass  ff  die  Zeit  t  nicht  explicit  enthält,  redveirt  mtk  hs 

Hamilton 'sehe  Gleichung  -^ — \-  ff  ^  Q  auf  eine  andere,  welche  eis«  Varial*  > 
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weniger    enthält.     Setzt  man  nämlich     .     =  o^»    y —  <  -^-«i^  and  führt  durch 

vi  et 

diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von  t  und  V  zwei  neue  Variaheln  u  und  W  ein, 
so  wird  /  eine  Function  von  €t  und  den  in  V  ausser  t  vorkommenden  Grössen  und 
It'  Function  von  a,  ^i,  ^t '  '  '  ?u  ^°^  ^^^  Constanten  «i,  a,  •  •  •    Man  hat  daher 

du   ^^  dt  dct  da  "*         *  dqg      dfjg      dt  dq^  dq,     dq^  ' 

dW^dVy_dy  dt    _        dt_  ^dy 

dce^      dcCg       dt  da^  Ö«,        dcc^  * 

lind  die  Gleichung  ^  +  fi  Ui,  «/i.  '  '  '  '^h'  i)q\'    dq  '  "  '  dq'j  wird  jetzt 

«  +  //  (^yi.  ^/.,  •  •  •  V,  .^--'    ä^'  '  "  ä^)  '^  ^  oder  a+  r-  ^=0. 

Nachdem  sie  integrirt  ist,   erhält  man    F  vermittelst  ^  ""  '  "ö~  =*  ^»    ^'  ^«  *^** 

«;/^  dl^f  dyv 

-;r-  s=  «,   /  = 5—  vermittelst:    V  ^^  W  —  a  -.,      und  in  dies  f'  ist  überall 

et  da  da 

dW 
statt  a  wieder  t  einzuführen  durch  die  Gleichung  ^—  s»  —  /,  welche  nach  a  auf- 
zulösen ist. 

Die  Lösung  W  enthält  nur  f»  Constanten  und  die  aus  ihr  abgeleitete  Grösse 
V  ebenfalls;   es  muss  aber  Vy  um  vollständig  zu  sein,  fi  -}"  ^  Constanten  haben. 

dV  dV 

Allein  da  Mn  ^ }-  /^  <=  0  selbst  nicht  auftritt,  sondern  nur  -^ ,  so   bleibt   V 

eine  Lösung,   wenn   man  auch  /  um  eine  Constante  vermehrt  oder  vermindert 

dv 

Man  kann  daher  /  —  t  für  /  setzen ,  wodurch  W^=»F  —  (<  —  t)-^=  V —  er  (/  —  t) 

dW 
und     -^  BS3  f  —  /  wird.    Dann  erhält  V  die  nöthige  Anzahl  pb  •\-  \  Constanten, 

nämlich  die  yk  —  1  Constanten  cci ,  cct  •  •  •  a  ^ ,  die  additive  Constante  von  Ü ' 
und  T.    Die  Integralgleiehungei)  des  Problems  sind  demnach 

Die   letzte  derselben  kann,  da   x  nur  in  der  Verbindung  t  —  x  vorkommt,    also 

.^—  =»  —  "07  ist,   durch    ^    =-  const.  ersetzt  werden.    Da  nun  -^r-  =  a  gesetzt 

ox  dt  dt  dt  * 

würde,  so  erkennt  man,  dass  die  neu  eingeführten  Variabein  und  die  Bahn  einer 
Constanten  spielt. 

dy      dff 
Die  Integralgleichungen  kann  man  durch  ^darstellen,  denn  es  ist  ;r—  =   — 

'da,      da^ 

dw  dy  dy 

nnd    -5—  ^  X  —  t  eine  Folge  von  —    =  a  und    W  ■■  K  —  U  —  »)  -rr-  .     Daher 
da  ^  (t  ^  ^  (H 

werden  dieselben 

dW       Ä      ^^       p  d^^'         a     .       dlV 

Zi —    ^   Pl»       Ö —    ^   Pi»  •  ■  •  *     b   ~  =   Pi/— 1  »        ö —   ^^   t  —    /  . 

Oai         "^^     da^         "  ^«1«— 1        "^^-1*       ga 

dy  dy     dH'* 

Auch  das  System  der  Integralgleichungen:         as  n    kann  vermöge  tz—  =  -^-   in 

dH^  dH'  dir 

umgesetzt  werden.     Man  hat  daher  den  Satz: 
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Wenn  die  Kräftefunction  U  und  in  Folge  dessen  die  cbarakteri- 
Büsche  Function  H^T--U  die  Zeit  nicht  expUcit  enthält,  so  stelle 
man  T  darch  q^  und  p^  dar  und  ersetze  in  der  Gleichung 

a  -f.  r—  ^  =  0 
(licQrössenp^  durch  ^  -,  wodurch  diese  Gleichung  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung wird.     Ist  W  &ine  vollständige  Lösung  derselben, 
welche    ausser   der  zu  W  additiv    hinzuzufügenden  Constanten  norli 
|ii  —  1  Constante  a^y  a^  •  •  •  f^u-^i  enthält,  so  sind 

.    d^,^^'^     dir,^^'^'"     w~^^f^'^'     -di^^^' 

die  zweiten  und 

Ö ■"    P\%  ~ =    Ptt     '     '    '  Q =    Pu 

die  ersten  Integralgleichungen  der  Differentialgleichugen  derRewe* 

gung.   Die  2|ii  Constanten  derselben  sind  a^  -  ' '  a^_i«  ^9  ßt  -  •  -  ß  _i.  <• 

Für  |ii  =>  Sil,    d.  h.    für   das    freie  System   sind  p^  die   i>i,a;/,   "(-y/f  ", N' 

T  =  Z  -   {(!»,«/)«  +  K-y/)*  +  K«/)*}  nnd  folglich  ist  die  Hamilton  sehe 

Gleichung : 

§.  9.  Um  Probleme  der  Bewegung  nach  der  H am il tonischen  Methode  ss 
behandeln,  bedarf  man  der  Integration  einer  nicht  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung.  £s  ist  von  Wichtigkeit,  wenn  auch  nur  für  einfachere 
Fälle  aus  den  bekannten  Methoden  der  Integration  dieser  Gleiehangen  WBi$t 
Folgerungen   für  die  Behandlung  der  mechanischen  Probleme  an  siehcB.    Vwikr 

Beschränkung  auf  die  Variabeln  x,  y,  z,   wofür  ^  ^  p,  öt  ""  9t  ist  die  Ls- 

ex  oy 

grange*sche  Integrationsmethode  folgende. 

Wenn  zwischen  o;,  y,  z,  p,  9  die  partielle  Differentialgleiehong  erster  Onl* 
nung  besteht: 

y  (a?,  y,  Zy  Py  g)  ^  0 

und  mithin  das  totale  Differential  der  Function  z  die  Form  hat 

*  dz  sssi  pdx  -f-  qdy , 

so   kann  man  sich  jene  Gleichung   nach   q   aufgelöst  denken   nnd   das  Rcsoltat 
q  =»  X  {x,  i/y  z,  p)  in  den  Ausdiuck  für  dz  substituiren,  so  dass 

dz  «=»  pdx  +  X  (x,  y,  z,  p)  dy 

wird.  Um  nun  eine  vollständige  Lösung  der  vorgelegten  partiellen  Differentiil- 
gleichung  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  zu  finden,  genügt  es,  für  p  einen  Aas 
druck  p  csa'ca  (o;,  y,  z,  a)  zu  finden,  durch  welchen  pdx'\-  xdy  ein  vollstindigTS 
Differential  wird.  Durch  die  Integration  desselben  erhält  man  z  mit  der  CoB«t*a- 
ten  a  und  der  durch  die  Integration  eintretenden  weiteren  Constanten.  Dasit 
pdx  -f"  Z^y  ^^^  totales  Differential  werde,  muss  die  Bedingung 

dp     t     ^P  ^^   ^  ^Z     i     ^Z  ^^     t     ^  (op     ,     dp  dz\ 
dy         dz  dy         ex         cz  dx        dp  \dx        dz  dxf 

*^*^«'  dx    .dz  __  ^^P  ^  ^P    i    (    ^^X     \^ 

dx  "^  dz  ^  ^       dp  ex  '^  dy  '^  \^      dp  ''/  ei 


XVII.  Cap.     Lagrange*8  Methode  der  Integrat.  pari.  Differentialgleichungen.      927 

erfüllt  werden.  Diese  partielle  Differentialgleichang  für  p  braucht  nicht  allgemein 
gelöst  zu  werden,  vielmehr  bedarf  man  nur  irgend  einer  Lösung  mit  einer  will- 
kürlichen Constanten  a,  nämlich  To  {xj  y,  z,  a).  In  besonderen  Fällen  ver- 
einfacht sich  diese  Gleichung  sehr  wesentlich. 

Kommt  insbesondere  in   W  (o?,  y^  z^  p^  g)  =^  0   die  Function   z   nicht  vor, 
ist  also  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

^  (a?,  y,  P,  7)  «=  0, 

dt 
80  wird    3^  s=B  0  und  kann  man  p  als  Function  von  x^  y,  a  ohne  z  bestimmen, 

(lass  pdx  4~  %dy  ein  totales  Differential  wird.  Dann  ist  auch  ^  =■  0  und  wird 
p  durch  die  Gleichung 

dp  dx         dy         dx 

za  finden  sein.  Es  ist  jedoch  zweckmässiger,  hierin  %  durch  die  Function  V  selbst 
auszudrScken  und  die  Lösung  p  =>  ar(a;,  y,  a)  unter  der  Form  f{xy  7,  p)  =»  a  dar- 
zastellen.    Die  Differentiation  von  ^  =  0  liefert  zu  diesem  Behufe 

ix  "^  dq  dx"™    *     dp        dq     dp  *    dx       dp  dx        '    dy       dp  dy  ^^    ^ 

woraus 

'       _^.«  «  ?.^  =,  -  ^  .  ^     .1«  ==,??=,_  ^  .  ^ 
^a?        ^a:  dx  '   dq  ^     dp         dp  dp    '   dq  * 

^P^^dr.df       dp dr,df^^ 

dx  dx  '  dp^     dy  dy  '  dp 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  wird  die  partielle  Differentialgleichung  für  p  oder  jetzt 

vielmehr  für  f 

d^dr,d^dr_d^df^^ 

dp  dx       dq  dy        dx  dp 

Sobald  man  also  von  ihr  eine  Lösung  f  kennt,  so  liefert  f{x^  y^  p)  =-  a  mit 
?(x,  y,  p,  q)  BB  0  die    Grössen   p   und  q  als   Functionen  von   x,  y  so,    dass 

dz  =B  pdx  -^  qdy  ein  totales  Differential  und  z  =a/{p(ix  -\-  qdy)  die  gesuchte 
Lösung  von  üF(ar,  ^,  p,  9)  =■  0  darstellt,  wobei  zu  z  eine  additive  Constante  hinzu- 
tritt. Diese  partielle  Differentialgleichung  lösen  oder  ein  Integral  f(x,  y,  p)^^  a 
des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

^     ^    ^      ay  ay      ay 

dx  :  dy  i  dp  ^^    k—  :  -rj—  :  —  -o— 

dp       oq  dx 

finden ,  ist  dasselbe.     Denn  die  Differentiation  von  f  ^s*  a  gibt 

l^^  +  l'^^  +  a^^"« 

und  wenn  man  hierin  für  dx^  dy,  dp  die  ihnen  proportionalen  Grössen  einsetzt, 
so  erscheint- die  obige  partielle  Differentialgleichung,  welcher  mithin  f  genfigt. 
Man  kann  die  eben  aufgestellte  Proportion  noch  durch  dy  und  die  ihm  proportionale 
Grösse  ergänzen.    Die  Differentiation  von  if  a.  0  ergibt  nämlich 

_dx+-^dy+    ^^    rfP+.-^^?-0 
und  da  i2x  :  (^p  =>  -7>—  :  —  -k-  liefert;  -^  dx  +  -^  dp  ==«  0,  so  bleibt 

d^    ,       .     ^^^  A 
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woraus  ^        ^         dV  dV 

dy  :  dg  =^  -^-  : ^ 

dq  cy 

;  folgt,  80  dass  jetzt  vollständig: 

\  ^        ^       ^        ^  ^^     ^^  ^^^  ^^ 

r  dx  :  dy  :  dp  :  da  ^^  -tk—  :  -5—  :  —   ^^  -    : ;^— 

I  '^        '         rp       öq  ox  cy 

wird,  welche  Proportion  in  Bezug  auf  x  und  p,  sowie  in  Bezug  auf  y  und  q  S}s- 
i  metrisch  ist. 

Man  kann  die  Betrachtungen,  denen  f{x,  yi  p)  =^  a  zu  Grunde  lag,  Azlm 
erweitern,  dass  die  Function  f  auch  q  enthält  und  F(x^  y,  p,  q)  =b  a  ^n  die  Stelle 
von  f(x,  y,  p)  t^  a  tritt.  Dies  heisst  so  viel,  als  man  sucht  F{x,  y,  p,  9)  »  «. 
80,  dass  hieraus  die  Verbindung  mit  9^(x,  y,  p,  q)  ^=*  0  für  p  und  q  Ausdrackr 
in  X,  y^  a  folgen,  welche  pdx-\-qdy  zu  einem  vollständigen  Integrale  Bseben. 
Es  ergibt  sich  leicht,  dass  die  Function  F  der  Gleichung 

dVcFd^dF_dWdt\_  c^cF  ^  ^ 
C'p  dx  ^  dq  dy        ex  dp         cy  dq 
genügen,  also  F  =>  a  ein  Integral  von 

,       ,       ,       ^  b^     bV  d^  C'P 

dx  :  dy  i  dp  :  dq  =^    ,c-    •   ^      •  —  -^—  s  — • -— 

dp        dy  dx  cy 

sein  muss. 

Differentiirt  man  nämlich  9^(0:,  y,  Pi  7)  "^  0  und  F{x^  y,  p,  q)  =>  a,  in<i(o 
man  p  und  q  als  unbekannte  Functionen  von  .r  und  q  ansieht,  welche  der  Be- 
dingung 

dp       dq 

öj        ex 

genügen  müssen,   partiell  nach   x  und  ;/  und   eliminirt  aus  dieser  und  den  «o  r. 
gewinnenden  Gleichungen 

^W.^  ^^P+  ^^'^^^  0         ^^^   t^^d_PidF  cq  _^^ 
dx        dp   dx        dq   dx  dx        dp  dx       cq   ex 

d^,    b'Pdp.dydq^^       bF      cF  dp   ,    a>'  ^V  _  ^ 
dy         dp   dy        bq  dy  cy       dp    dy        dq    dy  ™ 

"      ,    T^ ,    r     ,    — - ,  so  ergibt  sich  die  Gleichung 
dx^   cy^   ex'   cy 

/dW  bF       dW  bF  _  bW  dF  _  d^  an  /ajP  bF  _bVdl\^^ 
V  dp   dx        cq  by         dx  dp         dy  dq'^  dp    dq        dq    dp) 

deren  erster  Factor  links,  der  Null  gleichgesetzt,  die  obige  partielle  DiiüerentUI- 

gleichung  liefert.    Man  erhält  daher  den  Satz: 

Bildet  man  behufs   der   Integration    der    partiellen  Differeotial* 

gleichung    3^(0?,  y,  ;>,  </)  =  0  das   System   gewöhnlicher  Differeatiat- 

dW    e''¥         dV  dP 

sfleichungen  dx  :  dy  i  dp  :  dq  «»  -rc—  :    ,,—  :  —        -  :  —    -—und  findet  anfi«r 
**  ®  ''      '^      '        dp       dq  ex  dy 

^  OB  0  noch   ein  Integral  F(Xf  y,  p,  q)  ^  a  desselben,  so  erhält  nia 

mit  Hülfe  von  V  ^0  und  F '^  a  solche  Functionen  p  und  q  vonj-  an*!  *. 

i  ^  fipdx  4-  qdy) 
als  eine  vollständige  Lösung  der  Gleichung  ^^Q  durch  blosse  ^da- 
dratur  gefunden  wird.  * 

§.  10.   Für  die  Bewegungsgleichungen  eines  Problems ,  für  welches  die  Kr»iV 
fnnction   die  Zeit  nicht  explicit   enthält,   kann   man,  wenn  blos  zwei   TartaM« 

7,,  7,  vorkommen,  schreiben: 

dH     cH  cH  dU 

dpi     dpt  cqx  rv, 
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und  für  sie  besteht  die  partielle  Differentialgleichang 

a  +  Ä^=0,         H  ^  T  ^  ü 

dW  dW  * 

wenn  darin  pi  ==  -^  ,  p^  =»  ■  ^ —  gesetet  wird.   Von   dieser  GMeichang  wird    nun 

eine  vollständige  Lösung  W  gefordert  mit  zwei  Constanten  a  und  a  und  dann  sind 

dW      ^       dw 

0(1  Ott 

Integrale  der  Bewegnngsgleichongen.  Hat  man  daher  als  zweites  Integral  des 
Systems  derselben  ausser  a  '\-  B  ^=  0  noch  die  Gleichung  Fiq^,  ^,,  p,,  p^^)  s=  0 
gefunden,  so  ist 

W  ^f{p^dq^  +  Ptdqil, 

indem  an  die  Stelle  der  Grössen  x,  y,  pj  q,  ^^  z  hier  y,,  y,,  p,,  p^,  a  +  ^»  ^ 
tretcfn.    Es  sind  dabei  also 

Auch  kann  man  der  obigen  Proportion,  welche  die  Bewegungsgleichungen  aus- 
drückt, links  dt  und  rechts  1  zufügen.  Man  hat  daher  den  folgenden,  zuerst  von 
Jacobi  1836  aufgestellten  Satz: 

Wenn  ein  Problem  der  Mechanik  blos  von  zwei  Variabelen  ^i,  q^ 
abhängt,  wenn  für  dasselbe  eine  Kräftefunction  U  existirt,  welche 
die  Zeit  nicht  explicit  enthält  und  man  von  dem  System  der  Bewe- 
gangsgleichungen,  nämlich 

A  :  rfy,  :  rf^.  :  dp,  :  rfp.  -  1  :  U  :  g  :  -  U  :  -  1^,        H~T-V 

noch  ein  Integral  F{q^y  y,,  p|,  p,)  =»  a  kennt,  wo  p.  s=  ^5—?,  p.  =- 0— > »  »o 

oqt  oqt 

bestimmen  die  Gleichungen  a  -{•  H  =^  Q  und  F{qf^  q^,  p,,  p,)  =«  0  die 
Grössen  pi,  p^  als  Functionen  von  qi,  q^^  a  und  a  so,  dass  die  beiden 
übrigen  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  sind: 


X  —  i. 


ßi  '^"^ + f:  ^"^  -  *.  /(!'  '^^ + a%  "^0 


t  —  /, 


welche  mit  a4~^'^=0,  /^=b  a  zusammen  die  vollständige  Integration 
des  Gleichungssystems  darstellen.  (Vergl.  Jacobi,  Vorlesungen  über 
Dynamik,  S.  175.) 

§.   11.    Für   die    freie    Bewegung   eines   Punktes   in   der   Ebene   sind 

^==  rp,   rf^'^gr  ^*®    Bewegungsgleichungen    und   ist    T  =   ^  (a;*  +  y^)» 

Kennt  man  also  ausser  a  +  i  (^  *"f"  y  *)  —  ^="  0  noch  ein  Integral  F{x^  y,  x,  y)  «*  a, 
SU  sind 

ßfä'^  +  %'"d-^,    M'^  +  %'^)-^~' 

die  Integralgleichungen  des  Problems,  erstere  die  Gleichung  der  Bahn,  während 
durch  letztere  die  Zeit  eingeführt  wird. 

Ein  anderes  hierher  gehöriges  Problem  ist  die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einer  krummen  Fläche.  Vgl.  Jacobi,  Dynamik,  S.  176;  Padova,  Appli- 
cazione  del  metodo  dl  Hamilton  al  moto  di  un  punto  sopra  una  snpcrficie  (Bat- 
taglini,  Giornale  di  matematiche,  T.  VHI,  p.  90.     [1870]). 
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XVni.  Capitel. 

Probleme  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme. 

§.  1.  ßewegnng  eines  biegsamen  und  dehnbaren  homogeoet 
Fadens  (Problem  der  schwingenden  Saiten).  Ein  biegsamer  und  dehnbarer  Fadtr: 
sei  zwischen  zwei  festen  Punkten  A,  B  gespannt.  Zur  Zeit  I  b=  o  sei  er  am  eiii 
Weniges  ans  der  Gleichgewichtslage  entfernt,  und  ihm  ein  bestimmter  Oeachwin 
digkeitszustand  ertheilt  und  mögen  dann  auf  ihn  continuirliche  Kräfte  wirken. 
Es  sollen  die  Gleichungen  seiner  Bewegung  aufgestellt  und  nähemngsweäse  in 
tegrirt  werden. 

1.  Wir  nehmen  die  Gerade  AB  zur  a;-Axe,  zwei  andere  an  ihr  und  unter 
einander  senkrechte  Axen  des  Punktes  A  zur  y-  und  z-Axe.  Die  anHlni^Hclc 
Spannung  des  Fadens,  ohne  dass  die  Kräfte  P  wirken»  sei  in  allen  Punkten  g'leich  r. 
Die  Gerade  AB  ist  nicht  die  Gleichgewichtslage,  um  welche  der  Faden  scbwinfreo 
wird,  sie  ist  die  Gestalt  des  Fadens,  welche  er  annehmen  würde,  wenn  blos  ditr 
Spannung  x  wirkte.  Ein  Punkt  iV  dieser  Linie  wird  zur  Zeit  1^0  die  Lage  !d , 
zur  Zeit  f  die  Lage  M  haben.  Ist  AN  ^^  x^  so  seien  x  -{-  u,  y^  z  die  Coordinatea 
von  M^  entsprechend  der  Zeit  /,  so  dass  u,  y,  z  die  Verschiebungen  des  Pankte« 
N  darstellen.  An  dem  Punkte  M,  in  welchem  man  sich  das  Bogenelement  M}( 
verschwindend  zu  denken  hat,  wirkt  nun  die  gegebene  Kraft,  welche  wir  wie 
auf  die  Masse  s  der  Längeneinheit  beziehen,  so  dass  Xcd«,  Vic*^  Z9c*  ihre 
an  M  in  Betracht  kommenden  Componenten  sind;  femer  die  Spannungea  T, 
T  •\-  dT  längs  den  beiden  an  M  anstossenden  Elementen,  deren  Componenten 
T^  +  dT^y  Ty  +  dTy,  r,  +  dT^  im  Sinne  des  wachsenden  Bogens  and  —  7,, 

—  T  y  —  7",  im  entgegengesetzten  Sinne  sind. 

Diese  Componenten  beziehen  sich  auf  die  Zeit  I  und  cT^^^  ^^y>  ^^z»  ^  ^^^ 
Aenderungen,  welche  man  zu  derselben  Zeit  beim  Uebergange  vom  Punkte  .V  zum 
Punkte  N*  erhält,  wobei  sich  x  allein  ändert;  es  sind  partielle  Aendemag'c'a 
nach  X,  Diese  Spannungscomponenten  liefern  nun  mit  denen  der  aussem  Kr&f: 
zusammen  dT^  -j'  Xids,  cT  -}-  ^^ds^  dT^  -f-  Zsds,  welche  mit  den  Beactio«*- 
kräften  am  Punkte  M  Gleichgewicht  halten.  Die  Bcschleunigungsoomponcsti-s 
des  Punktes  M(x  •}-  ti^  y,  z)  zur  Zeit  /  sind  nun  die  zweiten  Derivirten  s«in»r 


Coordinaten  nach  der  Zeit.     Daher  ergeben  sich  als  Reactionskräfte  —  ids    .  ^, , 

—  tds  ^^,  —  Bdsrr-^,  indem  x  von  der  Zeit  unabhängig  ist.    Da  »,  yt  <  Func- 
tionen von  x  und  /  sind,  so  sind  diese  Derivirten. partielle;  daher  das  Zeichen 
und  nicht  d  geschrieben  werden   muss.     Das  Gleichgewicht  der  Krtfte  voa    .V 
liefert  uns  daher  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

dT,+{x - ^) .a, - 0,  dT^  +  {r- 0) *a. - o,  ar.  +  (z  _g),a.  - . . 

Um  nun  T^,  7'  ,  T^  zu  erhalten,  ist  T  mit  seinen  Richtungscosinussen  zu   nu!- 
tipliciren.   Diese  sind  die  Richtungscosinusse  der  Fadentangente  zur  Zeit  I,  a&ailtch 

-  J"^      ,   ^ ,   ö~  f  wo  dies  Zeichen  d  einer  Aenderung  des  ar,  d.  h.  einem  l'eb»  r 

08  CS       C8 

gange  vom  Punkte  M  zu  M'  zu  derselben  Zeit  /  entspricht.     Demnach  iit 
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Wir  wollen  nun  unser  bewegliches  System,  den  Faden,  so  beschaffen  annehmen, 
(laBB  das  Bogenelement  MM'  <»  ds^  welches  nrspriinglich  die  Lange  NN'  =■  dx 
hatte,  nach  wie  vor  dieselbe  Masse  besitzt.    Dann  ist,  wenn  M  die  Gesammtmasse 

des  Fadens  und  /  seine  ursprüngliche  Länge  AB  bezeichnet,  c^^aa-—  ^x.  Führen 

wir  diesen  Ausdruck  in  die  Bewegungsgleichungen  ein,  und  schreiben  statt  der 
Differentiation  derivirte  Functionen,  so  nehmen  dieselben  die  Gestalt  an: 

ox      09  i   \        d^^ 


^-      +?(^-S)  =  o- 


dx 

d_  T^  „ 

dx      d»  ^    l   ^"       ^(•> 

2.  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  wirken  keine  äusseren  Kräfte,  d.  h.  es  seien 
X,  Vj  Z  gleich  Null  und  sei  der  Zusammenhang  der  Fadentheile  der  Art,  dass 
die  Verlängerung,  welche  ein  Theil  desselben  durch  eine  spannende  Kraft  erleidet, 
der  ursprünglichen  Länge  und  der  spannenden  Kraft  proportional  sei.  Nun  besass 
€8  ursprünglich  die  Länge  dx  und  ist  mithin  d*  —  dx  seine  Verlängerung;  die 
ursprüngliche  Spannung  war  x  und  ist  mithin  die  Straft,  welche  die  Verl|lngernng 
hervorgebracht  hat  T  —  x.  Daher  besteht  die  Gleichung  ds  —dx=»E{T —  x)  dxj 
sowie  E  einen  constanten,  von  der  materiellen  Beschaffenheit  des  Fadens  ab- 
hängigen Coef&cienten  bedeutet.  Im  vorliegenden  Falle ,  wo  keine  äusseren  Kräfte 
wirken»  ist  die  Gleichgewichtslage  des  Fadens  die  Gerade  AB  und  wird  derselbe, 
wenn  er  zur  Zeit  i  =^  0  nur  eine  kleine  Ausbiegung  erfährt,  fortwährend  nur 
kleine  Abweichungen  von  AB  zeigen.  In  Folge  dessen  wird  zu  allen  Zeiten  die 
Tangente  der  Fadencurve  mit  AB  einen  sehr  kleinen  Winkel  bilden,  sein  Cosinus 

fix   t  l£^ 
-  —- — -  also  sehr  nahe  die  Einheit  und  ds  =^  dx  •\-  du  sein.    Daher  ergibt  die 

CS 

oben  entwickelte  Formel 

Demzufolge  wird  die  erste  der  drei  Bewegungsgleichungen: 

Drücken  wir  jetzt  die  beiden  anderen  Richtnngscosinusse  der  Fadentangente  und 
die  Componenten  der  Spannung  mit  Rücksicht  auf  die  angeführten  speciellen  Ver- 
hältnisse aus.     Man  erhält  zunächst: 

Es  ist  aber  ~  die  Tangeute  der  Neigung  der  Projection  des  Fadenelementes  auf 

Cx 

die  or^-Ebene  gegen  die  a;-Aze,  also  sehr  klein.  Ebenso  ist  u  gegen  x  und  mithin 
c^*^  gegen  dx  sehr  klein.  Mit  Beseitigung  der  kleinen  Grössen  höherer  Ordnung 
erhält  man  demnach 

ds  dx 

und  folglich  für  die  zweite  Bewegungsgleichung: 

^  dx^        l    dt* 
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nnd  ganz  in  derselben  Weise  die  dritte 

El  tl 

Setzt  man  noch   -     si  a'  und  —  =»  a\  so  nehmen  jetzt  die  Bewegiingsgleiebi^:  • 

gen  die  einfache  Form  an: 

Sie  sind  slmultaue  partielle  DifTerentialgleichangen  zweiter  Ordnung  nnd  ütnet 
dazu,  u,  i/y  z  und  mithin  die  Lage  jedes  Systempunktes  (x,  0,  0)  als  Fnnctionm 
seines  Abstandes  ^iV  in  der  Gleichgewichtslage  von  dem  einen  Endpunkte  d«< 
Fadens  und  der  Zeit  zu  finden.  Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Bewegnog  d'-r 
Projection  des  Systems  auf  die  x-Axe  (die  sogenannten  Longitadinalschwingnnirtsa 
der  Saite),  die  zweite  und  dritte  die  Bewegung  der  Projection  auf  die  xjf-  q^I 
die  xz- Ebene  (die  Transversalschwingungen).  Da  jede  der  Gleichungen  blos  ci&t 
der  gesuchten  Functionen  u^  y,  z  und  die  unabhängigen  Variabein  x  nnd  /  ent- 
hält, 80  können  sie  gesondert  integrirt  werden.  Zu  den  Differentialgleichunsck 
treten  nun  noch  die  Bedingungen  der  Anfangslage  und  des  anfänglichen  OesclniK* 
digkeitszustandes  hinzu,  sowie  die  für  alle  Zeiten  zu  erfüllende  Bedlngnn«:  de- 
Systems,* dass  die  beiden  Endpunkte  fest  seien.  Bezüglich  der  Anfangslage  o  :- 
sen  sich  also  u,  y  und  z  für  /  ==>  0  auf  bestimmte  Functionen  /ö  (x},  f{x^  hl! 
/i  (x)  von  X  reduciren,  sodass  y  =*  f(x)j  z  ^=  fx  (x)  die  Gleichungen  der  For» 
sind,  in  welche  man  die  Saite  zur  Zeit  /=>0  durch  Herausbringen  aus  derGlekl- 

gewlchtslage  gebracht  hat.    Ebenso  müssen  die  Componenten  der  Gesehwindigkc;: 

Ä  p  p. 

sich  für  1  =  0  auf  gegebene  Functionen  ^—  ■-  Z'«  (x),     -  -  «=»  /^  (x),    ,-  -  —  /'h- 

<7x.  '     cx  (ix 

reduciren.     Demnach  ist  das  Problem  in  folgenden  Bedingungen  vollständig  est 

halten: 

^-«'S        y=/"W      ««d     |=^(x)    für   1-0,        y^Offr^^r 

S^-^'S         x  =  /-,(x)  |-F,(x)  z-Onndailel 

3.   Wir  beschäftigen  uns  vorläufig  nur  mit  der  Behandlung  des  Gleichonr* 
Systems 

0  =  «*0.     y  -  /•(«)    »^d   t  -  '"W    fiir   I  -  0, 

y  =■  0     für  für  jedes  I. 

X   ^    ( 

Für  sich  drücken  diese  Gleichungen  die  Bewegung  der  Saite  ans,  wenn  dies«'-'' 
blos  Transversalschwingungen  in  der  x^- Ebene  macht.  Der  erste,  welcher  «i»* 
vorliegende  Aufgabe  löste,  war  D'Alembert  {Mimoires  de  VAeaäimie  de  Beri*^ . 
Wir  wollen  zunächst  seine  Methode  der  Integration  der  partiellen  Differeatli 
gleichung  erläutern,  die  beiden  willkürlichen  Functionen,  welche  das  allgev«rifM 
Integral  enthält,  bestimmen  und  später  erst  die  neuere  Methode  mit  Hülfe  v^9 
Particnlarlösungen  und  der  Fourier'schen  Reihen  ausetnandersetsro.  D*AIem 
bert  schreibt  die  obige  Differentialgleichung  in  der  Form 

d      cy        ^  (  %  ^y\ 

dt  '  dt'^  dx  V  dxf 
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ond  bemerkt,  dass  sie  ansdrückt,   dass  die  Grosse   ^  dx  -^  a^^  dt   ein  voll- 

Ot  ox, 

sUndiges  Differential  einer  Function  ti  von  x  und  t  ist,  sodass 

*.  - 1  «te  + «» J^  *. 

dt  ex 

Hierzu  tritt  die  allgemein  gültige  Gleichung: 

Aus  beiden  Gleichungen  ergibt  sich  sehr  leicht,  wenn  man  die  zweite  mit  a  mul- 
tiplicirt  und  mit  der  ersteren  durch  Addition  und  Subtraction  verbindet: 

rf(»  +  ay)  -  ^  +  «  ^)  d(x  +  aO 

Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  vollständige  Differentialien  sind,  so  müs- 

860  es  auch  die  rechten  Seiten  sein.    Demnach  ist  ^  4-  a  ^  eine  Function  von 

Öt  ox 

x-\-  at  und  ^  —  ^  p^  ®^**®  Function  von  x  —  at.  In  Folge  dessen  sind  u-^-  ay 
tind  u  —  ay  Functionen  resp.  von  x  -{•  at  und  x  —  al,  d.  h.  man  kann  setsen 

u  -{•  ay  «=»  ff  [x  -{-  at)  j        «  —  ay  «=  —  -^  (x  —  at) 
mitbin  wird 

2öy  «=■  9  (a?  -f-  fl<)  +  ^  (^  —  at), 

welche  Gleichung  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  der  schwingen- 
den Saiten  mit  den  zwei  willkürlichen  Functionen  qp  und  tff  darstellt.  Um  die 
Form  derselben  eu  finden,  wie  sie  dem  mechanischen  Probleme  entspricht,  haben 
wir  gemäss  den  Bedingungen  des  Anfangsinstandes 

2af{x)  —  9(aj)  +  ^  (a?) 

2F[x)  ==  tp'ix)  —  ilf'[x), 

mithin,  nachdem  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  zwischen  0  und  x  integrirt 
hat,  wodurch 

X  1 

2  I F(x)  dx  ^  fp(x)  ^  ip  (x) 

9)  (x)  =  af  {x)  +JF{x)dx,         ip  (x)  =  af(x)  -  j  F  (x)  dx 

0  0 

und  mithin,  indem  man  an  die  Stelle  des  Argumentes  x  die  Argumente  x  -{•  at, 
X  —  at  setzt: 


2ay  =  a  {/(x  +  «0  +  f{x  —  at)]  +  j  F (x)  dx  —  j  F (x)  dx , 


y  «^[/-(x  +  flO  +nx-  at)]  +^  fF{x)dx. 


hh'^ 


x^at 

Da  die  Zeit  t  von  0  bis  oo  und  x  von  0  bis  /  läuft,  so  erhält  x  -i-  at  alle  Werthe 
von  0  bis  OD,  X  —  at  aber  alle  Werthe  von  —  od  bis  /.    Damit  also  y  und  mithin 
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auch  ^  für  alle  Werthe  von  t  gefunden  werden  könne,  müssen  die   Pnoetioaeo 

tp  (4)  und  ip  (I)  für  alle  Werthe  des  Argumentes  £,  die  erste  von  0  bis  od,  di« 
zweite  von  —  oo  bis  l  bekannt  sein.  Durch  den  Anfangszustand  sind  mbtr  di« 
Functionen  f  und  F  und  in  Folge  dessen  auch  die  aus  ihnen  gebildeten  Func- 
tionen (p  und  ^  nur  für  alle  Argumente  zwischen  0  und  /  bestimmt.  Die  Axa- 
dehnung  dieser  Kenntniss  der  Werthe  derselben  ergibt  sich  nun  mit  Hülfe  d«r 
Bedingung  für  die  Grenzpunkte  der  Saite.  Vermöge  derselben  bt  y  sb  0  für 
X  s=sz  0  und  j;  SB  /,   d.  h.   es  bestehen   die  Gleichungen: 

9  (/  +  flO  +  ^  (/  —  flO  =-  0, 
oder,   wenn  man  ai  ^^  q  setzt: 

9>  (/  +  9)  +  ^  (^  -  9)  =  0. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  den  periodischen  Charakter  der  Functionea 
q>  und  ip  und  damit  den  der  ganzen  Bewegung.  Die  erste  Gleichung  zeigt,  d^^ 
wenn  tp  (q)  für  irgend  ein  positives  q  bekannt  ist,  man  sofort  ^  ( —  9)  für  da& 
absolut  ebenso  grosse  negative  q  erhält  und  dass  wenn  ip  ( —  q)  für  ein  negative» 

■ 

Q,  also  für  ein  positives  Argument  bekannt  ist,  9  für  das  entsprechende  negative 
Argument  erhalten  wird,  sowie  dass  die  eine  dieser  Functionen  periodisch  ist, 
wenn  es  die  andere  ist.  Die  zweite  Gleichung  sagt  aber  aas,  dass  eine  derselben 
periodisch  sein  muss.  Denn  setzt  man  in  ihr  /  —  p  &=  —  a^  also  9  =»  f  -f~  '»  *'^ 
kommt 

und  da  die  erste  Gleichung  hierzu 

—  -V^  (—  <t)  =»  9  (<f) 
liefert,  so  wird 

9(tf  +  20  —  9(tf). 

Die  Periode  von  tp  ist  also  2  L  Dasselbe  gilt  von  ^.  Hiemach  ist  klar,  wie  dif 
Reihe  der  Werthe  der  Functionen  q>  und  1^,  welche  durch  den  AnfangszusUü«1 
nur  zwischen  den  Grenzen  0  und  /  des  Argumentes  gegeben  ist,  über  diese  Gren- 
zen ausgedehnt  wird  und  wie  durch  die  Bedingungen  an  den  festen  Endpnnkt<r3 
diese  Functionen  als  periodische  definirt  werden.  Setzt  man  für  <r  die  Grösse  et, 
so  erhellt,  dass  wenn  al  um  2/  zunimmt,  die  Functionen  q>  und  ^  und  also  auch 

die  Ordinate  y  und  die  Geschwindigkeit  ^  dieselben  Werthe  annehmen.    Ks  keb- 

2/ 

ren  daher  nach   der  Zeit   T  =  —  alle  Zustände  der  Saite  in  derselben  Ordosor 

a 

wieder,  wie  früh'er  und  macht  die  Saite  fortwährend  gleiche  Oscillationen  von  d<-' 

Dauer  T.    Für  die  Anzahl  n  der  Oscillationen  in  der  Zeiteinheit  hat  man  nT ^  l. 

also  n=— ,    oder  da  o*  *=  ^  ist:    nt=  {j/  —  ,    Diese  Schwingungszahl,  wekhr 

unabhängig  von  der  Anfangsgestalt  der  Saite  ist,  bestimmt  die  Höhe  des  Tone«. 
den  sie  erzeugt.  Sie  ist  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Spannung  t. 
Da  M  selbst  proportional  l  ist,  so  wird  n  umgekehrt  proportional  dieser  Läar** 
der  Saite. 

4.   Ist  z.  B.  ^  ="  F(x)  f ür  /  =-  0  gleich  Null,  so  erhält  man 

ex 

tp  (x)  =  af{x) ,         ^  (a?)  =  af{x) , 
also  i  ^ 

y-  i{r{^  +  at)  +/-{«_a<)}. 
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5.    Wir  wollen  jetzt  die  früher  erwähnte  zweite  Behandlungsweise  unseres 

Problems  durchfuhren.    Die  partielle  Differentialgleichung  ^  «=  «•  ^^  ist  linear, 

d.  h.  es  kommen  in  ihr  die  Differentialquotienten  weder  auf  Potenzen  noch  durch 
Mnitiplication  mit  einander  verbunden  vor.  Einer  solchen  Differentialgleichung 
kann  man  immer  durch  eine  Ezponentialfunction  als  Particularlösung  genügen. 
Man  sieht  nämlich  vermöge  der  Eigenschaft  der  Ezponentialfunotion,  sich  in  ihren 

Differentialquotienten  wieder  zu  erzeugen,  ein,  dass  y  '^  e  der  Gleichung 

genügt,  sobald  über  die  Constanten  a,  |3  so  disponirt  wird,  dass  sie  durch  die 
algebraische  Gleichung  ß*  «s  a*a*  von   einander  abhängig  sind,  wie  sich  ergibt» 

wenn  man  y  <=»  e  in   die  Differentialgleichung  einsetzt.     Von  den  Grössen 

a,  ß  kann  über  die  eine  noch  weiter  verfügt  werden.     Setzen  wir  ß  =»-^aa  ein, 

{x  *^  a  t)  et 

so   wird   die   Particularlösung  y  =^  e    —  und    spaltet   sich   in   zwei   solche, 

[x  -^  at)  a  («r  ~  a  /)  fit 

nämlich  y  ma  e  und  y  ^  e  Jede   von  diesen  Lösungen  genügt 

auch  noch,  wenn  man  sie  mit  einer  willkürlichen  Constanten  multiplicirt,  d«  h.  es 

sind  y  8SS  C|0  und  y  «^  C^e  gleichfalls  ParticularlÖsungen.     Nun 

ist  aber  weiter  einleuchtend,  dass  allgemein,  wenn  X|  und  X^  zwei  Losungen 
sind,  auch  die  Summe  X|  -j'  ^t  ^1^^  Lösung  ist.  Dies  ist  eine  Folge  der  linearen 
Beschaffenheit  der  Differentialgleichung  und  des  Mangels  eines  Absolutgliedes, 
wie  man  sofort  einsieht,  wenn  man  die  genannte  Summe  einsetzt  Es  verschwin- 
den dann  für  sich  die  Resultate,  welche  aus  der  Einsetzung  von  X|  und  X|  ein« 
zeln  folgen  wurden.    Daher  ist  auch 

/x+aO«    ,     ^     (X— a/)« 

eine  Lösung.  Die  speciellen  weiteren  Bedingungen  unseres  mechanischen  Problems 
fordern  nun  aber,  dass  für  or  :»  0  und  x  b^  l  die  Function  y  bei  jedem  Werthe 
von  t  verschwinde.  Dies  ist  in  der  vorliegenden  Form  für  reelle  a  nicht  möglich, 
wohl  aber,  wenn  a  imaginär,  d.  h.  ß  =»  ^  aai  genommen  wird,  pann  gehen 
nämlich  die  Exponentialgrössen  in  goniometrische  Functionen  über.    An  die  Stelle 

der  Lösungen  e    —  treten  alsdann  cos  a  (a?  i  at)  +  %  tin  a  (a?  i  «/),  welche 

man  aber  selbst  wieder  in  ihre  reellen  und  imaginären  Theile  spalten  kann,  so- 
dass cos  a{x  ±  at)  und  sin  a  (x  -^^  "0  selbst  ParticularlÖsungen  sind.  Die  letz- 
teren kann  man  aber  auch  nach  der  obigen  Bemerkung  durch  Addition  und  Sub- 
traction  combiniren.  Daher  ist  sin  a  {x  -{^  at)  -{•  sin  a  {x  —  at)  oder  sin  ttx  cos  aat 
eine  Lösung;  ebenso  cos  a  {x  —  at)  —  cos  cc  (x  -{-  at)  oder  sin  ccx  sin  aat.  Mul- 
tipliciren  wir  die  beiden   letztgenannten  Lösungen   mit  Constanten   und  addiren 

sie,  so  wird 

y  zs*  sin  ax  {A  cos  aat  -^  B  sin  aat) 

eine  Lösung.  Sie  besitzt  bereits  die  Eigenschaft,  dass  y  für  x  ^s*  0  bei  jedem 
Werthe  von  t  verschwindet.  Wir  können  aber  die  Grösse  a  noch  so  wählen,  dass 
7/   auch,  für  x  =  l  Null  wird.      Dies   liefert   die  Bedingung   sin  al  =>  0,    woraus 

«  =■  0,    — ,    — ,  .  .  .,     -—    folgt,   sodass 

.    n«      /.         nna       .  .  .nita  \ 

y  8S3  8in  ——  X I  i9  cos  — —  t  -\'  B  sin  — —  tj 

wird.  Endlieh  können  wir  hierin  zu  jedem  Werthe  von  n  immer  andere  Werthe 
der  Constanten  A  und  B  wählen  und  alle  so  erhaltenen  ParticularlÖsungen  sum- 
miren,  sodass  wir  unter  der  Form 
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y  =  Snn  —  x[A^  cos  —j-  t  +  B^gin  —j-  t) , 


ns=  1»2,  ...  OD 


eine  Lösung  erhalten,  welche  der  DifTerentialgleichung  nicht  allein,  sondern  aocb 
den  Bedingungen  ^  =  0  für  j?  <»  0  und  x  =^  l  genügt.  Durch  Differentiati*»'i 
erhält  man  für  die  Geschwindigkeit: 

dy        an  „    ,    nn     /  ^      ,    nan       ,        „  nan  \  ^     ^ 

^  ==  —  £  nn  —X  l —  nA^  stn  — r—  i  +  «^«  <?««  — r—  < I ,         n  s=  1,  2,  .  . .  x. 

Hierin   sind  nun  die  Coefficienten  A  und  B  noch  so  zu  bestimmen,   dass  sich  ^ 

und  rx—   für   /  =  0  auf  gegebene  Functionen  f  {x)  und   F  (x)  von  x  redaciren. 

^x 

Dies  führt  zu  den  Bedingungen: 

f{x)  =  £  A^  sin  —  X 

C 

F  (a?)  =■  —  Z  nB^  sin  —  x. 

Um  hierin  A^  und  ^^  für  alle  Werthe  von  n  sa  l,  2,  .  .  .  oo   zu  bestimmen,  est- 

wickelt  man  die  Functionen  f  {x)  und  F  (x)  auf  den  linken  Seiten  nach  Sinussen 

iix 
der  Vielfachen  von  —j-  und  vergleicht  beiderseits  die  Coefficienten.     Unier  den 

Namen  der  Fouri  er 'sehen  Reihe    kennt   die  Analjsis   aber   nan   folgende   Ent- 
wickelung  einer  beliebigen  Function  tp  {x) : 

(p  {x)  =  Ci  sin  —  a?  +  ^2  "^  ~T~  ^  "I"  ^a  **'»  ~r  *  +  •••••        0^*^' 


-tA 


(^n'^  -r  I  9{<f)  ^n^C  dö. 


0 

Die  Entwickelung  von  f{x]  und  ^'(x)  in  eine  solche  Reibe  liefert  daher  sofort: 


^.-l/m-T«'""'         """nlij' 


-  I  F  (a)  sin—  c  '  de . 


0  0 

Demnach  wird  y  dargestellt  durch  die  periodische  Reihe: 

.     .    nx        nai    ,      .     ,    2nx        2nat    ,      ^     .    3  irx        Snat    , 

y  s  ^1  nn  — ;-  CO*  — j 1-  Af  sin  — ; —  cos  - 1-  A^  stn  — ; —  cos  — r  '  *    * 

II  l  l  i      I         >       1 

,     „     .    nx    .    nat    ,     „     .    2äj?        2  ira/    ,     _     .    Znx        Snat    , 
+  Bi  stn  — -  sin  — f-  B^  stn  — - —  cos  — - —  +  ^i  *"•  ~j —  ^*  —  > r  '  * ' 

und  A^,  B^  haben  die  oben  angeführte  Bedeutung. 

Aus  dieser  Form  der  Losung  erhellt  die  Periodicität  der  Bewegung  besäer. 
als  aus  der  früheren  D'Alembert' sehen.  Insbesondere  erkennt  man  leichter  die 
Oscillationsdaner.     Soll  nämlich  y  für  t  und  t  +  T  denselben  Werth  annehmep, 

so  muss   — - —  :=  2»,    also    7"=  —    sein.     Der  Kinflnss    des   AnfangsxastanUt  ^ 

spricht  sich  in  den  Coefficienten  aus.  Wenn  derselbe  derart  ist,  dass  Coefäcirii 
ten  von  bestimmtem  Index  ausfallen,  so  zeigt  die  Saite  ausser  den  festen  Kni 
punkten  noch  andere  ruhende  Punkte  (Schwingnngsknoten).  Fallen  s.  B.  aiU 
Coefficienten  aus,  für  welche  n  nicht  durch  die  Zahl  im  ohne  Rest  theilbar  ist,  so  i«t 

für  die  Anfanirsglieder  der  Reihe  ns^m  und  wird  T='  2ar,  also  T» 
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IM»  l        2  1  21 

nnd  alle  Punkte ,  für  welche  -7-  4?  =  1,  2,  ...  m,  also  x  =  — ,    —  »  .  •  .  — 

sind  Schwingnngsknoten. 

Den  speciellen  Einflass  des  Anschlags  der  Saite  dnrch  einen  Hammer,  dorch 
das  Pizzicato,  den  Bogenstrich  n.  s.  w.  auf  den  Anfangszustand  der  Saite  nnd  die 
Bildung  der  Schwingungsknoten,  ahgeleitet  aus  der  vorstehenden  Entwickelungs- 
reihe  für  y,  s.  HelmhoUz,  die  Lehre  Ton  den  Tonempfindungen  S.  563  u.  f. 

6.  Die  Gleichung  0^  =  «  ö~t  f^  d*c  Longitudinalschwingungen  hat  die- 
selbe Form,  wie  die  für  die  Transversalsehwingungen.  Man  erhSlt  daher  aas  ihr 
analoge  Resultate.     Die  Constante  a  aber  hat  eine  etwas  andere  Bedeutung.    Es 

JEl  xl 

ist  a'  =»  '^^  und  a'  =  i^ .    Die  Oscillationsdauer  der  Longitudinalschwingungen 
M  M 

21  21 

ist   7*'  s  — ,    während  die  der  Transversalschwingungen   T  =»  —  iBt,     li^n  hat 

T  tt  /~R 

daher    :=^  =»  —  =^v  —  •     I^ie  Grosse  E.    welche   der  Elasticitätsmodnlus   des 
T  a         ¥      X 

Sjstems  heisst,  ist  eine  sehr  grosse  Zahl  und  daher  T  bedeutend  grosser,  als  7*'. 

Daher  sind  die  Longltudinaltöne  der  Saite  weit  höher,  als  ihre  Transversaltöne. 

Wir  hatten  früher  die  Formel 

ax 

Aus  ihr  erkennt  man  die  Bedeutung  von  E,  Wurde  n&mlich  T  —  t  so  gross, 
dass  die  Verlängerung  di  —  dx  von  dx  gleich  2  dx  wurde ,  so  erhielte  man 
E  =>  T  —  T.  Es  bedeutet  demnach  der  Elasticitätsmodulus  den  Zuwachs  de^ 
Spannung,  welcher  eine  Ausdehnung  der  Saitentheile  auf  die  doppelte  Länge  zu 
erzeugen  im  Stande  wäre.    Es  ist  daher  ß  sehr  viel  grösser,  als  x* 

7.  Im  Vorstehenden  ist  nur  eine  specielle  Aufgabe  über  die  schwingenden 
Saiten  behandelt  worden,  nämlich  die  Schwingungen  der  Saite  mit  zwei  festen 
Endpunkten.  Andere  Probleme,  welche  hierher  gehören,  sind  die  Bewegung  eines 
Fadens,  welcher  nur  einen  festen  Punkt  oder  gar  keinen  festen  Punkt  hat,  aber 
durch  Kräfte  ursprünglich  gespannt  ist.  Auch  haben  wir  mancherlei  Einzelheiten 
übergangen,  wie  die  Bildung  der  Wellen,  ihre  Reflexion  und  Superposition,  ihre 
Fortpflanzung  u.  s.  w.  Wir  werden  bei  anderen  Problemen,  bei  welchen  Aehnliches 
vorkommt,  derartige  Fragen  etwas  eingehender  behandeln. 

§.  2.  Bewegung  flüssiger  Systeme.  Die  Bedingungen,  welche  die 
Natur  eines  Sjstems  charakterisiren ,  können  zweierlei  Art  sein,  geometrische 
Bedingungen  zwischen  den  Abständen  der  Systeropunkte  oder  mechanische  zwischen 
den  Kräften,  welche  den  Znsammenhang  der  Punkte  mit  dem  System  darstellen. 
Das  flüssige  System  wird  auf  die  letztere  Art  definirt.  Man  versteht  unter  einem 
flüssigen  System  eine  continuirliche  Vereinigung  materieller  Punkte,  der  Art,  dass, 
wenn  an  irgend  einer  Stelle  nach  irgend  einer  Richtung  hin  die  Verbindung  mit 
dem  System  aufgehoben  wird,  die  Kraft,  welche  den  Einfluss  des  Znsammenhanges 
darstellt  (der  Druck),  von  der  Richtung  unabhängig  ist.  Denkt  man  sich  daher 
durch  einen  Punkt  des  Systems  ein  ebenes  Flächenelement  gelegt,  so  wird  hinter 
demselben  der  Einfluss  der  hinweggedachten  Masse  durch  dieselbe  Kraft  vertreten, 
nach  welcher  Richtung  man  auch  das  Element  hindrehen  mag. 

Wir  stellen  zunächst  die  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit  auf,  indem 
wir  eine  kleine  Parthie,  z.  B.  ein  kleines  rechtwinkliges  Flüssigkeitsparallelepiped, 
abtrennen  und  das  Gleichgewicht  der  Reactionskraft  mit  den  gegebenen  und  den 
Druckkräften  analytisch  darstellen.    Man  kann  verlangen,  dass  durch  diese  Glei- 
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chuDgen  die  Coordinaten  x^  y,  z  irgend  eines  Punktes ,  die  Coraponenten  seiner 
Geschwindigkeit,  der  Druck,  der  auf  ihn  ringsherum  wirkt  und  seine  specifische 
Masse  als  Functionen  der  Zeit  gefunden  werden  können,  wenn  die  Anfan^Iafe 
und  der  anfängliche  Geschwindigkeitssustand  des  Systems  bekannt  sind.  Hier- 
durch würde  unter  Anderem  auch  die  Bahn  bekannt,  welche  jedes  Theilchen  be- 
schreibt. Man  legt  der  Aufstellung  der  Bewegungsgleichnngen  gewöhnlich  aber 
eine  etwas  andere  Auffassungsweise  zu  Grunde,  auf  welche  sich  übrigens  die 
oben  angeführte  leicht  zurückführen  lässt.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
ein  Theilchen  zur  Zeit  t  durch  den  Punkt  xyz  hindurchgeht  und  ihre  Compo- 
neuten  können  als  Functionen  von  i  und  x,  y,  z  angesehen  werden,  indem  sie  so 
demselben  Orte  zu  verschiedenen  Zeiten  und  zu  derselben  Zeit  an  TersehiedeneD 
Orten  verschieden  sein  werden.  Dasselbe  findet  Statt  bei  dem  Druck  und  der 
specifischen  Masse.  Hiernach  hat  man  für  die  drei  Componenten  v,  o,  tp  der  Ge- 
schwindigkeit, die  specifische  Masse  q  und  den  Druck  p  fünf  Differentialgleichungen 
aufzustellen  zwischen  den  vier  Yariabeln  x^  y,  z,  f,  durch  deren  Integration  jene 
fünf  Grössen  als  Functionen  dieser  vier  Yariabeln  dargestellt  werden.  Von  diesen 
Gleichungen  ist  eine  gewöhnlich  eine  algebraische  Gleichung»  nämlich  die,  welche 
einen  Zusammenhang  der  specifischen  Masse  und  des  Druckes  darstellt,  d.  h. 
erstere  als  Function  des  letzteren  bestimmt.  Diese  Gleichung  ist  dann  dnrch  die 
Beschaffenheit  des  Systems  gegeben.  Man  unterscheidet  in  dieser  Hinsicht  zwei 
Arten  von  Flüssigkeiten:  incompressibele,  für  welche  q  durchaus  const^nt  bleibt, 
und  elastische,  für  welche  dies  nicht  der  Fall,  q  vielmehr  eine  gegebene  Fonc- 
tion  von  p  ist.  Die  vier  nothwendigen  Differentialgleichungen  sind  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  und  ihre  zweimalige  Integration  wurde  die 
Gleichungen  liefern,  aus  denen  man  unter  andern  auch  dnrch  Elimination  von  a, 
V,  t0,  p  und  Q  die  Grössen  x^  y,  z  als  Functionen  von  i  finden  würde,  wodorch 
die  obige  Auffassungsweise  des  Problems  mit  der  jetzigen  vermittelt  wäre. 

Zu  den  Bedingungen,  welche  den  Anfangszustand  ausdrücken,  treten  noch 
andere  hinzu,  welche  die  Begrenzung  dos  Systems  (Gef&sswäude,  freie  Ober- 
fläche  u.  s.  w.)  betreffen. 

Den  Systempaukt  {xyz)  denken  wir  uns  als  ein  verschwindend  kleines  Pa- 
rallelepipid  von  den  Kanten  dx^  dy,  dz,  welches  während  des  Zeitelementes  ^t 
sich   um    die   Strecken   dx,   dy^   dz    parallel    den    Axen    fortbewegt.      Um    d-* 

Componenten    der   an  demselben   angreifenden  Reactiouskraft   zu   finden,    haben 
wir  seineBeschleunigungscomponenten  — ,    -    ,    -~     darzustellen.      Da    h,   v,  » 

Functionen  von  Xy  y,  z,  t  sind,  so  sind  diese  Grössen 

dudxdudy.dudZy^du  ?»  /^   ,   ^  rfy    .  ^  rf:   ,  ?» 

?^  dl  ■*"^y  rfi'^ai  Tt'^dt'         di  di'^dy  di  '^dz  dt  "*"&  ' 

dw  dx  .dw' dy  .d\o  dz      pw 

dxdi'^dydt'^dzdi'^dt    * 

,        n     dx  dy  dz  .    , 

oder   da  -:i-  =  "i        "jt  *■  '^»        "37^^^  *"***> 
Ol  dt  at 

du  du    .       P»<    ,        du    .    du      dv  r»     ,        dv    .       3»    •    ^ 

dw  dw    .       dw    .       dw    .    dw 

dl  dx  ^      dy  ^      dz    ^    ti 

Sie  sind  mit  der  Masse  dm  d^s    Punktes    dm  :=  (fdxdydz   sa  noltiplieirsa   asd 
stellen  dann 
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du  dv  *         dw 

—  P  -TT  dxdydz ,  —  ^  ~T'  ^^V^ »         "^  Q  ~jr  dxdydz 

CU  tt*  tU  - 

die  Componenten  der  Reactionskraft  dar. 

Die  Kesaltauie  der  gegebenen  am  Punkte  (xyz)  angreifenden  Kräfte  werde 
auf  die  Einheit  der. Masse  bezogen  und  sind  demnach  Xdm^  Vdm,  Zdm  oder 
XgdxdydZf  Vgdxdydz^  Z^drf/y<fz .  ihre  Componenten.  Beziehen  wir  den  Druck 
p  auf  die  Flächeneinheit,  so  wirkt  auf  die  Seitenfläche  dydz,  welche  durch  den 
Punkt  {xyz)  geht,  der  Druck  pdydz  in  der  Richtung  der  xkxe.  Der  Druck  auf 
die  gegenüberliegende  Seitenfläche  dydz  des  unendlich  kleinen  Parallelepipeds 
geht  aus  diesem  hervor,  indem  x  sich  um  dx  ändert ,  welcher  Aenderung  eine  Aen- 

dernng  von  p  um  ^  dx  entspricht.     Er  ist,  da  er  mit  dem  vorigen  entgegenge- 

ex 

setzten  Sinn  hat:  —  (p  4*  ^  ^)  dydz.     Beide  Pressungen,  welche  der  a;-Axe 

ox 

parallel  sind,  haben  daher  die  Resultante 

—  ^  dxdydz  . 

f/X 

Analog  erhalten  wir  für  die  Pressungen  parallel  der  y-  und  z-Axen: 

—  ^  dxdydz         und        —  J-  dxdydz. 

Demnach  liefert  das  Gleichgewicht  der  gegebenen,  der  Druck-  und  der  Reactions- 
kräfte,  die  Gleichungen 

oder  nach  Einsetzung  der  obigen  Werthe 

du     .       du     .        du    .    du         __       l    dp 

(,)      „  1^  +  „  |ü  +  „  1^  +  f  =  y-l  p. 

dx    '       dy  dz        dt  q  dy 

dw    .       dw    .       dw    .   dw        „       i   dp 
dx    *       dy  dz    '    et  Q  dz 

• 

Zu  diesen  Gleichungen  tritt  eine  weitere  hinzu,  welche  die  Aenderung  der  speei- 
iischen  Masse  an  der  Stelle  (xyz)  während  des  Zeitelementes  entwickelt.  Man 
erhält  dieselbe,  indem  man  die  Masse  bestimmt,  welche  in  das  Volnmenelement 
dardydz  an  der  fraglichen  Stelle  während  des  Zeitelementes  dt  eintritt  und  dieselbe 
durch  das  Volumenelement  selbst  dividirt.  Diese  Masse  setzt  sich  aus  drei  Theilen 
zusammen.  Durch  die  Seitenfläche  dydz  tritt  parallel  der  d?-Axe  mit  der  Geschwindig- 
keit u  die  Masse  gdydz  •  udt  ein,  indem  während  dt  zusammenhängende  Masse 
um  die  Strecke  dx  =»  udt  fortrückt.  Gleichzeitig  aber  tritt  durch  die  gegenüber- 
liegende Seitenfläche  Masse  aus.  Man  erhält  dieselbe  aus  der  vorigen,  indem 
man  x  um  dx  zunehmen  läset,  denn  diese  austretende  Masse  ist  die,  welche  in 
das  anstossende  Volumenelement  eintritt,  welches  der  Abscisse  x -{- dx  entspricht. 

Die   austretende  Masse  ist  daher   dydz  lug  +  ~V^)  d^'     ^^^  Differenz  zwischen 

ihr  und  der  vorigen  Masse  gibt  die  in  dem  Zeitelemente  di  erfolgte  Aenderung 
der  Masse  des  Volumenelementes  in  Folge  eines  Massenein-  und  Austritts  parallel 

der  x-Axe  an,  nämlich ^-^  dxdydzdt,    Aehnliche  Ausdrücke   erhält  man  für 

Cx 

die  Massenänderungen  bezüglich  der  y-  und  z-Axe,  nämlich 
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_  ^  dxdydxdt,        -  ^  dxdydzdl 

und  die  Samme  aller  durch  dxdydz  diyidirt  gibt  die  Aendernng  der  spedfiscben 
Masse  an  der  Stelle  {xyz)  nach  /,  d.  h.  ~  dt.    Nach  Division  mit  dt  hat  man  da- 

et 
her  die  Gleichung: 

(2)        |  +  ^w  +  2^)  +  a^)_(,. 

et    *     ox     *      dy  oz 

Die  totale  Aenderung  der  specifischen  Masse,  welche  beim  Uebergang  des  Hassen* 
elementes  von  der  Stelle  {ocyz)  zur  Stelle  [pc  -{•  dx  ^  y  ^  dy  ^  z  -\-  dz)  im  Zeitele- 
mente erfolgt,  würde  sein 

^(dQ  dx    .    dg  dy    .    dg  dz       dQ\   ,. 
*  "^  Vgi  57  +  äP  rf7  +  äz   ^  +  äT/  ^' 

und  die  totale  Derivirte  von  q 

Für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  ist  ein  g  =^  const. ,  mithin 

dg        i    dg       ,    dg         .dg        ^ 
cx       '    dy  dz         '    dt 

und  wenn  man  mit  Hülfe  dieser  Rotation  die  Gleichung  (2)  nach  Ansfahraiig  «1er 
Differentiationen  reducirt,  so  wird  sie  ersetzbar  durch: 

du  _.    dw   ^^  du> 
dx   '    cy       dz 

Man  bat  daher  für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  fuls  Differentialgleiehon^eQ 
der  Bewegung  die  folgenden  fünf: 

cu    .       du    .       du     .    du         _        1  dp 
cx    '       dy  dz        dt  g  dx 

dv  .  dv  .       dv  .  du  -,        1  dp 

dx  *  dy           dz  dt  g  dy 

dw  .  dw  .       dw  .  dw  _         1  dp 

dx  '  dy           dz  *  dt  g  dz 

du_   \      ?E-  4-     ^  B=B  0 
5a?  dy  dz  '^ 

Die  Integration  derselben  gibt  k,  o,  u;,  p,  p  als  Functionen  von  xr,  y,  :,  /.  Eli- 
minirt  man  zwischen  den  Integralen  dieses  Gleichungssystems  g  und  p,  so  erh&lt  Bas 
noch  drei  Gleichungen  mit  ti,  o,  ir,  x,  y,  z,  <,  welche  mit 

—  a=B  u »        -   -  BS  ü ,        —  e=B  to  verbunden  nach  abermaliger  Integration 

die  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  geben. 

Für  die  compressibelen  flüssigen  Systeme  muss  noch  eine  Definitionsflet- 
cbung  gegeben  sein,  welche  einen  Zusammenhang  swischen  dem  Druck  and  der 
specifischen  Masse  herstellt,  z.  B.  p  «>  9  (g).  Für  solche  Systeme  gelten  die  drei 
vorstehenden  Bewegungsgleichnngen  ebenfalls,  die  vierte  und  fünfte  dagegen  sia^ 
zu  ersetzen  durch : 

et  cx  dy  d^    '^ 

P  =  9>  (9) . 
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§.  3.  Oscillatorische  Bewegung  einer  elastischen  Flüssigkeit. 
Es  sei  Q  ursprünglich  constant,  q  ss  e,  die  äusseren  Kräfte  X,  V^  Z  seien  Null, 
die  Flüssigkeit  in  Ruhe  und  es  werde  nun  zur  Zeit  <  «»  0  in  der  Flüssigkeit  eine 
kleine  Störung  vorgenommen.  Zu  irgend  einer  Zeit  i  wird  dann  q  von  c  um  eine 
kleine  veränderliche  Grösse  verschieden  sein,  nämlich  ^  ==  c  (1  -f~  '}•  ^^r  Factor 
$  heisst,  je  nachdem  er  positiv  oder  negativ  ist,  die  Condensation  oder  Dila- 
tation zur  Zeit  t.  Man  hat  dann  p  ^sa  tp  [q)  =»  tp  [c  -\-  es)  und  erhält  für  die 
erste  Bewegungsgleichung,  da  k,  v,  u>  wegen  der  Kleinheit  der  Störung  fortwäh- 
rend klein  sein  werden,  ahgekürzt: 

du     .         c         '  t     i       \     ds        - 
oder  wenn  man  op'  (<•  +  ca)  und  — i nach  Potenzen  von  s  entwickelt  und  die 

C   -\-   C8 

Glieder  mit  <  tilgt: 

du    .      ,  .  ^     ds        - 

Da  der  Druck  und  die  specifiache  Masse  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen,  so 
ist  ~  s=  <p'  (p)  für  p  =  c  positiv  und  wenn  wir  diese  Grösse  daher  mit  ö*  be- 
zeichnen, die  Rechnung  für  alle  Coordinatenaxen  durchführen  und  behufs  der 
vierten  der  Gleichungen  des  §.'2.  berücksichtigen,    dass  up  =  «c  -j~  ^^  wegen 

der  Kleinheit  von  u   und  *  sich   auf  ue  reducirt,  also  Ar—  ==  c  tt— ,  •  •  •  •  ist,  so 

CX  ex 

erhalten  wir  für  die  oscillatorisehe  Bewegung  der  elastischen  Flüssigkeit  unter 

den  angegebenen  Bedingungen  die  Gleichungen: 


du     .      ^  ds        - 

dl  +  "*  ax  =  ° 

dv     .      ^  d»        ^ 

dt  +  "'  a,  =  ^^ 

dw    .      ^  ds        . 

a*  +  "  az  =  ° 

ds     i    du     ^    dv     ^    dw 
dt   '^  dx'^  dy'^  dz 

=  0 

Die  Integration  dieses  Gleichungssystems  mit  Rücksicht  auf  den  Anfangszustand 
und  die  Bedingungen  an  den  Grenzen  des  Systems  wollen  wir  in  einigen  speciellen 
und  dann  auch  für  den  allgemeinen  Fall  ausführen. 

§.  4.  Die  elastische  Flüssigkeit  erfülle  einen  nach  beiden  Sei- 
ten unendlich  langen  Cylinder  von  beliebiger  Form,  die  Störung  des 
Gleichgewichts  sei  so  beschaffen,  dass  alle  Punkte  eines  zur  Cylin- 
deraze  senkrechten  Querschnittes  gleiche  Geschwindigkeiten  pa- 
rallel der  Axe  und  gleiche  Condensation  besitzen.  Welche  Bewegung 
erfolgt  in  dem  Systeme  und  wie  ist  die  Condensation  in  demselben 
beschaffen? 

Die  Axe  des  Cylinders  sei  die  x-Axe;  nur  in  ihrer  Richtung  erfolgt  Be- 
wegung, nicht  in  den  Richtungen  der  y-  und  z-Axen.  Die  ganse  Bewegung  hängt 
blos  von  zwei  Variabein   x,  <  ab;  y  und  z  eines  Punktes  ändern  sich  nicht,    v 

and  10,  -7--  und  -^    sind    Null;   s   hängt   nicht    von   y   und   z    ab,    es   ist    mithin 

d^  ds 

■^ —  =0,    ^  sao  0  und  bleiben  uns  blos  die  Gleichungen: 
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dii_ 

für  I  s  0, 


+  '^fe-« 

P  —  9>  (P) 

«  =  /•  (x) 

und 

p  =  c(l  +  .) 

.  =  #•(») 

von  denen  die  letzteren  ausdrucken,  dass  die  Oesch windigkeit  nnd  die  Condentatiob 
für  <  IS  0  sich  auf  gegebene  Functionen  f  (x)  und  F  (x)  reduciren  sollen« 

Um  tt  und  s  als  Functionen  von  x  and  i  zu  bestimmen,  konnte  man  auc  dci. 
beiden  ersten  Gleichungen  je  eine  dieser  Grossen  eliminiren;  indem  man  b«id« 
Gleichungen  nach  einer  Variabein  x,  t  differentiirte  und  beide  dann  von  einan<lei 
subtrahirte.  Indessen  gelangt  man  kürser  durch  Auflösung  von  Pariienlarlosonf  en, 
die  den  simultanen  Gleichungen  geniigen.,  zum  Ziel.  Die  lineare  Beschaffenheit 
und  die  constanten  Coefficienten  derselben  deuten  hinreichend  an,  daas  ihnen 
Exponentialg^össen  genügen.    Wir  setzen  also 

Die  Einsetzung  dieser  Grössen  liefert  für  die  Constanten   a,  ^,  /,  m  die  beU^u 

Bedingungen 

/«  +  mßa^  =-  0  ,         wia  +  /p  =  0  , 

so  dasB  von  diesen  4  Grössen  noch  zwei  willkührlich  bleiben.  Wählen  wir  htc//i 
ß  und  /,  so  folgt  a  SS  ^  n^,  m  sss  zp  —  nnd  werden  also 

a 

Indem  man  nun  eine  Reihe  von  Werthen  ßu  |3t  *  *  *  *  annimmt  und  ihr  eine  Reihe 
von  Werthen  /(,  /f  *  *  *  *  zuordnet,  dass  jedem  ß^  ein  bestimmtes  /,•  zugehört,  er- 
hält man  eine  Menge  von  Particularlösungen,  aus  welchen  man  auch  die  toU- 
ständige  Lösung  würde  zusammensetzen  können.  Indessen  bedarf  es  nur  einer 
kleinen  Ueberlegung,  um  diese  sofort  in  weit  bequemerer  Gestalt  anfzuBaden. 
Das  Genügen  der  Ezponentialfunction  beruht  nämlich  darauf,  das«  sie  in  ihren 
Differentialquotieuten  sich  wiederholt  und  vermöge  der  linearen  Beschnffenheit  der 
Differentialgleichungen,  die  keine  Absolutglieder  besitzen,  herausfällt,  so  dus 
blos  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  übrig  bleiben«  Dasselbe 
leistet  aber  auch,  da  blos  Differential  quo  tienten  gleich  hoher  Ordnung  vorkommea. 
jede  Function  von  x  ±  at.    Man  überzeugt  sich  sofort,  dass 

ti  «=■  -^  (x  jt  ö/)  ,        «  B«  ip  —  '^  (x  ±  af) 

genügen,  indem  man  -ö-  =  i  arlf'{x  i  aOi  ä~  **  ^'(^  i  ^0»    -    =  —  ♦'('  +  ^  . 

d»  1 

n—  s>  ^  —  ^'{x-j^ai)  einsetzt.    Der  doppelten  Zeichen  wegen  erhält  maa  aber 

zwei  Lösungen: 

u  'sa  ip  (x  -\-  at)  II  CM  2  («;  —  at) 

und 

8  =^  —  —  ip  [x  +  at)  9  '^^  -^  X  {x  —  at), 

indem  man  zugleich  eine  andere  Function  %  statt  ^  wählt.  Ans  beiden  bildet  bas 
nun  aber  durch  Addition  die  allgemeine  Lösung  mit  2  willkührlichen  Panctiu&cB 

«  =  V  («  +  «0  +  Z  (^  —  «0 

s  ^ fb  (x  -\-  at)  -\ 1  {x  —  at) , 

a  a 

m 

:ann  zu  dieser  Form  der  Lösung  auch  gelangen,   indem  man  x  -j-  ml  ^  i^. 
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X  —  ai  BS»  fi  bXb  neue  Variabein  in  die  Differentialgleichungen  einfuhrt.     Man  hat 
nämlich,  da  X  und  ^  Functionen  von  x  und  /  sind: 

du      du  dX_  ,  ÖK  dfi         ^_^     ^       dn^  '   du^  dl  t  du  df^ du   .  du 

'di^di  W'^l^dt^'^li    ''äfi'   äS'^aA  äi"*"äii  äi""äx  "^a^i' 

d»         ds  ds      df       d»   .   d*       ,   ,.    _,.  ^..,  ,.         *     j  ..  i     •     i. 

-j—rzBfl-— a-K— 1    ■;5—  =  -;>T-+o     und  die  Einfuhrung  dieser  Ausdrucke  in  die 

ot  dl  dfit     dx      dl      dfi 

Differentialgleichungen  ertheilt  diesen  die  Form : 

d(u'\-M)  __  d{u  —  as)  d{u  +  as)    .    d(u  —  ax)  _ 

dl  d(i     ""  '         dl     "^     ^/*     ""  ; 

Hieraus  folgt  weiter 

d(u  +  as)  d(u  --  as) 

dl         """'  dik         """' 

so  dass  also  u  -|-  <w  Function  blos  von  fi ,  u  —  as  blos  von  1  ist.    Setzt  man  also 

t<  +  fl*  =  x[fi)        u  —  oi  ^  ip{l), 
so  ergibt  sich 

welches  nach  Restitution  von  l^=^X'\'at^ik=^x  —  at  die  obige  Form  ist. 

2,  Die  unbekannten  Functionen  i^f  nnd  %  in  der  allgemeinen  Losung' 

werden  nun  durch  die  Bedingungen  des  Anfangszustandes  bestimmt.  Diesen  zu- 
folge ist 

V(«)  +  zW  =  r{x)y        -  '^{x)  +  xW  =  ai^W, 
woraus 

folgt,  und  mithin  unsre  Losung  vollständig  bestimmt  ist,  nämlich 

«  =  \n.o:  +  a/)  -  4«''(«  +  <^)         »■ ^/"(^  +  «0  +  KCa;  +  «0 

+  |/-{«  -  «0  +  iaF{x  -  at)  +  -^f{x  -  at)  +  \F{x  -  at) . 

Durch  diese  Formeln  wird  die  Geschwindigkeit  u  und  die  Condensation  s  als  Func- 
tionen von  x^  t  bestimmt;  sie  hängen  von  der  Natur  zweier  Functionen  f{x)  nnd 
F(x)  ab,  welche  den  anfänglichen  Geschwindigkeitszustand  und  die  anfängliche 
Condensation  darstellen.  Diese  Functionen  müssen  bei  dem  beiderseits  unendlich 
langen  Cylinder  für  alle  Werthe  von  x  gegeben  sein ,  können  aber  Discontinui täten 
besitzen.  Wir  wollen  hier  aber  jetzt  specielle  Annahmen  machen. 

3.  Es  werde  der  ursprüngliche  Gleichgewichtszustand  nur  innerhalb  des  Raumes 
von  X  =»  —  a  bis  j;  =  +  **  gestört,  so  dass  u  =»  f{x)  und  s  =  F{x)  für  /  =  0 
an  allen  Stellen  x  '^  tt  und  x  <C  —  a  die  Werthe  Null  haben,  während  sie 
zwischen  —  a  und  -{-  <<  ^°>  Allgemeinen  nicht  Null  sind. 

Für  einen  Punkt  j;  ^  a,  der  ausserhalb  des  Erregungsraumes  liegt,  ist 
o;  4*  A'  ^  ff}  mithin  werden  für  ihn  fix-^-  al)  und  F(x  -|-  at)  Null  und  bleiben 
in  u  and  8  blos  zwei  Glieder,  nämlich: 

«  —  \nx  -  at)  +  \aF(x  -  at),        $  «  "^/"(^  -  «^  +  i^(*  -  «/)  • 

Der  Punkt  x  ist  anfangs  in  Ruhe,  da  für  ihn  für  |  =»  0,  /(o;)  =»  F(x)  =»  0;  mit 
wachsendem  t  nimmt  aber  x  —  a/  ab  und  sobald  es  gleich  o  wird,  hören  die 
Functionen  ^  F  auf  Null  zu  sein  und  erlangen  u  und  $  Werthe,  welche  von  Null 
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verschieden  sind.  Die  Zeit  /|,  für  welche  der  Pnnkt  seine  Bewegung  beginnt,  folgt 
demnach  aus  der  Gleichung  x  —  a/j  sa  a  und  ist 

a?  —  a 

Im  weiteren  Verlauf  von  /  nimmt  aher  x  —  ni  bis  —  a  ab,  und  dann  verschwin^lifi) 

wieder  f  und  /^  und  folglich  auch  u  und  «.   Für  die  Zeit  /, »  welche  ans  j?  —  o/,  =  --  c 

folgt,  nämlich 

a?  +a 

kommt  dAr  Punkt  x  wieder  zur  Ruhe.     Die  Dauer   seiner  Bewegung  ist  daier 

2a  • 

^2-^/1=»  —  •     Sie  ist  proportional  der  LUngc  des  Erschütternngsranroes. 

Für  zwei  Punkte  o?,  x  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  auf  der  Seit« 
der  positiven  a?-Axe  sind  die  Zeiten  t^  t',  zu  welchen  sie  die  Bewegung  beginnt  o: 

f'  =  -  ^^-         /  = 5 und  stellt   die  Differenz  t' —  /  = die  Zeit  dar. 

a  a  a 

während  welcher  sich  das  Phänomen  von  dem  dem  Erschütterungsranme  nril.'T 
liegenden  Punkte  x  bis  zu  dem  entfernteren  x'  fortgepflanzt  hat.  Dieser  Zeit- 
unterschied ist  proportional  dem  Abstände  x  —  x  beider  Punkte.  Für  /'  —  t 
gleich  der  Zeiteinheit  wird  x' —  x  ^^  a.  Die  Cunstante  a  stellt  also  die  .^trerk^ 
dar,  um  welche  das  Phänomen  in  der  Zeiteinheit  . fortschreitet.  Sie  beisst  li- 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Es  sei  X  ein  Punkt,  in  welchem  das  Phänomen  znr  Zeit  /  beginnt,  x*  «rii 
solcher,  in  welchem  es  zu  derselben  Zeit  aufhört.  Für  beide  bestehen  znr  selben 
Zeit  die  Gleichungen  x  —  ö/  =»  a,  a?' —  at  =  —  a.  Hieraus  folgt  x  —  x'=  :i*. 
für  die  Länge  des  Baumes,  welcher  zur  Zeit  t  sich  in  Erschütterung  befindet. 
Er  ist  ebenso  lang,  wie  der  anfängliche  Erschütterungsraum.  Er  rückt  scheint  ir 
fort  mit  der  Geschwindigkeit  a  und  wird  die  Welle  genannt. 

Aus  den  Formeln  für  u  und  s  ergibt  sich  noch  u  tsa  as,  d.  h.  die  GeschwiB- 
digkeit  ist  der  Condensation  proportional.  Da  a  positiv  ist,  so  ist  u  positiv,  wcan 
s  positiv  ist,  d.  h.  wenn  Condensation  stattfindet,  dagegen  ist  u  negativ,  weao 
Dilatation  eintritt.  Der  Systempunkt  oscillirt  also  immer  nach  der  Seite  hin,  nark 
welcher  Verdichtung  des  Systems  stattfindet. 

Nehmen  wir  den  Punkt  x  jetzt  ausserhalb  des  Erschüttemngsraumcs  aof  der 
negativen  Seite  des  x  an,  sodass  x  <C  —  a*     Hierfür  ist  x  —  ai  stets  kleinrr 
als  «,  daher  fallen  in  den  Ausdrücken  für  u  und  s  jetzt  die  Glieder  aiu,  wekl ' 
f(x  —  at)  und  F(x  —  ai)  enthalten,  da  die  Functionen  f  und  F  für  alle  Argn 
mente  kleiner  als  —  a  Null  sind.    Demnach  wird 

u  =-  \r{^  +  «0  -  iaF{x  +  at),        «  =  -    ^f(x  +  at)  +  \F(x  +  üt^ 

Es  ist  hier  u= —  as^  so  dass  die  negative  Geschwindigkeit  dieselbe  Rolle  spielt« 
wie  oben  die  positive. 

Für  X  -\-  atf  as  —  a  und  x  -\-  at^  ^^  a  ergeben  sich  die  Anfangs-  und  £ai> 

zeit  für  die  Bewegung  des  Punktes  a:,  nämlich  /j  = -2- —  ,  ff  ■•  — 

2a 
sowie  die  Daner  der  Bewegung  t^  —  /,  «—  —   wie  oben. 

Ebenso  erhält  man  für  zwei  Punkte  x\  ar,  in  denen  das  Phänomen  aH^r  ai 
fangt  und  aufhört  a:  +  a/  =  —  «,  x'  —  at  ^  a.  Die  Gleichung  x*  —  x  =»  Sa  xt'k' 
dass  auch  nach  der  negativen  Seite  des  x  eine  Welle  von  der  Lftngt*  "tm  fwrt 
schreitet. 
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Für  einen  Pankt  x  innerhalb  des  Erschütterangsranmes ,  d.  h.  für  —  cL<^x<Ca 
ist  das  Phänomen  complicirter,  indem  dort  jene  beiden  Glieder  in  u  und  «  nicht 
aasfallen.  Um  zu  bestimmen,  wann  dortselbst  die  Geschwindigkeit  und  die  Con- 
densation  Null  werden,  muss  man  für  die  einzelnen  Glieder  die  Zeit  des  Ver- 
schwindens  untersuchen.    Für  zwei  Glieder  tritt  dies  ein,  sobald  a;  •{-  o/  =»  a,  also 

t  =  ,   für  die   beiden  andern,  sobald  x  —  crf  =  —  a,  d.  h.  <  b»  — ^H— 

a.  a 

wird.  Für  die  grösste  von  beiden  Zeiten  verschwinden  alle  vier  Glieder,  also 
auch  u  und  «.  Diese  Zeit  hängt  von  der  Grösse  a.  und  der  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit a  ab. 

Eni  er  warf  die  Frage  auf,  wie  es  komme ,  dass  aus  dem  Anfangszustande 
zwei  Wellen  hervorgehen,  von  denen  die  eine  nach  der  positiven,  die  andere  nach 
der  negativen  Seite  des  x  fortschreitet,  dass  aber  nicht  zu  jeder  Zeit  aus  dem  zu 
dieser  stattfindenden  Zustande  zwei  solche  Wellen  hervorgehen.  An  sich  hat  der 
Anfangszustand  nichts  voraus  vor  dem  Zustande,  welcher  zu  irgend  einer  Zeit 
/  stattfindet.  Er  erklärt  diesen  Umstand  so,  dass  ausserhalb  des  Erregungs- 
raumes u  und  8  eine  solche  Beziehung  haben,  dass  eine  Welle  ausfällt;  diese 
Beziehung  ist  u  ==  n«  und  u  «»  —  as.  Uebrigens  kann  man  den  Anfangszustand 
so  in  zwei  Anfangszustände  spalten,  dass  der  eine  von  ihnen  nur  die  eine,  der 
andere  nur  die  andere  Welle  zur  Folge  hat.  Der  Satz,  mit  Hülfe  dessen  diess 
möglich  ist,  heisst  der  Satz  von  der  Snperposition  oder  Coexistenz  der 
Bewegungen.    Er  lautet  folgendermassen. 

Wenn  aus  einem  Auf angsjeustande  u  =*  /i(ff]t  '  "=  ^i(^)  für  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Condensation  zur  Zeit  /  die  Functionen  tC|  und 
»i  folgen;  wenn  ferner  ein  zweiter  Anfangszustand  «^■/'^(a;),  9f»F^{x) 
für  die  Geschwindigkeit  und  Condensation  zur  Zeit  t  die  Functionen 
iTj  und  #t  ergibt  und  man  führt  nun  einen  Anfangszustand  t<=/i(xc)±/*|(x), 
s  =  F^{x)  ±  Ft{x)  ein,  dessen  Geschwindigkeit  und  Condensation  durch 
die  algebraischen  Summen  der  Geschwindigkeiten  und  Condensatio- 
Den  jener  beiden  Anfangszustände  gebildet  werden,  so  folgen  aus 
diesem  dritten  Anfangszustande  zur  Zeit  t  für  die  Geschwindigkeit 
«3  und  Condensation  «3  die  Functionen  u«  ^="  t<i  di  ti^,  «,  s»  «|  J^  $^, 
d.  h.  die  algebraischen  Summen  aus  den  Functionen,  welche  diese 
Grössen  für  die  einzelnen  Bewegungen  darstellen. 

Denn  Mj  und  «g  gehen  aus  f^ijx)  ±  /i(x)  und  F^{x)  ±  F^{x)  hervor,  indem 
man  in  den  Formeln  Nr.  2.  diese  Summen  an  die  Stelle  von  f{x)  und  F{x)  treten 
läset.  Dadurch  erhält  man  aber  je  8  Glieder,  von  welchen  nach  denselben  For- 
meln die  4  einen  die  Grössen  u  und  »  bilden,  welche  man  durch  Einführung  von 
fx(^)  luid  Fi(x)  an  die  Stelle,  von  f{x)  und  F(x)  erhält,  während  die  4  andern 
dem  Einsetzen  von  fi{x)  und  F^[x)  entsprechen. 

Man  kann  nun  den  oben  zu  Grunde  gelegten  Anfangszustand  u  :=  f{x)^ 
8  =■  F(x)  auf  mannigfache  Weise  in  zwei  Anfangszustände  fi{x)y  Fi{x)  und  /"((x), 
Ff^jc)  zerlegen,  sodass 

ist,  insbesondere  so,  dass  auch  für  /  =3  0  die  Relationen  k  «»  o«  und  u  t^  —  of, 
d.  h.  f^(x)  =  aF^{x)  und  /i(a?)  =  —  tiF^ix)  wird.  Sobald  dies  aber  der  Fall  ist, 
so  fallen  in  dem  Bewegungszustande  /*|,  Fi  zu  allen  Zeiten  und  an  allen  Orten  in 
den  Ausdrücken  für  u  und  s  zwei  Glieder  aus  und  schreitet  mithin  nur  eine  Welle 
im  positiven  Sinne  der  a;-Axe  fort.  Ebendasselbe  gilt  für  den  Bewegungszustand 
A»  ^s  ^^^  liefert  derselbe  nur  eine  Welle,  welche  im  negativen  Sinne  fortschreitet. 
Schell,  Theorie  d.  Bew.  u.  d.  KrlRe.  GO 
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Im  Erschütterungsraiime  legen  sich  beide  Wellen  übereinander.  Die  fnfliclc 
Zerlegung  des  Anfangszustandes  ist; 

•    /•,(*)  »l/'W  +  YJ^W      /-,(*)  =  i«A*)  +  i'-W 

4.  Nimmt  man  an  ewei  Stellen  im  Cjlinder  Störungen  des  urspr&ngHchec 
Gleichgewichtes  zugleich  vor  zar  Zeit  t  =»  0,  so  kann  man  den  AnfangsHuttoJ 
in  zwei  andere  zerlegen ,  in  einen ,  für  welchen  an  der  ersten  Stelle  Erschattenm; 
stattfindet,  während  an  der  zweiten  Stelle  u  und  s  Null  sind  und  einen  zweitem 
für  welchen  derselbe  bezüglich  der  andern  Stelle  eintritt.  Jeder  der  beiden  An- 
fangszustände veranlasst  zwei  Wellen,  von  denen  die  eine  nach  rechts,  die  ändert 
nach  links  fortschreitet.  Diese  Wellen  kreuzen  sich,  gehen  aber  dann  ungehindert 
weiter  fort,  ohne  sich  zu  stören.  Nur  an  der  Kreuzungsstelle  complicirt  sich  di.< 
Phänomen. 

§.  5.    Der  Cylinder,  in    welchen    die    elastische  Flüssigkeit  eio 
geschlossen  ist,  erstrecke  sich  nur  nach   einer  Seite  ins  Unendliche 
und  sei  nach  der  anderen  Seite  durch  eine  zu  den  Erzeugnngsliniea 
senkrechte    Ebene    geschlossen.    Welche    oscillatoriache    Bewegani; 
folgt  hier  aus  einem  gegebenen  Anfangszustande? 

Zu  den  Bedingungen  des  Problems  in  §.  4.  tritt  hier  noch  die  hinzu,. das» 
an  der  Grenzwand  die  Geschwindigkeit  fortwährend  Null  ist.  Nehmen  wir  die^r 
Ebene  zur  yz -Ebene,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen: 

ca  Q  für  /  =a  0,        M  =  0  für 

Die  Functionen  ^  und  %  ^^^  allgemeinen  Lösung 

M  =  <^(a:  -}-  fl/)  -|-  jr(a;  —  «/),         «  =s  —  _  ^(j?  -j-  a/)   -j-        j(j  —  si) 
bestimmen  sich  durch  die  Bedingungen 

namlicb: 

^(x)  -  \f{x)  -  I  F{x),        i{x)  =  \f(x)  +   ^- >•(*). 

Es  sind  aber  f{x)  und  F{x)  nur  für  positive  Argumente  gegeben,  da  die  ne|raüic 
Richtung  der  a;-Aze  nicht  dem  System  angehört;  es  sind  also  auch  ^  und  |  Mo^ 
für  positive  Argumente  bis  jetzt  bestimmt.  Die  Function  ^  wird  auch  nnr  Tr 
positive  Werthe  x  -\-  at  fü^  u  und  s  in  Anspruch  genommen,  das  Argument  x  «- 
in  X  aber  kann  negativ  werden  und  müssen  wir  also  diese  Function  aucb  t  r 
negative  Argumente  kennen.  Hierzu  dient  die  letzte  Bedingung.  Vermöge  dr 
selben  ist  t^(fl/)  +  x(—  a/)  =  0 

oder  Z(— rt  =  —  ^(p)i 

wenn  man    a/  =»  ^  setzt.     Für   negative  x  —   at   ist    mithin    i[x  —  «/)   dor 

—  ^(ai  —  x)  zu  ersetzen.     ITnsero  Formeln  spalten  «ich  nun  folgendermawci.: 

Für  X  —  <i<  >  t):  f ür  X  —  «/  <  0: 

«  -  kf(x  +  ^0  -  Y  F(x  +  at)  u  =  if{x  +  at)  ~     ^  f{x  +  -' 

+  \/{x  ^  nt)  +~  F{,v  -  at)  -  -}/-(«/  -  .r)  +  ^  f\ot  -  •' 
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'  —  h^^"  + "')  +  ^^^^  + "')    *  "=  -  i/"(^  + "')  +  i^(^  +  «0 

+  ^J(.o!  -at)  +  iF(,x  -Ol)  -  ^fiat  -  x)  +  iF(at  -  x)  . 

Wir  wollen  annehmen,  ei  finde  die  Erschütterung  zur  Zeit  /  ==  0  nur  inner- 
halb eines  bestimmten  Ranraes  statt,  so  dass  innerhalb  desselben /"  und  F  gegebene 
Werthe  besitzen,  ausserhalb  desselben  Null  sind.  Da  für  negative  x  diese  Func- 
tionen nicht  gegeben  sind,  so  kann  man  sie  hierfür  beliebig  definiren.  Die  Ver- 
gleichung  der  vorstehenden  Ausdrücke  zeigt  nun,  dass  sowohl  die  beiden  Werthe 
für  u,  als  auch  die  für  s  sich  in  einen  zusammenfassen  lassen,  wenn  man  f{x) 
und  F{x)  so  definirt,  dass 

/•(—  a:)  =-  —  f(x)  und  F{-  x)  =>  F{x). 

Die  Bedeutung  dieser  Definitionserweiterung  ist  folgende.   Wir  wollen  uns  einen 
nach  beiden  Seiten  unendlich  langen  Cylinder  denken  und  in  dem  elastisch  flüssigen 
Medium,  welches  ihn  erfüllt,  eine  Störung  des  Gleichgewichts  vornehmen,  so  dass 
auf  der  Seite  des  positiven  x  die  anfängliche  Geschwindigkeit  und  Condensation 
durch  die  Functionen  f{x)f  F{x)  angegeben  werden,  welche   aber  nur  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  von  Null  verschiedene  Werthe  haben  mögen.     Auf  der 
Seite  des  negativen  x  wollen  wir  in  dem  zu  diesen  Bereiche  symmetrisch  liegenden 
Räume  zugleich  derart  das  Gleichgewicht  stören,  dass  die  Geschwindigkeit  und 
die  Condensation  durch  —  f{x)  und  F(x)  angegeben  werden,  d.  h.  dass  die  Ge- 
schwindigkeit entgegengesetzt,   die  Condensation   aber  dieselbe  ist,  wie   auf  der 
positiven  Seite.     Dieser  Anfangszustand  wird  zur  Zeit  t  einen  Bewegungszustand 
zur  Folge  haben,  welcher  auf  der  Seite  der  positiven  x  derselbe   sein  wird,  wie 
in  dem  an  der  Stelle  j;  =  0  durch  eine  Ebene  begrenzten  Cylinder  unseres  Problems, 
so  dass  man  behaupten  kann,  dass  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cjlinder 
unter  Einfiuss  der  Bedingungen  u  »»  f(x)  und*  s  ^s»  F{x)   für  ^  =»  0  und  u  <=  0, 
für  X  =»0  ebenso  erfolge ,  als  ob  an  Stelle  dieser  Bedingungen  der  Cylinder  beider- 
seits unendlich  lang  wäre  und  in   der  Verlängerung    die  genannte  symmetrische 
Störung  eintrete.    Den  angenommenen  Anfangszustaud  in  dem  beiderseits  unend- 
lichen Cylinder  kann  man  nun  zerlegen  in  zwei  andere,  einen,   für  welchen  blos 
auf  der  potitiven  Seite,  nicht  aber  zugleich    auf  der   negativen   Seite    eine  Er- 
schütterung eintritt,  und  einen  andern,  bei  welchem  umgekehrt  blos  auf  der  nega- 
tiven Seite  dies  der  Fall  ist.     Aus  beiden  ergeben   sich  vier   Wellen,   von  den 
aber  die  beiden,  die  auf  der  negativen  Seite  fortschreiten,  für  das  wirkliche  Be- 
wegungsphänomen nicht  in  Betracht  kommen,  weil  der  Cjlinder  in  Wirklichkeit 
abgeschnitten  ist.    Die  von  dem  Anfangszustande  auf  der  negativen  Seite  herrüh- 
rende und  sich  nach  der  positiven  Seite  fortpflanzende  Welle  liefert  das  Phänomen 
der  Zurückwerfnng  der  von  der  positiven  Seite  ausgehenden  Welle  au  der  festen 
Wand.   An  der  Stelle  x  =  0  ist  die  Geschwindigkeit  von  selbst  zu  allen  Zeiten  Null. 

§.  6.  Der  Cjlinder  sei  durch  zwei  zu  den  Erzeugnngslinien  senk- 
rechte Ebenen  begrenzt  Nehmen  wir  die  eine  Ebene  zur  yz «Ebene  und 
nennen  c  den  Abstand  beider  Ebenen  von  einander,  so  sind  jetzt  die  Bedingungen 
des  Problems : 


Ci  dx 

dt    "^        dx 


'ö.  du  {«<-<-}• 

%-  +         ^4  =  0  s^Fix)       \Q<x<c] 

CO 
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Die  Functionen  ipj  Zj  welche  die  allgemeine  Lösung 

u  s^  ip  (x  +  at)  -\-  X  {x  —  flO ,  *  = -^  (x  +  fl<)  -j %   {x  —  ai 

enthält,  müssen  zuuächst  den  Bedingungen : 

ip{x)-\'  X  (x)  =  f{x) ,         -  -^  (x)  +  jr  (x)  =  aF{x) 
genügen,  woraus  folgt: 

*  (x)  -  K (a;)  -  I  /•  (x)  .  t  W  -  iA(«)  +  Y  *•(*)  . 

da  X  blos  positive  Wertlic  haben  kann  (von  0  bis  c),  so  erhält  x  -{-  af  alle  posi- 
tiven Wertho  von  0  bis  oo  und  x  —  at  alle  Werthe  von  c  bis  —  od.  Innerhd'> 
der  Grenzen  von  0  bis  od  wird  nun  in  den  obigen  Ausdrucken  für  «  und  t  di«» 
Function  ip  in  Anspruch  genommen,  von  c  bis  —  oo  die  Function  x-  Beide  ticc 
bis  jetzt  aber  nur  für  Argumente  zwischen  0  und  c  bekannt.  Allein  die  weiteren 
Bedingungen  des  Problems  liefern,  wenn  man  at  ^^  q  setzt: 

^  (9)  +  Z  (—  P)  =-  0,        ^  (<^  +  P)  +  Z  (c  -  ^)  «  0. 

Da  ^  von  0  bis  c  bekannt  ist,  so  liefert  die  erste  dieser  Gleichungen  x  tod  h 
bis  —  e  und  da  man  x  hereits  von  0  bis  c  ebenfalls  kennt,  so  kennt  man  j  jetxt 
von  c  bis  —  c.  Setzt  man  nun  in  der  zweiten  Gleichung  für  q  alle  Werthe  vvn 
0  bis  c,  so  ergibt  sich  '^  von  0  bis  2c.  Hiermit  findet  man  dann  ans  der  erät«>B 
Gleichung  weiter  x  ^<^n  —  ^  his  —  2c  u.  s.  w.  Eine  abwechselnde  Benutzung  bri- 
der Gleichungen  führt  auf  diese  Weise  zur  Eenntniss  der  Functionen  ^  ait<l  2 
für  alle  Argumente,  für  welche  sie  zur  Bildung  von  u  und  »  in  Ansprach  genom- 
men werden.  Setzt  man  c  -|-  p  ==  «r,  so  gibt  die  zweite  Gleichung  x  ( —  c  -\-te,  — 
—  ip  {a)  oder  vermöge  der  ersten  Gleichung  x  ( —  <^  +  ^0  =  Z  (~  <^)t  woraus  die 
Periodicität  von  x  erhellt.    Ebenso  für  ip. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cy  linder  ebenso 
vor  sich  geht,  wie  in  einem  bei4erseits  unendlichen  Cjlinder,  wenn  über  f  x^ 
und  F{x)  wieder  die  Voraussetzungen  /*( —  x)  =  —  /*(^)»  ^( —  •*-')  "=  ''C*)  zugleich 
aber  noch  die  weiteren  f(x  -|-  2  c)  =  /"(x),  F{x  -|-  2  c)  =  F{x)  gemacht  weidec 

§.  7.  Es  soll  die  oscillatorische  Bewegung  im  unendlichen  eis- 
stisch-flüssigen  Medium  untersucht  werden,  welche  eine  Folge  eine» 
gegebenen  Anfangszustandes  ist. 

1.  Die  Bedingungen  des  Problems  sind  in  dem  Gleichungssystem  ansgesprocben . 

du    .     .  d»        ^         du    .        ds  du^  di 

W  +  ^'-di'^^^       W  +  'Ty^''*       W^'^dT' 

dt    ^   dx  ^   dy   ^  dz        "' 

aus  welchen  u,  v,  w,  «,  nämlich  die  drei  Componenten  der  Geschwindigkeit  nnd 
die  Condensation  als  Functionen  von  x,  y,  z,  t  hervorgehen.  Für  I  •■  0  sBÖsses 
sich  dieselben  aber  auf  4  gegebene  Functionen  reduciren,  so  dass 

Bedingungen  der  Bewegung  des  Systems  sollen  nicht  gegeben  sein,  vielmehr  neh- 
men wir  HU,  dass  das  elastische  Medium  den  unendlichen  Raum  erfüllt.  Wir 
suchen  zunächst  «und  eliminiren  hierzu  u,  o,  u;  indem  wir  die  drei  ersten  Bewe- 
gungsgletcliungen  der  Reihenach  in  Bezug  auf  x,  y,  £,  die  vierte  nach  I  differen 
tiiren  und  dann  die  Summe  der  drei  ersten  von  der  letzten  subtrahiren.  Dies  lietVrt 
die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung : 

dt*        ^    Vax«    •    dy^ 
aus   welcher  «  als   vollständig   bestimmt   hervorgeht,    sobald   sein  Werth  m^    ^~^ 
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/  =B  0  und  sein  DiffereDtialquotient  p-  für  <  sa  0  bekannt  ist.  Den  letzteren  er- 
hält man,  vermöge  der  obigen  weiteren  Gleichung,  nämlich 

V^</  Vöo?  du  dt' 

Sobald  aber  «  vollständig  bekannt  ist,  hat  man  mit  Hülfe  der  drei  ersten  Glei- 

changen  auch  u,  o,  tc,  nämlich 

t  t  i  ' 

Der  Differentialgleichung  für  s  genügt  naji  die  Particularlösung 

sobald  swischen  Z,  f»,  y,  'S^  die  Relation  o^  ea>  a*  (!•  ^  ^t  ^  yt^  besteht.  Wegen 
der  voraussichtlich  periodischen  Beschaffenheit  der  Bewegung  wählen  wir  X,  /»,  v 
imaginär  und  nehmen  die  Particularlösung  unter  der  Form  an 

Wir  zerlegen  dieselbe,  sodass  wir  setzen: 

«  =  «  '*  =  CO«  (Za:  +  fty  +  vz  ±  ap^  +  *  *''»  (^  +  W  +  «'^  ±  «pO 

und  bemerken,  dass  die  Glieder 

cos  (Ix  +  f*y  +  ^2  i  oQt)  und  sin  (Xx  +  f»y  +  *'*  i  <*pO 
einzeln  genügen,  so  wie  auch  die  Summe 

cos  {Ix  +  f^y  +  ''^  —  ^^0  +  ••'•  (^  +  W  +  *2  +  ö^O  > 
so  wie  die  Bestandttheile 

cos  (Ix  +  f*y  +  vz)  cos  agt        und        cos  (Ix  +  f*y  +  vz)  «in  agt. 

Von  diesen  letzteren  Formen  gehen  wir  aus.  Sie  sind  besonders  geeignet,  wenn 
wir  den  Anfangszustand  so  in  zwei  andere  zerlögen  wollen,  dass  «sa«'-f.«" 
wird  und  zwar  s'  sich  für  <  ea>  0  auf  Sq  reducirt,  während  sein  Differentialquotient 

(a-)  verschwindet,  dagegen  s"  für  <  =»  Q  verschwindet,  während  dessen  Diffe- 
rentialquotient  ( -p-)  ■="  \^J   wird.    Dabei  wollen  wir  der  Uebersichtlichkeit  wegen 

«5  SS  /"{a:,  y,  z)  und  f^-J  =■  F{x^  y,  z)  setzen.  Von  den  beiden  zuletzt  aufge- 
stellten ParticularlÖsungen  hat  nämlich  die  erste  die  Eigenschaft  für  <  »s  0  nicht 
zu  verschwinden,  während  ihre  Derivirte  nach  /verschwindet;  bei  der  andern  ist* 
es  umgekehrt,  und  verschwindet  sie  selbst  für  /  »s  0,  nicht  aber  ihre  Derivirte. 
Zunächst  verallgemeinern  wir  die  ParticularlÖsungen  indem  wir  x  —  a,y  — 13,  z  —  y 
an  die  Stelle  von  Xj  y,  z  schreiben,  wodurch  sie  nicht  aufhören  der  Gleichung 
zu  genügen.  Sodann  multipliciren  wir  sie  mit  einer  willkürlichen  Function 
tp  (a,  ß,  y)  von  a,  |3,  y  und  nehmen  das  sechsfache  Integral  zwischen  —  od  und 
4-  «o  in  Bezug  auf  X,  ^,  y,  or,  ^,  y.  Da  die  Differentiationen  nach  Xy  y,  z,  / 
sämmtlich  unter  dem  Integralzeichen  ausgeführt  werden  dürfen,  so  sieht  man 
leicht  ein ,  dass  der  so  gewonnene  verallgemeinte  Ausdruck  immer  noch  eine  Par- 
ticularlösung ist.     Demnach  haben  wir,  indem  wir  ihn  zu  s'  wählen 


(6)' 


I  cos^X(x —  ii^i-^-l^iy  —  ß)  +  9 (x  —  y)|  cos  OQt  tp  (a,ßf  y) da dßdy  dXdy^dv, 


—  » 
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Er  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  sein  Differentialquotient  für  /  =»  0  verschwiudet 
und  wenn  wir  im  Stande  sind  q>  so  zu  bestimmen,  dass  »   für  <  »=  0,  nämlich 

lcos{l(x  —  a)  +  ii(y-ß)  +  v{z  —  y)}tp{ayß,y)dadßdydldtid9'=^r{^,lf,i 


OD 


wird,  so  gentigt  /  den  Bedingungen  des  ersten  der  beiden  Zustände,   in  weide 
wir  den  Anfangszustand  des  Systems  zerlegt  haben.    Die  ganz  analoge  Behandlanf; 

der  andern  Particulärlösung ,  der  wir  noch  den  Factor  —  zufügen,  liefert  uns  in 


» 


einen  Ausdruck,  welcher  genau  den  Bedingungen  des  zweiten  Bestandtheiles  Tom 
Anfangszustande  entspricht,  sobald  ^  der  Bedingung  genügt 


Icos  {i  (a:  —  a)  +  iti  (y  —  «  +  «^  (2  — y)}  '^^^^  dadßdy  dl  dp,  d9^F{x,^.i 


—  « 


Sobald  sodann  tp  und  ^  gefanden  sind,  stellt 


'    1     " 


die  vollständige  Losung  des  Problems  dar.     Auch  sieht  man  leicht,  dass  nur  eio' 
einzige  Lösung  möglich  ist,    indem    s   durch    die    partielle  Differential gleiehanr 

vollständig  bestimmt  ist,  sobald  Sq  und  l^j  gegeben  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  fp  und  ^  dient  der  Foarier*sche  Satz  nb«r 
die  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  doppelte  und  mehrfache  Integral' 
Derselbe  lautet  in  einer  sehr  gangbaren  Form 


I  cos  A  («  —  o:)  cos  fi(ß—y)  cos  v{y — z)*x («» ß^ y)  rf« rfprfy  dl dii]dv  =■  (2»)*  •  l 'x, y, : . 

—  00 

muss  aber  für  unsem  Zweck  ein  wenig  umgestellt  werden,  damit  an  die  Stelle 
des  Cosinnsproduktes  der  Cosinus  eines  Aggregates  tritt.  Eine  zweimalige  Anwec- 
düng  der  Gleichung 

cos  a  cos  6  s=  -J  cos  («  +  *)  4*  4  ^ojr  {a  —  b) 
gibt  nun 

cos  a  cos  b  cos  c  =  f  cos  («  +  *  +  c)  +  j^  cos  ( —  a  +  6  +  f  ) 

-{-  \cos{a  —  b  '\-  c)  •\-  ^  cos  {a  •\'  b  ^  c). 

Mit  Hülfe  derselben  spaltet  sich  die  linke  Seite  der  FoQrier*9chen  Gleichnnf  ni 
vier  Integrale,  welche  alle  vier  einer  einander  gleich  sind,  Sie  nnterscheidea  fir^ 
nämlich    nur    durch   die  Vorzeichen   im    Innern    der    Klammer    in    der  Fiuicti<iD 

cos  iX(x  —  of)  +  ft  (y  —  ^)  +  •^  ('  —  y)}-     Indem  man  für  l,  |i,   w  in  ihnfi. 

—  A,  —  f»,  —  y  als  neue  Variabein  einführt,  je  nachdem  die   eine  oder  die  aa 
dere  diese  Grössen  in  der  Klammer  das  negative  Zeichen  hat,  überzengt  man  sici 
sofort  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung.     Es   nimmt  daher  nnser  Sats  4i- 
Form  an : 
«p 

/ro*{i(üf— a:)  +  /i(j5-y)  +  v(y--r)}ar(«,|J,y)rf«rf|Jrfyr/i//f»i/r— (2w)*|(x,y.:'. 


00 
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in  welcher  er  sich  unserm  BedUrfniss  genau  anschliesst.  Die  beiden  obigen  Glei- 
chungen für  (p  und  tp  ergeben  hiernach  augenblicklich:  (2«)'  tp  {x,  y,  z)  =  f{xy  y,  z) 
und  (2»)'  ^  (a?,  y,  z)  =  F{x,  y,  z)  und  indem  wir  hieraus  die  Werthe  für  <p  und  -^ 
entnehmen  und  in  s  und  s"  einsetzen,  ergibt  sich  uns  die  vollständige  Lösung 
des  Problems  unter  der  Form: 

*'  =  y^      I  cos^X{x  —  a)  +f* {y—ß)+v{z  —  y)}  cos  oQt  f(a,  ßj  y)  da dß  dy  dXd(idv 


—  00 
00 


8  ' 


(^y^^)">*{H'>c-<t)  +  li(v-ß)+v(^-r)}^^n«,ß,V)äadßdY<Udf^dv 


—  OO 


Q  =  yxt  +  ^«  4- ,;« 


Das  erste  dieser  Integrale  geht  aus  dem  zweiten  hervor,  wenn  man  dasselbe  nach 
i  differentiirt  und  die  Function  F  mit  /*  vertauscht. 

2.  Die  beiden  sechsfachen  Integrale,  aas  welchen  $  sich  zusammensetzt, 
lassen  sich  noch  ohne  eine  bestimmte  Form  für  /*  und  F  vorauszusetzen,  auf 
Doppelintegrale  reduoiren.  Ks  genügt,  das  zweite  derselben  in  dieser  Hinsicht 
zu  transformiren,  da  das  erste  aus  ihm  unmittelbar  ableitbar  ist.  Wir  fuhren 
für  Xy  fiy  Vy  die  wir  uus  als  irgend  ein  System  rechtwinkeliger  Coordinaten  den- 
ken wollen,  Polarcoordinaten  p,  ^,  (p  ein  mit  Hülfe  der  Formeln  l  ^ss  q  cos  ^, 

tt  =B  p  sin  9"  cos  (pt  V  '^  Q  sin  d"  sin  qp,  wobei  also  g  =  VX^  -f-  /»'  -f*  ^'^  dieselbe 
Grösse  ist,  wie  bisher.  Der  Sinn  des  Integrales  s"  ist  nun  der,  dass  das  Volumen- 
element dX  dfi  dv  mit  einer  gewissen  Function  multiplicirt  durch  den  ganzen  un- 
endlichen Raum  summirt  werden  soll.  Das  Volumenelement  für  Polarcoordinaten 
ist  aber  p'  sin  0"  dg  dd'  d(p  und  die  Grenzen  für  die  Integration  durch  den  ganzen 
unendlichen  Raum  sind  0  und  co  für  p,  0  und  n  für  ^,  0  und  2»  für  (p.  Dem- 
nach wird 

;)  cos  d"  +  iß —  y)  cos  9"  cos  tp 


—  00  0    b    0 


•  J 

I         /  \  .  Ä  •  1        **"    tlQt  .  *v        »  lA. 

+  (y  —  z)  sin  v  sintpy  .  g  stn  v  dg  dv  dtp  ^ 

oder  wenn  wir  den  Ursprung  der  a,  ß,  y  um  Xj  y,  z  verlegen,  d.  h.  a-^-x^ß^y, 
y  -\-  z  statt  a^  ß,  y  schreiben,  was  auf  die  Grenzen  —  co  und  oo  keinen  Einfluss  hat: 

CO  -00  2ä  Jf 

s"  =  (~)        I  F{x  +  a,y  +  ß,z  +  y)  da  dß  dy  1  ^^^^    gdg  j  j  cos  g  {a  cos  9 

—  00  0  0    0 

-f-  ß  sin  &  cos  9  -f-  y  sin  9  sin  <p  >  •  sin  9  dd"  dtp  , 
Nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung  ist  nun 

I    i  ip  {a  cos  9"  -^  ß  sin  9  cos  tp  -\-  y  sin  9  sin  tp)  sin  9  d9  dtp  *=  2n  j  ip  (ra)  da  , 

r  «  Va*  +  pt  ^  yt . 

Wir  wollen  den  Beweis  dieses  Satzes  nachliefern.     Einstweilen  folgern  wir  aus 
demselben 
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II 


cos  Q  ia  cos  9"  -{-  ß  sin  ^  eo$  <p  -\-  y  sin  9  sin  ip\  tm9  d9  d^ 


^+1 

und  hiermit  wird: 

=  2«  /  cos  iorc)  de  =  4» — 

1  w/*" 

'  a. 

y+ß,  z  +  v)^^^^^sinardadßd 

OD 

Wir  fuhren  nun  abermals  Polareoordinaten  ein,  indem  wir  setzen  a  bb  r  eas9y 
^  SB  r  sin9  costpf  y  ^^  r  sin9  sintp  und  erhalten: 

In   m 


i7- 


'"-^  2,« 


1      /     (sind'  -^  _ 


F{x  +  rcasd-^  y-^-r  sind"  eos<Pf  r  +  r  sind  sintp)  •  sinQot  sinr^  dr  df. 


Nun  ist  aber  nach  dem  Fourier'6chen  Satze  für  Functionen  einer  Variabela 

'  f{x)  sinalsinXx  da  dl  »s  f{x)^        0  ^  x 


//' 


und  hieraus  wird  für  et  =  r,  ^  =  rFj  l  ss  p,  ai  *»  x 


//■ 


rF(x  +  r  oof'fr,  y  +  r  sind  costp,  z  +  r  «in^nn^)  sinr^  sinQüidrdf=^ 

\naiF{x  -f-  o^  eosd,  y  4~  ^  'c**^  co#9,  z  -^  iä  sind  sintp)^ 
wodurch  sich  s"  auf 

Sjf     IT 


--//' 


reducirt.     s'  erhSlt  man  hieraus  durch  Differentiation   nach  t  und  Vertauschoii; 
von  F  mit  /*,  so  dass  also  schliesslich  sich  ergibt: 
Im  m 


AnftJ  J* 


i  •  f(x  -j-  Ol  cosd,  y  -{-  ai  sind  costp^  z  -\-  ai  sind  sinip)  •  sind  i%  d% 


0       ü 
tn    n 


4"  r       f      I  <  •  ^(^  4"  ^  cosd,  y  -{-  at  sind  costp,  z  -^  ai  sind  sin^)  •  sind  4d  rfy. 
Wir  liefern  jetzt  den  Beweis  des  oben  benutzten  Satzes 


tn  « 


j      j  ^(a cosd -\- ß sind  cos <p -i- y sind  sin ip)  '  sind  dd  dtp 

^  2n  I  ^(re)  de,       r  =  J^^"+~(jr^ "yl . 
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Man  setze  a  =>  r  eoap^  ß  *^  r  sinp  co$q,  y  »■  r  «tnp  äinq^  so  wird  die  linke  Seite 
dieser  Qleichong 


//• 


^  fr[co8p  C08&  4"  •''•P  '^^^  eoi{q  —  9)]  >  sin9  M  d<p. 


Auf  einer  um  den  Pol  des  Coordinatensystems  mit  dem  Radius   1  beschriebenen 
Kugel  hat  nun   ein  Punkt   die  sphärischen  Coordinaten  9,  9;    ein   anderer   die 
Coordinaten  p,  q  und  sieht  man  leicht,  dass  für  den  Verbindungsbogen  m  beider 
die  Relation  cot  m  =b  caa  p  co$  9  -{-  tin  p  sin  d"  cos  {q  —  9)  gilt. 
Demnach  stellt  sich  das  Integral  unter  der  Form  dar 


^fß 


^{rcosa)  r*9in9'  M  dtp 

WO  »inf^  dd"  dtp  das  sphärische  Flächenelement  bedeutet.  Der  Bogen  o  misst  den 
Winkel,  welchen  der  Radiusvector  des  Punktes  ifi',  9),  an  welchem  das  Flächen- 
element anliegt,  mit  dem  festen  Radiusvector  (p,  q)  bildet,  rrosm  ist  daher  der 
Abstand  des  Flächenelementes  r*nn9'  d9  dtp,  von  einer  zur  Richtung  (p,  q)  senk- 
rechten Aequatorebene.  Der  .Sinn  des  Integrales  ist  daher,  abgesehen  von  dem 
Divisor  r*,  der,  dass  es  die  Summe  aller  Flächenelemente  einer  Kugel  mit  dem 
Radins  r,  jedes  multiplicirt  mit  seinem  Abstände  von  einer  festen  Aequatorebene 
bedeutet,  ausgedehnt  über  die  ganze  Kugelfläche.  Da  alle  Aequatorebenen  für 
die  Kugel  dieselbe  Bedeutung  haben,  so  ist  es  gleichgültig,  welche  man  wählt 
und  behält  das  Integral  denselben  Werth,  wenn  man  p  «a  0  und  q  ssm  0  setzt. 
Hierfür  fällt  die  Richtung  (p,  q)  mit  der  Polaraxe  zusammen  und  wird  o  i»  ^, 
und  folglich  das  Integral 

2n  jt  n  —1 

_j    /      /  '^{rcoid)  r^sinO-  dd^  dy  «  2«  1  ftf{rco8&)  sind"  d^^^n  I  fp(rts)  dtf, 

00  0  +1 

indem  man  c(u&  =»  a  setzt. 

4.  Wir  wollen  jetzt  das  gefundene  Resultat  interpretiren  und  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  discutiren.  Die  Functionen  f  und  F  sind  die  anfängliche  Conden» 
sation  und  deren  Differentialquotieut,  welcher  letzterer  gleich  der  mit  entgegen- 
gesetzten Zeichen  genommenen  Summe  der  Derivirten  von  Uq,  Vq,  ito  ist.  Es  sei 
der  Anfangszustand  derart,  dass  die  Erschütterung  nur  innerhalb  eines  bestimmten 
Raumes  stattfinde,  so  dass  «01  >'t)i  ^0*  ^^'o  ^^^  ^^®  Differentialquotienten  von  Uq, 
vo,  u^o  nur  innerhalb  desselben  Werthe  haben,  ausserhalb  aber  Null  sind.  Dann 
ist  also  auch  F ausserhalb  dieses  Raumes  Null.  Nun  sind  x-f-  ^^  cosd",  ^4*^'  sind"  cos tp, 
z  -f-  ai  nnd"  sintp  die  Coordinaten  eines  Punktes,  welcher  auf  einer  um  den  Punkt 
(xyz)  mit  dem  Radius  at  beschriebenen  Kugelfläche  liegt  und  (ai)*  sin  9  d9  dtp  ist 
das  Flächenelement  der  Kugel  an  jener  Stelle.  Die  Bedeutung  des  Bestandtheiles 
«"  von  *,  wofür 

4«(fl/)«  •*"=-/      /  <  •  f*(x  +  ai  cos»,  •••.)  (aty  sin»  d»  dtp  , 


■//'•'•' 


ißt  die,  dass  die  Summe  aller  Flächenelemente  dieser  Kugel,  jedes  multiplicirt 
mit  dem  Werthe  der  Function  t  '  F  in  ihm,  ausgedehnt  über  die  ganze  Kugel 
jfleicb  /'  multiplicirt  mit  der  Oberfläche  der  Kugel  selbst,  sei.  Es  stellt  demnach 
m"  den  Mittelwerth  der  Function  t  •  F  auf  der  Kugel  dar.  Aehnliches  gilt  von 
d^in    andern   Bestandtheil  /,  welcher  zur  Bildung  von  s  nöthig   ist.     Man  sieht 
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hi«i«iis.  dmaM  das  Pkia^sem  tob  des  asfia^licheo  Zustande  aaf  einer  KngeUide 
abhin^i^  ist  nnd  im  Veriasf  e  demelben  alle  Elemente  einer  mit  der  Zeit  ▼criader 
liehen  Ko^el  zur  Biiiacr  der  Coadeasation  beitragen. 

Es  liefe  acn  der  Piirkt  jcfz"  aasserhalh  dea  Erschfitterongarauaies ;  vur 
beginnt  derselbe  seine  Beiesisn^  oni  wann  hört  sie  wieder  auf.  Die  FvBctiosfz 
f  und  F  haben  anfaac^i  aaf  der  cm  ihn  besehriebenen  Kegel  die  Wertbe  Kall,  k 
lan<re  bis  der  Radios  st  so  ^ross  i$t,  dass  die  Kogel.den  Erschottenuigsra»  b«> 
rahrL  Mit  dem  Momente,  in  welchem  dies  eintritt,  beginnt  die  BewegOB^  u^ 
£ndet  so  lan|re  Coa-jen^ati ?n  oier  Dilfttation  statt,  als  die  Kngelflache  den  Ri:it 
schneidet ,  innerhalb  dessen  f  nnd  F  Werthe  haben,  so  lange  also  bis  sie  denselb«! 
nacb  der  amssezsten  Berihm^  Terilsst.  Sind  also  r,,  r,  die  kürsesttt  lai  dl: 
weiteste  Ectfemasg  des  Punktes  x>:  ron  der  Oberfliche  des  Ersehfitteracz« 
ranmes,  so  fol^n  die  ZeltfreBzes  /,,  r,»  innerhalb  welcher  der  Punkt  oberh&u^: 
Condensatioa  besitzt,  ass  den  Glciehnng-en  «/|  «s  r|,  o/f  ss  r,.  Daxwiacben  kti: 
tbri|rens  die  Bewe^^itj  "f^ers  interrsiniren. 

AÜe  Pii^kte,  welche  ^eiehzel:i?  mit  dem  Punkte  [xyz)  ibre  Bewegnn^  ^7- 
^£=ec,  !ie£en  in  dc2£$e!ben  Abstände  r  Ton  dtr  Anssenflache  des  Erschntterasr«- 
ra:i=i«s  ab.  Erriciiet  san  in  a!!en  Ponk'ea  dieser  Fläche  nach  anasen  Norat.-:. 
Ton  i^r  Läcure  •>,  so  ert^Ht  man  eine  Paralleldlche  als  Ort  dieser  Punkte.  I^  * 
Zeiten  sm  welche  zwei  Punkte    x^:    acd  ,x'yz'\  deren  Normalabstlade  tob  Er- 

f  r 

•ck:tter«c£sraame  r  =ai  r   sied,  ihre  Bewegung  beginnea,  stad  t  ^  —  und  t  *^ 

a 

s»i  l:e  Z^Iu  in  ve!cb^r  sich  das  Phlnomen  Tom  ersten  bis  zum  zweiten  fortpfltr.:' 

iat  I*  —  f  aiB -     Kir  t  —  *=  1  wirdr'  —  rssa,d.li.«ist  die  Fortf  tu 

nri^jsr^-SNrlwiz-ii^keiu     Es  sci.reitet  Tom  Erschuttanrngsraum  aus  einer  Welle  t  • 
der  I~^^&.e  4  nach   des  usenilieben  Ran«ne   fort.     Sie   ist  begrenzt  Toa  Parai 
fxv'ieu   ixr  O'^^^rci.-ie    des  Erschütterur^raumes.     Mit   wachsender  Zeil   nü':". 
s£ck  die  F.'rs  der  Welle  ndiche  mehr  und  mehr  der  Kugel. 

Im  Errvrxn^srarse  selbst  ist  das  Phänomen  etwas  eomplicirter. 

In  BeSTcdT  der  G^^chwisdirkeit  bemerke  man,  daas  der  Punkt  (xy:)  tLUtte: 
hal^  de»  Erre^Tsaursrauzes  anfangs  keine  Geschwindigkeit  bcaitzt,  dass  also  fir  .1 : 

t  t  t 

J  *^  J  cy  J  cz 

4  V  V 

So  las^   <ia  I   k^^elrer  ist  als  die   Zeit  /^,  für  welche  mt^  ^  r  ist,  wenn  r  c  ■ 

-         ^       * 

k^Irse5teu  AV*taci  t.^ä  Erüchutteranrsraume  bedeutet,  mnd     -  ,   --  ,  —  Xoll  zz' 

rx     fy     rz 


mit^n  asci  die  Cv>-=^^=eat<u  der  Geschwindigkeit.    Daher  kaan  man  setzen: 

t  t  t 

J    fJT  J    ry  J    CZ 

«r  'r  'r 

pAÄselSe   ere»c«et  sx*!:  Ton  der  Zr^it  f,    an,  für  welche  «/^    =■  r\  uimHch  glei  : 

der  grÄsstec  Ee::em-sr  r'  wird.   Yca  >ites«rm  Momente  an  werden  a,  r,  r  constast, 

nämlich 


•  _ 

■er 

r  z 


t.  t,  t. 
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Mau  bemerke  noch,  dass  während  die  Condensation  von  dem  Zustande  auf  einer 
Kugelfläche  abhängt,  die  Geschwindigkeit  wegen  der  noch  weiter  hinzutretenden 
Integration  von  dem  Zustande  in  einem  Räume  von  drei  Dimensionen  bedingt  ist. 

5.  Befindet  sich  das  elastische  Fluidum  blos  auf  einer  Seite  einer  festen 
Ebene,  so  sind  /*  und  F,  wenn  wir  diese  Ebene  zur  ^z- Ebene  nehmen,  blos  für 
positive  X  und  beliebige  y  und  z  gegeben.  Es  tritt  zu  den  Bedingungen  des  bisher  be- 
handelten Problems  noch  die  weitere  hinzu,  dass  u  =s  0  sei,  für  o;  «s  Q  zu  allen  Zeiten. 
Es  kann  auch  hier  gezeigt  werden,  dass  das  Phänomen  der  Bewegung  dasselbe 
ist,  welches  erfolgt,  sobald  man  sich  den  ganzen  Raum  mit  elastischem  Fluidum 
erfüllt  denkt  und  symmetrisch  zu  der  yz- Ebene  eine  zweite  anfängliche  Gleich- 
gewichtsstörung so  vornimmt,  dass 

fi—  «I  yi  2)  =  Aa?,  y,  z)  aber  iio(--  a?,  y,  z)  ^  ^  iip(jj,  y,  z), 
während  Vq  und  wq  für  negative  x  dieselben  Werthe  haben,  wie   für  positive  x. 
Die   Geschwindigkeitscomponente  u  ist   dann  an   der  Ebene   zu  jeder  Zeit  Null, 
indem  das  Integral,  welches  sie  darstellt,   paarweise   entgegengesetzte  Elemente 
besitzt.     (Reflexion  der  Wellen.) 

6.  Nimmt  man  an,  dass  f  und  F  blos  Functionen  von  x  sind  und  kein  y  und 
r  enthalten,  so  ist  die  anfängliche  Störung  für  alle  Punkte  eine  zur  o;- Richtung 
senkrechte  Ebene  dieselbe.  Die  Ausführung  der  Integrationen  führt  zu  der  Lösung 
des  Problems  in  §.  6. 

§.  8.  Die  anfängliche. Störung  im  elastischen  Medium  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  anfängliche  Condensation  und  Geschwindigkeit 
blos  Functionen  des  Abstandes  r  von  einem  bestimmten  Punkte  sind 
und  die  Richtung  des  letzteren  durch  diesen  Punkt  hindurchgeht. 
Das  Medium  selbst  sei  unbegrenzt. 

Nehmen  wir  diesen  Punkt  zum  Ursprung  der  x,  y,  z,  so  ist 

'0  «  nr)  «  KVa^  +  y«  +  X«)  «  nx,  y,  z) 

und  die  Geschwindigkeit  öo^"  9W  *o»  d*8S  Kq™  ß»o* ""»  ''o  ="  ^'o  *  ~»  ^o  =■  »'o  —  ' 

r  r  r 

Wir  erhalten  dann 

dx  dr    dx  dr       r  *     dy  dr       r  ^     dz  dr        r 

und  hiermit  weiter 

duo        cfmo     ^*    I    —   / 1         a?»\     dvo        dat^     y*     i    — -  /  ^         y*^ 

dx-^  ~di"V*'^  «oV/~  ^,).  ^""17'^+  <»o^7- ;:!;. 

dwp        (fmp      z'    I    -w   /l         2*\ 

Hiermit  finden  wir 

/(x,  y,  z)  =  _  ^+  -_+  __j  _  _    -^'-y  »0  =  -  9(r)  -  -9W. 

Um  8  darzustellen,  haben  wir  mit  Hülfe  von  /*(x^y,  z)  =  /"(Kar*  +  y*  +  **)  z« 
bilden 

f{x  -|-  at  cos  9,  y  +  at  sinO'  costp^  z  -|-  ai  sin  9"  sintp) 

=  r{y{x  +  at  cosQf+iy  -f  ai  sin  9  cos  (ff  +  (2  4-  «i  HnQ^  «ny)«}  =  f[X), 
wenn  wir  unter  X  die  Wurzel  aus 

{x  -f  al  cos9Y+  (y  -f  al  sin9  cosq>)^+  (z  +  alsin&sintp)* 
==  r'-f-  «*/•+  2al  {xcos9  +  y  sin 9  cos (p  +  z  sin9  sintp) 
verstehen.    Ebenso  ist 
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F{x  +  at  C08&J  ••••)  «»  —  9  (X) =9  (X) 

zu  bilden.    Man  erhält: 

Von  den   beiden  Integrationen  kann  eine  noch   aasgeführt  werden  Termoge  des 
bereits  früher  benutzten  Satzes: 

j      j  ^(a  coid"  -f-  ß  sin^  coitp  -f-  y  sinG'  sintp)  •  sin^  M  dtp 
Im  vorliegenden  Falle  ist  nSmlich  a  «»  2atx^  ß  »»  2a /^,  y  aa  2afz  und  folglich 


^^  f  4-1 

/     jfiX)  sind'  d»  d<p  —  2«  /}0 


2«  /  KKr«  +  a«/«  +  2a/  rtf)  rfir,  -•., 

0        ü 

daher  x  i  4-1 

« -4^7  (^Jns)d6^  « i' Av'wr+1 9 (Ä)}  rf' 

5r  =.  (r«  +  a«/«  +  2a/nF)i. 
Führen  wir  nun  ^  als  neue  Variabele  für  e  ein,  so  wird 

'  '^  i  ^//-WÄrfÄ  -^  j{Äcp'(W  +  29(Ä)}  ifÄ. 

Behufs  Ausführung  der  Differentiation  mit  Hülfe  des  Satzes 

h 


ergibt  sich 


I/aö.5-a6)£-a-)|: 


-  h-  {('•+«OAr  +  «<)-('-«-aOA'— <")}  -g^    /{ä9'(S)  +  2»(S)}^- 


In  Betreff  der  Geschwindigkeit  "m  hat  man 


U   I/o 

^ 

-  V  ^- 

f ,        0  —  t'o  =" 

oder  da 
ist: 

0 

^a;        dr 

^r          d»      X 
dx        dr       r 

i 

--•/l*'    «'-"•o>-a.yj;* 


r 


0  0 

Sie  ist  normal  zur  Kugel  um  den  Coordinatenursprung. 
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§.  8.  Die  Gleicbangen  für  die  Bewegimg  flüssiger  Sys'teme  wurden  zuerst 
Ton  Euler  in  zwei  Terschiedenen  Formen  aufgestellt.  (Principes  g^n^raux  du 
mouyement  des  fluides  in  der  Histoire  de  VAcad.  de  Berlin  1755;  de  principiis 
motus  fluidorum.  Novi  commentarii  Acad.  Petrop.  T.  XIV.  P.  I.  1759.)  Die 
Probleme  von  §.  §.  3  —  6.  wurden  gleichfalls  von  £uler  zuerst  behandelt;  das 
allgemeine  Problem  §.  7.  und  seine  Losung  verdankt  man  Poisson  (M^m.  de 
TAcad.  de  Paris.  T.  X.).  Die  yorliegende  Darstellung  lehnt  sich  streng  an  die 
Bebandlnugsweise  yon  Dirichlet  an,  wie  sie  derselbe  in  seinen  Vorlesungen  über 
die  Integration  partieller  Differentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  auf  physi- 
caliscbe  Probleme  gegeben  hat  und  wie  sie  in  der  Hattendorff'schen  Bearbeitung 
Kiemann'scher  Vorlesungen  über  denselben  Gegenstand  zu  finden  ist. 

§.  9.  Gleichgewichtsflgur  einer  rotirenden  incompressibelen  flüssigen  Hasse. 

Eine  incompressibele  Flüssigkeit  rotire  als  ein  unveränder- 
liches System  um  eine  feste  Axe  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit A  unter  Einwirkung  gegebener  Kräfte  P  (X,  X,  Z);  es  fragt  sich, 
welche  Gestalten  die  freie  Oberfläche  derselben  annehmen  kann? 

1.  Auf  das  Massenelement  q  dxdy  dz  wirken  die  Kraftcomponenten  q  Xdxdy  dz, 
^y  dxdydz,  qZ  dx  dy  dz  der  gegebenen  Kräfte  und  die  Componenten  —  J-  dxdydz^ 

—  7^  dx  dy  dz, —  ^-  dx  dy  dz  des  Druckes,  welche  mit  den  Reactionskräften  im 
dy  dz 

Gleichgewicht  sein  müssen.  Die  letzteren  reduciren  sich  vermöge  der  Rotation  um 
die  feste  Axe  und  der  UnverUnderlichkeit  der  Geschwindigkeit  auf  die  Centrifugal- 
kraft  QÜ^rdxdydZf  deren  Componenten  gSl^xdxdy  dz^  QSl*y  dxdydz^  0  sind, 
wenn  wir  zur  z-Axe  die  Rotation saxe  wählen.  Nach  dem  d'Alembert'schen 
Princip  besteht  also  für  jeden  Systempunkt  ijcyz)  die  Gleichgewichtsbedingnng 

(*X  _  ll  +  »Ä«;c)  9x  +  (el-  -  g  +  jÄ«.»)  dy  +  (jZ  -  ^  +  ,Ä»z)  9z  =  0, 

oder 

l?  dx  +^  dy  ^^   dz^  Q  (Xdx  +  Vdy  +  Zdz)  +  ^Ä«  (xdx  +  y9y) , 

cx  cy  oz 

wofür  wir  auch  schreiben  können, 

9p  ^  q  {Xdx  +  rdy  +  Zdz)  +  ^Ä«*4(««  +  yV 
und  Insbesondere,  wenn  eine  Kräftefunction  existirt 

dp  =  Qdu  +  ^ÄM  K^  +  y*). 

Hieraus  erhalten  wir  für  den  Druck: 

p  =  ?  [f'  +  4  a»  («»  +  y')]  +  c. 

Eine  Fläche  des  Systems,  deren  Punkte  denselben  Druck  erleiden,  heisst  eine 
Niveanfläche  der  rotirenden  Flüssigkeit.    Die  Gleichung  dieser  Flächen  ist  daher 

£^  +  i  a«  (o:«  +  y«)  =  ö 

und  UDter  diese  Flächen  gehört  die  freie  Oberfläche  selbst,  wenn  sie  unter  con- 
atantem  Drucke  steht. 

2.  Die  Flüssigkeit  sei  schwerer  und  von  einem  Cylinder  um- 
schlossen, dessen  Axe  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfällt.  Man 
hat  dann  X  =  J^  =  0,  Z  =  —  </,  ^  =  — -  yi.  Daher  ist  die  Gleichung  der 
Niveauflächen : 

Für  die  freie  Oberfläche  bestimmt  sich  die  Constante  e  mit  Hülfe  des  Volumens 
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der  flüssigen  Massel  Es  sei  a  der  Radius  des  Cylinders,  k  die  Höhe,  bis  zn  wel- 
cher im  mhenden  Zustand  die  Flüssigkeit  denselben  füllt,  also  «a'A  ihr  Volnmeo. 
Im  rotirenden  Zustande  ist  dasselbe  Volumen  von  der  vorstehenden  Rotaüem- 
fläche  begrenzt  und  wenn  l  die  Ordinate  des  Kreises  ist,  welcher  von  den  höchst- 

liegenden  Systempunkten  gebildet  wird,  welche  der  Qleichung  n*  ■»  - -^  [l  -^  r 
genügen  muss,  so  besteht  die  Bedingung 

««»:  -     I  «  (x»  +  y»)  rfi  =  »a«f  _  ^  (f  +  f)t  =  na*k . 
—  c 
indem  —  c  der  Werth  von  z  ist,    für  welchen  x'  4~  V*  verschwindet.    Die  Ent- 
fernung von  i  liefert  für  c  den  ViTerth  «  ss  —  yk  —  f  —  AO   und   hiermit  als 
Gleichung  der  Oberfläche  der  rotirenden  Masse  das.Rotationsparabaloid: 


-*  +  ^-y(«  +  r-*Ä'-*) 


9 
Die  Constante  des  Druckes 

bestimmt  man  mit  Hülfe  des  constanten  Druckes,  welcher  auf  der  Oberfliche 
lastet.  Ist  derselbe  P,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  jc*  -f  jr* 
aus    der   Gleichung    des    Paraboloides   P  ^»  \  <?  S^  q  —  p^A-f-C  und  folglieh 

j,  -  P  =  p  {^  (Ä  -  z)  +  i  AM«*  +  y*)  -  i  ««ß«}  • 

Die  Constante  —  c  in  der  Gleichung  des  Paraboloids  ist  die  Ordinate  seine» 

Scheitels,  sie  ist  demnach  —  c  =  A  —  J  —  ß*.     Die  Grösse  t  =  4  -  Ä*  —  f. 

a  9 

Die  Differenz  beider  £  +  c  ist  4  —  St*,    Beide  Grössen  differireft  also  um  dieselbe 

9 

Grösse  \  —  Sl*  von  h,    Pie  Flüssigkeit  ist  also  auf  der  Axe  ebenso  viel  gesoaktn, 

fr 

als  sie  am  Rande  gestiegen  ist. 

§.  10.  Die  Punkte  einer  flüssigen  mit  constanter  Winkelet- 
schwindigkeit  rotirenden  Flüssigkeit  ziehen  einander  nach  demXe»- 
tonischen  Gesetze  an,  man  soll  die  Bedingungen  bestimmen,  onier 
welchen  die  Oberfläche  derselben  ein  Ellipsoid  sein  kann,  dessrc 
eine  Aze  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfällt. 

1.  Nach  Cap,  IX.,  §.  12.  S.  696  ist  das  Potential  eines  homogonen  Ellip^i^* 
von  der  specifischen  Masse  q  und  den  Halbaxen  or,  ^,  7  in  Bezug  auf  einen  d^r 
Masse  angehörigen  Punkt  x,  y,  :,  wenn  dessen  Coordinaten  sich  auf  die  Haapt- 
axen  beziehen; 


•/0-/f.-,.!h-4-Jt  ^-/o+-oo+po+,o 


so 

ö 

Dies  Potential  mit  dem  Factor  s  behaftet  (S.  666)  ist  in  unserem  Falle  die  Kräfte 
function  U  für  dio  Kräfte  X,  Y^  Z,  welche   auf  die  Einheit  der  Masse  bezoc  r 
sind.    Demnach  ist  die  Gleichung  der  Niveauflächen 
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Diese  Gleichung  muss  mit  der  Gleichung 

^   M  ^   M   ^  ^   i 
at   "T*   j5«   "T-   yj 

des  Ellipsoides  übereinstimmen,   wenn  dieses  eine  Gleichgewichtsfigur  sein   soll. 
Die  Vergleichung  der  Coefficienten  von  x\  y\  z'  liefert  als  Bedingungen  hiefür: 

OD 
OO  CO  OO 

r  ds ß«^  _  2.  /  r^  _  \  r  da ß«_   i(  P^_  \ 

ü  0  0  0 


jo  ^so 


/* ds \.(   C^l  __     \ 
(y*  +  ^)  /)  -  y«  Vj  D         7  * 


ü  0 

Diese  Gleichungen  liefern  die  Constante  c,  die  Winkelgeschwindigkeit  A,  mit  wel- 
cher die  Masse  rotiren  muss,  damit  sie  die  Gestalt  des  Ellipsoids  annehme  und 
eine  Relation  zwischen  den  drei  Azen  a,  ^,  y.  Die  Elimination  der  Constanten  c 
führt  zu  den  Gleichungen 


OD  _» 


Ä« 


2«£« 


0                                                                         0 
/^ Kds      ^   tt»  -  y«     /***       sds 


^_y. 


0 

.00 


—  y»     /• ads 


Da  blos  zwei  Gleichungen  zwischen  a,  ^,  y  und  Sl  bestehen,  so  sieht  man,  dass 
man  im  Allgemeinen  zwei  Axen  a,  ß  des  Ellipsoids  willkürlich  annehmen  kann, 
die  dritte  und  die  Winkelgeschwindigkeit  bestimmen  steh  hiezu  aus  diesen  beiden 
transcendenten  Gleichungen. 

2.  Die  erste  Gleichung  hat  den  Factor  ß  —  a  und  wird  also  für  a  =  ^ 
erfüllt.  Da  hierzu  aus  der  zweiten  Gleichung  eine  reelle  endliche  Winkelgeschwin- 
digkeit folgt,  so  sieht  man,  dass  das  Rotationsellipsoid  eine  Gleichgewichtsfignr 
der  flüssigen  Masse  sein  kann.  Es  ist  aber  auch  denkbar,  dass  der  andere  Factor 
sich  anf  Null  reduciren  könne  und  die  Gleichung  auch  erfüllt  werde,  ohne  dass 
a=^  ß  sei.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall  und  merkwürdigerweise  kann  auch  das 
dreiaxige  Ellipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein. 

Wir  wollen  zunächst  untersuchen,  welche  Rotationsellipsoide  der  Aufgabe 
genügen.    Man  erhält  für  ß  =b  u  die  Winkelgeschwindigkeit 

OO 

a«  a«  —  y*     /»  3da 


f\ 


0 


(■  +  '.)•  ('  + :.) 


Man  sieht  hieraus,  dass  Sl  nur  dann  reell  sein  kann,  wenn  a  ^  y,  d.  h.  wenn 
(He  Rotationsaxe  die  kleinste  Axe,  das  Ellipsoid  also  abgeplattet  ist.  Nur  ab- 
geplattete Rotationsellipsoide  genügen  der  Aufgabe. 
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Um  etwas  za  vereinfachen,  setzen  wir  — 5.=  «,    -—  =  o'"  und  «'•  —  l=  V 

y*  «• 

und a=  F".    Dadurch  wird 

2  «e^ 

CO 

ß»  ..  /*  udu 


-f: 


'^^^^  J    (1    +   X«  +   1/)«   (1   +   «)* 

=  ^5  [(3  +  A«)  ArcigX^  3  A]  =  ^^^'  (^rr/p  X  -   3-^)- 

Es  sei  ^re/^  i  -  T+l^  ^  '^'^'^^^  ^"^  '^"^    ^' (*^  =  (TTT»)  (3  +  1«)'«' 

Da  diese  Grösse  stets  positiv  ist,  so  folgt,  dass  F  und  mithin  Sl*  mit  wscb 
sendem    X   wächst   und   zu    jedem    positiven    Werthe   von   l   auch  ein 
reeller  Werth  der  Winkelgeschwindigkeit  gehört  und  zwar  ab geieben 
vom  Vorzeichen    nur  ein    einziger.      Die  Grösse  l  ist   die  Abplattnng  dfs 
Ellipsoids,  nämlich   das  Verhältniss  der  Differenz  der  beiden  Halbazen  desnelbfa 

zur  kleineren  von  ihnen.     Es  ist  1*  =  «'•  —  l  ==-  —-  —  |  ss     — —JL  . 

Für  1  =s  0,  d.  h.  a  =  7  oder  die  Kugel  muss  f^  sa  0  sein.  Ebenio  fü 
X  si  00   oder  y  =  0,   d.  h.  für  die  Gestalt  einer  Scheibe  als  GleichgewicbttfigQr 

Ob  auch  jeder  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  ein  Botationsellipsoid  aI» 
Gleichgewichtsfigur  entspricht,  oder  vielleicht  mehrere,  oder  ob  nar  bis  iv  ein^r 
gewissen  Grenze  von  Sl  die  Gleichgewichtsfignr  ein  Rotationsellipsoid  sein  kiiu. 
ergibt  sich  folgendermassen.  Wir  construiren  eine  Curve,  deren  Abscissen  l  ao4 
deren  Ordinaten  die  Werthe  von  F  sind  und  fragen,  ob  ein  gegebener  Werth  T 
Ordinate  dieser  Curve  sein  kann,  ob  dies  für  eine  oder  mehrere  Abscissen  1  eic- 
treten  kann  oder  nicht  u.  s.  w.  Nun  erhält  man  mit  Hülfe  des  obig^en  Ansdnifk«<> 
für  F: 

ai         iU    1  +  i'  C9  +  *  )  Arctg  X^  -  ^^4  (9  +  ^,)  . 

wenn 

^^W  -  (1  +  i«)  (9  +  A«)  -  "^^^9  i 

dV 
gesetzt  wird.     Da  offenbar   -^  mit  F  {X)  das  Zeichen  wechselt,  so  folgt,  da^  / 

wächst  oder  abnimmt,  je  nachdem  F  {X)  positiv  oder  negativ  ist.  Für  i  » '* 
ist  F  (X)  positiv  und  da 

dF(X)  8  X<  (3  —  ^') 

dX     "°  1(1  +  i')  f9  +  i*)> 

von  1  BS  0  bis  X  »  Y^  positiv  ist,  so  wächst  F  (X)  innerhalb  dieses  InterTsI!-« 
und  ist  positiv,  aber  von  X  =  r3  an  wird  -^  fortwährend  negativ  niid  mir.**t 
mithin  F(X)  fortwährend  ab.  Anfangs  ist  F{X)  noch  positiv,  da  es  aber  tut  X^» 
in  —  •-•  übergeht,  so  folgt,  dass  es  zwischen  X  &»  K3  und  X  <»  od   einen  W«r.l 

dV 

X  geben  müsse,  für  welchen  F  {X)  und  mithin  auch  -^7  vom  Positiven  tum  Nef&* 

ox 

tiven,   also  V  selbst  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  übergeht,  mithin  F  ein  Matt 
mum    wird.     Genauer    berechnet    ist    dieser    Werth   X  »  2,6293;   der  Werth  •)•* 
Maximums  V*  von  V  ist  V'^^^  0,2246  und  ihm  entspricht  eine  Winkelgeschwtsiii*'' 
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keit  i2'=  0,2246  V^neg,  Die  fragliche  Curve  ist  demnach  folgendermasscn  be- 
schaffen. Für  X  =  0  wird  F  =  0;  von  1  =  0  bis  1  =-  2,5293  wächst  V  und 
erreicht  für  letzteren  Werth  sein  Mazimnm  V' =»  0,2246,  von  da  nimmt  F  fort- 
während  ab  and  nähert  sich  die  Cnrve  der  Axe  der  X  asymptotisch.  Es  kann 
daher  zu  keinem  Werthe  F,  welcher  grösser  als  V'  ist,  Abscissen  X  geben.  Da- 
gegen entsprechen  einem  Werthe  von  V  zwischen  Nnll  and  f^  zwei  Werthe  A, 
von  denen  der  eine  unter  2,6293,  der  andere  über  dieser  Zahl  liegt.    Daher: 

Einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  Sl  kann  nur  dann  ein 
Rotationsellipsoid  als  Gleichgewichtsfigar  entsprechen,  weifn 

a«  5  0,2246.2«ep 

and  zwar  entsprechen  ihr  zwei  solche  Figuren,  welche  an  dieser 
Grenze  in  eine  zusammenfallen. 

3.  Wir  gehen  jetzt  za  der  Beantwortung  der  Frage  über,  in  welchen  Fällen 
ein  dreiaziges  EUipsoid  Gleichgewichtsfigur  sein  könne.  Hierzu  bringen  wir  die 
beiden  Gleichungen  unter  Nr.  1.,  welche  die  Bedingungen  der  Aufgabe  aussprechen, 
nach  Tilgung  des  Factors  ß*  —  a*  auf  etwas  andere  Formen. 

s 
Setzt  man  nämlich  — r  =3  u  und  benutzt  die  Buchstaben  g  und  i  von  jetzt 

yt 

an  zur  Bezeichnung  der  Axenverhältnisse,  sodass 

yt  yt 

wird,  so  erhält  man  mit  Leichtigkeit  aus  der  ersten  der  dort  gegebenen  Glei- 
chungen : 

1.         /•=(i-.-o/-^t--''/^=-o. 

0  0 

Ä«  =  (1  +  gu)  (1  4-  tu)  (1  +  m), 

oder  auch,  indem  man  das  erste  der  Integrale,  mit  st  multiplicirt ,  hinzufügt  und 
wieder  sabtrahirt: 

OD  00 

r.  ,^  X     r.  X      (*  Udu  /*  Udu 

2.  ^-  :^  (1  _  .)  (,  _  Oj  -^  -  ./J  -^    ____^__  =  0 . 

0  .0 

Ebenso  gibt  die  zweite,   wenn  — «=■  V  gesetzt  wird: 

3.  V  ^  ti^t—  V)  l  "  ^-^ *-  du^  s{l  ^  i)  I       ^    ^ ^  du, 

0  0 

sowie  mit  Benutzung  der  eben  gefundenen  Gleichung  1.  oder  2.: 

00  « 

4.  K  -  ..J*--^«*'  ^---.  -  -  (1  -  .)  (1  -  t)Jj^ . 

0  0 

Da  die  hier  vorkommenden  Integrale  sämmtlich  positiv  sind,  so  folgt  aus  1.,  dass 
*  +  /  <  1  und  mithin  ,  <  1,   /  <  1,  d.  h.  y«  <  a»,  y«  <  |J«,  i-,  +  ~  <  i- 

Die  kleinste  Axe  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  welches  Gleich- 
'gcwichtsfignr  ist,   fällt  in  die  Rotationsaxe  der  Masse  und   ist  die 
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Quadratsamme    der    reciproken  Werthe   der   beiden   grosseren  Azen 
kleiner  als  das  reciproke  Quadrat  des  kleinsten. 

Nimmt  man  für  s  einen  bestimmten  Werth  zwischen  0  und  1  an,  so  fol^ 
aus  der  Gleichnng  2.  für  t  =^  0  ein  positiver,  für  1  =  1  —  s  ein  negativer  Werth 
von  F,  Da  nun  F  eine  continnirliche  Function  von  s  und  /ist,  so  folgt,  da» 
ein  Werth  t  zwischen  0  und  1  —  s  ezistire,  für  welchen  F  verschwinde.  Aehs- 
liches  gilt  in  Bezug  auf  f ,  wenn  für  /  ein  bestimmter  Werth  angenommen  winl 
Es  ezistirt  demnach  zu   jedem  beliebigen  Werthe  eines  der  beideB 

yt  yS 

Azenverhältnisse   —^,    -L-   immer   ein  Ellipsoid,   welches   der  erstes 

a*       p*  '^ 

Gleichung  des  Problems  genügt. 

Es  kann  femer  gezeigt  werden,  dass  mit  wachsendem  s  das  Yerhilt- 
niss  /  abnehme  und  umgekehrt.    Man  erhält  nämlich  aus  1.: 


oo 


|f  =  _  ^JjL(L+4/l+ '!0_  p  +  (3  _  .  _  „ _  ,^j ^ 


0 

OD 


If  =  _  iJ-J^IL  +  .«Hi_+  •") .  [2  +  (3  -  .  -  0  «  -  -^  ä,; 


0 

oder  wenn  man  setzt: 


OD 


2  ^0  =-  /  J^+-i^  [2  +  (3  -  *  -  0  «  -  **«»]  du 


0 

00 


J  > 


SO  werden 


0 


Ij ^0-  /^,  =  -  (1  -10^0-  4' (2^0 +  3^,) 

^ Ao-sA^ (1  -|,)^o-  J,(2^,  +  3^,), 

Nun  kann  man  leicht  zeigen,  dass  Aq  und  2  ^^  -j-  3  ^i  positiv  sind  und  da  s  imi ' 

kleiner  als  1  sind,  so  folgt  dann,  dass  beide  partielle  Differential quotienten  voo  /*, 

nach  i  und  /  genommen,  negativ  sind,  F  mithin  mit  s  und  t  abnimmt  und  ici^ 

die  Gleichung 

dF       dF     dt_ 

ds  "^  dt   '  ds  "^     • 

dt  f 

dass  -      negativ  sein,   also  dt  und  dt  entgegengesetzte  Zeichen   haben  m&sx^^- 
ds 

dass  also  /  abnimmt,  wenn  s  wächst  und  umgekehrt. 
Man  erhält  nämlich 


tt« 


_  4m  +  (3  +_f  4-  <)ti«  —  2#lit«  —  3«/ir<  ^ 


•*     (1  +  gu)  (1  +  tu)R  2(1  +  üti)   (1  +  tu)  ft» 

und  folglich  durch  Integration  zwischen  0  und  co: 

0  =  /*"  ^"^^-  [4  -f  (3  +  #  4-  0  «  —  2*la»  —  Zitu*]  dm 
0 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  obigen  für  2jifu,  so  kommt 
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eo 


^  -  *f-^^ 


2Ao  =  i  I  -=^-^'  T*"  ^^    (1  —  ,  —  <  —  ,/„t)  du 


0 

und  wenn  man  sie  mit  2  dividirt  and  Ton  der  Verbindung  2  Aq -{-  S  A^  abzieht: 


^  /"«'(»+  0« 


0 
Man  sieht  hieraus,  dass  2  Aq  und  2  ^q  ^  3  ^i  positiv  sind. 

Man  kann  ferner  zeigen,  dass  f^  mit  wachsendem  s  abnehme. 
Es  ist  nämlich,  da  auch  t  als  Function  von  s  anzusehen  ist: 

da  ~~  ds  "^  di    '  du        \ds    dt         dt    ds  /  '  dt  ' 

di  +  Wdi-^^''  "^"'^)- 

Nun  zeigt  sich,  dass  der  Zähler  dieses  Ausdruckes  fortwährend  positiv»  während 
der  Nenner  nach  dem  Vorstehenden  negativ  ist,  sodass  also  dV  und  dx  entgegen- 
gesetztes Zeichen  haben  müssen.    Man  erhält  nämlich  aus  der  obigen  Gleiöhung  4.: 

0 


0 

welche  Ausdrücke  mit  Hülfe  der  Bezeichnung 

00  00 

(1  + 1,)» 


0  0 

sich  unter  der  Form 


du 


dF  dF 

darstellen.     Hiermit  und  mit  den  oben  entwickelten  Werthen  von  -^-  »  w-  erhält 

CS  dt 
man : 

^  (s  ~  t)  [AoBo  +  4  W^o^i  +  i«'^i  (2  ^0  +  3  A,) 

+  (*  +  <-  lst)AoB,]. 
Dass  Bi  positiv  ist,   ersieht  man  unmittelbar,  dass  Bq  es  ist,   ergibt  sich,   wenn 
man  von 

4  ^0  =  /üiüJl-Al-  (4  4-  4m  —  2stu*  —  2stu*)  du 
0 

die  oben  benutzte  Gleichung. 


dO 

0  =  r^J^L+JL  [4^  +  (s  +  i  +  t)u  -  2stu*  —  3f/i«^] 
0 

abzieht,  wodurch  man 

61* 
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4i?, -Jjf!iLii±L  (1 -,_,  + .,«.)& 

0 

erhält,  einen  Ausdruck,  dessen  positive  Beschaffenheit  einleuchtet.  Da  nun  also 
^0.  ^1.  At  2  ^0  +  3  ^1  nnd  *  +  /  —  4«/  =  «  (1  —  }  /)  +  /  (l  —  I  #)  positiT 
sind,  so  folgt,  dass  für  «  >>  /,  d.  h.  «  >>  -^  und  also  <  <C  ^  die  Grösse 

ds     dt         dt     ds 
positiv  ist  und  mithin  V  mit  wachsendem  s  abnimmt.    Da  femer 

dt        dt  "*"  ds    dt        \dt    ds        ds    dt)  '  ds  \ds    rt        et    es /  '  rt 

ist,  so  ergabt  sich  weiter,  dass  F  mit  abnehmendem  t  wächst. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  auch  dahin  ausgesprochen  werden, 
dass  mit  wachsendem  V  die  Grösse  $  abnehme  und  /  wachse,  woraiu 
folgt,  dass  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  A  nur  ein  ein- 
ziges dreiazigesEllipsoid  als  Gleichgewicht  sfigur  entsprechen  kann. 

yt  yt 

Aus   den   Gleichungen   ^  =^  s,     ^  =s  t   ergibt   sich    hierzu    welter,   das:» 

p*  ar 

mit    wachsender   Winkelgeschwindigkeit    die    grössere    Axe    2a    des 

Aequato.rs  des  EUipsoids  abnimmt,  während  die  kleinere  2^  wächst. 

Aus  der  Gleichung  2.  folgt,  dass  wenn  «  «»  0  ist,  /=  1  wird  ubd  umgekehrt 
dem  t  SB  0  der  Werth  f  =s  1  entspricht.  Da  nun  von  beiden  Grössen  die  eine 
abnimmt,  wenn  die  andere  wächst,  so  folgt,  dass,  während  s  von  0  bis  1  wächst» 
/  von  1  bis  zu  0  abnimmt.  Es  wird  daher  nur  einmal  innerhalb  dieser  Grenzen 
sich  eteignen,  dass  s  und  /  einen  gemeinschaftlichen  Werth  s  ^^  t  ^=»  %  annehmen. 
Wächst  s  über  diesen  hinaus,  so  geht  /  unter  ihn  herab  und  umgekehrt,  soda» 
wenn  t  a»  «g,  t  ^  to  ein  Paar  zusammengehörige  Werthe  sind,  wo  s^  ^  x  und 
to  "^  t  ist,  bei  dem  weiteren  Wachsen  von  s  und  Abnehmen  von  t  man  auch  n 
dem  Paare  «  =  /q,  /  »>  «„  gelangt.  Dies  ergabt  ^ich  auch  schon  daraus,  dass  F 
eine  symmetrische  Function  von  s  und  t  ist.  Die  beiden  Annahmen  g  ^^  s^,  t  ^^t^ 
und  a  =  tQ,  /  =■  f 0  führen  daher  zu  demselben  EUtpsoid  und  braucht  man  deshalb 
blos  die  Untersuchung  auf  die  Werthe  «  ^  /  zu  erstreckeu. 

In  Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  Sl  oder  die  Grösse  K  nahmen  wir  « >>  X 
an  und  folgerten,  dass  y  mit  wachsendem  s  abnehme;  ebenso  ergibt  sicli,  dass 
wenn  «  «C  <  ist,  V  mit  wachsendem  s  abnimmt.  Nimmt  daher  s  von  1  bis  t  ah, 
so  wächst  y,  nimmt  es  weiter  von  t  bis  0  ab,  so  nimmt  y  wieder  ab.  £i  er* 
reicht  mithin  y  sein  Maximum  Fq,  wenn  «  =  /  =a  «.  Da  ferner  K  sich  nicht 
ändert,  wenn  s  und  t  vertauscht  werden,  so  gehören  zu  den  Werthsystemen  s^  $^ 
ts^tQ  und  f  B>/ot  t=x8Q  derselbe  Werth  von  F.  Jede  dieser  Annahmen  liefert 
aber  dasselbe  Ellipsoid.  Daher  entspricht  einem  gegebenen  Werthe  F<^F«Bor 
ein  einziges  Ellipsoid.  Da  nun  mit  t  =»  0,  s  »s  i  die  Grösse  K  verschwindet, 
so  folgt: 

Wenn  F  von  0  bis  zum  Maximum  Fj,  wächst,  so  wächst  auch  t  von 
0  bis  T  und  nimmt  s  von  1  bis  t  ab  oder  es  nimmt  die  grössere  Halb- 

y 

axe    des  Aequators   von  oo    bis   --~=r    ab    und  wächst   die  kleinere  von 

y  rr 

Y  bis  -^. 

Zur  Berechnung  von  t  und  Fq  dienen  die  Gleichungen: 
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00  00 

du 


J  [\  +  .«•)'  (1  +  «)*    J  ( 


Ä'l 


^       (1    +  ,««)»  (1   +  «)5        j/  (1   +   «)'   (1    +   XU) 

OD 


J     J 


1 


(I  +  u)*  (1  +  »«)' 


die   man   aus  der  ersten  Formel  §.  10.  erhält,  indem  man  a  ss  ^,    -^  =s  u  und 

-  -  =->  T  setzt,  sowie  aus  obiger  Gleichung  4.  für  g  ^^  t  ^=»  z.    Indem  man  weiter 

\  \  jJt 

-=  1  -I-  X'   und    7<  =»     -    j —  setzt,  nehmen  diese  Gleichungen  die  Form  an: 

z  ocr 

0  0 


Fo  =  2  (1  +  V) 


/- 


(1  +  X^a^Y      » 

oder  nach  Ausführung  der  Integrationen  die  Formen: 

0  ==  —  X  (3  +  13  i«)  +  (3  +  14  X«  +  3  X^)  Arctg  X, 

A^ü  -  j\j  {i  (3  +  X«)  -  (3  -  Xt)  (1  +  X»)  Arclg  x}  • 

Man  erhält  hieraus,  da  X  as  0  nicht  in  Frage  kommen  kann: 

X  =  1,3946,         Ko  =  0.18711, 

y=^,  =-  —  =  Ki4-X«=  1,7161 ,         r  =    %  =  0,3395 . 

Dtvidirt  man  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mit  4  X^  und  addirt 
sie  zur  zweiten,  so  ergibt  sich 

(3  +  X«)  Arctg  X  —  3  X 

welche  Gleichung  bereits  oben  auftrat  bei  Bestimmung  des  Rotationsellipsoids. 
Ks  ist  daher  das  Ellipsoid,  welches  die  Grenze  aller  dreiazigen  Gleichgewichts- 
cllipsoido  bildet,  in  der  Reihe  der  oben  untersuchten  Rotationsellipsoide  enthal- 
ten, entsprechend  dem  Werthe  X  :=  1.3946. 

Wir  erhalten,  indem  wir  alle  gewonnenen  Resultate  zusammenfassen,  den 
iSatz: 

Damit  ein  Ellipsoid  Gleichgewichtsfigur  einer  mit  constanter 
Winkelgeschwindigkeit  A   rotirenden  Flüssigkeit  sei,   ist  erforder- 

lieh,   dass    V  =»  ^ zwischen  den  Grenzen  0  und   V  ■»  0,2246  liege. 

Allen  Werthen  f^yon  Obis  Fq  =  0,18711  entsprechen  je  ein  dreiaziges 
Ellipsoid  und  zwei  abgeplattete  Rotationsellipsoide;  für  V  ==  f^^ 
geht  das  dreiazige  Ellipsoid  in  das  eine  der  beiden  Rotationsellip- 
Boide  über,  für  K  ^  f^o  ezistiren  zwei  Rotationsellipsoide,  welche 
für  y  «^  V  zuzammenfallen.  lieber  f^' hinaus  gibt  es  gar  keine  ellip- 
Boidischen  Gleichgewichtsfiguren  mehr. 

Der  ruhenden  Flüssigkeitsmasse ,  also  f^  =■  0  entsprechend,  liefert  die  Glei- 

yt  yf 

chaog  4.  die  Werthe  »  =  1,  <  ■■  0,  d.  h.  -~  «a.  1 ,  ^  =.  0,  also  «  »  od,  p  =  y. 

p"  n 
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Die  Gleichgewichtsfigpir  ist  in  diesem  Falle  ein  anendlich  langer,  anendlich  dfianer 
Rotationscjlinder.  Die  Jseiden  RotationsflAchen ,  welche  Gleichgewichtifignren  fnr 
f^  s=  0  sind,   waren  die  Ragel  and  die  anendliche  Scheibe. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  von  0  an  wächst,  so  gehen  Kugel  and  Seheibe  in 
Rotationsellipsoide  über,  indem  erstere  sich  abplattet  und  die  Ezcentrictt&t  der 
letzteren  abnimmt;  der  Cylinder  aber  wird  ein  dreiaxiges  Ellipsoid,  so  zwar,  dass 
der  Kreisschnitt  eine  Ellipse  wird,  am  deren  kleinere  Axe  die  Masse  rotirt,  wäh- 
rend die  grössere  Axe  zar  kleineren  Axe  des  Aeqaators  wird. 

Das  Problem   der  Gleichgewichtsfigaren    einer   rotirenden  Flüssigkeitsmasse 
hat  einige  Berühmtheit  erlangt,   einerseits  wegen  der  Anwendung  auf  die  Unter- 
suchungen über  die  Gestalt  der  Erde,  andererseits  wegen  der  scheinbar  paradoxen 
Existenz  der  dreiaxigen  Gleichgewichtsfigur.     Die  Gleichung  der  Oberflache  der 
Gleichgewichtsfiguren  überhaupt  gab  zuerst  Clairaut  (Thiorie  de  la  figtirt  de  U 
terre,  2^*™«  ^dit.   p.  101),  die   Rotationsellipsoide    fand   Macl aurin  {Treatue  aj« 
fiuctiofiB,  L.  I,  Cap.  XIV,  §.  641.);  das  dreiaxige  Ellipsoid  rührt  Yon  Jacobi  her 
(lieber  die  Figur  des  Gleichgewichts  in  Poggendorff's  Annalen   Bd.  XXXin, 
S.  229  (1834),  woselbst  sich  auch  verschiedene  historische  Notizen  finden).  Jacobi 
wurde,  wie  er  einstmals  in  der  Vorlesung  (es  war  \ii  der  Vorlesung  über  allgemeine 
Theorie  der  Oberflächen  und  der  Curven  doppelter  Krümmung,  Winter  1849)  erzählte, 
durch  eine  unvorsichtige  Aeusserung  von  Pont^coulant,  dass  nar  Rotationsfiichen 
Gleichgewichtsformen  sein  könnten,  zu  seiner  Untersuchung  veranlasst  (wie  er  dcL 
ausdrückte:   „vermöge  des  Geistes  des  Widerspruchs,   dem  er  seine  meisten  Ent- 
deckungen verdanke*').    Der  Jacobi'sche  Satz  wurde  (20.  Oct.  1834)  der  Parber 
Akademie  vorgelegt  und  Liouville   gab  in  der  folgenden  Sitzung  einen  Beweis 
desselben,  welcher  unter  dem  Titel:   Noie  sur  la  figure  d'une  moste  fluide  homtogene. 
en  ^quüibre,  et  douie  d'un  monvement  de  rotation  in  Cah.  XXIII.  des  Joam.  de  TecoV 
polyt. ,   p.  289  sich   findet.     Er  behandelte  dieselbe  Frage  in  dem  M^moitre  nr  Ut 
flgwrei  elHpsoi'd«les  ä  trois  axes  inegaux^  qui  peuvent  conoenir  d  fiquiHhre  tCune  wtsn^ 
liquide  homogene,  douie  d'un  mouüement  de  rotation  [Addition  k  la  Connaissance  des 
Temps  pour  1846  oder  Journal  de  math^m.  T.  XVI,  p.  241  (1851)].     Diese  Arbeit 
ist  im  Grunde  eine  Bearbeitung  der  Hauptabhandlang,  welche  über  diesen  Oegea* 
stand  existirt,  von  C.  O.  Meyer,  de  aequilibrü  formis  ellipgoidieis  [Grelle 's  Joar«. 
Bd.  XXIV,  S.  44  (1842)],   worin  zuerst  der  Zusammenhang  der  sämmtlichen  ellip- 
soidischen   Gleichgewichtsformen  dargelegt  wurde.      Eine    andere   frühere  Arbei*^ 
ist  von  Ivory,    On  the  eqtälibrium  of  a  mass  of  homogeneous  fluid  at  liberty  (PhiK>- 
soph.  Transact.  f.  th.  j.  1834,  P.  II,  p.  491).     In  neuester  Zeit  hat  D  ah  lande  r 
(Zur  Theorie   einer  rotirenden  Flässigkeit,   deren  Molecüle  sich  gegenseitig  aa 
ziehen,   Poggendorff's  Annalen,  Bd.  CXXIX,  S.  443  (1866))  gezeigt,  dass  drei 
axige  Ellipsoide  auch   für  Rotationsaxen ,  welche  nicht  mit  einer  Haaptaxe  so- 
sammenfallen,  Gleichgewichtsfigaren  sind.     Für  die  numerische   Berechnung  der 
Axenverhältnisse  der  Ellipsoide  ist  von  Bedeutung:   Kostka,  Ueber  die  Auffin- 
dung der  elllpsoidischen  Gleichgewichtsfigaren  einer  homogenen  um  eine  feste  Axe 
rotirenden  Flüssigkeitsmasse,  wenn  die  Dichtigkeit  und  Umlaufszeit  bekannt  find 
(Monatsber.  der  Berliner  Acad.  1870,  S.  116.) 


Verbesserungen  und  Zusätze, 


S.  39,  Z.  16  ▼.  o.  lies:   /)  =  —  4  /*  cotg^  m,    Z.  11  v,  u.  lies:  y  =  «  sin^iff  +  e  cos  ip 

Und  streiche  die  folgenden  Worte  und  die  Gleichung  bis  zum  Punkte. 
S.  41,  Z.  10  y.  u.  lies: 

4fl«r  (x«  +  y«)  y*  =  {r«  [{a^  +  ^)  —  ß'a?«]  +  ö«  (««  —  ««)  (a^  +  y«)}«. 

S.  42,  Z.  9  V.  o.  lies:    ar  =.  Kiß«  ~  y*  +  Kr*  —  4y*. 

S.  43,  Z.  22  lies:   fl«pp'  statt  ^a«  und  Z.  27  lies:   [p,«  +  p/«  —  ««]  statt  [^j«  +  ^,'«], 

sowie  0  statt  ^a*  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung. 
S.  49,  Z.  13  lies:    (x  —  a)  cos  tp  statt  (x  —  a)  tff, 
S.  56,  Z.  11  V.  u.  lies:    cos  (n  —  i®). 
S.  67,  Z.  18  V.  u.  lies:    X  =  0. 
S.  11,  Z,  9  V.  u.  lies:    /y  ^  9  statt  cotg  \B. 
S.  106,  Z.  16  V.  o.  lies:    =  ^/(vo  +  v). 

Hm 

S.  119,  Z.  5  V.  u.  lies:    »^  =  r  sinX-^- 

S.  128,  Z.  17  y.  o.  lies:   Parallelstralenbüschels. 

S.  131,  Z.  19  u.  20  sind  Zmx  und  Ztoy  zu  vertauschen. 

S.  158,  Z.  7  r.  u.  lies:    nicht  parallele  Azen. 

S.  168,  Z.  13  V.  u.  setze:    7J®\  T<^\  if^  statt  T,,  T^,  T^, 

S.  180,  Z.  1  lies:    cC"=  a"  und  Z.  4:   —  2a>Vco«a. 


fr  f  §      tt 

.„        to  —  ca  cos  a         ,    »    ^  amm 


S.  181,  Z.  11  V.  u.   lies:   cos  ß  =   ^ und    Z.  9  v.  u,:    —    /—  sin  a, 

ata   ((D  —  (D  cos  a) 
-~, 

S.   199,  Z.  12  und  13  v.  u.  lies:    ^   und    t-|- 
'  dx  dx* 


S.  214,  Z.  19  y.  o.  lies:  Jfp^ds, 


O  Ol 

S.  226,   Z.  20,  19,  18  v.  u.  setze  zweckmässiger:   -^  «»  X,  sodass  b  ^=»  g  -  - — ^- 

y  4  Tcor^ 

und  i^=ayf—  /ß=y-  ^ —  «  y  —  ;   x  =  A^  —  • 
*   n    ör  or  x*  r     QY 

S.  229,  Z.  18,  21,  22  lies:    Motn,  M^N,  Mg  sUtt  Am,  AN,  m, 

S.  231,  Z.  13  V.  u.  lies:   2f(s)  statt  /"(*);  Z.  2  v.  u.  2/;  Z.  1  v.  u.  streiche:  =  0. 
S.  239,  Z.  12  y.  u.  lies:    „und  sie  hierauf  addirt*'.     Z.  10  v.  n.  lies:    „drei  erste 

Integrale  ". 
S.  242,  Z.  6  lies:    „ein  oder  drei  Integrale^';   Z.  13  lies:  2ad(. 

S.  248,  Z.  6  y.  u.  lies:    cd  =  AVhW. 


9G8  Verbessernngen  und  Zusätce. 

S.  252,  Z.  1  y.  o.  nnd  Z.  9  y.  n.  lies:   x  =■  htinia.     Desgl.  S.  253,  Z.  2  v.  o. 
S.  266,  in  Fig.  98  ist  D  zwischen  F  und  iV  ssu  streichen. 


iy ;  Z.  12  V.  u.  lies :   M  =  cot      7j  -  e  *^ 


S.  256,  Z.  14  V.  o.  lies:  M  ^^—  Kg  cos 

Z.  3  V.  a,  füge  den  Factor zu. 

g 

S.  258,  Z.  5  y.  u.  lies  im  Nenner  rechter  Hand:   2gh  statt  \gh.    Desgl.  Z.  t  r. r 

im  Zähler. 

S.  259  sind  in  den  Formeln  für  dx^  dy^  dt  ^  x^  y,  f,  w  die   Zahlencoefficicntrr 

i»    77-.    Kl  2"  *»^&«"- 

S.  266,  Z.  21  u.  22  v.  o.  lies  in  den  Formeln  für  o^  nnd  o  :  a  cox  %t  nnd  -f~  &  <^<< 

S.  284,  Z.  13  y.  o.  lies:   IM  =  Coiw^  —  l  [XR), 
S.  304,  Z.  1  u.  2  lies: 

A  =^  Q  \fnn  fft  cos  i'i  +  1  co«  fi  — : — j  und  B  =>  q  [cos  {i  cos  vt  —  1  tut  ^  — :    j . 

oder  also  A  =  q  (sin  f&  ±  i  ro«  n)  cos  vi  nnd  /?  &=■  p  (^of  ft  ^  i  «ii«  ^)  rof  n 
S.  305,   Z.  17  n.  ffg.  sind  zu  ersetzen  durch:    „die  Geschwindigkeit   des  Hoi< 

graphenpunktes  Q  ist  —r-  =  p'-:    =*C-j=~-»,   da  C  =  pü    ist** 

S.  307,  Z.  6  y.  o.  lies:   g  sin  9. 

S.  315,  Z.  6  V.  o.  lies:    <  statt  >. 

S.  323,  Z.  18  y.  o.  lies:    „gleich  langer  Pendel**. 

S.  324,  Z.  2  y.  n.  im  Nenner  unter  dem  Integralzeichen:   2  statt  %g. 

dx 
8.  326,  Z.  2  u.  3  lies:    sin  9dd-  und  d&  ^  --s;- 
'  sin  9" 

S.  332,  Z.  3  lies:    9  —  g  sin\m  statt  g  sin^m  —  v  und  Z.  15  y.  u.:    o  s=  2)  >  . 

S.  333,  Z.  8  lies:    5  =  0. 

S.  337  lies:    Vx  —  h  statt  Kf*  ^^^. 

S.  340,  Z.  18  y.  o.  lies:   ^  (—  —  j  z=>  —  g  ^. 

2 

S,  341,  Z.  1  y.  u.:    <  =  —  • 

S.  342,  Z.  26  lies:   „Die  Oscillationsdauer  ist  etwas  grösser,  als  im  leeren  RaoEt'  • 

8.  344,  Z.  4  V.  o.  lies:   ü  =  a  VJä  sin  j/ ^  •  /  und  Z.  13:   «i  =  —  a  (l  -  <  ^"^) 

8.  352,  Z.  9:    iV  sUtt  v. 
8.  362,  Z.  11  y.  u.  lies: 

^  =  f  {r  +  2«.  +  2A  -  3«}  -  tf  {1  +  '"^  +  **  -  '-•}. 

8.  370,  Z.  3  y.  u.  ist  «in  a  im  Nenner  zu  streichen. 

8.  371 ,  Z.  4  y.  o.  lies:   ip  cos  f  statt  ^  «fn  7;    Z.  1  y.  u.  lies:   y  »  p,    ^  ***  v. 

C*  1  "»''» 

8.  372,  Z.  1  y.  o.  lies:    — ; —  *  -  , "   und  Z.  8:    (^  +  ro*  2  p  —  2  d)  #m«p  =  " 
'  g  sing      *m'  p  ^      *  ^  ^'        '^         g 

8.  374,  Z.  5  y.  u.  streiche  das  Zeichen  — . 
S.  376,  Z.  4  lies:   N  '^  —  g  • -^  • 

*  CO*  V 

8.  388,  Z.  9  y.  o.  lies:    Ä»  (x «  +  y'«)  +  Ä«^y'. 

8.  389,  yon  Z.  8  y.  n.  an  lies:    „Für  alle   Punkte  innerhalb  des  Kreises   ist  «u 
negutiy  und  absolut  genommen  ^  dQ^  also  </t  negatiy ;  mithin  liegt  für  sir  A 
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in  der  Richtung.  CM  jenseits  M\  für  alle  Punkte  ausserhalb  des  Kreises  auf 
der  Seite  von  CC\  auf  ivelcher  der  Kreis  Hegt,  ist  dft  negativ  und  ab- 
solut genommen  <[  d&t  also  dv  positiv  und  <[  dS  und  liegt  folglich  K  in 
der  Richtung  MC  jenseits  C,  Für  alle  Punkte  M^  welche  dem  Felde  der 
positiven  dft  angehören,  ist  dt  positiv  und  ^  d&  und  liegt  folglich  K  zwischen 
C  und  M,'' 

S.  390,  Z.  17  lies:  Die  Bahnen  aller  Punkte  ausserhalb  dieses  Kreises  kehren 
dem  Momentancentrum  ihre  concave,  die  innerhalb  liegenden  ihre  conveze 
Seite  zu. 

S.  897,  Z.  5  V.  u.:   Für  den  Punkt  T  ist  t  s  ^^r,   also  o  »  0. 

8.  405,  Z.  12  V.  u.  lies:  Die  andere  ist  senkrecht  zur  Ebene  durch  den  Sjstem- 
punkt  und  die  Gerade,  welche  in  der  Tangentenebene  des  Kegels  (C;  senk- 
recht zur  Momentanaxe  geführt  werden  kann  und  proportional  dem  Abstände 
von  dieser  Geraden,  der  Winkelgeschwindigkeit  n.  s.  w. 

S.  407,  Z.  4  V.  u.  tilge  die  Worte:   „zur  Momentanaxe  senkrechten *^ 

S.  409,  Z.  8  V.  u.  lies:  für  alle  Systempunkte  erfüllt,  welche  in  den  Ebenen  der 
xz  und  xy  liegen. 

S.  413,  Z.  2  V.  u.  lies:   welche  durch  den  Systempunkt. 

S.  414,  Z.  4  V.  u.  lies:  welche  senkrecht  zum  kürzesten. Abstände  der  beiden  mil- 
einanderfolgenden  Momentanaxen  ist. 

S.  415,  Z.  4  V.  u.  lies:    §.  4.  mit  Rücksicht  auf  die  Verschiedenheit  der  Lage  der 

Axen: 

du 

dSl 

u^x  —  a^y  =r        Sl^x. 

S.  416,  Z.  5  u.  11  Ues:    —  SlWz   und   —  Ä?'«,;    Z.  6  u.  12:    —  ^  jtj:    Z.  7: 

dt 

SlWx;   Z.  13:    +  ^;   Z.  22:    B  ^^  ,    C  «  -  Ä  V,    ^'—  -  ^. 

dt  at  dt 

S.  417,  Z.  8  muss  im  Ausdrucke  für  Xi  und  im  ersten  Gliede  de«  Ausdracke«  für 

tfi  das  Zeichen  —  stehen.     Ebenso  Z.  9  im  ersten  Gliede  für  Sj  nnd  muas  im 

dSl 
Nenner  des  zweiten  Gliedes  i2  9^ gesetzt  werden.    Z.  14  lies:  —  a  — — )-  ^i27: 

Z.  15:   —  Ä^x,;    Z.  17:    —  a  ^^  +  P^^   und    aÄ'  -f  ''-   —  0 

at  at 

S.  4l8,  Z.  1  Bind  das  zweite  und  dritte  Gll«d  rechts  mit  dem  Zeichen  — ,   ebeabo 

Z.  2  das  erste  Glied  mit  — ,  Z.  3  mit  -}-  zu  nehmen.    Dieselben  Aendemngfn 

dSt  ^         dSt  /       £  \ 

sind    Z.  9,   10,  11    anzubringen.     Z.   17   lies: ~r-  ^  ^m^  --     I—  -■  I   und 

dt  dt    \        p^ 

-   -    fi  a=B  — —  (--).    Z-  22  streiche  die  Zeichen  — . 

dt    '      dt  \py 

$.423,  2S.  6  ist  im  dritten  Gliede  ein  —  nnd  in  der  Klammer  des  vierten  Gliedes 

^  zo   setzen. 
S.  428,   Z.  15  u.  34  lies:    SlCdi  statt  Udt. 
S.  429,   Z-    1:    C  sUtt  C. 
8.  431,   Z.   2  lies:    ßP^'^  du'  und  m  sUtt  m;  Z.  4:   V'U'^  rff  unl  itV^  du' 

:^.  432,   Z.   3  v.  n.  lies:   „durch  die  relative  Geschwindigkeit  zu  M  parallel.^* 

.<,  434,   Z.  3  lies:   Centripetalbeschlennigungen. 

^    44fj     2.    1  V.  n«  lies:  ^verilnderlieb''. 

.^.  441,  Z.   ^  i*t  einzusehalten:   Diese  Beschleunigung  Stü  wi  allen  Punkten  der 

Schell,    ITieDrie  d.  ße».  «.  d.  Krilfle. 
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Erde  und  dem  Punkte  M  gemein,  sodass  sie  auf  dessen  relative  Bewegung 
keinen  Einfluss  hat. 
S.  443,  §.  6.  ist  die  s-Ase  positiv  im  entgegengesetzten  8inne  von  g  zu  nehmen 
und  zu  setzen 

Ä_  =  0,       ß„  =  Ä  CO«  <,      Ä.  «  —  Ä  9in  X^ 

~  '*  dt  dt 

y_^^  2Sl  sink—,       Z_^  =  2  Ä  cos  X    -  • 

In  den  folgenden  Bewegungsgleichungen  ändern   sich   daher  einige  Zeichen, 
die  weiteren  Z.  10  bis  12  aber  bleiben  ungeändert. 
S.  445,  Z.  12  lies:    v^^x  statt  vq, 

S.  446,  Z.  12  lies:    —  —^  (1  —  cos  2  Sit);  Z.  16  v.  u.  lies:  ^  ü«  =. 

8.  447,  Z.  12  V.  u.  lies:    (—  s')! 

8.  458,  Z.  3,  5,  7  v.  u.  streiche  ß',  ä/',  ä";  Z.  12  v.  u.  lies:   U^'Sl'dt  und  Z.  15 

V.  u. :  „Winkelgeschwindigkeit". 
8.  460,  Z.  19  V.  u.  setze:    Ä/'  statt  Ä'. 
8.  461.   Z.  12  und  14  bis  16  sind  die  Projectionen  der  dritten  Beschlennigongt- 

componente  entgegengesetzt  zu  nehmen. 

8.  466,  Z.  5  bis  3  v.  u.  lies:    yjf^  =  —  ^  (3  —  ^  cotg  d),  mithin 

V    dv     .Q\_(v    dv         ,^(8)V^> 

8.  468,  Z.  8  lies:    ~  -^^1. 

8.  473,  Z.  8  V.  u.  lies:   p^SlK 

8.  474,   Z.  14  V.  u.  lies:    —  3.     Ebenso  Z.  7   v.  u.    Z.  4  v.  u.   sind  die  Zeich^L 

umzukehren. 
8.  545,  Z.  6  u.  21  lies:   H  statt  i(f. 

8.  573,  Z.  1  zuzufügen:    ,, welche  nicht  beide  zugleich  schneidet". 
8.  593,  Z.  9  v.  u.  lies:    §.  4. 
8.  598,  Z.  3  v.  o.  lies:    Cap.  V,  §.  8. 
8.  620,  Z.  17  tilge  die  Worte:   „oder  zwei  8pitzen''. 
8.  697,  Z.  11  setze  im  dritten  Gltede  der  Klammer  —  statt  -|~< 
8.  743,  Z.  24  V.  0.  lies:    axis. 
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